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1 Introducao

O estudo do raciocinio sob incerteza é de interesse de diversas areas e, nas
ciéncias da computacao, tem aplicagoes titeis na anélise de programas probabi-
listicos e sistemas distribuidos. Ainda no século XIX, Boole [1] ja estudava a
atribui¢do de probabilidades a sentencas logicas, tendo influenciado de Finetti
em sua teoria da probabilidade subjetiva no século seguinte. Em 1965 Hailperin
[2] revisitou o problema, trazendo-o para a programacao linear. Ja em 1986,
Nilsson [3] formalizou o problema da satisfazibilidade probabilistica como o co-
nhecemos hoje: dadas sentencas logicas, e probababilidades atribuidas a elas,
deseja-se saber se esta atribuicdo € consistente. As principais solug¢oes analiticas
e numéricas desse problema, além de seu histérico detalhado, podem ser vistas
em [4].

O problema da satisfazibilidade probabilistica (PSAT) é NP-completo. Logo,
o teorema de Cook-Levin [5] garante a existéncia de uma redugio polinomial do
PSAT para o problema da satisfaziblidade classica (SAT), outro NP-completo.
Tal redugao é atraente devido & existéncia de bons algoritmos para se resolver
0 SAT, estes em continua pesquisa. Outro interesse em reduzir o PSAT ao SAT
vem da busca por um melhor entendimento da relacao entre a légica e a proba-
bilidade. Este trabalho tem por objetivo investigar a relagdo entre o PSAT e o
SAT, procurando por caminhos que possibilitem a reducio desejada. Embora
tal reducao nao seja alcangada nesse relatorio, ele traz resultados significativos
da pesquisa, como uma forma normal para o PSAT e uma relagdo de acarre-
tamento probabilistico, que se mostraram tuteis no estudo da satisfazibilidade
probabilistica.

A secdo 2 apresenta formalmente o problema PSAT, na sua formulagio via
programacao linear de Nilsson [3], e demonstra sua NP-completude. A secdo 3
traz a Forma Normal Atomica para o PSAT, que particiona o problema em um
SAT classico e uma atribuicdo de probabilidades a atomos. Na secdo 4 é in-
troduzida uma relacao de acarretamento probabilistico, e um teorema evidencia
sua utilidade na ligacao entre o PSAT e o SAT. Continuamos apresentando um
conjuto de férmulas com facil verificacao de seu acarretamento probabilistico e
mostramos algumas propriedades inerentes a essas férmulas. Entdo, na se¢ao 5



apresentamos uma, conjectura, sob o ferramental desenvolvido nas se¢oes ante-
riores, sobre uma, possivel redu¢do do PSAT ao SAT. Tal conjectura é refutada
exaustivamente, com a apresentacao de um contra-exemplo.

2 O problema

A satisfazibilidade probabilistica (PSAT) ¢ um problema de decisdo, onde se
pergunta se ha consisténcia em um conjunto de probabilidades atribuidas a
formulas l6gicas. Seja S = {s1,..., sk} um conjunto de k sentencas logicas sobre
um conjunto de n varidveis booleanas X = {z1,...,z,}, com os operadores
usuais da légica proposicional classica. Dado um conjunto de probabilidades,
P ={p;|0 <p; <1,1 < i <k}, dizemos que a instancia do problema PSAT
formada pelo conjunto S e por p(s;) = p;, com 1 < i < k, é satisfazivel se, e
somente se, esta atribuicao de probabilidades é consistente.

Uma valoracdo v é definida inicialmente como uma fun¢do que associa valor
verdade a variaveis booleanas, formalmente v : X — {0,1}. Podemos entdo
estender o dominio das valoragbes para o conjunto de féormulas S, & maneira
usual da logica classical, v : S — {0,1}. Seja V = {v1,...,v2n} 0 con-
junto das valoragoes possiveis sobre X, e 7w, uma distribuicao de probabilidade
sobre V. A probabilidade de uma férmula s de acordo com 7 é dada por
p=(s) = Y {m(v;)|vj(s) = 1}. Assim, as probabilidades p; atribuidas as for-
mulas de S serdo consistentes se houver uma distribui¢do 7 sobre V' que faca
Pr(ss) =pi 1 <i < k.

Agora o PSAT pode ser expressado matematicamente como um problema de
programagao linear, como introduzido em [3]. Seja A a instancia do problema
PSAT formada pela atribui¢do das probabilidades do conjunto P as k férmulas
do conjunto S, A = {p(s;) = p;|1 < i < k}. Definimos a matriz Agxon = [aij],

tal que a;; = v;(s;), e a matriz Bkﬂ: [pij], tal que p;; = p;. Temos que A é
satisfazivel sse ha um vetor m que satisfaz as restri¢oes:

Am (1)

T (2)
Z T o= (3)

Se existir tal solucdo, dizemos que 7 satisfaz A, caso contrario dizemos que A
é insatisfazivel. As restri¢oes (2) e (3) forcam que 7 seja uma distribuigio de
probabilidade. A restrigdo (3) pode ser omitida se adicionarmos a A uma linha

—

inteira de 1’s, de tal maneira que ag+1,;, = 1,1 < j < 2", e adicionarmos a P
um elemento pr11,1 = 1, 0 que faremos no restante deste relatério.

O lema de Carathéodory [6] garante que, se o problema de programacao
linear (1-3) tem solugdo, entdo ha uma solugdo com apenas k + 1 elementos de
7 diferentes de zero. Como observado em [7], isso faz com que o PSAT esteja
em NP, pois podemos tomar uma matriz Ay 541 € um vetor ;11 como NP-
certificado. Além disso, um problema de satisfazibilidade da l6gica proposicional
(SAT), formado por um conjunto S de k sentengas, pode ser reduzido a um

AV
— O'@i

ISejam o e B formulas da légica classica proposicional, tem-se: v(a A 3) = 1 sse v(a) = 1
ev(B) =1;v(aVB) =1sse v(a) =1ouv(B) =1; v(~a) =1sse v(a) = 0; v(a — B) =1 sse
v(a) =0 ou v(B) =1; e v(a < B) =1 sse v(a) =v(B).



PSAT, em tempo polinomial em k, fazendo p(s;) = p; = 1,1 < i < k. Segue
que PSAT ¢é NP-dificil e, logo, NP-completo.

3 A Forma Normal Atomica

Seja S = {s1,..., s} um conjunto de sentengas da logica classica proposicional,
sobre o conjunto de variaveis booleanas X = {z1,...,2,}. Dizemos que uma
instancia do problema PSAT, A = {p(s;) = pi|1 < i <1}, 0 < p; <1, esta
na Forma Normal Atémica se puder ser particionada em dois conjuntos, (', ¥),
onde I' ={p(s;) = 1|1 <i<m} e ¥ ={p(y;) = pi|ly; € um atomo e 1 < i < k},
com 0 < p; <1,onde ! =m+ k. A particio I é a parte SAT da forma normal
atomica, representada geralmente como um conjunto de féormulas, e a parti¢ao
U é a parte de atribuicao de probabilidades atomicas. O teorema a seguir
mostra como qualquer instancia do problema PSAT pode ser trazida para a
forma normal atomica, adicionando um nimero linear de novas varidveis.

Teorema 3.1 (Forma Normal Atomica). Seja A = {p(s;) = p;|1 <i <k} uma
instdncia do problema PSAT, entdo pode-se construir, em tempo polinomial,
uma instdncia do PSAT na forma normal atomica (', V), tal que A € satisfazivel
se, e somente se, (I', ) também o é.

Demonstracdo. Para construirmos, a partir de uma instancia do problema PSAT
A = {p(s;) = pi,1 < i < k}, uma instancia do PSAT na forma normal ato-
mica (', ¥), primeiramente adicionamos k variaveis, y1, ..., yr- Entdo fazemos
F'={plyi—s)=11<i<k}eW ={p(y;) =pi|l <i<k}. Claramente, isso
pode ser feito em tempo polinomial sobre k.

Suponha que haja uma distribuicao de probabilidade 7, sobre as valoragoes
vi{zy,. 20 U{yr, ..o,y — {0,1}, que satisfaga (I', ¥). Como 7 satisfaz
(T, ), temos que pr(y;) = pi, 1 < i < k. Pela construgao de T, e pelas leis
da probabilidade, temos que p.(y;) = p=(s;) e, logo, pr(si;) = pi, 1 < i < k.
Sobre as valoragoes v’ : {z1,...,z,} — {0,1}, definimos uma distribuigdo de
probabilidade 7’:

(o) = 3 {m(0)[olas) = o/ (2),1 < i < n}

Assim 7’ & uma distribui¢do de probabilidade sobre {z1,...,x,} que satisfaz
pa(8i) = piy 1 <1 < k e, consequentemente, 7’ satisfaz A.

Por outro lado, suponha que haja uma distribuigdo de probabilidade 7’ sobre
as valoragoes v’ : {x1,...,z,} — {0,1} que satisfaga A. Como 7’ satisfaz A,
pr(8;) = pi, 1 < i < k. Definimos uma distribuigdo de probabilidade 7 sobre
as valoragoes v : {z1,...,zpt U{y1,...,yx} — {0,1}:

(v) = (W) ,sev(x;) =v(z;) ev(y;) =v(s;),1<i<nel<j<k
o 0 , caso contrario

Claramente, temos pr(s;) = pr(s;) € px(yi) = px(si), 1 <4 < k. Dai segue que
Pr(Yi) = par(8i) = piy 1 < i < k, e entdo 7 satisfaz ¥. Para todo v, tal que
m(v) £ 0, tem-se v(y;) = v(s;), 1 <i <k, entdo pr(y; = s;) =1, 1<i<k,emw
satisfaz I'. Finalmente, 7 satisfaz (T, U). O



A forma normal atomica permite que vejamos uma instancia do problema
PSAT (T, ¥) como a interagdo entre uma atribui¢do de probabilidades, repre-
sentada por ¥, e uma instancia do SAT, T". Assim, solugoes para (I, ¥) podem
ser vistas como solugoes para ¥ restringidas pela instancia I do SAT.

Seja v’ uma valoragao sobre {yi,...,yr}. Dizemos que v’ é consistente com
I, uma instancia do problema SAT sobre as variaveis {y1, ...,y tU{z1,...,Zn},
se existe uma valoracdo v : {y1,...,yk} U{z1,...,2,} — {0, 1} que satisfaca I,
tal que v(y;) =v'(y;), 1 <i < k.

Lema 3.2. Seja (T', ¥) uma instdncia do problema PSAT na forma normal até-
mica, onde ¥ = {p(y;) = pi,1 <1i <k}, e T, uma instdncia do SAT sobre as
varidveis {x1,...,xnt U{y1,...,yx}. Se (T, ) € satisfeito pela distribuicao de
probabilidade 7, entao toda valoragio v : {x1,...,xn} U{y1,...,yx} — {0,1},
tal que w(v) > 0, estende wma valoragio v' : {y1,...,yx} — {0,1}, com
v(y;) =v'(yi), 1 <i <k, tal que v' é consistente com T.

Demonstra¢do. Para toda formula s; € T, tem-se p,(s;) = 1. Logo, se uma
valoragdo v : {z1,...,2,}U{y1,...,yx} — {0,1} tem 7(v) > 0, v deve satisfazer
todas formulas s; € T, pois se v ndo satifizesse algum s; € T, teriamos p,(s;) < 1,
o que é uma contradi¢do. Construindo uma valoragdo v’ : {y1,...,yx} — {0,1},
com v'(y;) = v(y;), 1 <1i < k, v deve ser consistente com I' por defini¢do, ja
que v satisfaz I'. O

Teorema 3.3. Seja ¥ = {p(y;) = pi|l < i < k}. Uma instdncia PSAT na
forma normal atémica (T, V) é satisfazivel sse existe uma matriz Ay, com k+1
linhas e até k + 1 colunas, que, junto de um vetor 7, atende as restricoes (1) e
(2), tal que cada coluna de Ay (a menos da iltima linha) corresponde a uma
valoragao sobre {yi1,...,yx} consistente com I'.

Demonstra¢do. Suponha que I' contenha m féormulas sobre as variaveis xy, . . ., Z,.
Como (T', V) é satisfazivel, existe uma matriz A, (m + &k + 1) x (2"7*), e uma
distribuicio de probabilidade 7, sobre as 2"t* valoracdes, que satisfazem as
restrigoes (1) e (2). Construimos A’ retirando de A todas as colunas referentes
a valoracoes v, tal que m(v;) = 0, e construimos 7’ eliminando os 7; nulos,
referentes a mw(v;) = 0. Claramente, A’ e 7’ satisfazem (1) e (2). Para toda
formula s; € T', temos p,/(s;) = 1 = p;, mas, para representar a restri¢do (3),
adicionamos pp,4x+1 = 1. Como as colunas de A’ representam valoracoes v;, tal
que 7(v;) > 0, estas valoracoes devem satisfazer I'. Assim, as linhas referentes
as formulas de T' devem ser iguais a (m-+k+1)-ésima linha, composta somente
de 1’s, e podem ser excluidas de A’, juntamente com os p;’s correspondentes.
Assim obtemos a matriz A”, com (k + 1) linhas, que com 7’ satisfaz (1) e (2).
Entao, pelo lema de Carathéodory [6], existe uma matriz Ay com k + 1 linhas
e até k + 1 colunas que satisfaz (1) e (2). E, pelo lema (3.2), as valoragoes
correspondentes as colunas de Ay devem ser consistentes com I'.

Agora suponha que existe uma matriz quadrada Ay, de dimensdao k + 1,
que atende as restri¢oes (1) e (2), com solugdo 7, e com colunas representando
valoragoes sobre yi, ...,y consistentes com I'. Constuimos A’ adicionando
m linhas com 1’s, correspondendo as formulas de I', e adicionamos os m 1’s

=
correspondentes a P. Assim, cada coluna de A’ representa uma valoracido que
satisfaz I". Entdo montamos A", a partir de A’, adicionando m colunas com
1’s, e incluimos m 0's em 7 correspondentes a essas colunas, chegando a 7.



Claramente, A” e 7’ satisfazem as restri¢oes (1) e (2), logo (I', ¥) é satisfazivel.
O

4 Uma Relacao de Acarretamento Probabilistico

Diz-se que um conjunto de féormulas I acarreta uma féormula « (ou implica lo-
gicamente), I' E «, quando toda valoragdo que satisfaz I’ também satisfizer «,
o que equivale a dizer que I' U {—«} ¢é insatisfazivel. Nesta se¢do, procuramos
um acarretamento anélogo para a légica probabilistica, aqui chamado de acar-
retamento probabilistico, explorando instincias do problema PSAT na forma
normal atomica.

Seja ¥ uma atribuicao de probabilidades sobre atomos, e a, uma férmula.
Dizemos que ¥ acarreta probabilisticamente «, denotando por ¥ k «, sse a ins-
tancia do problema PSAT na forma atomica ({-a}, ¥) é (probabilisticamente)
insatisfazivel. Em outras palavras, sendo ({—«}, ¥) insatisfazivel, isso significa
que p(—a) = 1, logo também p(a) = 0, sdo inconsistentes com ¥, e como as pro-
babilidades sdo ndo-negativas temos que ¥ g « implica p(«) > 0, para qualquer
distribuicao de probabilidade que satisfizer .

Denotamos por v o conjunto de todas as formulas « tais que ¥R a. O
papel deste conjunto, e do acarretamento probabilistico no estudo do problema
PSAT fica claro no seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja ¥ = (I', ¥) uma instdncia do problema PSAT na forma

normal atomica. X € satisfazivel sse para todo o € \I/Fz, T'u{a} é classicamente
satisfazivel.

Demonstracdo. Suponha que exista a € ‘I’h, mas I' U {a} ndo seja classica-
mente satisfazivel, entdo I' £ —a. Como a € ¥", obtemos que ({—a}, ) e
probabilisticamente insatisfazivel, logo (', ¥) também o é.

Agora suponha que (T', ¥) seja insatisfazivel. Seja v a conjungdo das formulas
pertecentes a I. E 6bvio que ({7}, ¥) também sera insatisfazivel. Dai, segue
que —y € U™, eTU {—} é claramente insatisfazivel. O

Isso nos motiva a estudar as propriedades do acarretamento proababilisitico.

4.1 Propriedades do Acarretamento Probabilistico
Notemos, primeiramente, a relagio entre ke e F:
Lema 4.2. Se U a e aF (3, entdo ¥ k5.

Demonstrag¢ido. Como V¥ ks, temos p(a) > 0, e o E § leva a p(a) < p(fB).
Entéo, tem-se p(3) > 0 e, logo, ¥ k3. O

Entretanto, notamos que ¥ a e ¥k S ndo implicam ¥ ra A 8. Como
contra-exemplo, tomamos p(a) = p(8) = 0,4 e p(a VvV ) = 0,8, donde clara-
mente segue p(a A 3) = 0 e, logo, U a A S. Nesse contra-exemplo, fizemos
p(aV B) = p(a) + p(B), o que s6 é possivel quando p(a) + p(B8) < 1. Isso nos
conduz ao préximo lema.

Como, na forma normal atémica do PSAT, as probabilidades sdo atribuidas
a atomos, e consequentemente a suas negagoes, convem definirmos literal, para



falarmos de probabilidades sobre literais. Um literal  é um &tomo ou sua
negacao, e T denota a negacao deste literal.

Lema 4.3. Seja ¥ uma atribuicdo de probabilidades a dtomos, tal que, para os
literais y e z, p(y) + p(z) > 1. Entio ¥y A z.

Demonstragiao. Como consequéncia direta dos axiomas da probabilidade de Kol-
mogorov, sabemos que:

p(y) +p(2) =pyVz) +ply A=)

Como p(y) + p(z) > 1, e sempre p(y V z) < 1, obtemos que p(y A z) > 0 e, logo,
UkyA z. O

Porém, como p(y1) + ...+ p(yr) > 1 nao implica ¥ py; A ... Ayk, buscamos
uma generalizagdo adequada para o lema (4.3).
Sejam y1, ...,y literais, e seja j um inteiro, com 1 < j < k. Definimos:

Cj(yh...,yk):\/{yil/\.../\yi].|1Sil<...<ij§k} (4)

Por exemplo, C(y, z,w) = yVzVw, C?(y, z,w) = (yAz)V(yAw)V (zVw) e
C3(y, z,w) = yAzAw. Convem definirmos C°(yy, ..., yx) = 1, sendo o elemento
neutro da conjuncdo. Chamamos uma férmula no formato (4) de C-férmula.

Devido & comutatividade dos operadores logicos A e V, a ordem dos literais
em (4) é irrelevante. Além disso, observemos as seguintes propriedades das
C-formulas, com relagdo a implicacdo logica:

Lema 4.4. Seja y1,...,yr um conjunto de literais, e 7,7,k e k' nimeros in-
teiros:

(a) se 0<j <j, entdo CI(yy,...,yx) ECT (y1, ... yp).
(b) se k' >k, entdo C7(y1,...,yx) ECI(y1,. .., Yw)-

Demonstragao.

(a) Seja o cojunto Y = {y1,...,yr}. Notemos que uma valoracio v satisfaz
CY(y1,...,yx) sse existir um conjunto Y’ C Y, tal que [Y'|=jev(y) =1
para todo y € Y’. Obviamente, se v satisfaz C’(y1,...,yx), entdo, para

todo 1 < j' < j, existe um conjunto Y” C Y’ C Y, tal que |Y'|=j e
v(y) = 1 para todo y € Y”. Entdo tal valoragdo v deve também satisfazer
c7 (yh ce ,yk).

(b) Basta notar que, quando k' > k, C’(yy,...,yw) pode ser escrito na forma
aVCi(yy,...,yx). Entdo toda valoragao que satisfaz C7(yy, . .., y;) também
satisfaz C7(y1,...,yw).

O

Seja Y = {y1,...,yn} um conjunto de literais. Outra importante pro-
priedade das C-férmulas, a ser usada na secao 5, diz respeito a influéncia
do acréscimo de literais contrarios, 2,z ¢ Y, em C/(Y), onde C7(Y) denota

Ciyry . yr):



Lema 4.5. Seja Y um conjunto de literais, e seja z um literal, tal que z,Z ¢ Y.
Entdo CV(Y) = CVTHY U {z, z}).

Demonstracio. Expandido a formula C/T1(Y U {z,z}) e descartando as con-
juncgoes que implicam z A Z, sobram conjuncoes com j + 1 literais, dos quais j
literais pertencem a Y, e o literal restante pertence a {z, Z}. Em outras palavras,

CHY Y Uu{z,z2))=2ACIY)VEZACI(Y)=CI(Y). O

Ainda antes de enunciarmos o préximo teorema, precisamos do seguinte
lema, onde CY denota C7(y1,...,yx):

Lema 4.6. Para 0 <i <k, p(yp41 ACy)+p(CiH1) = (C,Z:Fll) +p(yra ACTY)
Demonstra¢ao. Diretamente dos axiomas de Kolmogorov, temos:
Pyri1 A CL) + p(Ci) = p(yrsr ACLV CLFY) + p(yisn A CL A G
do lema (4.4) temos que C;*' E C}, entio:
P(Yrr1 ACLACEY) = pyrra A CETY)
Da definigao das C-férmulas, notamos que:
vt NGV O = Oy
Finalmente, obtemos:

Prt1 ACL) + p(CE) = p(CEY) + plyess A CLTY)

O
Teorema 4.7. Seja {y1,...,yx} um conjunto de literais. Entdo:
p(yr) + - +puk) = p(C (Y1, -, yk)) + -+ P(C* (Y1, -, 1))
Demonstragao. Provaremos por inducao em k, com C,i denotando C(y1, . .., yx):

Base da inducdo: k=1, p(yl) Ct(y1), trivial. ‘
Hipétese de indugao: k: =j 21, py) + ... +ply) = p(C}) + ... +p(CT).
Passo de indugéo: k= j+1; partlndo da hipotese de indugdo, somamos p(y,+1)
a ambos os lados da igualdade:

PW1) + -+ p(yy) + p(se1) = p(C}) + ...+ p(C]) + p(yj+1)

Sendo ;11 equivalente a y;41 A CJQ, aplicamos o lema (4.6):

p(C}) +p(yjs1) = p(Cj1) + p(yjr1 A C))
para entao obter:
pW1) + -+ (1) = p(Clyy) + p(yj+1 ACH) +p(CF) + ...+ p(CY)

De maneira analoga, repetimos a aplicagdo do lema (4.6) j — 1 vezes, chegando
a:
py1) + -+ pyir1) = p(Clin) + - +0(Cy4 1) + 0y ACY)

Notando que y;11 A Cj = C]errll, tem-se finalmente:

p(y1) + .o+ p(yis1) =p(C (Y1, -, yj11)) + -+ D(CT (Y1, Y1)
O



Apresentadas as C-formulas, e de posse do teorema (4.7), podemos enunciar
o teorema que finalmente generaliza o lema (4.3):

Teorema 4.8. Seja {y1,...,yx} um conjunto de literais, e U, uma atribui¢do
de probabilidades a esses literais (ou a sua negagdo). Se Zlep(yi) >j—1,
entio CI(yr,...,ys) €U

Demonstra¢do. Do teorema (4.7) temos:

k k

> o) =Y p(Ciyr,- . mr) > — 1

i=1 i=1

Como p(a) < 1 para toda formula «, Zz;ll p(C(y1, ... yk)) < 7 — 1, logo

Z»’;:jp(ci(ylv"'ayk)) > 0.
Por outro lado, do lema (4.4), segue que C*(y1,...,yx) E ... ECI(y1,...,yp),
pois j < k, e logo:

p(CI (Y1, yk)) = ... > p(CF(yr,s- -, yk))
(k—37+D)p(Co(y1,s-- - uk)) = Zf:jp(Ci(yh...,yk)) >0
p(C9(y1s---,yk)) >0

Concluimos que ¥k CY(y1,...,yx) e, por defini¢io, C7 (yi,...,yx) € vt O

5 Refutacao de uma Conjectura sobre Satisfazi-
bilidade Probabilistica

Seja (I, ¥) uma instancia do problema PSAT. Pelo teorema (4.1), se para
alguma C-féormula o, tal que a € \I!r:, {a} UT é classicamente insatisfazi-
vel, entao (I, ¥) é probabilisticamente insatisfazivel. Por outro lado, se toda
formula o € U~ fosse implicada por alguma formula C7(y,...,yx), tal que
Zle p(y;) > j— 1, a insatisfazibilidade probabilistica de (I, ¥) garantiria a in-
satisfazibilidade classica de {C7(y1,...,yx)} UT, para alguma C-férmula nessa
condicdo. Com isso em mente, conjecturamos que, para toda instancia insa-
tisfazivel do problema PSAT (T, ¥), existe uma formula C7(yq,...,yx), com
Zle p(y;) > j — 1, tal que {C’(y1,...,yx)} UT & insatisfazivel. O lema se-
guinte refuta tal conjectura.

Lema 5.1. Eziste uma instdncia insatisfazivel do problema PSAT (T, ¥) tal
que, para toda formula CI(y1,...,yx), com Zle p(y;) > j — 1, tem-se que
{CI(y1,...,yx)} UT € classicamente satisfazivel.

Demonstracdo. Nossa demonstragao consiste em apresentar um exemplo, ou
seja, uma instancia insatisfazivel do problema PSAT A = (T',¥) onde, para
todas as formulas C7(yy, ..., yx), com Zle ply) > —1,{C/(y1,...,y)JUT
é classicamente satisfazivel.

Consideremos a instancia do problema PSAT A = (I',¥), onde I' é um
conjunto com 1 férmula, da logica proposicional classica, sobre as 4 varidves



booleanas {z1,...,z4}. Para simplificar a notagdo, se a e 3 sdo formulas, o3
denota a A 3, e & denota —a:

I ={x120x3204 V X1T2T3T4 V T129T3T4 V T1T2X3T4 V T1T2X324}
E WU é a seguinte atribuicao de probabilidades as variaveis booleanas:
U ={p(x1) = 0,47, p(w2) =0,40, p(xs)=0,46, p(zs)=0,05}
donde segue, pelos axiomas de Kolmogorov:
p(Z1) = 0,53, p(Z2) =0,60, p(Z3)=0,54 e p(Z4)=0,95

Sejam vy, : {x1,...,24} — {0,1}, 1 < k < 5, as tnicas valoragoes que satis-
fazem T, tal que vy satifaz x1x2x324, vo satisfaz x1ZT2T3%4, v satisfaz T1x0T374,
vy satifaz T1Zox3Z4 € vs satifaz x1Tox3xy.

Para notar a insatisfazibilidade de A = (T", ¥), apresentamos o problema
na sua forma de programacdo linear, onde a matriz As,5 tem como colunas
as valoracoes que satisfazem I', a;; = vj(z;), com 1 < i < 4el < j <5,
acrescentando uma linha de 1’s referente a restri¢do (3):

b

Il
e
_ o O o
—_ o oo
= o = O O
=

O vetor Eszlz [pij] € tal que p;1 = p(x;), 1 < i <4, eps1 =1 é referente
a restrigdo (3). Se existe uma distribuicdo de probabilidade 7 sobre as valora-
¢oes v1,...,vs que satisfaz a instancia do PSAT A = (T', ¥), entdo o seguinte
problema de programacao linear dever ter solugao:

Ar = p (5)

T > 0 (6)

Resolvendo o sistema linear (5), possivel e determinado, obtemos 7 (vs) = —0, 23,
o que contradiz a restri¢do (6). Logo, A = (', ¥) é insatisfazivel.

Resta-nos mostrar exaustivamente que, para toda formula C7(yy,...,yx),

com Zle p(yi) > j — 1, temos {CI(y1,...,yx)} UT satisfazivel. Relembrando
o lema (4.4.a), sendo Y um conjunto de literais, temos que, se 0 < j' < j,
Ci(Y) E C7(Y). Para cada conjunto de literais Y = {yi,...,yx}, defini-
MO8 jmaz(Y) = [0, p(1:)], e denotamos Cima=(Y)(Y) por Cimas (V). As-
sim, se 0 < j < jmaz(Y), entdo Cimae(Y) E CI(Y), e se jmaz(Y) < j, entdo
Zle p(y;) < j — 1. Logo, para cada conjunto de literais Y, basta-nos verificar
a satisfazibilidade de {C7me=(Y)} UT.

Com 4 variaveis, temos 8 liteirais diferentes, que nos levam a 28 = 256 possi-
veis conjuntos de literais a serem checados. Logo notamos que o conjunto vazio
ndo precisa ser conferido, pois 35 4 p(y) = 0 = jimaz(0), e C'(Y) = TRUE
é satisfeito por qualquer valoragdo. Por outro lado, se z,Z ¢ Y, entdo temos
jmaw(y ) {Za 2}) = |—p(Z) +p(2) + Eer p(y)—‘ = jmaw(Y) + 1. Logo, pelo lema
(4.5), CIma= (Y U{z, 2}) = CIme=(Y), e ndo precisamos checar conjuntos que pos-
suam 2 literais onde um seja a negacdo do outro. As 4 tabelas abaixo mostram



os 80 conjuntos possiveis restantes de literais sobre {z1,..
pelo tamanho do conjunto. Cada linha da tabela apresenta um conjunto Y de
literais, a soma das probabilidades desses literais, vey P(Y); O Jmax desse con-
junto e a valoragao que satisfaz {C7me=(Y)}UT'. Cada valoragao é representada

pela conjuncdo que somente ela satisfaz.

Tabela 1: Conjuntos com 4 literais

conjunto de literais Y Zer p(Y) | Jmaz | vilvi E {CImes(Y)}UT
{Z1, T2, T3, T4} 2,62 3 T1ToT3Ts
{i‘171527i'37l‘4} 1,72 2 T1T2T3T4
{fl,fg,$37i‘4} 2,54 3 T1ToT3T4
{37?17152,1‘37.’174} 1,64 2 T1T2X3%4
{Z1, 20, 3,24} 2,42 3 T102T37T4
{f1,$2,.f‘37.’£4} 1,52 2 T1T2T3T4
{fl,$2,$37i’4} 2,34 3 flzgi’gfll
{j1,$2,$3,$4} 1,44 2 T1T2T3T4
{z1,%2, 73,74} 2,56 3 T1T2T3T
{l‘l,f‘g,jﬁg,x4} 1,66 2 T1T2T3L4
{21, T2, 23,24} 2,48 3 T1T2T3Ts
{xl,f2,$37x4} 1,58 2 T1T2X3L4
{(El,xg,fg,i’;;} 2,36 3 .’Elfgfg.’le
{331,$2,j33,l‘4} 1,46 2 T1T2X3L4
{x1, 29, 23,4} 2,28 3 T1LoX3T4
{x1,$2,$3,$4} 1,38 2 L1X2T3XL4
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Tabela 2: Conjuntos com 3 literais

conjunto de literais Y Zer p(Y) | Jmaz | vilvi E {CIme=(Y)}UT

{i’l,fg,fg} 1,67 2 Ilfgﬂ_jgf4
{9?1,,%2,333} 1,59 2 T1T2X3%4
{i’l,lﬂg,fg} 1,47 2 f1$2f3f4
X1,To,T3 1,39 2 T1T2T3T4
{ » L2, } )

{Il,fg,f;g} 1,61 2 xli'giz'gf4
{xl,i‘g,l‘g} 1,53 2 T1T2X3L4
{l’l,xg,fg} 1,41 2 .’Blfgfgf4
{l‘l,wg,l‘g} 1,33 2 L1X2T3X4
{i’l,fg,i’4} 2,08 3 .’flfgl'gi'4
{531,532,354} 1,18 2 T1T2X3T4
{i’l,{EQ,f;l} 1,88 2 T1X9T3T4
{571,332,334} 0,98 1 T1T2X3L4
{1’1,{32,@4} 2,02 3 T1T2T3T4
{l‘l,i‘g,l‘4} 1,12 2 T1T2X3L4
{x1,29,T4} 1,82 2 T1ToX3%4
{1‘1,332,.1‘4} 0,92 1 L1T2T3TL4
{571,@3,@‘4} 2,02 3 T1X2T3T4
{%1, 3,24} 1,12 2 T1TaT3T4
{571,,%3,@‘4} 1,94 2 T1T2X3%4
{%1, w3, 24} 1,04 2 T1ToT3T4
{.’171,@3,3?4} 1,96 2 T1T2T3T4
{I’l,fg,m4} 1,06 2 L1T2T3L4
{.’L‘l,$3,i‘4} 1,88 2 T1T2X3L4
{z1, w3, 4} 0,98 1 T1T2T3T4
{i‘g,i‘g,i‘;;} 2,09 3 T1T2T3T4
{22, 23, 24} 1,19 2 T172T374
{502,:53,5:4} 2,01 3 T1T2X3T4
{®2, w3, 24} 1,11 2 T1T2T3%4
{l‘g,i‘3,§34} 1,89 2 T1T2T3T4
{za, T3, x4} 0,99 1 T1T2T3Ty
{J?g,ﬂ?g,i‘;;} 1,81 2 T1T2X3L4
{za, 23,24} 0,91 1 T1ToX324
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Tabela 3: Conjuntos com 2 literais

conjunto de literais Y | >° oy p(y) | Jmaz | vilvi F {CVme=(Y)}UT

{fl,ifz} 1, 13 2 T1ToT3%4
{.fl,.’lig} 0,93 1 T1T2X3L4
{z1,T2} 1,07 2 T1T2T3T4
{331,.5(12} 0,87 1 L1T2T 34
{Z1,Z3} 1,07 2 T1ToT3T4
{.fl,CC:;} O, 99 1 L1T2T 34
{xl,fg} 1,01 2 T1T2XT3T4
{$1,$3} 0, 93 1 L1T2T3L4
{Z1,%4} 1,48 2 T1ToT3Ta
{.fl,l‘4} 0, 58 1 L1T2T3L4
{J]l,.f‘4} 1,42 2 T1T2T3T4
{561,334} O, 52 1 T1T2T3T4
{.fg, .f4} 1,55 2 T1T2T3T4
{.’EQ,ZL’4} 0,65 1 L1XoT3T4
{.132, i‘4} 1,35 2 T1T2T3T4
{z2, 24} 0,45 1 T1ToX3T4
{.fg, .i‘g} 1,14 2 T1T2T3T4
{.’fz,l’g} 1,06 2 .’flfgl'g.’le
{.IQ, 3733} 0,94 1 T1T2X3L4
{xz,ifg} 0,86 1 L1X2X3X4
{.fg, .’i‘4} 1,49 2 T1T2X3%4
{Z3,24} 0,59 1 T1ToT3T4
{133, i’4} 1,41 2 T1T2X3%4

T3, Ty 0,51 1 T1X2X3X4
{ }

Tabela 4: Conjuntos com 1 literal

conjunto de literais Y | >° -y p(Y) | Jmaz | vilvi F {CIma=(Y)}UT
{J)l} 0, 47 1 L1X2X 34
{(fl} 0,53 1 T1X9T3T4
{1‘2} 0, 40 1 L1X2T3X4
{"fz} 0,60 1 T1T9T3T4
{Ig} 0, 46 1 L1X2T 34
{fd} 0,54 1 T1T9T3T4
{1‘4} O, 05 1 L1X2T 34
{{f4} 0,95 1 T1T2T3T4

E assim completamos a prova, com uma instancia insatisfazivel do problema

PSAT, (I,9), onde

para

toda

fomula  CI(Y), tal

> yey P(y) > j — 1, mostramos uma valoracéo que satifaz {CI(Y)} UT.
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6 Conclusoes

Neste relatorio, investigamos a relagdo entre a satisfazibilidade probabilistica e
a satisfazibilidade classica. Para tal, apresentamos a Forma Normal Atomica,
que particiona 0 PSAT em uma atribuicao de probabilidade a d&tomos e um pro-
blema SAT. Entao pudemos definir uma relacao de acarretamento probabilistico
(F¢) e estudar suas propriedades. Com o teorema (4.1) evidenciamos o papel
do acarretamento probabilistico na rela¢do entre o PSAT e o SAT. Definimos as
C-formulas, que com o teorema (4.8) mostraram utilidade no estudo da satis-
fazibilidade probabilistica. Finalmente, conjecturamos a suficiéncia de observar
apenas as C-féormulas acarretadas probabilisticamente na decisao da satisfazibili-
dade de uma instancia do problema PSAT e refutamos com um contra-exemplo.

O ntimero exponencial de C-formulas a investigar impossibilita seu uso exaus-
tivo em uma possivel redugdo polinomial do PSAT para o SAT, nosso objetivo
inicial. Contudo, os resultados encontrados parecem tteis para o estudo do
PSAT, o reaproximando da logica. A Forma Normal Atdémica d4 um passo im-
portante na separagao entre a parte logica do problema (SAT) e a atribuigio
de probabilidades. Tal forma normal deve ser util para padronizar instancias
do PSAT, com intuito de comparar resultados numéricos de algoritmos que
resolvem o problema. A relagdo de acarretamento probabilistico introduzida
possibilita a apresentacao de uma férmula "testemunha'"da insatisfazibilidade
de um problema PSAT. Tal formula pode ser usada em provas de insatisfazibili-
dade probabilistica, usando a insatisfazibilidade classica, ou em algoritmos que
resolvam o PSAT.

Como a eficiéncia dos algoritmos que resolvem o PSAT estd ainda muito
aquém daqueles que resolvem outros NP-completos (como o SAT), acreditamos
que ainda hé trabalho a ser feito. Uma possivel abordagem seria a reducgao
polinomial para o SAT, que parece mais proxima com a forma normal atdmica
e a relacao de acarretamento probabilistico. Interessante também seria usar
0s conceitos aqui apresentados juntamente com técnicas de algebra linear para
explorar o PSAT, ja que este pode ser visto como um problema de programacao
linear.
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