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1 Introdução

O estudo do raciocínio sob incerteza é de interesse de diversas áreas e, nas
ciências da computação, tem aplicações úteis na análise de programas probabi-
lísticos e sistemas distribuídos. Ainda no século XIX, Boole [1] já estudava a
atribuição de probabilidades a sentenças lógicas, tendo in�uenciado de Finetti
em sua teoria da probabilidade subjetiva no século seguinte. Em 1965 Hailperin
[2] revisitou o problema, trazendo-o para a programação linear. Já em 1986,
Nilsson [3] formalizou o problema da satisfazibilidade probabilística como o co-
nhecemos hoje: dadas sentenças lógicas, e probababilidades atribuídas a elas,
deseja-se saber se esta atribuição é consistente. As principais soluções analíticas
e numéricas desse problema, além de seu histórico detalhado, podem ser vistas
em [4].

O problema da satisfazibilidade probabilística (PSAT) é NP-completo. Logo,
o teorema de Cook-Levin [5] garante a existência de uma redução polinomial do
PSAT para o problema da satisfaziblidade clássica (SAT), outro NP-completo.
Tal redução é atraente devido à existência de bons algoritmos para se resolver
o SAT, estes em contínua pesquisa. Outro interesse em reduzir o PSAT ao SAT
vem da busca por um melhor entendimento da relação entre a lógica e a proba-
bilidade. Este trabalho tem por objetivo investigar a relação entre o PSAT e o
SAT, procurando por caminhos que possibilitem a redução desejada. Embora
tal redução não seja alcançada nesse relatório, ele traz resultados signi�cativos
da pesquisa, como uma forma normal para o PSAT e uma relação de acarre-
tamento probabilístico, que se mostraram úteis no estudo da satisfazibilidade
probabilística.

A seção 2 apresenta formalmente o problema PSAT, na sua formulação via
programação linear de Nilsson [3], e demonstra sua NP-completude. A seção 3
traz a Forma Normal Atômica para o PSAT, que particiona o problema em um
SAT clássico e uma atribuição de probabilidades a átomos. Na seção 4 é in-
troduzida uma relação de acarretamento probabilístico, e um teorema evidencia
sua utilidade na ligação entre o PSAT e o SAT. Continuamos apresentando um
conjuto de fórmulas com fácil veri�cação de seu acarretamento probabilístico e
mostramos algumas propriedades inerentes a essas fórmulas. Então, na seção 5
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apresentamos uma conjectura, sob o ferramental desenvolvido nas seções ante-
riores, sobre uma possível redução do PSAT ao SAT. Tal conjectura é refutada
exaustivamente, com a apresentação de um contra-exemplo.

2 O problema

A satisfazibilidade probabilística (PSAT) é um problema de decisão, onde se
pergunta se há consistência em um conjunto de probabilidades atribuídas a
fórmulas lógicas. Seja S = {s1, . . . , sk} um conjunto de k sentenças lógicas sobre
um conjunto de n variáveis booleanas X = {x1, . . . , xn}, com os operadores
usuais da lógica proposicional clássica. Dado um conjunto de probabilidades,
P = {pi|0 ≤ pi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ k}, dizemos que a instância do problema PSAT
formada pelo conjunto S e por p(si) = pi, com 1 ≤ i ≤ k, é satisfazível se, e
somente se, esta atribuição de probabilidades é consistente.

Uma valoração v é de�nida inicialmente como uma função que associa valor
verdade a variáveis booleanas, formalmente v : X → {0, 1}. Podemos então
estender o domínio das valorações para o conjunto de fórmulas S, à maneira
usual da lógica clássica1, v : S → {0, 1}. Seja V = {v1, . . . , v2n} o con-
junto das valorações possíveis sobre X, e π, uma distribuição de probabilidade
sobre V . A probabilidade de uma fórmula s de acordo com π é dada por
pπ(s) =

∑
{π(vj)|vj(s) = 1}. Assim, as probabilidades pi atribuídas às fór-

mulas de S serão consistentes se houver uma distribuição π sobre V que faça
pπ(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k.

Agora o PSAT pode ser expressado matematicamente como um problema de
programação linear, como introduzido em [3]. Seja ∆ a instância do problema
PSAT formada pela atribuição das probabilidades do conjunto P às k fórmulas
do conjunto S, ∆ = {p(si) = pi|1 ≤ i ≤ k}. De�nimos a matriz Ak×2n = [aij ],
tal que aij = vj(si), e a matriz

→
p kx1= [pij ], tal que pij = pi. Temos que ∆ é

satisfazível sse há um vetor π que satisfaz as restrições:

Aπ =
→
p (1)

π ≥ 0 (2)∑
π = 1 (3)

Se existir tal solução, dizemos que π satisfaz ∆, caso contrário dizemos que ∆
é insatisfazível. As restrições (2) e (3) forçam que π seja uma distribuição de
probabilidade. A restrição (3) pode ser omitida se adicionarmos a A uma linha

inteira de 1′s, de tal maneira que ak+1,j = 1, 1 ≤ j ≤ 2n, e adicionarmos a
→
p

um elemento pk+1,1 = 1, o que faremos no restante deste relatório.
O lema de Carathéodory [6] garante que, se o problema de programação

linear (1-3) tem solução, então há uma solução com apenas k + 1 elementos de
π diferentes de zero. Como observado em [7], isso faz com que o PSAT esteja
em NP, pois podemos tomar uma matriz Ak+1,k+1 e um vetor πk+1,1 como NP-
certi�cado. Além disso, um problema de satisfazibilidade da lógica proposicional
(SAT), formado por um conjunto S de k sentenças, pode ser reduzido a um

1Sejam α e β fórmulas da lógica clássica proposicional, tem-se: v(α ∧ β) = 1 sse v(α) = 1
e v(β) = 1; v(α ∨ β) = 1 sse v(α) = 1 ou v(β) = 1; v(¬α) = 1 sse v(α) = 0; v(α→ β) = 1 sse

v(α) = 0 ou v(β) = 1; e v(α↔ β) = 1 sse v(α) = v(β).
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PSAT, em tempo polinomial em k, fazendo p(si) = pi = 1, 1 ≤ i ≤ k. Segue
que PSAT é NP-difícil e, logo, NP-completo.

3 A Forma Normal Atômica

Seja S = {s1, . . . , sk} um conjunto de sentenças da lógica clássica proposicional,
sobre o conjunto de variáveis booleanas X = {x1, . . . , xn}. Dizemos que uma
instância do problema PSAT, ∆ = {p(si) = pi|1 ≤ i ≤ l}, 0 ≤ pi ≤ 1, está
na Forma Normal Atômica se puder ser particionada em dois conjuntos, (Γ,Ψ),
onde Γ = {p(si) = 1|1 ≤ i ≤ m} e Ψ = {p(yi) = pi|yi é um átomo e 1 ≤ i ≤ k},
com 0 ≤ pi ≤ 1, onde l = m+ k. A partição Γ é a parte SAT da forma normal
atômica, representada geralmente como um conjunto de fórmulas, e a partição
Ψ é a parte de atribuição de probabilidades atômicas. O teorema a seguir
mostra como qualquer instância do problema PSAT pode ser trazida para a
forma normal atômica, adicionando um número linear de novas variáveis.

Teorema 3.1 (Forma Normal Atômica). Seja ∆ = {p(si) = pi|1 ≤ i ≤ k} uma
instância do problema PSAT, então pode-se construir, em tempo polinomial,
uma instância do PSAT na forma normal atômica (Γ,Ψ), tal que ∆ é satísfazivel
se, e somente se, (Γ,Ψ) também o é.

Demonstração. Para construirmos, a partir de uma instância do problema PSAT
∆ = {p(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k}, uma instância do PSAT na forma normal atô-
mica (Γ,Ψ), primeiramente adicionamos k variáveis, y1, . . . , yk. Então fazemos
Γ = {p(yi ↔ si) = 1|1 ≤ i ≤ k} e Ψ = {p(yi) = pi|1 ≤ i ≤ k}. Claramente, isso
pode ser feito em tempo polinomial sobre k.

Suponha que haja uma distribuição de probabilidade π, sobre as valorações
v : {x1, . . . , xn} ∪ {y1, . . . , yk} → {0, 1}, que satisfaça (Γ,Ψ). Como π satisfaz
(Γ,Ψ), temos que pπ(yi) = pi, 1 ≤ i ≤ k. Pela construção de Γ, e pelas leis
da probabilidade, temos que pπ(yi) = pπ(si) e, logo, pπ(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k.
Sobre as valorações v′ : {x1, . . . , xn} → {0, 1}, de�nimos uma distribuição de
probabilidade π':

π′(v′) =
∑
{π(v)|v(xi) = v′(xi), 1 ≤ i ≤ n}

Assim π′ é uma distribuição de probabilidade sobre {x1, . . . , xn} que satisfaz
pπ′(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k e, consequentemente, π′ satisfaz ∆.

Por outro lado, suponha que haja uma distribuição de probabilidade π′ sobre
as valorações v′ : {x1, . . . , xn} → {0, 1} que satisfaça ∆. Como π′ satisfaz ∆,
pπ′(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k. De�nimos uma distribuição de probabilidade π sobre
as valorações v : {x1, . . . , xn} ∪ {y1, . . . , yk} → {0, 1}:

π(v) =
{
π′(v′) , se v(xi) = v′(xi) e v(yj) = v(sj), 1 ≤ i ≤ n e 1 ≤ j ≤ k

0 , caso contrário

Claramente, temos pπ(si) = pπ′(si) e pπ(yi) = pπ(si), 1 ≤ i ≤ k. Daí segue que
pπ(yi) = pπ′(si) = pi, 1 ≤ i ≤ k, e então π satisfaz Ψ. Para todo v, tal que
π(v) 6= 0, tem-se v(yi) = v(si), 1 ≤ i ≤ k, então pπ(yi ↔ si) = 1, 1 ≤ i ≤ k, e π
satisfaz Γ. Finalmente, π satisfaz (Γ,Ψ).
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A forma normal atômica permite que vejamos uma instância do problema
PSAT (Γ,Ψ) como a interação entre uma atribuição de probabilidades, repre-
sentada por Ψ, e uma instância do SAT, Γ. Assim, soluções para (Γ,Ψ) podem
ser vistas como soluções para Ψ restringidas pela instância Γ do SAT.

Seja v′ uma valoração sobre {y1, . . . , yk}. Dizemos que v′ é consistente com
Γ, uma instância do problema SAT sobre as variáveis {y1, . . . , yk}∪{x1, . . . , xn},
se existe uma valoração v : {y1, . . . , yk} ∪ {x1, . . . , xn} → {0, 1} que satisfaça Γ,
tal que v(yi) = v′(yi), 1 ≤ i ≤ k.

Lema 3.2. Seja (Γ,Ψ) uma instância do problema PSAT na forma normal atô-
mica, onde Ψ = {p(yi) = pi, 1 ≤ i ≤ k}, e Γ, uma instância do SAT sobre as
variáveis {x1, . . . , xn} ∪ {y1, . . . , yk}. Se (Γ,Ψ) é satisfeito pela distribuição de
probabilidade π, então toda valoração v : {x1, . . . , xn} ∪ {y1, . . . , yk} → {0, 1},
tal que π(v) > 0, estende uma valoração v′ : {y1, . . . , yk} → {0, 1}, com
v(yi) = v′(yi), 1 ≤ i ≤ k, tal que v′ é consistente com Γ.

Demonstração. Para toda fórmula si ∈ Γ, tem-se pπ(si) = 1. Logo, se uma
valoração v : {x1, . . . , xn}∪{y1, . . . , yk} → {0, 1} tem π(v) > 0, v deve satisfazer
todas fórmulas si ∈ Γ, pois se v não sati�zesse algum si ∈ Γ, teríamos pπ(si) < 1,
o que é uma contradição. Construindo uma valoração v′ : {y1, . . . , yk} → {0, 1},
com v′(yi) = v(yi), 1 ≤ i ≤ k, v′ deve ser consistente com Γ por de�nição, já
que v satisfaz Γ.

Teorema 3.3. Seja Ψ = {p(yi) = pi|1 ≤ i ≤ k}. Uma instância PSAT na
forma normal atômica (Γ,Ψ) é satisfazível sse existe uma matriz AΨ, com k+1
linhas e até k + 1 colunas, que, junto de um vetor π, atende às restrições (1) e
(2), tal que cada coluna de AΨ (a menos da última linha) corresponde a uma
valoração sobre {y1, . . . , yk} consistente com Γ.

Demonstração. Suponha que Γ contenham fórmulas sobre as variáveis x1, . . . , xn.
Como (Γ,Ψ) é satisfazivel, existe uma matriz A, (m + k + 1) × (2n+k), e uma
distribuição de probabilidade π, sobre as 2n+k valorações, que satisfazem as
restrições (1) e (2). Construímos A′ retirando de A todas as colunas referentes
a valorações vj , tal que π(vj) = 0, e construímos π′ eliminando os πj nulos,
referentes a π(vj) = 0. Claramente, A′ e π′ satisfazem (1) e (2). Para toda
fórmula si ∈ Γ, temos pπ′(si) = 1 = pi, mas, para representar a restrição (3),
adicionamos pm+k+1 = 1. Como as colunas de A′ representam valorações vj , tal
que π(vj) > 0, estas valorações devem satisfazer Γ. Assim, as linhas referentes
às fórmulas de Γ devem ser iguais a (m+k+1)-ésima linha, composta somente
de 1's, e podem ser excluídas de A′, juntamente com os pi's correspondentes.
Assim obtemos a matriz A′′, com (k + 1) linhas, que com π′ satisfaz (1) e (2).
Então, pelo lema de Carathéodory [6], existe uma matriz AΨ com k + 1 linhas
e até k + 1 colunas que satisfaz (1) e (2). E, pelo lema (3.2), as valorações
correspondentes às colunas de AΨ devem ser consistentes com Γ.

Agora suponha que existe uma matriz quadrada AΨ, de dimensão k + 1,
que atende às restrições (1) e (2), com solução π, e com colunas representando
valorações sobre y1, . . . , yk consistentes com Γ. Constuímos A′ adicionando
m linhas com 1′s, correspondendo às formulas de Γ, e adicionamos os m 1's
correspondentes a

→
p . Assim, cada coluna de A′ representa uma valoração que

satisfaz Γ. Então montamos A′′, a partir de A′, adicionando m colunas com
1′s, e incluímos m 0′s em π correspondentes a essas colunas, chegando a π′.
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Claramente, A′′ e π′ satisfazem as restrições (1) e (2), logo (Γ,Ψ) é satisfazível.

4 Uma Relação de Acarretamento Probabilístico

Diz-se que um conjunto de fórmulas Γ acarreta uma fórmula α (ou implica lo-
gicamente), Γ � α, quando toda valoração que satisfaz Γ também satis�zer α,
o que equivale a dizer que Γ ∪ {¬α} é insatisfazível. Nesta seção, procuramos
um acarretamento análogo para a lógica probabilística, aqui chamado de acar-
retamento probabilístico, explorando instâncias do problema PSAT na forma
normal atômica.

Seja Ψ uma atribuição de probabilidades sobre átomos, e α, uma fórmula.
Dizemos que Ψ acarreta probabilisticamente α, denotando por Ψ |≈α, sse a ins-
tância do problema PSAT na forma atômica ({¬α},Ψ) é (probabilisticamente)
insatisfazível. Em outras palavras, sendo ({¬α},Ψ) insatisfazível, isso signi�ca
que p(¬α) = 1, logo também p(α) = 0, são inconsistentes com Ψ, e como as pro-
babilidades são não-negativas temos que Ψ |≈α implica p(α) > 0, para qualquer
distribuição de probabilidade que satis�zer Ψ.

Denotamos por Ψ
|≈

o conjunto de todas as fórmulas α tais que Ψ |≈α. O
papel deste conjunto, e do acarretamento probabilístico no estudo do problema
PSAT �ca claro no seguinte teorema.

Teorema 4.1. Seja Σ = (Γ,Ψ) uma instância do problema PSAT na forma

normal atômica. Σ é satisfazível sse para todo α ∈ Ψ
|≈
, Γ∪{α} é classicamente

satisfazível.

Demonstração. Suponha que exista α ∈ Ψ
|≈
, mas Γ ∪ {α} não seja classica-

mente satisfazível, então Γ � ¬α. Como α ∈ Ψ
|≈
, obtemos que ({¬α},Ψ) é

probabilisticamente insatisfazível, logo (Γ,Ψ) também o é.
Agora suponha que (Γ,Ψ) seja insatisfazível. Seja γ a conjunção das fórmulas

pertecentes a Γ. É óbvio que ({γ},Ψ) também será insatisfazível. Daí, segue
que ¬γ ∈ Ψ

|≈
, e Γ ∪ {¬γ} é claramente insatisfazível.

Isso nos motiva a estudar as propriedades do acarretamento proababilísitico.

4.1 Propriedades do Acarretamento Probabilístico

Notemos, primeiramente, a relação entre |≈ e �:

Lema 4.2. Se Ψ |≈α e α � β, então Ψ |≈β.

Demonstração. Como Ψ |≈α, temos p(α) > 0, e α � β leva a p(α) ≤ p(β).
Então, tem-se p(β) > 0 e, logo, Ψ |≈β.

Entretanto, notamos que Ψ |≈α e Ψ |≈β não implicam Ψ |≈α ∧ β. Como
contra-exemplo, tomamos p(α) = p(β) = 0, 4 e p(α ∨ β) = 0, 8, donde clara-
mente segue p(α ∧ β) = 0 e, logo, Ψ |6≈α ∧ β. Nesse contra-exemplo, �zemos
p(α ∨ β) = p(α) + p(β), o que só é possível quando p(α) + p(β) ≤ 1. Isso nos
conduz ao próximo lema.

Como, na forma normal atômica do PSAT, as probabilidades são atribuídas
a átomos, e consequentemente a suas negações, convem de�nirmos literal, para

5



falarmos de probabilidades sobre literais. Um literal x é um átomo ou sua
negação, e x̄ denota a negação deste literal.

Lema 4.3. Seja Ψ uma atribuição de probabilidades a átomos, tal que, para os
literais y e z, p(y) + p(z) > 1. Então Ψ |≈ y ∧ z.

Demonstração. Como consequência direta dos axiomas da probabilidade de Kol-
mogorov, sabemos que:

p(y) + p(z) = p(y ∨ z) + p(y ∧ z)

Como p(y) + p(z) > 1, e sempre p(y ∨ z) ≤ 1, obtemos que p(y ∧ z) > 0 e, logo,
Ψ |≈ y ∧ z.

Porém, como p(y1) + . . .+ p(yk) > 1 não implica Ψ |≈ y1 ∧ . . .∧ yk, buscamos
uma generalização adequada para o lema (4.3).

Sejam y1, . . . , yk literais, e seja j um inteiro, com 1 ≤ j ≤ k. De�nimos:

Cj(y1, . . . , yk) =
∨
{yi1 ∧ . . . ∧ yij |1 ≤ i1 < . . . < ij ≤ k} (4)

Por exemplo, C1(y, z, w) = y∨z∨w, C2(y, z, w) = (y∧z)∨(y∧w)∨(z∨w) e
C3(y, z, w) = y∧z∧w. Convem de�nirmos C0(y1, . . . , yk) = 1, sendo o elemento
neutro da conjunção. Chamamos uma fórmula no formato (4) de C-fórmula.

Devido à comutatividade dos operadores lógicos ∧ e ∨, a ordem dos literais
em (4) é irrelevante. Além disso, observemos as seguintes propriedades das
C-fórmulas, com relação à implicação lógica:

Lema 4.4. Seja y1, . . . , yk um conjunto de literais, e j, j′, k e k′ números in-
teiros:

(a) se 0 ≤ j′ < j, então Cj(y1, . . . , yk) � Cj
′
(y1, . . . , yk).

(b) se k′ > k, então Cj(y1, . . . , yk) � Cj(y1, . . . , yk′).

Demonstração.

(a) Seja o cojunto Y = {y1, . . . , yk}. Notemos que uma valoração v satisfaz
Cj(y1, . . . , yk) sse existir um conjunto Y ′ ⊆ Y , tal que |Y ′| = j e v(y) = 1
para todo y ∈ Y ′. Obviamente, se v satisfaz Cj(y1, . . . , yk), então, para
todo 1 ≤ j′ < j, existe um conjunto Y ′′ ⊆ Y ′ ⊆ Y , tal que |Y ′′|=j' e
v(y) = 1 para todo y ∈ Y ′′. Então tal valoração v deve também satisfazer
Cj
′
(y1, . . . , yk).

(b) Basta notar que, quando k′ > k, Cj(y1, . . . , yk′) pode ser escrito na forma
α∨Cj(y1, . . . , yk). Então toda valoração que satisfaz Cj(y1, . . . , yk) também
satisfaz Cj(y1, . . . , yk′).

Seja Y = {y1, . . . , yn} um conjunto de literais. Outra importante pro-
priedade das C-fórmulas, a ser usada na seção 5, diz respeito a in�uência
do acréscimo de literais contrários, z, z̄ /∈ Y , em Cj(Y ), onde Cj(Y ) denota
Cj(y1, . . . , yk):
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Lema 4.5. Seja Y um conjunto de literais, e seja z um literal, tal que z, z̄ /∈ Y .
Então Cj(Y ) ≡ Cj+1(Y ∪ {z, z̄}).

Demonstração. Expandido a fórmula Cj+1(Y ∪ {z, z̄}) e descartando as con-
junções que implicam z ∧ z̄, sobram conjunções com j + 1 literais, dos quais j
literais pertencem a Y , e o literal restante pertence a {z, z̄}. Em outras palavras,
Cj+1(Y ∪ {z, z̄}) ≡ z ∧ Cj(Y ) ∨ z̄ ∧ Cj(Y ) ≡ Cj(Y ).

Ainda antes de enunciarmos o próximo teorema, precisamos do seguinte
lema, onde Cjk denota Cj(y1, . . . , yk):

Lema 4.6. Para 0 ≤ i < k, p(yk+1∧Cik)+p(Ci+1
k ) = p(Ci+1

k+1)+p(yk+1∧Ci+1
k )

Demonstração. Diretamente dos axiomas de Kolmogorov, temos:

p(yk+1 ∧ Cik) + p(Ci+1
k ) = p(yk+1 ∧ Cik ∨ Ci+1

k ) + p(yk+1 ∧ Cik ∧ Ci+1
k )

do lema (4.4) temos que Ci+1
k � Cik, então:

p(yk+1 ∧ Cik ∧ Ci+1
k ) = p(yk+1 ∧ Ci+1

k )

Da de�nição das C-fórmulas, notamos que:

yk+1 ∧ Cik ∨ Ci+1
k ≡ Ci+1

k+1

Finalmente, obtemos:

p(yk+1 ∧ Cik) + p(Ci+1
k ) = p(Ci+1

k+1) + p(yk+1 ∧ Ci+1
k )

Teorema 4.7. Seja {y1, . . . , yk} um conjunto de literais. Então:

p(y1) + . . .+ p(yk) = p(C1(y1, . . . , yk)) + . . .+ p(Ck(y1, . . . , yk))

Demonstração. Provaremos por indução em k, com Cjk denotando C
j(y1, . . . , yk):

Base da indução: k = 1, p(y1) = C1(y1), trivial.
Hipótese de indução: k = j ≥ 1, p(y1) + . . . + p(yj) = p(C1

j ) + . . . + p(Cjj ).
Passo de indução: k = j+1; partindo da hipótese de indução, somamos p(yj+1)
a ambos os lados da igualdade:

p(y1) + . . .+ p(yj) + p(yj+1) = p(C1
j ) + . . .+ p(Cjj ) + p(yj+1)

Sendo yj+1 equivalente a yj+1 ∧ C0
j , aplicamos o lema (4.6):

p(C1
j ) + p(yj+1) = p(C1

j+1) + p(yj+1 ∧ C1
j )

para então obter:

p(y1) + . . .+ p(yj+1) = p(C1
j+1) + p(yj+1 ∧ C1

j t) + p(C2
j ) + . . .+ p(Cjj )

De maneira análoga, repetimos a aplicação do lema (4.6) j − 1 vezes, chegando
a:

p(y1) + . . .+ p(yj+1) = p(C1
j+1) + . . .+ p(Cjj+1) + p(yj+1 ∧ Cjj )

Notando que yj+1 ∧ Cjj = Cj+1
j+1 , tem-se �nalmente:

p(y1) + . . .+ p(yj+1) = p(C1(y1, . . . , yj+1)) + . . .+ p(Cj+1(y1, . . . , yj+1))
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Apresentadas as C-fórmulas, e de posse do teorema (4.7), podemos enunciar
o teorema que �nalmente generaliza o lema (4.3):

Teorema 4.8. Seja {y1, . . . , yk} um conjunto de literais, e Ψ, uma atribuição

de probabilidades a esses literais (ou a sua negação). Se
∑k
i=1 p(yi) > j − 1,

então Cj(y1, . . . , yk) ∈ Ψ
|≈
.

Demonstração. Do teorema (4.7) temos:

k∑
i=1

p(yi) =
k∑
i=1

p(Ci(y1, . . . , yk)) > j − 1

Como p(α) ≤ 1 para toda fórmula α,
∑j−1
i=1 p(C

i(y1, . . . , yk)) ≤ j − 1, logo∑k
i=j p(C

i(y1, . . . , yk)) > 0.
Por outro lado, do lema (4.4), segue que Ck(y1, . . . , yk) � . . . � Cj(y1, . . . , yk),

pois j ≤ k, e logo:

p(Cj(y1, . . . , yk)) ≥ . . . ≥ p(Ck(y1, . . . , yk))

(k − j + 1)p(Cj(y1, . . . , yk)) ≥
∑k
i=j p(C

i(y1, . . . , yk)) > 0

p(Cj(y1, . . . , yk)) > 0

Concluímos que Ψ |≈Cj(y1, . . . , yk) e, por de�nição, Cj(y1, . . . , yk) ∈ Ψ
|≈
.

5 Refutação de uma Conjectura sobre Satisfazi-

bilidade Probabilística

Seja (Γ,Ψ) uma instância do problema PSAT. Pelo teorema (4.1), se para
alguma C-fórmula α, tal que α ∈ Ψ

|≈
, {α} ∪ Γ é classicamente insatisfazí-

vel, então (Γ,Ψ) é probabilisticamente insatisfazível. Por outro lado, se toda
fórmula α ∈ Ψ

|≈
fosse implicada por alguma fórmula Cj(y1, . . . , yk), tal que∑k

i=1 p(yi) > j− 1, a insatisfazibilidade probabilística de (Γ,Ψ) garantiria a in-
satisfazibilidade clássica de {Cj(y1, . . . , yk)} ∪ Γ, para alguma C-fórmula nessa
condição. Com isso em mente, conjecturamos que, para toda instância insa-
tisfazível do problema PSAT (Γ,Ψ), existe uma fórmula Cj(y1, . . . , yk), com∑k
i=1 p(yi) > j − 1, tal que {Cj(y1, . . . , yk)} ∪ Γ é insatisfazível. O lema se-

guinte refuta tal conjectura.

Lema 5.1. Existe uma instância insatisfazível do problema PSAT (Γ,Ψ) tal

que, para toda fórmula Cj(y1, . . . , yk), com
∑k
i=1 p(yi) > j − 1, tem-se que

{Cj(y1, . . . , yk)} ∪ Γ é classicamente satisfazível.

Demonstração. Nossa demonstração consiste em apresentar um exemplo, ou
seja, uma instância insatisfazível do problema PSAT ∆ = (Γ,Ψ) onde, para
todas as fórmulas Cj(y1, . . . , yk), com

∑k
i=1 p(yi) > j − 1, {Cj(y1, . . . , yk)} ∪ Γ

é classicamente satisfazível.
Consideremos a instância do problema PSAT ∆ = (Γ,Ψ), onde Γ é um

conjunto com 1 fórmula, da lógica proposicional clássica, sobre as 4 variáves
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booleanas {x1, . . . , x4}. Para simpli�car a notação, se α e β são fórmulas, αβ
denota α ∧ β, e ᾱ denota ¬α:

Γ = {x1x2x3x4 ∨ x1x̄2x̄3x̄4 ∨ x̄1x2x̄3x̄4 ∨ x̄1x̄2x3x̄4 ∨ x1x̄2x3x4}

E Ψ é a seguinte atribuição de probabilidades às variáveis booleanas:

Ψ = {p(x1) = 0, 47, p(x2) = 0, 40, p(x3) = 0, 46, p(x4) = 0, 05}

donde segue, pelos axiomas de Kolmogorov:

p(x̄1) = 0, 53, p(x̄2) = 0, 60, p(x̄3) = 0, 54 e p(x̄4) = 0, 95

Sejam vk : {x1, . . . , x4} → {0, 1}, 1 ≤ k ≤ 5, as únicas valorações que satis-
fazem Γ, tal que v1 satifaz x1x2x3x4, v2 satisfaz x1x̄2x̄3x̄4, v3 satisfaz x̄1x2x̄3x̄4,
v4 satifaz x̄1x̄2x3x̄4 e v5 satifaz x1x̄2x3x4.

Para notar a insatisfazibilidade de ∆ = (Γ,Ψ), apresentamos o problema
na sua forma de programação linear, onde a matriz A5x5 tem como colunas
as valorações que satisfazem Γ, aij = vj(xi), com 1 ≤ i ≤ 4 e 1 ≤ j ≤ 5,
acrescentando uma linha de 1's referente à restrição (3):

A =


1 1 0 0 1
1 0 1 0 0
1 0 0 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1


O vetor

→
p 5x1= [pij ] é tal que pi,1 = p(xi), 1 ≤ i ≤ 4, e p5,1 = 1 é referente

à restrição (3). Se existe uma distribuição de probabilidade π sobre as valora-
ções v1, . . . , v5 que satisfaz a instância do PSAT ∆ = (Γ,Ψ), então o seguinte
problema de programação linear dever ter solução:

Aπ =
→
p (5)

π ≥ 0 (6)

Resolvendo o sistema linear (5), possível e determinado, obtemos π(v5) = −0, 23,
o que contradiz a restrição (6). Logo, ∆ = (Γ,Ψ) é insatisfazível.

Resta-nos mostrar exaustivamente que, para toda fórmula Cj(y1, . . . , yk),
com

∑k
i=1 p(yi) > j − 1, temos {Cj(y1, . . . , yk)} ∪ Γ satisfazível. Relembrando

o lema (4.4.a), sendo Y um conjunto de literais, temos que, se 0 ≤ j′ < j,
Cj(Y ) � Cj

′
(Y ). Para cada conjunto de literais Y = {y1, . . . , yk}, de�ni-

mos jmax(Y ) = d
∑k
i=1 p(yi)e, e denotamos Cjmax(Y )(Y ) por Cjmax(Y ). As-

sim, se 0 ≤ j < jmax(Y ), então Cjmax(Y ) � Cj(Y ), e se jmax(Y ) < j, então∑k
i=1 p(yi) ≤ j − 1. Logo, para cada conjunto de literais Y , basta-nos veri�car

a satisfazibilidade de {Cjmax(Y )} ∪ Γ.
Com 4 variáveis, temos 8 liteirais diferentes, que nos levam a 28 = 256 possí-

veis conjuntos de literais a serem checados. Logo notamos que o conjunto vazio
não precisa ser conferido, pois

∑
y∈∅ p(y) = 0 = jmax(∅), e C0(Y ) = TRUE

é satisfeito por qualquer valoração. Por outro lado, se z, z̄ /∈ Y , então temos
jmax(Y ∪ {z, z̄}) = dp(z) + p(z̄) +

∑
y∈Y p(y)e = jmax(Y ) + 1. Logo, pelo lema

(4.5), Cjmax(Y ∪{z, z̄}) ≡ Cjmax(Y ), e não precisamos checar conjuntos que pos-
suam 2 literais onde um seja a negação do outro. As 4 tabelas abaixo mostram

9



os 80 conjuntos possíveis restantes de literais sobre {x1, . . . , x4}, organizados
pelo tamanho do conjunto. Cada linha da tabela apresenta um conjunto Y de
literais, a soma das probabilidades desses literais,

∑
y∈Y p(y), o jmax desse con-

junto e a valoração que satisfaz {Cjmax(Y )}∪Γ. Cada valoração é representada
pela conjunção que somente ela satisfaz.

Tabela 1: Conjuntos com 4 literais
conjunto de literais Y

∑
y∈Y p(y) jmax vi|vi � {Cjmax(Y )} ∪ Γ

{x̄1, x̄2, x̄3, x̄4} 2, 62 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄1, x̄2, x̄3, x4} 1, 72 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄1, x̄2, x3, x̄4} 2, 54 3 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x̄2, x3, x4} 1, 64 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x2, x̄3, x̄4} 2, 42 3 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x2, x̄3, x4} 1, 52 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x2, x3, x̄4} 2, 34 3 x̄1x2x̄3x̄4
{x̄1, x2, x3, x4} 1, 44 2 x1x2x3x4

{x1, x̄2, x̄3, x̄4} 2, 56 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x̄2, x̄3, x4} 1, 66 2 x1x2x3x4

{x1, x̄2, x3, x̄4} 2, 48 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x̄2, x3, x4} 1, 58 2 x1x2x3x4

{x1, x2, x̄3, x̄4} 2, 36 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x2, x̄3, x4} 1, 46 2 x1x2x3x4

{x1, x2, x3, x̄4} 2, 28 3 x1x2x3x4

{x1, x2, x3, x4} 1, 38 2 x1x2x3x4
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Tabela 2: Conjuntos com 3 literais
conjunto de literais Y

∑
y∈Y p(y) jmax vi|vi � {Cjmax(Y )} ∪ Γ

{x̄1, x̄2, x̄3} 1, 67 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄1, x̄2, x3} 1, 59 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x2, x̄3} 1, 47 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x2, x3} 1, 39 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x1, x̄2, x̄3} 1, 61 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x̄2, x3} 1, 53 2 x1x̄2x3x4

{x1, x2, x̄3} 1, 41 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x2, x3} 1, 33 2 x1x2x3x4

{x̄1, x̄2, x̄4} 2, 08 3 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x̄2, x4} 1, 18 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x2, x̄4} 1, 88 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x2, x4} 0, 98 1 x1x2x3x4

{x1, x̄2, x̄4} 2, 02 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x̄2, x4} 1, 12 2 x1x2x3x4

{x1, x2, x̄4} 1, 82 2 x1x2x3x4

{x1, x2, x4} 0, 92 1 x1x2x3x4

{x̄1, x̄3, x̄4} 2, 02 3 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x̄3, x4} 1, 12 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x3, x̄4} 1, 94 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x3, x4} 1, 04 2 x1x2x3x4

{x1, x̄3, x̄4} 1, 96 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x̄3, x4} 1, 06 2 x1x2x3x4

{x1, x3, x̄4} 1, 88 2 x1x2x3x4

{x1, x3, x4} 0, 98 1 x1x2x3x4

{x̄2, x̄3, x̄4} 2, 09 3 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄2, x̄3, x4} 1, 19 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄2, x3, x̄4} 2, 01 3 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄2, x3, x4} 1, 11 2 x1x2x3x4

{x2, x̄3, x̄4} 1, 89 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x2, x̄3, x4} 0, 99 1 x1x2x3x4

{x2, x3, x̄4} 1, 81 2 x1x2x3x4

{x2, x3, x4} 0, 91 1 x1x2x3x4
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Tabela 3: Conjuntos com 2 literais
conjunto de literais Y

∑
y∈Y p(y) jmax vi|vi � {Cjmax(Y )} ∪ Γ

{x̄1, x̄2} 1, 13 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x̄1, x2} 0, 93 1 x1x2x3x4

{x1, x̄2} 1, 07 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x2} 0, 87 1 x1x2x3x4

{x̄1, x̄3} 1, 07 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x3} 0, 99 1 x1x2x3x4

{x1, x̄3} 1, 01 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x3} 0, 93 1 x1x2x3x4

{x̄1, x̄4} 1, 48 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x̄1, x4} 0, 58 1 x1x2x3x4

{x1, x̄4} 1, 42 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x1, x4} 0, 52 1 x1x2x3x4

{x̄2, x̄4} 1, 55 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄2, x4} 0, 65 1 x1x2x3x4

{x2, x̄4} 1, 35 2 x̄1x2x̄3x̄4

{x2, x4} 0, 45 1 x1x2x3x4

{x̄2, x̄3} 1, 14 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄2, x3} 1, 06 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x2, x̄3} 0, 94 1 x1x2x3x4

{x2, x3} 0, 86 1 x1x2x3x4

{x̄3, x̄4} 1, 49 2 x1x̄2x̄3x̄4

{x̄3, x4} 0, 59 1 x1x2x3x4

{x3, x̄4} 1, 41 2 x̄1x̄2x3x̄4

{x3, x4} 0, 51 1 x1x2x3x4

Tabela 4: Conjuntos com 1 literal
conjunto de literais Y

∑
y∈Y p(y) jmax vi|vi � {Cjmax(Y )} ∪ Γ

{x1} 0, 47 1 x1x2x3x4

{x̄1} 0, 53 1 x̄1x2x̄3x̄4

{x2} 0, 40 1 x1x2x3x4

{x̄2} 0, 60 1 x1x̄2x̄3x̄4

{x3} 0, 46 1 x1x2x3x4

{x̄3} 0, 54 1 x1x̄2x̄3x̄4

{x4} 0, 05 1 x1x2x3x4

{x̄4} 0, 95 1 x1x̄2x̄3x̄4

E assim completamos a prova, com uma instância insatisfazível do problema
PSAT, (Γ,Ψ), onde para toda fómula Cj(Y ), tal que∑
y∈Y p(y) > j − 1, mostramos uma valoração que satifaz {Cj(Y )} ∪ Γ.
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6 Conclusões

Neste relatório, investigamos a relação entre a satisfazibilidade probabilística e
a satisfazibilidade clássica. Para tal, apresentamos a Forma Normal Atômica,
que particiona o PSAT em uma atribuição de probabilidade a átomos e um pro-
blema SAT. Então pudemos de�nir uma relação de acarretamento probabilístico
( |≈ ) e estudar suas propriedades. Com o teorema (4.1) evidenciamos o papel
do acarretamento probabilístico na relação entre o PSAT e o SAT. De�nimos as
C-fórmulas, que com o teorema (4.8) mostraram utilidade no estudo da satis-
fazibilidade probabilística. Finalmente, conjecturamos a su�ciência de observar
apenas as C-fórmulas acarretadas probabilisticamente na decisão da satisfazibili-
dade de uma instância do problema PSAT e refutamos com um contra-exemplo.

O número exponencial de C-fórmulas a investigar impossibilita seu uso exaus-
tivo em uma possível redução polinomial do PSAT para o SAT, nosso objetivo
inicial. Contudo, os resultados encontrados parecem úteis para o estudo do
PSAT, o reaproximando da lógica. A Forma Normal Atômica dá um passo im-
portante na separação entre a parte lógica do problema (SAT) e a atribuição
de probabilidades. Tal forma normal deve ser útil para padronizar instâncias
do PSAT, com intuito de comparar resultados numéricos de algoritmos que
resolvem o problema. A relação de acarretamento probabilístico introduzida
possibilita a apresentação de uma fórmula "testemunha"da insatisfazibilidade
de um problema PSAT. Tal fórmula pode ser usada em provas de insatisfazibili-
dade probabilística, usando a insatisfazibilidade clássica, ou em algoritmos que
resolvam o PSAT.

Como a e�ciência dos algoritmos que resolvem o PSAT está ainda muito
aquém daqueles que resolvem outros NP-completos (como o SAT), acreditamos
que ainda há trabalho a ser feito. Uma possível abordagem seria a redução
polinomial para o SAT, que parece mais próxima com a forma normal atômica
e a relação de acarretamento probabilístico. Interessante também seria usar
os conceitos aqui apresentados juntamente com técnicas de álgebra linear para
explorar o PSAT, já que este pode ser visto como um problema de programação
linear.
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