TEORIA DOS MODELOS: ULTRAPRODUTOS
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PARTE I: TEORIA BASICA
1. INTRODUCAO

Vamos estudar neste texto outra constru¢ao de modelos, os chama-
dos ultraprodutos, que sdo quocientes (ou imagens homomorficas) de
produtos de estruturas obtidos por uma relacao de congruéncia.

Date: Esta versao: agosto de 2016.
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2. FILTROS E ULTRAFILTROS

Dado um conjunto nao vazio I, um filtro F' sobre I ¢ um conjunto
nao vazio de subconjuntos de I tal que @ ¢ F; se A, B € F, entao
ANBeF;se Ac Fe AC BC I entao B € F. Um ultrafiltro ¢ um
filtro maximal com respeito a inclusao, isto é, se U ¢é ultrafiltro e F' ¢
filtro tais que U C F entao U = F.

Um conjunto nao vazio A de subconjuntos de I tem a pif (pro-
priedade da intersecgao finita) se, para cada parte finita Ay C A,

UA # 2.
Lema 1. Se o conjunto nao vazio A de partes de I tem a pif, entao
existe um filtro F' O A.
Demonstragao: Seja F'={X C I :existemn € Ne X, ..., X,, € Ay,
tais que XoN---N X, C X}.

Observe que, por definicao, & ¢ F' e que I € F # &. Sejam XY €

F, e sejam X, ..., X,, Yo, ..., Y, € A, tais que [, X; € X e
;Y; €Y. Entdo (), X; N[, Y; CXNY € F.
Por fim, sejam X € F, X CY C I, e sejam X, ..., X, tais que
Ou seja, F' é um filtro. O

Lema 2. Para todo filtro F' em I, existe um ultrafiltro U em I, tal que
FCU.

Demonstragao: Seja W = {F’ : tal que F’ é filtro em [ e F C F'}.
Entao FF € W # @. Seja A um conjunto linearmente ordenado e
sejam F\ € W tais que, se o, 8 € A e a < 3, entao I, C Fj. Entao
F* = U,ep Fo ¢ um filtro, pois, claramente @ ¢ ™ # @;se X, Y € I,
existe A € A, tal que X,Y € F) e, portanto, X NY € F), C F*; e,
finalmente, se X € F* e X CY C I, existe X tal que X € F), donde
segue que Y € F\, C F*. Ou seja, I também é filtro. Com isto, pelo
Lema de Zorn, existe (pelo menos) um elemento maximal (pela ordem
parcial da inclusao) U € W. Entao U é ultrafiltro, pois se U C U’ e U’
é ultrafiltro, teriamos que F' C U’, donde U’ € W. Como U é elemento
maximal de W, U = U". O

Lema 3. O filtro U é ultrafiltro se, e s6 se, paratodo A C I, ou A € U,
oul\AeU.

Demonstragao: Se U é ultrafiltro, A C I e A ¢ U, entao U U {A}
nao tem a pif, pois senao poderia ser estendido a um filtro maior,
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contradigao. Portanto, existem Xo,..., X, € U tal que |JX;NA = @.
Isto quer dizer que |JX; € I\ A. Como U ¢ filtro, I\ A€ U.

Reciprocamente, se U é filtro tal que para todo A C I, ou A € U, ou
INAeU,sejaW ={BCI:B¢gU}. SeU'éfiltro tal que U C U,
seja A € U'. Entao A ¢ W, pois sendo, IN\Aec U CU e AN(I\A) =
@ € U’, contradicao. Portanto U = U’, e u ¢é ultrafiltro. O

3. ULTRAPRODUTOS DE ESTRUTURAS

Dada uma familia de L-estruturas {M; : i € I}, indexada num
conjunto nao vazio I, e dado um filtro F' em I, definimos como o
produto reduzido (ou ultraproduto, quando F' for ultrafiltro) desta
familia como a estrutura M = [],.; M;/F cujo dominio ¢ o conjunto
das classes de equvaléncia de [, ; M; pela relagao f ~p g se {i €
I : f(i) = g(i)} estd em F. Denotaremos a classe de f por [f|Fr
ou simplesmente [f] quando F for subentendido. Sobre este conjunto
interpretamos £ assim:

e se ¢ & constante, c™ ¢é a classe de {Mi i € [};

® se f é fungéo n'ériaa fM([xl]a c ['xn]) = [fM’<£IZ'1(Z), te ,iL‘n(Z))],

e se P ¢ relagio n-dria, ([z1],...,[x,]) € PM se,esose, {i €1 :
(z1(3),...,2,(i)) € PMi} estiver em F.

Teorema 1. (Los) Dada uma familia de L-estruturas {M; : i € I},
atribuicoes de valores s; : Var — M;, féormula ¢, e ultrafiltro U em [,

entao
HMi/U = ols] & {i: M; | plsi]} €U,
i€l
sendo que s é a atribuigao de valores s(x) = [s;(z) : @ € I] (classe dos

Demonstracao: Por indugao na complexidade de ¢, sendo que o passo
inicial, para formulas atomicas, é imediato pela definicao de ultrapro-
duto.

Denotemos o ultraproduto [],., M;/U por M.

Se p € @1 A ¢ entdo M = p[s] se, e s6 se, M = ¢1[s] e M = ¢ols].
Por hipotese de indugao {i: M; = ¢1[s;]} € Ue{i: M; E ¢o[si]} € U.
Como U é filtro, {i : M; = ¢[si]} = {i : M; = ou[si]} n{i : M; |=
palsi)} € U.

Se ¢ & @1V ¢ entao M = ¢[s] se, e s6 se, M |= ¢1]s] ou M |= ¢als].
Por hipotese de indugao {i: M; = ¢1[s;]} € U ou {i : M; |= ¢o[si]} €
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U. Suponhamos que {i : M; = ¢1[s;]} € U. Como U é filtro, {i :
M; | ¢lsil} 2 {i: M; = ¢u[si]} e portanto {i : M; = ¢[si]} € U. A
reciproca é anéloga.

Se ¢ é Jxd entdo M = @[s] se, e sO se, existe b € M tal que se
s'(x) = be s'(y) = s(y) nas outras variaveis, M = ¢[s']. Por hipotese
de indugao, {i : M; = ¢[s}]} € U. Mas dai, {i : M; = Jz¢[s;]} € U.

O caso do quantificador V é tratado de modo anélogo.

Finalmente tratemos da negacio. E aqui que entra a necessidade do
filtro U ser maximal. Se ¢ é =¢, M |= ¢[s] se, e s6 se, M [~ ¢[s]. Por
hipotese de indugao, {i : M; = ¢[s;]} € U. Como U é filtro maximal,

Como coroléario da demonstragao, temos o seguinte resultado. Nele,
formula positiva refere-se a qualquer férmula em que nao ocorra o
simbolo da negagao, —.

Teorema 2. (L.os$ para férmulas positivas) Dada uma familia de £-
estruturas {M; : i € I}, atribuicoes de valores s; : Var — M;, formula
positiva ¢, e filtro F' em I, entao

[1M/F E olsl & (i M = lsil} € U

i€l

sendo que s é a atribuigao de valores s(x) = [s;(z) : @ € I] (classe dos
si(x)). O

Outro corolario é o muito 1til é o Teorema da Compacidade, que
sera demonstrado agora usando ultraprodutos. Mais adiante veremos
outra demonstracao.

Teorema 3. (Compacidade) Seja I' um conjunto de sentengas, tal
que, para cada parte finita ¥ C I', exite um modelo My, = ¥. Entéo
existe modelo M =T.

Demonstragao: Seja I = {3 : X C I é finito}. Para cada X € I, seja
Jy ={¥': ¥ C ¥} Sejam ¥, € I,i=0...,n. Entao X € [, Jy, se,
e so se, ¥; C ¥, para cada i = 0,...,n. Ouseja, (), Js, = Jy 5, # 9.
Portanto o conjunto A = {Jx, : ¥ € I} tem a pif e, portanto, existe um
ultrafiltro U D A em 1.

Sejam My = 3, ¥ € I e M = [[,c; M;/U. Seja ¢ € I'. Entao

{Xel:peX} 2 Jy €U, ouseja, {X€l:¢ecX}elU. Pelo
teorema de Los, M = . Portanto M =T O
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4. EXERCICIOS

Exercicio 1. (Filtros e Ultrafiltros) Mostre que todo filtro pode ser
estendido a um ultrafiltro. O filtro de Fréchet F' sobre o conjunto
I & o conjunto dos subconjuntos cofinitos de I. Mostre que F é filtro.
Um ultrafiltro U sobre I ¢ principal se existe i € I tal que {i} € I.
Mostre que um ultrafiltro é nao principal se, e s6 se, contém o filtro de
Fréchet.

Exercicio 2. Mostre que se U ¢ ultrafiltro principal (suponha que
{i} € I) entao [],., M;/U é isomorfo a M;.

Exercicio 3. Mostre que finitude (sem especificar tamanho) nao é
prorpiedade de primeira ordem, ou seja, se I' € conjunto de sentencas
que tem modelos finitos M; de cardinalidades finitas n; > i, i € N,
entao I' tem modelo infinito.

Um conjunto linearmente ordenado (X, <) ¢ bem ordenado se para
todo A C X, A # @, existe a € A, tal que a = min A (ou seja, x > a,
para todo x € A).

Exercicio 4. Mostre que (X, <) é bem ordenado se, e s6 se, para todos
xn, € X, n € N, tais que z,41 < z,, existe N € N, tal que z,, = =y,
para todo n > N.

Exercicio 5. Mostre que se (X, <) é bem ordenado e infinito, existe
um ultraproduto de X que ndo é bem ordenado. (Para isto, use [ =
N, tome U nao principal em I, e olhe para as classes das sequéncias
Fi(n) = max(0,n — k).)

Um filtro é w-completo se, para toda sequéncia X,, € F, n € N,
N, Xn € F.

Exercicio 6. Mostre que todo ultrafiltro w-completo em N é principal.
(Lembre-se do filtro de Fréchet.)

Exercicio 7. Mostre que se U é ultrafitro nao principal w-completo
em [ e (X, <) é bem ordenado, entdo M = [[; X/U também é bem
ordenado. (Suponha que nao obtenha sequencia de classes [f,] € M
estritamente decrescente; use que U é w-completo, para obter um indice
i € 1, tal que f,(7) froma uma sequéncia estritamente decrescente em

X.)

Exercicio 8. Mostre que se o ultrafiltro U nao é w-completo em [,
entao nao é principal.



6 RICARDO BIANCONI

Exercicio 9. Mostre que se o ultrafiltro U nao é w-completo em I,
entdo existem X, € U, tais que X,,41 € X,,, ne N, e[, X, = 2.

Exercicio 10. Mostre que se o ultrafiltro U nao é w-completo em 1,
e (X, <) é bem ordenado e infinito, entao M = [[; X/U nao é bem
ordenado. (Para isto, sejam z,, € X, tais que x,, < z,11, n € N —como
obté-los?— sejam X,, € U, como no exercicio acima, tomando Xy = I;
sejam fn, € [[; X, tais que f5,,(4) = Tmax(0,n—m), sendo que n = n(i) é
tal que i € X,, \ X,11; etc.)

PARTE II: TEORIA AVANGADA
5. EXTENSOES DA LOGICA DE PRIMEIRA ORDEM

5.1. Linguagens de Segunda Ordem. Uma linguagem de se-
gunda ordem consiste num alfabeto que contém os simbolos logicos A,
V, -, deV, e também o da igualdade = sera considerado como simbolo
logico; um conjunto enumeréavel de simbolos de variaveis (de primeira
ordem) Var' = {x, : n € w}; um conjunto enumeravel de simbolos de
varigveis funcionais (de segunda ordem) Vary. = {f,,., : m,n € w}; um
conjunto enumeravel de simbolos de variaveis relacionais (de segunda
ordem) Vary = {P,, : m,n € w}; simbolos ndo logicos sdo os de
uma assinatura L; além disso a linguagem tem regras (gramaticais) de
formagao de expressoes bem fundadas, ou féormulas e sentencas.

Para descrever as regras gramaticais, comecemos pelos termos de
L (ou L-termos):

Somente serao considerados termos as sequéncias de simbolos s de
L para as quais existe uma sequéncia finita sq1,...,s,, tal que s é s,, e
cada s; deve satisfazer uma das condi¢oes abaixo:

e s; ¢ uma variavel, ou
e um simbolo de constante, ou

® s; ¢ f(siy,...,8;,) sendo que f é um simbolo de func¢do n-aria,
ou f = fon € VarZ, e iy, ..., i, < i (isto &, ja foram obtidos
anteriormente).

Com isto também podemos definir a complexidade do termo s,
¢(s), como o menor m tal que existe uma sequéncia como acima (do
mesmo modo como em primeira ordem).

Agora podemos definir formula de L (ou L-formula).
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Somente serao consideradas férmulas as sequéncias de simbolos ¢ de
L para as quais existe uma sequéncia finita ¢, ..., ¢,, tal que ¢ é ¢y,
e cada ¢; deve satisfazer uma das condig¢oes abaixo:

e ¢, é 1t =ty sendo que t; e ty sao termos, ou

e R(t,...,t,), sendo que R é simbolo relacional n-ario de L, ou
P=PFP,,c¢c Varf%, ety,...,t, sao termos, ou

® 0; A\ Pr, ou @; V ¢y, ou m¢;, em que j,k < i, ou

e (quantificagao de primeira ordem) Jx¢; or Vaey, sendo
que x € Var! é uma variavel e k < i, ou

¢ (quantificagao de segunda ordem funcional) 3f ¢y, or V f oy,
sendo que [ € Var% ¢ uma variavel e k < 7, ou

e (quantificagao de segunda ordem relacional) IX ¢, or
VX ¢y, sendo que X € VarQR é uma variavel e k < 1.

As formulas do tipo t; = 5 e do tipo R(ty,...,t,) sdo chamadas de
férmulas atémicas.

Com isto também podemos definir a complexidade da férmula ¢
como o menor m tal que existe uma sequéncia como acima.

Vamos definir agora a extensao da relagao de satisfagao para esta
logica, =, que relaciona estruturas e formulas. Vamos definir esta
relagao por indugao na complexidade das férmulas. Dadas uma es-
trutura M, atribuicées de valores s; : Var! U Var?% — M, sp :
Var?, — U,si Fun(M™, M), (sp(fmn) € Fun(M", M)), sg : Var?, —
U,>; P(M™), (sp(Pmnn € P(M")) e uma formula ¢, definimos M |=
©[s1, sF, Sr] por etapas.

Primeiramente, definiremos interpretacao de termos em M
dada s = (s1, sr, sg), t™[s] ou apenas s(t), como:

e se ¢ ¢ a constante ¢, tM[s] = cM;

e se t ¢ uma variavel z, tM[s] = s(z);

e seté¢daforma f(ty,...,t,), com f € Ln-aria, t"[s] = fM(tM][s],
ot [8]);
e se t éda forma f(ty,...,t,), com f = fn, € Vary, n-aria,
t1]s] = sp(fmn) @ [s], - . tals]).

Usaremos apenas a notagao s(t) no lugar de tM[s], reservando esta
tltima quando for necesséaria.

Agora definiremos interpretagao das féormulas em M, isto é, a
relagdo M = ¢[s] (leia-se M satisfaz ¢ em s, ou que M é modelo de

©):
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se p é atdomica, P(t1,...,t,), com P € L, (incluindo o caso
b = t?)a M ): 90[8] s€ (S(tl)a e '78(tn)) € PM;
se ¢ ¢ atomica, X (t,...,t,), com X = P,,,, € Vary, M = p[s]
se (s(t1), -, 5(tn) € sp(X);
Se¢e¢1/\¢2,M):90[5] se M |= ¢u[s] e M |= afs];
se @ & o1 Voo, M = p[s] se M = ¢1]s] ou M |= ¢ols];
s| (ou M -
9ls]);
se p & Jxp, M |= pls] se existir a € M tal que se s’ : Var — M
satisfaz §'(z) = a e §'(y) = s(y) para todas as outras variaveis,
entdo M = ¢[s'];
se p & Vo, M |= p[s] se para cada a € M, se s’ : Var — M
satisfaz s'(z) = a e s'(y) = s(y) para todas as outras variaveis,
entdo M = ¢[s'];
se ¢ ¢ Ifnd, M = @[s] se existir g € mathrmEFun(M™, M)
tal que se s’ : Vary. — J, -, Fun(M™, M) satisfaz s'(fnn) = ¢
e s'(y) = s(y) para todas as outras variaveis, entdo M = ¢[s'];
se p eV frnd, M |= ¢[s] se para cada g € mathrmFun(M™, M),
se §' : Var — M satisfaz s'(finn) = g e §'(y) = s(y) para todas
as outras variaveis, entao M = ¢[s'];
se ¢ &€ 3P, .0, M = ¢[s] se existir R € P(M") tal que se
sy« Varg, — U,s1 P(M") satisfaz sip(Pn,) = R e s'(y) = s(y)
para todas as outras variaveis, entdo M = ¢[s'];
se p & Vzp, M |= ¢|s] se para cada R € P(M"), se s : Vary, —
U,>1 P(M™) satisfaz sz(x) = R e s'(y) = s(y) para todas as
outras varidveis, entdo M = ¢[s'].

Diremos que ¢ e @ sao logicamente equivalentes se para toda L-
estrutura M, M =¢ > e M E ¢ — ¢.

Classificamos as formulas conforme a quantidade de alternancias de
quantificadores da seguinte forma (veja o exercicio [11)):

se ¢ nao tem quantificadores, dizemos que ela ¢ ¥, TIJ e A9, e
escrevemos ¢ € 3§ = II) = A;

e paran > 0,se ) € X0 ex € Var', entdo Jarp € X0 e Vo € 10 4;
e paran > 0,se ¢ € I1% e x € Var', entdo Iz € X9, e Vo € I1Y;
e se ¢ for equivalente a uma féormula I1° e a uma X2, entao dize-

mos que 1) € AY;

se p € IO UXY e X € Vary. U Vary, entdo 3X¢ € 3l e
VX € II5;

paran > 1, se ¥ € XL e X € Vark U Vary, entdo 3X¢ € L e
VX e Hn—i—l?
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e paran >0, se 1) € [I2 e X € Var}. U Varg, entdo 3X1) € ¥
e VX eIll;

e se ¢ for equivalente a uma féormula II! e a uma X!, entao dize-
mos que ¢ € Al

Temos a seguinte extensao do Teorema de t.08, cuja prova fica como
exercicio:

Teorema 4. (Los para ¥1-féormulas) Se ) € X, entdo [[,., M, /U |=
Y[s], se e so se, {i € I : M; =¢[s(i)]} € U. O

Observe-se que este resultado ja nao vale no caso de ¢ € I1}: Vf(VaVy(x #
y— f(x) # f(y)) — YyJz(f(x) = y)) so é valida em estruturas finitas
(de qualquer tamanho).

5.2. Linguagens Infinitarias. Dada assinatura L e cardinais infinitos
B < «, definimos a linguagem infinitaria L,3 como sendo a seguinte
extensao da linguagem de primeira ordem. O conjunto de variaveis
agora ¢ indexado em ordinais menores que o, Var = {z, : < a}.
As formulas atdémicas sao as mesmas da linguagem de primeira ordem
(usando também essas variaveis). A negagao e a implicagdo também
sao as mesmas. 36 o que muda sao:

e se A < e {¢,:n <A} sdo formulas, entdao A, _, dx eV, &2
sao formulas;
e se X C Var for tal que | X| < 3, entao 3X ¢ e VX ¢ sdo formulas.

Observe-se que, com essa notacao L, € a logica de primeira ordem.

A interpretagao em L-estruturas é a mesma para féormulas atomicas,
para — e para -, e, levando em conta que as féormulas agora podem
ter infinitas variaveis livres, temos que:

M = N, o\ &als] se, e 56 se, M = ¢,[s], para todo n < A;

o M EV,_\oa[s] se, e 80 se, M [= ¢y[s], para algum 1 < A;

se X C Var e |X| < 8, M | 3X¢[s], se existir s’ : Var - M,
tal que s'(x) = s(x) para toda variavel x ¢ X e M |= ¢[s'];

se X C Vare |X| < 8, M = VX¢|s], se para todo s’ : Var —
M, tal que §'(x) = s(z) para toda varidvel = ¢ X, vale que

M = ¢ls'].

A versao do Teorema de t.o§ para estas linguagens depende do ul-
trafiltro.

Seja k > w um cardinal. Dizemos que o ultrafiltro U é
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e r-completo se para todo cardinal A < k e toda familia {X, :
n<ACU N,cr Xy €U

e r-incompleto se existe uma familia {X,, : n < k} C U, tal que
ﬂn Xy & U.

Observe-se que, pela defini¢ao de filtro, todo (ultra)filtro é w-completo.
Também deve ser observado que se U é a-completo e § < «, entao U
é [B-completo.

Lema 4. Seja U um ultrafiltro sobre o conjunto I de cardinalidade
|I| = a.. Se U for a*-completo, entdao U é principal.

Demonstracao: Seja E = {X; = I\{i} :i € [ e X; € U}. Como
|IE|<|I|<at, Y =FE€U. Seja W € U. Mostraremos que Y C W
e, portanto, que U é principal. Se i« € W, entao W C X; € U e,
consequentemente, i € Y, ou seja Y C W, como queriamos mostrar.
Observe-se que, por U ser ultrafiltro, Y = {iy}, para algum iqg € I. O

Como consequencia, todo ultrafiltro nao principal sobre I ¢é |[]-
incompleto.

Outra caracterizacgao 1til de ultrafiltro k-completo.

Lema 5. Sejam A < x e {X,, : n < A} uma familia de subconjuntos
de I, dois a dois disjuntos e cuja uniao seja todo I, e U um ultrafiltro
r-completo sobre /. Entao para algum ny < A, X,, € U.

Demonstragao: Como U é ultrafiltro, se X, ¢ U, entao I \ X,, € U.
Assim, dado que (), .,(/\ X)) = I\U, ., X, = @ e que U ¢ r-completo,
devemos ter que, para algum ny < X, I\ X,, € U, ou X, € U. O

Teorema 5. (Los para L,s3) Se o ultrafiltro U for a-completo, entao
[Lic; Mi/U |= ¢[s] se, e s6 se, {i € I : M; |= ¢[s(i)]} € U, para toda ¢

em Lag.

Demonstracao: Por inducao na complexidade das formulas, sendo que
0s casos nao triviais referem-se as formulas A\, _, ¢als] e \/, -, dals],
A < a, onde o fato de U ser a-completo é necessario.

Entao, [[;c; Mi/U | A,y @als] se, e s0 se, para cada n < A,
[Lic; Mi/U = ¢y[s]. Por hipétese de inducao, para cada 1 < A,
X, ={iel: M [ ¢y[s(i)]} € U e, como U é a-completo, temos
que (), Xy ={i € I : My | A\,\éa[s(0)]} € U. A reciproca ¢é

analoga.

O caso da féormula \/77 <y @x Usa a caracterizagao de ultrafiltros a-
completos dada pelo lema anterior. O
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6. CARDINAIS MENSURAVEIS

Vamos ver que a existéncia de ultrafiltros nao principais k-completos,
para xk nao enumeravel, transcende a usual Teoria dos Conjuntos.

Dizemos que um cardinal K > w é mensuravel se existe um ultrafil-
tro nao principal e k-completo U sobre um conjunto / de cardinalidade
 (usualmente usamos o proprio conjunto de ordinais x como sendo I).

Obviamente w é mensuravel. Veremos que o préoximo cardinal men-
suravel é de certa forma gigantesco.

Lembremos que uma ordem parcial (X, <) é bem fundada se nao
existirem x, € X, n € N| tais que sejam distintos e x,.; < z,. Uma
ordem total (X, <) bem fundada é chamada de boa ordem, e X é
chamado de conjunto bem ordenado. Lembramos que os ordinais
sao conjuntos transitivos bem ordenados pela relagao de pertinéncia.

Lema 6. Sejam U um ultrafiltro x-completo sobre I, k > w, e (X, <)
uma ordem parcial bem fundada. Entao [[i € IX/U ¢é ordem parcial
bem fundada. Se (X, <) for bem ordenado, entéo [[i € I.X/U também
¢ bem ordenado.

Demonstracao: Isso decorre do Teorema de L.o§ para L, ., aplicado a
formula =(3(z1, x2, 23, ... ) Apen(@nt1 7 Tn A Tpgr < 20)). O

Facamos uma anélise mais apurado do que esses ultraprodutos fazem
com ordinais.

Teorema 6. Seja U um ultrafiltro k-completo sobre I = k > w e seja
a um ordinal. Entao, se o < &, Hn</~c a/U é isomorfo a «; se a = k,
entdo a inclusdo candnica de x em [], _ #/U leva-o num segmento
inicial proprio; se o > K, entao a inclusao canonica j : o — Hn /U,
identificando o ultraproduto com o ordinal A correspondente a boa
ordem, satisfaz j(n) =nsen < ke j(k) >k em A

Demonstragao: Trabalharemos com a assinatura estendida L = {<
}U{¢, : 1 < k} usando a ordem estrita e simbolos de constantes para
cada ordinal 7 < k, na linguagem L.

No caso de o < &, usando o Teorema de Lo$ para L,,, Teorema [3]
com a formula Vz'\/ __(x = ¢,), obtemos que [[ _, #/U é isomorfo a
.

n<a n<k

No caso de a = k, usamos o argumento anterior para todo 8 < k,
usando a formula Va((z < ¢g) = V, _4(z = ¢;)). Observe-se que a
classe de id : kK — K, id(n) = 1 no ultraproduto é maior do que qualquer
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classe de fungoes constantes e, por isso, o ordinal correspondente ao
ultraproduto é maior do que k.

Por fim, no caso de a > &, observe que as classes da fungao constante
igual a k, g : kK — «, e da funcao de inclusao de k como segmento inicial
de a, h: Kk — «, satisfazem [g] < [h]. Dai, segue que j(r) = [h] > [g] >
k, na identificagao do ultraproduto com o ordinal A correspondente. [

Lembramos que um cardinal infinito x é um cardinal regular se
nao existem A < ke a; < K, n < A, tais que K = sup,_, o, (ou,
equivalentemente, k = U77 - @p). Caso contrario, chamamos  de car-
dinal limite (fraco). Um cardinal x é sucessor se existe um cardinal
a < k, tal que nenhum ordinal 3 entra « e kK é um cardinal. Um car-
dinal k é um cardinal fracamente inacessivel se for regular e nao
for sucessor. Um cardinal x é um cardinal fortemente inacessivel
se for reular e, para todo cardinal a < k, vale que 2* < k (esta ultima
condigdo num cardinal diz que ele é um cardinal limite forte).

Teorema 7. Se k > w é cardinal mensuravel, entao k é fortemente
inacessivel.

Demonstracao: Temos que mostrar que k é regular e que 2¢ < k, para
todo cardinal @ < k. Faremos uma prova combinatoéria e deixamos
como exercicio uma prova usando teoria dos modelos (veja exercicio
1),

Primeiramente, observe-se que se U é ultrafiltro nao principal e k-
completo sobre I = k, todo X € U tem cardinalidade «, pois se |Y| <
r,cada Y =w\ {i} € Ue,dai, k\Y =)oy Vi € U. Assim, se A < &
ea, <K, n<Aentdoa, U elJ,_,a, ¢ U. Assim, |J,_, o, < K,
ou seja, k ¢é regular.

n<A n<A

Agora suponhamos, por via de contradicao, que exista um cardinal
A < K, tal que 2* > Kk e seja F' : k — P(\) uma fungao injetora,
testemunhando o fato de que 2* > k. Podemos supor que & nao
pertence a imagem de F'.

Se U é ultrafiltro nao principal e x-completo sobre I = k, seja
V ={A € P(\) : FY(P(A)) € U}. Mostraremos que tal conjunto
é ultrafiltro sobre J = A que é k-completo (e, portanto, AT-completo,
ou seja, principal).

De fato, sejam A, B € V. Entao F~1(P(A)), F~Y(P(B)) € U e, como
FYP(ANB)) = F-Y(P(A)NFY(P(B)) € U, ANBEV. Se A€V
e AC B C\ entdao F7Y(P(B)) D FY(P(A)) € U, ouseja BeV. Se
A &V, entao F71(P(A)) € U, mas entao x \ F1(A) = F71(P(\)\
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P(A)) € U, ouseja A\ A € V. Portanto V ¢é ultrafiltro. Sejam A, € V,
n < A Entao N, ., F1(P(4,) = F(P(N,<, 4y)) € U, ou seja, V
é AT-completo e, portanto, principal. Digamos que {ng} € V, para
algum 79 < A. Dai, F"Y(P({n}) = F*{{m},2}) = {&} (usando
que F~1({@}) = @), para algum &, < &, ou seja, U também ¢é principal
e k nao pode ser mensuravel. O

Na verdade, um cardinal mensuravel é muito grande, no sentido do
seguinte teorema.

Teorema 8. Se k > w ¢é cardinal mensuravel, entao o conjunto dos
cardinais inacessiveis menores do que k tem cardinalidade k.

Demonstragdo: Aqui usaremos o teorema de Lo§ para formulas X1,
Teorema 4l

Queremos provar que, para todo v < k, existe cardinal fortemente
inacessivel §, 7 < § < k. Assim, como k é regular, o conjunto de tais &
tem cardinalidade k.

Suponhamos, por via de contradicao, que exita v < k, tal que, se  é
ordinal entre v e k, entao nao é cardinal regular ou nao é limite forte.
Vamos expressar esta hipotese por uma férmula 1.

Primeiramente, expressar que 0 nao é cardinal regular é dizer que
exista y < 0 e fungdo F' : y — I, cuja imagem seja cofinal em J.
Considere a formula ¢(z):

Af yly <z AVz(z <2z — Jw(w <y Az < f(w))))

A seguir, para expressar que ¢ nao ¢ limite forte, precisamos expres-
sar que existe y < J e funcado injetora F' : § — P(y). Tal funcao sera
representada por uma relaggo R C 0 X y, como feito acima, ou seja,
escreveremos a formula i(x):

ARFy(y < x A (Vzw(R(z,w) = w < y))A
Vzw(z #w — Fv-(R(z,t) > R(w,t))))

Entao a formula ®(z) dada por z < ¢, V ¢ A¢p(x) é uma Xi-formula
que expressa que r > - nao é cardinal fortemente inacessivel.

Temos que, por hipotese, (k,<,7) | Vxd. Seja U um ultrafiltro
nao principal e k-completo sobre k e seja an(/i, <) =2 (A <).
Pelo Teorema [4 (A, <,7) = Vz®. No entanto, k < X é fortemente
inacessivel e, portanto (A, <,7v) = =®(k), uma contradigao. O
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Existe uma caracterizacao de cardinais mensuréveis usando modelos,
que veremos a seguir.

Teorema 9. As seguintes condigoes sobre o cardinal x sdo equivalentes:

(1) k é um cardinal mensuravel;

(2) suponha que I'; seja um conjunto de L,,-sentencas, n < k, e
que, para cada vy < &, |J, _. I, tenha um modelo; entao | J, _,. I';,
tem modelo;

(3) toda estrutura M de cardinalidade |M| = k tem um extensao
elementar propria como L,,.-estruturas;

n<y n<k

Demonstracao:
1. = 2.

Sejam M., = UT7<7 I';, v < k e seja U um ultrafiltro nao principal e
k-completo sobre k. Pelo Teorema de t.o$ , o ultraproduto [[._, M,
¢ modelo de |, _,. I'y,.

n<k
2. = 3.

Seja M uma L-estrutura de cardinalidade |M| = k. estendemos a
assinatura L por novas constantes C' = {c, : 7 < k}, e expandimos M a
uma L(C)-estrutura, interpretando as novas constantes como (todos) os
elementos de M. Seja I'y a L, (C)-teoria de M e sejam I', = T"U{d #
¢, : m < a}, para todo a < k, sendo que d é um novo simbolo de
constante. Observe que M pode ser expandido a um modelo de cada
I',, simplesmente interpretando d de modo conveniente. Por 2, existe
um modelo M de | J I';,, que & extensao elementar de M e, aM g M.

Y<K

n<k
3. = 1.

Seja (A, <,Ts)sc, uma Ly, extensao elementar de (k, <, S)gcx. Seja
d < A\, K < § um ordinal. Seja U = {S C k : § € Ts}. Como
TsNTg = TS[‘]S/’ S C S — Ts CTy e TK)\S = >\\Ts, por ser extensao
elementar, U ¢ ultrafiltro. Como S = {n} implica que Ts = {n}, U
nao ¢ principal. Sejam v < ke X, € U, n < . Queremos mostrar
que nn<7 X, € U, ou seja, que \ € T(mn<7 x,)- Mas isso decorre do

Teorema de Loépara aformulax € (N, ., Xy) <V, (r€X,). O

A proxima equivaléncia demanda uma demonstragao um pouco mais
elaborada. Lembramos a seguinte construcao em teoria dos conjuntos:
Vo =9, Var1 = P(Va) e Vy = U, ., Vi, se A for ordinal limite. Além
disso temos a fungdo n — |V,| = 3,, dada por Jy = Ry, Jo 11 = 27 e
Jy = sup, ., I, no caso de A ser ordinal limite. Observe-se que, se x
¢ cardinal fortemente inacessivel, entao x = J,.
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Teorema 10. As seguintes afirmagoes acerca do cardinal kK > w s@o
equivalentes:

(1) k é cardinal mensuréavel;

(2) a estrutura V = (V,, €,S5)gcy, tem uma extensao elementar
propriaB = (B, E, Ts)scv,, tal que se a € V,; e b € B satisfazem
bEa,entao b €V

Demonstracao:
1. = 2.

Seja U um ultrafiltro nao principal e xk-completo sobre k e seja B =
(B, E,Ts)scv, o ultraproduto [], ;.. (Vi, €, 5)scy,/U. Como r C V,,
(B, E, Ts)scv, ¢ uma extensao elementar propria de V = (V, €, 5)scv,.
Se a € V,;, entdo sua cardinalidade |a| < &, entao vale em V a Ly +|qf+-
formula Vy € a'\/ ., (. = y), com a atribui¢ao de valores s que associa
a cada variavel x. o elemento ¢ € a correspondente. Tal formula tam-
bém é valida em B, pelo Teorema de L.os[5l Ou seja, se b€ Bea €V,
sao tais que b F a, entao b € V.

2. = 1.

Esta parte parece-se com a prova da implicacao 3. = 1. do teorema
anterior. No entanto, a hipotese de que B é extensao elementar de
V refere-se apenas a férmulas de primeira ordem finitarias, impedindo
que sejam usados diretamente argumentos que envolvam linguagens in-
finitarias. Para sobrepujar tal dificuldade, precisamos extrair algumas
propriedades dessas estruturas.

O primeiro passo é provar que em B existe um ordinal correspondente
ao cardinal k (que nao pertence a V). Considere a fungao altura (ou
rank, em inglés) p(x) = min{n : x € V,}, que é representada em V pelo
conjunto S, de pares ordenados (z,p(x)). Como k é cardinal, para
cada = € V, existe n < k tal que n = p(z). Seja b € B\ V, e seja
n € B, tal que (b,7) € Ts,. Se 7} < k, terfamos como consequéncia da
hipétese sobre B que b € V; C V,, contradizendo a suposigao de que
b & V.. Assim, em particular, como a imagem de p é k, existem mais
ordinais em B, maiores ou iguais a k.

Agora construimos o ultrafiltro nao principal U = {S C k : k € Ts},
como na prova da implicagdo 3. = 1. do teorema anterior. Para
mostrarmos que esse ultrafiltro é k-completo, nao podemos lancar mao
da linguagem L, devendo aplicar outra estratégia. Assim, sejam v <
kelX, €U, n <~ SeasS, oconjunto dos pares (£, x), tais que
x € ﬂéq Xe, para 0 < n <. Entao vale em V que z € ﬂg@, X se, e
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somente se, (v,z) € S, e também se, e somente se, v € X para cada
¢ < 7. Transferindo essas féormulas para B, temos que = € T(m§<~, Xe)
se, e somente se, (y,) € Ts,, € também se, e somente se, x € Ty, para
cada £ < . Aplicando-as a x = Kk, obtemos que k € Tm§<7 X¢)s OU seja,
que U é k-completo. O

Para finalizar esta parte, vamos tratar de ultrafiltros normais, que
sao ultrafiltros U nao principais e k-completos sobre k > w, tais que
em [[,_.(k, <) = (A <), [id] corresponde a , sendo id : kK — K a
funcao identidade.

Lema 7. Seja U um ultrafiltro nao principal e k-completo sobre k.
Entao U é normal se, e somente se, para toda funcao g : kK — k, tal

que {n:g(n) <n} €U, existe v < K, tal que {n < Kk : g(n) =~} € U.

Demonstracao: Suponha, por via de contradigao, que exista g : Kk — K,
satisfazendo {n : g(n) < n} € U, mas que nao exista v < k, tal que
{n <r:gn) =} €U. Entaoem [] _ (k<) =(A<), [g] <l[id]e
lg] > 7(7), (v < k) onde j é a inclusdo de (k, <) em seu ultraproduto.
Portanto U nao pode ser normal.

Reciprocamente, se para toda fungao g : kK — &, tal que {n: g(n) <
n} € U, existe v < &, tal que {n < k : g(n) = v} € U, entdo em
[1,<.(r, <) = (A, <), [g] < [id] implica que [g] = j(7), para algum
v < K, ou seja, id] é o k-ésimo elemento do ultraproduto e, portanto,
U é normal. U

Teorema 11. Se x > w é mensuravel, entao existe um ultrafiltro nor-
mal sobre k.

Demonstracao: Seja U um ultrafiltro nao principal e k-completo sobre
K, e seja f Kk — K, tal que a classe [f] em [], _,(x, <) seja o k-ésimo
elemento. Seja V = {X C x : f7YX) € U}. Entao V ¢é ultrafiltro
k-completo e ndo principal sobre x (detalhar, como exercicio).

Vamos mostrar que V' é normal, usando o lema anterior. Seja g :
k— K, tal que X ={n:g(n) <n} €V.Sejah=go f. Entao h(n) =
g(f(n)) < f(n), para todo n € f~1(X). Como X € V, f1(X) € U e,
portanto, [h] < [f] em Hn@(m, <), o que implica que existe v < &, tal
que [h] =7, ou seja, {n < K : h(n) =~} € U. Entretanto,

{n:hn)=g(fm) =7}=r"{&:9(&) =},

do que concluimos que f~1({£: g(§) =} € U, ou seja, que {£ : (&) =
v} € V, provando que V' é normal, pelo lema anterior. U

Vamos apresentar duas aplicacoes de ultrafiltros normais.
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Teorema 12. Seja k > w um cardinal mensuravel e U um ultrafiltro
normal sobre k. Entao

(Vig1,€) = H(‘/?Prla €)/U

n<k

e este isomorfismo tem a expressao w(z) = [f], sendo que f(n) =
xNV, €V, n<k.

Demonstragao: Denotaremos o ultraproduto an(VnH, €)/U por (B, E).
Temos que mostrar que a fungao 7 é bijetora e que = € y se, e somente
se, m(z) E7(y).

Provemos primeiramente que 7 € injetora. Sejam x,y € V.11, ¢ # y.
Entao existe z em um deles mas fora do outro, digamos z € x, mas
z € y. Entao z € V, e, como k é também um ordinal limite, existe
n < K, tal que z € V,. Dali, segue que z € x N Vg e 2 &€ y N Vg, para
todo &, n < & < Kk e, dado que U é nao principal e x completo, o
conjunto {{ : 2 =2NVe, z€x NV, mas 2z € yNVe} € U. Assim, vale
em (B, F) que 7(z) € w(x) e que 7(z) ¢ 7(y). Como vale o axioma
da extensionalidade em (V, .41, €), também vale em (B, E) e, portanto
m(x) # m(y).

A seguir, provaremos que se x € y, entdo w(z) E7n(y). Supondo
que x € y € Vi1, temos que x € V, e, portanto, existe 7 < k, tal
que z € V,. Dai, segue que, para todon, v < n < K,z =xNV, e
x € yNV,, do que decorre a relacio m(z) En(y) em (B, E).

Por fim, provaremos que 7 é sobrejetora. Seja [f] € B. Obteremos
x € Vi, tal que m(z) = [f].

Consideremos, em primeiro lugar, o caso em que [f] E [h], para al-
guma [h] € B. Como, neste caso, {n : f(n) € h(n) € V,a} € U,
podemos supor, entao, que X = {n < k: f(n) € V,} € U, e definamos
g(n) = min{y : f(n) € V,41}. Tal fungdo satisfaz g(n) <7, se n € X,
porque se 1) & ordinal limite, entdo f(n) € V, C V.44, para algum v < 7
esen =¢&+ 1, entao g(n) < ¢ < n. Usando o fato de que U é nor-
mal, concluimos que existe 7 < k, tal que Y = {n : g(n) = v} € U.
Vamos particionar o ordinal x em varias classes, sendo que uma delas
¢ K\ Y. Resta prticionar a parte contida em Y, definindo para cada
u € V, o conjunto Y, = {n: f(n) = u}. Como x é também um cardi-
nal fortemente inacessivel e y < k, existem no maaximo J, < Jx = K
classes desta particao e, devido ao fato que U é k completo, uma des-
sas classes deve pertencer a u. Dado que Y € U, para um u € V,,
Y, € U. Observe-se que se 7 < & < K, uN Ve = u, o que implica
[n: ) =unVy} € U, ou seja, 7(u) = [f].



18 RICARDO BIANCONI

Note-se que a argumentacao acima aplicada as funcoes f eventual-
mente constantes demonstra que se 7(x) E 7 (y), entdo = € y.

Para finalizar, falta considerar o caso de uma [f] € B arbitraria. Para
isso, considere o conjunto x = {y € V, : n(y) E[f]}. Entdo z € V, 14
e mostraremos que 7(x) = [f], usando o axioma da extensionalidade,
que vale em ambas as estruturas. Seja [h] € B. Se [h| E[f], entdo,
pelo primeiro caso considerado, vale que [h]m(u), para algum u € V,, e
disso segue que u € x e m(u) E 7(x). Reciprocamente, suponhamos que
[h] E7(x) e, novamente usando o argumento anterior, seja u € Vi, tal
que [h] = 7(u). Mas dai decorre que m(u) E w(z) e, portanto, u € z,
pela observagao logo acima. Desta forma fica provado que 7(x) = [f],
ou seja, que 7 ¢ também sobrejetora. 0

Como consequéncia imediata deste teorema, obtemos o seguinte.

Teorema 13. Seja k > w um cardinal mensuravel e U um ultrafiltro
normal sobre k. Dada uma férmula ¢(xy,...,x,) e elementos Sy, ...,
Sn € Va1, temos que

(Vis1, €) E (St ---,50)

se, e somente se,
{n<r:(Vir,€) Eo(SinV,,....5 NV} el

Em particular,;se ¢ for uma sentenga, (Vi11,€) = ¢ se, e somente se,

{n<r:(Vin,€) Eotel. O

Com isto, obtemos a seguinte propriedade dos ultrafiltros normais
sobre um cardinal mensuravel. (Veja abaixo o exercicio |16 para mais
uma propriedade.)

Teorema 14. Seja k > w um cardinal mensuravel e U um ultrafiltro
normal sobre k. Entao {7y < x : y é fortemente inacessivel} € U.

Demonstracao: Basta formalizar a propriedade de um cardinal ser for-
temente inacessivel e usar os dois teoremas anteriores. U

7. MAIS EXERCICIOS

Exercicio 11. Mostre que toda formula de segunda ordem ¢ é logica-
mente equivalente a uma formula ) X1, em que ¢ é sem quantificadores
e QX ¢é uma sequéncia de quantificadores de segunda ordem seguida
de uma sequéncia de quantificadores de primeira ordem.

Exercicio 12. Mostre que nao se ganha nada se fizermos L,g com
8> a.
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Exercicio 13. Se a L-estrutura M tem cardinalidade |M| = a < &
infinita e U é ultrafiltro nao principal e k-completo sobre I = k, entao
[1,<. M/U & isomorfa a M.

Exercicio 14. O objetivo deste exercicio é novamente demonstrar que
um cardinal mensuravel é fortemente inacessivel, mas agora usando
ultraprodutos. Seja k > w um cardinal mensurével e U um ultrafiltro
nao principal e xk-completo sobre k, e seja L a assinatura contendo a
ordem estrita < e simbolos de constantes ¢,, n < k. Seja A o ordinal
correspondente ao ultraproduto H77 -, k/U. Observe que ji provamos
que k ¢ incluido canonicamente como um segmento inicial de \.

(1) Para provar que k é regular, suponha que nao seja, e consi-
dere F' C 8 X k uma relacao em k que represente o grafico de
uma fun¢do f — Kk cuja imagem seja cofinal em x (ou seja,
o supremo da imagem é todo k). Considere o ultraproduto
[1,<x(r, F)/U = (X, G). Use o Teorema de Lo para as formulas
dxVy(y < ¢, = F(y) <z) (n<k)eVeIyly < c, Nz < F(y))
e chegue a uma contradicao.

(2) Para provar que 2* < k, para todo a < k, suponha que exista
v < K, tal que 27 > Kk e seja F' : kK — P(y) uma funcao injetora,
e seja R C k X v representando F' da seguinte maneira: R(n, J)
se, e sO se, 0 € F(n). Forme o ultraproduto [[, _, (x, R)/U =
(A, S). Considere as formulas Voy(R(z,y) = y < ¢,) (n < K)
e Voylx #y — J2—(R(x, 2) < R(y, 2))]; o conjunto X = {J <
v :8(k,0)} e a Ly-formula xVy(R(x,y) < Vsex(y = c5))-

Exercicio 15. Mostre que se x é um cardinal mensuravel, entao existe
um ultrafiltro x-completo sobre cada cardinal A > k.

Exercicio 16. (Cardinais Fracamente Compactos) Um cardinal
k > w é um cardinal fracamente compacto se vale a seguinte proprie-
dade para L,,.: Se I' € um conjunto de L,,.-sentencas de cardinalidade
II'| = &, tal que cada I'y C T" de cardinalidade |I'g| < s tem modelo,
entao todo I' tem um modelo.

Prove que se k é mensuravel, entao é também fracamente compacto.

Exercicio 17. Uma relacao binaria 7" num conjunto X é chamada de
arvore se T é transitiva, bem fundada (ou seja, nao existe sequéncia
infinita x,, € X, tal que =, 1Tx,, para todo n € N), dirigida (isto é&,
se yTx e 2Tz, entado ou yTz, ou 2Ty, ou ainda y = z) e possui um
elemento r minimo (a raiz da arvore), ou seja rT'z, para todo x € X.

(1) Prove que, dado = € X, o conjunto {y € X : yTz} & bem
ordenado.
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(2) Um ramo da arvore 7' ¢ um subconjunto R C X, tal que se
r € ReyTx, entao y € R. Mostre que um ramo ¢ um conjunto
bem ordenado por 7.

(3) Seja o(R) o ordinal correspondente ao ramo R da arvore T', e
seja o(T'), a ordem de T, o supremo dos ordinais correspon-
dentes a todos os ramos de 1. Dizemos que um cardinal £ tem
a propriedade da ramificagao (ou mesmo, a propriedade
de arvore) se, e somente se,

para toda arvore T em x de ordem o(7T") = &, tal que,
para cada ordinal n < s, vale que |{R : o(R) = n}| <
K, existe ramo R em T tal que o(R) = k.
Prove que o cardinal fortemente inacessivel x é fracamente com-
pacto se, e somente se, possuir a propriedade da ramificagao.

(4) Suponha que k > w seja um cardinal mensuravel e que U seja
um ultrafiltro normal sobre k. Mostre que o conjunto {vy < & :
~ € um cardinal fracamente compacto} € U.

Exercicio 18. (Cardinais Fortemente Compactos) Um cardinal
k > w é um cardinal fortemente compacto se vale a seguinte propri-
edade para L,.: Se I' é um conjunto de L,.-sentencas, tal que cada
[y C T, cuja cardinalidade |y < k, tem modelo, entdao todo I" tem
um modelo.

(1) Prove que se « ¢ fortemente compacto, entdo x é mensuravel.

(2) Um ultrafiltro U sobre I = P,(A) ={X C A : | X| <k} (k <A
cardinais) é chamado de ultrafiltro fino se for nao principal,
k-completo e, para todo o < A, o conjunto {X C A\:a € X} €
U. Mostre que k é supercompacto se, e somente se, existe um
ultrafiltro fino sobre P,()), para todo cardinal A > k.

Exercicio 19. (Cardinais Supercompactos) Um ultrafiltro U sobre
P.()\) é normal se for nao principal, k-completo, para todo o < A, o
conjunto {X C A:a € X} € U, eparatodo X € Uetoda f: X — A,
se {r € X : f(x) € x} € U, entdo para algum a < X vale que
{z: f(z) = a} € U. Um cardinal £ ¢ um cardinal supercompacto
se para todo cardinal A > k, existe um ultrafiltro normal sobre P, ().

(1) Mostre que se U é um ultrafiltro normal sobre P,(\), entao
dada a inclusao elementar j : (Vioy1,€) — (B, E), (B,E) =
[Tocp.)(Vit1, €)/U, entao j(k) > A em (B, E) (identificando
os ordinais no sentido de (B, E) com os ordinais usuais) e que
toda k-sequéncia de elementos de B pertencem a B.

(2) Mostre que k é um cardinal supercompacto se, e somente se,
para todo cardinal A > k existe extensao elementar j : (V. .1, €) —
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(B, E), tal que j(k) > A em (B, F) (identificando os ordinais no
sentido de (B, F') com os ordinais usuais) e que toda k-sequéncia
de elementos de B pertencem a B. [Sugestao: para obter U de

(B, E), seja U = {X € Prappa(N) = £ € j(X)}.]
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