MAT-5865: Prova 1. Entregar até o dia 9 de maio.

Escolha 4 questoes (cada uma vale 2,5 pontos):

1. Seja U um ultrafiltro sobre I, e para cada i € I, F; : M;; — M,»,
um monomorfismo elementar. Defina o que seria o correspondente Fy :
[Lc; Min/v — Tlie; Mi2/u e mostre que também serd monomorfismo ele-
mentar.

2. Sejam D e F dois filtros sobre I, com D C E. Mostre que esta inclusao
induz um epimorfismo (morfismo sobrejetor) F': [[,.; M;/p — [L;c; Mi/E-

3. Seja (1), : n < w) uma sequéncia estritamente crescente de L-teorias
(ndo necessariamente completas) em uma assinatura finita. Mostre que
U<, Tn possui modelos infinitos.

4. Seja T uma teoria de primeira ordem numa linguagem enumeravel,
e sejam Y(z) e A(y) dois conjuntos de férmulas que sdo consistentes com
T. Suponha que para toda férmula ¢(z) existe o(x) € X(x), tal que para
todas 91(y),...,0n(y) € Aly), se {¢,61,...,0,,0} for consistente com T
entao {¢,d1,...,0,, 70} também serd consistente com 7. Mostre que existe
M =T que realiza A(y) e omite X(z).

5. Mostre que se ¢(xo,...,x,) for uma férmula completa para a teoria
T em relagao as varidveis xo, . .., z, (isto é, para toda férmula ¢ (x4, ..., z,),
exatamente uma entre 7'+ ¢ — ¢ ou T ¢ — —p ocorre), entdo a férmula
Jzop(z0, X1, - . ., T,) serd completa para T em relacdo a z1,. .., T,.

6. Sejam cq, ..., ¢, novos simbolos de constantes. Mostre que para cada
n > 1, a aplicacdo p(z1,...,Znim) € Snam = p(T1,...,2,,C) € S,(C) é
injetora e continua.

7. Seja T uma L-teoria (de primeira ordem) axiomatizada por um con-
junto de Vy-sentengas. Mostre que se M =T e M’ <y M (M’ existencial-
mente fechado em M), entao M’ = T.

8. Dada a teoria de primeira ordem T, seja 77 o conjunto das sentencas
forgadas fracamente por 1 em uma (qualquer) nocdo de forcing. Mostre que

T e T/ tém as mesmas consequéncias universais (Ty = (T7)y). Mostre que
(TH! =T e que (Ty)! =TV.



