MAT-330: Teoria dos Conjuntos

2% Lista de Exercicios

1° Semestre de 2011

1 Algebra de conjuntos

Exercicio 1 Sejam A, B, X e Y conjuntos quaisquer. Mostre que
1. ( AUB)x X =(Ax X)U(B x X)
2. (ANB)x (XNY)=(AxX)N(BxY)
3. (ANB)x X =(AxX)\(BxX)
4. ACB— (X~BCX\A4)

2 Operacoes com ordinais

Exercicio 2 Mostre que o ordinal A\ é ordinal limite se, e somente se, para
todonew,n>0n-A=A\

Exercicio 3 Mostre que (w? + w)’ = (w® + w?)3.

Exercicio 4 Mostre que todas os ordinais £2, tais que w < €2 < w3, sao da
forma w? - k + w - kn + n.

Exercicio 5 Mostre que o tipo de ordem do conjunto (w+1)*\ w? é w+1.

Exercicio 6 Mostre que (W™ + w)? \ w?" tem o tipo de ordem de W™, se
new,n>0.

Exercicio 7 Qual é o tipo de ordem de (w- (n+1))? \ (w-n)? sen € w?
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Exercicio 8 Sejama=w+1e=w-2+ 1. Mostrequea+3=0F+ae
que o + 3?2 # 32 + o’

Exercicio 9 Dados dois ordinais « e 3, mostre que -3 = (-« se, e somente
se, a? - 32 = 3% - a?. (Sugestao: (=) use a associatividade e a hipStese, ao
calcular a? - 3%; (<) considere os casos a- 3> B-aea-f<3-a.)

Exercicio 10 Sejam «, 3 e v ordinais. Mostre que

l.sea < f,entao y+a <y+pfea+y < [+ (e aqui, dé um exemplo
em que vale a igualdade);

2.sea<fey>0,entaioy-a<vy-fea-v<[-v (e aqui, dé um
exemplo em que vale a igualdade);

3.sea< fBey>1,entdao v < 1% e a? < B (e, aqui, dé um exemplo
em que vale a igualdade).

Exercicio 11 Sejam « e 3 dois ordinais, tais que 0 < o < 3. Mostre que
existem tunicos ordinais d e p, taisque p < ae f=a-0+ p.

Exercicio 12 Seja A > 0 um ordinal limite. Mostre que as seguintes afirmagoes
sao equivalentes:

1. Va,B < Aa+ B < N);
2. Va < A+ =N\);

3. para todo subconjunto X C A, o tipo de ordem de X é A, ou o tipo de
ordem de A\ X é )\, sendo que em ambos os casos, a ordem ¢é aquela
induzida pela ordem de A;

4. 30 (A = ).

Exercicio 13 Demonstre, por indugao em «, o Teorema da Forma Nor-
mal de Cantor, que declara:

Para todo ordinal o > 0, existe um tnico n € w \ {0}, dnicos
ordinais B, < ... < i < «a e unicos ky,...,k, € w~ {0}, tais
que

a=wl ki +... W%k,
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Exercicio 14 Dados ordinais « e 3, seja F'(a,3) o conjunto das fungoes
f: 0 — a, tais que {y € §: f(v) # 0} seja finito. Definimos a relagdo < em
F(a, ) por f<agse f(§) < g(&), onde £ é o maior dos ordinais ( < (3, tais
que f(¢) # g(¢). Mostre que < é uma boa ordem em F'(«,3), cujo tipo de
ordem é of.

Definigao: Uma funcao f : Ord — Ord é chamada de fungao normal, se
satisfizer as duas condigoes:

L Vo, B (a < — f(a) < f(B));
2. se A for ordinal limite, entao f(\) = {J,., f(a).

Por exemplo, f(a) = «, f(a) = + a, f(a) = - «, sao todas fungoes
normais.

Exercicio 15 Mostre que se f for uma fungao normal, entao Vo (f(a) > «).

Exercicio 16 Mostre que para toda fungao normal f, Va3s (o < SAf(B) =
B3), ou seja, toda fun¢ao normal tem pontos fixos arbitrariamente grandes.

(SugeSté“O: Seja BO = + 17 ﬁn—i—l = f(ﬁn) € 6 - UnGw 67747 etC.)

Exercicio 17 Seja f uma fungao normal e definamos g : Ord — Ord a funcao
que enumera os pontos fixos de f: ou seja, g(0) é o menor ponto fixo de f, e
g(a) é o menor ponto fixo de f em Ord menos {g(f) : f < a}. Mostre que g
¢ uma funcao normal.

Exercicio 18 Dadas duas func¢oes normais f e g, é sempre verdade que
f + g é uma funcao normal? Se sua resposta for sim, demonstre-a. Se for
nao, mostre um contraexemplo.



