MAT-330: Teoria dos Conjuntos

1? Lista de Exercicios

1° Semestre de 2011

1 Explicacoes iniciais

Importante: Cada exercicio faz uso de alguns dos axiomas de ZF. Tente
sempre declarar explicitamente quais estao sendo usados. Para facilitar a
referéncia a eles:

1. Extensionalidade: VzVy (Vz (2 € © < 2z € y) — (z = y)) (se dois
conjuntos tem os mesmos elementos, entao sao iguais).

2. Vazio: JxVy(y ¢ ) (existe um conjunto que nao tem elementos, o
conjunto vazio, denotado por &).

3. Par: VaVy3zVt(t € z < (t = 2Vt = y)) (dados os conjuntos z e
y, existe o conjunto, cujos elementos sao exatamente x e y, denotado

z={z,y}).

4. Uniao: VxdyVz(z € y < 3t(t € x Az € t)) (para toda familia x de
conjuntos existe sua unido, z = (Jx).

5. Separacgao: para cada férmula A(t), Ve Iy Vi (t € y < (t € x N A(t)))
(para cada x existe o conjunto y dos elementos de = que satisfazem a
formula A: y={t:t € x N A(t)}).

6. Partes: Ve dyVz(z €y« 2Cux) (2 CaxéaférmulaVi(t €z —t e
x); o conjunto y de todos os subconjuntos de = é chamado de partes de
x, denotado P(z) = {y : y C z}).
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10.

. Infinito: dx (¥ € 2 AVy(y € x — yU {y} € z)) (existe um conjunto

x, tal que @ € x, e se y € x, entdo y U {y} € x; este é chamado
de axioma do infinito, pois afirma a existéncia de um conjunto com
infinitos elementos).

Substituicao: para cada férmula F'(x,y), Vo VyVz (F(x,y)AF(z, z) —
y=2z)—=VrIyvt(t €y« 3z (2 € t AF(z,1))); (se a férmula F' satis-
fizer a condicao de definir uma funcao, entao a imagem de um conjunto
por F' é um conjunto).

Regularidade: Vz (z # @ — Jy(y € z AyNa = &)) (todo conjunto
nao vazio x possui um elemento y, tal que y Nz = &).

Escolha: Vz 3¢ (¢ : P(z) N {@} — x AVt C z — ¢(t) € t)) (para
todo conjunto x, existe uma funcao de escolha ¢, que a cada t C =,

¢(t) € 1).

Existéncia de conjuntos

Exercicio 1 Mostre que existe um conjunto, sem usar nenhum dos axiomas
de ZF, somente axiomas légicos. Por exemplo, mostre que Jz (z = z).

Exercicio 2 Usando apenas os axiomas 2 e 3, mostre que existem os con-
juntos definidos por 0 = &, n+1 = {0,...,n}. Vocé consegue mostrar ' que
existe o conjunto {1,3,5}7

Exercicio 3 Usando os axiomas 2, 3 e 4, mostre que existe o conjunto
{1,3,5}.

Exercicio 4 Vocé precisa de algum axioma de ZF para mostrar que @ #

{o}?

Exercicio 5 Mostre que existe o conjunto P({0,1,2,3}) sem usar o axi-
oma das partes.

LA resposta certa é NAO!
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Exercicio 6 Uma variagao do axioma do infinito: mostre que existe um
conjunto x, tal que @ € xz e se y € z, entdo {y} € x. Lembre-se de explicitar
quais axiomas voceé usa na construcao desse conjunto.

Familias indexadas de conjuntos: estamos acostumados a ver coisas
do tipo {z; : i € I}. Para dar sentido a essa notagdo, comegamos com
uma fungao f definida em um conjunto I (e, portanto, pelo axioma da subs-
tituicdo, sua imagem é um conjunto), assumindo os valores f(i) = z;. O
conjunto X = {z; : i € I} denota a imagem de f. Neste caso, costumamos
escrever, por exemplo, | J,.; #;, no lugar de [J X.

Exercicio 7 Usando o axioma da regularidade (e os outros também) mostre
que

1. Vo (x & z)
2. m[Fxdy(x €y ANy € x)]

3. nao existe seqiiéncia de conjuntos {x, : n € w}, tal que z, 41 € z,, para
todo n € w.

Exercicio 8 Seja f : w — w uma funcao. mostre que a imagem de f é um
conjunto, sem usar o axioma da substituicgao.

Exercicio 9 Seja z, uma seqiiéncia de nimeros reais (isto é, uma funcao
f:w— R, tal que f(n) = x +n). Mostre que {z,, : n € w} é um conjunto,
sem usar o axioma da substituicao.

Exercicio 10 Seja X = {z; : i € I} uma familia de conjuntos nao vazios,

indexada por um conjunto nao vazio I. Mostre que existe uma funcao f :
I — X, tal que f(i) € z;.

3 Algebra de conjuntos

Exercicio 11 Mostre que:

1. Jo=0
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2. aUb=bUa
3.aUa=a
4. aU((bUc)=(aUb)Uc

5. o que é |J(a,b)?
Lembre-se que podemos definir as seguintes operacoes sobre conjuntos:

I. Ne={zeUzrVw(w er — 2z € w)} (intersegao)
2. anb={a,b}
3. a~ b definido por z € a Az ¢ b (diferenca de conjuntos)

4. a A b definido por (a ~\ b) U (b~ a) (diferenca simétrica)

Exercicio 12 Mostre que

I.ax(bUc)=(a~b)N(axc)

2.a~(bnNc)=(a~b)U(axc)
Exercicio 13 Mostre que

1. M=o
2.anb=bNa
3.aNa=a
4. an(nec)=(andb)Nec
5. o que é ((a,b)?
Exercicio 14 Seja z = {x9, 23}, sendo que z3 o conjunto dos multiplos de

dois em w e x3 o conjunto dos miltiplos de trés em w. Descreva o conjunto
X9 M xs.
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Exercicio 15 Mostre que

1.aUb=(aAb) A (anNb)

2. aND=a

3.alha=o

4. aAb=(aUb)\ (aNb)

5. aA(bAc)=(alAb)Ac

6. an(bAc)=(anb)A(anc)

Lembramos que um anel comutativo é um conjunto nao vazio A, munido

de trés operacoes +,— e -, tendo dois elementos distinguidos 0 e 1, satis-
fazendo:

l.z24+0=2
2.z+y=y+uz
Brxt+(y+z)=(@+y +=
4. 2+ (—x)=0

S. x-l==x

6. x-y=9y-x
T.x-(y-2)=(z-y) =z

8. x-(y+2z)=(r-y) +(z-2)

Um anel comutativo A é chamado de anel booleano se também satisfizer
r+x=0ezx-z=n=x.

Exercicio 16 Seja X um conjunto. Mostre que o conjunto P(X), munido
com as operagoes + = A e - =N, é um anel booleano. O que sao —a, 0 e 17
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4 Conjuntos transitivos

Exercicio 17 Mostre que se n < m forem ntimeros naturais, entao:

. nCm
2. nem

3. nCuw

Exercicio 18 Mostre que se x for um conjunto, cujos elementos sejam con-
juntos transitivos, entao Jz serd também um conjunto transitivo.

Lembramos que o fecho transitivo de um conjunto x é um conjunto tran-
sitivo y, tal que x C y e se z também for transitivo e x C z, entao y C z.

Exercicio 19 Mostre que se x for transitivo, entao ele é o seu fecho transi-
tivo.

Exercicio 20 Mostre que se x e y forem conjuntos transitivos, entao x Uy
e x Ny serao transitivos.

5 Conjuntos bem ordenados

Exercicio 21 Mostre que € é uma relacao de boa ordem em w, isto é,
definindo a relacao z < y em w se x € y, mostre que para todo z,y, 2 € w,

l.x Lz

2. (z<yhy<z)—zr<z
J.r<y—yLuw

4. ouz<youzr=y,ouy<cx

b.Ve((zx Cwhax#0)—JylyexAVz(z€x— (x=yVyEx)))).
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Ordem Lexicografica: Sejam (a,<,) e (b,<;) dois conjuntos (nao
vazios) linearmente ordenados. Definimos em a X b a ordem (z,y) < (z,w)
sexr<,z,0ur=zey<,uw.

Exercicio 22 Mostre que se (a,<,) e (b,<p) dois conjuntos (ndo vazios)
bem ordenados, entao a ordem lexicografica em a x b é uma boa ordem.

Exercicio 23 Sejam (a, <,) e (b, <;) dois conjuntos (nao vazios)linearmente
ordenados. Definimos (a <,) @ (b, <;) como sendo o par ordenado (¢, <), tal
que ¢ = ({0} x a) U ({1} x b) e definimos (n,z) < (m,y) sen=0em =1,
ousem=n=0ex <,y,ousem=n=1ex <,y. Mostre que se (a, <,)
e (b, <p) forem bem ordenados, entdo (a <,) ® (b, <p) serd bem ordenado.

6 Ordinais

Exercicio 24 Qual é o ordinal de w X w com a ordem lexicografica?
Exercicio 25 Calcule os ordinais correspondentes:

. (w+1)+w

2. w+ w?

3. 2w

Exercicio 26 Qual ¢ o ordinal de {(k—1) € Q: =3 <k <5An > 0}, com
a ordem induzida de Q?

Exercicio 27 Qual ¢ o ordinal de {(k —2) € Q: 0 < kAn > 0}, com a
ordem induzida de Q7

Exercicio 28 Qual é o ordinal de {(3 — m) €Q:k>0An>0}, com
a ordem induzida de Q7

Exercicio 29 Dé um exemplo de um subconjunto de R, cujo ordinal seja

w3,

Exercicio 30 Sejam w™ os ordinais definidos por w® = w, w®+h = W™

Seja g9 = (U, w™. Mostre que £§ = &q.



