Capitulo 6

O Axioma da Escolha

Desde seu surgimento nos trabalhos de Ernst ZermelloZermello, E. em 1904 e
1908, o Axioma da Escolha tem sido objeto de debates e controvérsias, devido
ao fato de postular a existéncia de conjuntos altamente ndao construtiveis. Di-
versas conseqiiéncias desse axioma sao, na verdade, enunciados equivalentes
a ele, assumindo-se apenas os axiomas de ZF.

Neste capitulo veremos algumas dessas equivaléncias. Para quem quiser
se aprofundar nesse assunto, recomendamos as obras

1. Thomas Jech,Jech, T. The axiom of choice, Studies in Logic and the
Foundations of Mathematics, Vol. 75, North Holland Publishing Com-
pany, Amsterda, 1973. Essa obra pressupoe o conhecimento da Teoria
dos Conjuntos bésica, mas da uma boa introdugao ao assunto, dis-
cutindo problemas de fundamentos e também algumas das aplicagoes
do axioma da escolha.

2. H. RubinRubin, H. e J. Rubin,Rubin, J. Equivalentsof the Azioma of
Choice, North Holland, Amsterda, 1963. Essa obra compila diversos
enunciados que sao equivalentes ao axioma da escolha.

6.1 O axioma e funcoes de escolha

Vejamos o enunciado do Axioma da Escolha, ja apresentado no Capitulo 3.
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128 CAPITULO 6. O AXIOMA DA ESCOLHA

O AXIOMA DA EscoLHA:axiomalescolha Vu[[Vz (x € u — Jy(y € x)) A
Vyy cu(z=yVaenNy=0)] — Ve € uldly(y € z Ay € v)]. Ou seja, se
u € uma familia de conjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos, entao existe
um conjunto v contendo exatamente um elemento de cada = € u.

Naquele capitulo deixamos como exercicio a demonstracao de que o ax-
ioma da escolha implica que, dado um conjunto u, cujos elementos sejam nao
vazios, entao exists uma fungao de escolhafuncaolescolha ¢ : u — | Ju, tal
que gb(x) € x, para cada x € u.

Na verdade, temos que:

Teorema 44 (ZF) Assumindo apenas ZF, sio equivalentes os enunciados:

1. o Azioma da FEscolha;

2. dado um conjunto u, cujos elementos sejam nao vazios, entao existe
uma fung¢ao de escolha ¢ : v — |Ju, tal que ¢(x) € x, para cada
T Eu.

Demonstragao: A implicacao 1 = 2 continua sendo um exercicio.

2 = 1: seja u uma familia (conjunto) de conjuntos nao vazios e dois a
dois disjuntos, e ¢ : u — | Ju uma fungao de escolha. Seja v a imagem dessa
fungao. Entao v contém exatamente um elemento de cada x € u. U

Exercicio 100 Observe que nao incluimos a hipdtese de que o conjunto u
seja nao vazio. Os enunciados 1 e 2 do teorema acima ficam comprometidos
no caso em que u = ¢

6.2 Conjuntos Finitos

Costumamos usar a definicao de que o conjunto X é finito se existirem n € w
e funcao bijetora f : n € X. Aparentemente essa definicao poderia ser
problemadtica, pois usa elementos estranhos ao conjunto X (o elemento n € w
e a funcao f). Vamos apresentar uma definicao mais intrinseca (s6 depende
de X)) e mostraremos sua equivaléncia com aquela definicao. Esta segao estd
baseada no artigo de A. Tarski, Sur les Ensembles Finis, Fund. Math. Vol.
6 (1924), 45-95.
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Diremos que X é finito se para todo subcponjunto nao vazio W C P(X),
existe um elemento Y € W, C-minimal, ou seja, paratodo Z € W,se Z C Y,
entao Z =Y.

Exploremos tal definicao. O seguinte exercicio é facil.

Exercicio 101 (ZF) O conjunto vazio € finito nesse sentido. Também, se
A for wum conjunto finito, entao cada B C A também serd finito. Se A for
finito, entdo, para todo conjunto B, AN B também serd finito. Para todo
conjunto X, o conjunto unitario {X} € finito.

A uniao de conjuntos finitos requer um pouco mais de argumentacao:

Teorema 45 (ZF) Para todos conjuntos finitos A e B, o conjunto AU B ¢
finito.

Demonstracao: Se A = @ entao AU B = B ¢é finito; se B = &, entao
AU B = A ¢é finito.

Tratemos agora do caso em que A # @ e B # @. Seja W C P(AU B)
um conjunto nao vazio. Seja K = {C : C € P(A)AID C B(CUD e W)}.
Como W # &, existe X e W, eC=XNACA D=XNBC Be
X =CUD, o que implica que K # @. Dado que A ¢ finito, existe C* € K,
C-minimal. Como C* € K, de sua definicao decorre que existe D C B, tal
que C*U D € W e, assim, o conjunto L = {D : D C BAC*U D € W} nao
é vazio. Como B é finito, existe D* € L, C-minimal.

Seja X* = C*UD* € W. Tomemos um conjunto Y € W, tal que Y C X*.
Entao YNC*CAeYND*CBeY =(YNC*U (Y N D), donde segue
que Y NC* € K e, portanto, Y N C* = C*, dada a C-minimalidade de C*;
consequentemente, Y N D* € L e, assim, Y N D* = D*. Por conseguinte,
Y = X*.

Traduzindo, A U B é finito. [J

Exercicio 102 (ZF) Dados os conjuntos A e X, se A for finito, entio AU
{X} serd finito.

Exercicio 103 (ZF) Mostre que o conjunto A serd finito se, e somente se,
para todo W C P nao vazio, existir Y € W que seja C-maximal, ou seja,
para todo Z € W, seY C Z, entao Y = Z.
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Exercicio 104 (ZF) Mostre, por inducao em n € w, que n € um conjunto
finito.

Para os conjuntos finitos, existe um Principio de Inducao Finita:principiolinducao!conjun
finitos

Teorema 46 (ZF) Seja A um conjunto finito e p(X) uma formula, tal que
valham

1. p(9);

2. VaVB[(x € ANBCAN@(B)) — p(BU{x})].

Entao também vale p(A).

Demonstragao: Suponhamos que A seja finito e que nao valha p(A).
Se também nao valer (@), estamos feitos, pois a implica¢ao (do teorema)
seréd valida.

Vamos assumir que valha ¢(@). Seja W = {B: B C AANp(B)} C P(A).
Como @ € W, W # & e, portanto, admite um elemento B € W, C-maximal.
Como AZgW, B# A. Massex € AN B, entao BU {z} ¢ W, ou seja, ndo
vale que Vx VB [(r € ANB C AN@(B)) — ¢(BU{x})].

Novamente, a implicagao do teorema ¢ valida, finalizando-se, assim, esta
demonstragao. [J

Teorema 47 (ZF) Para todo conjunto A, sao equivalentes as sequintes asser¢oes:

1. A € um conjunto finito,

2. para todo conjunto K, se & € K AVYBYx[(BC ANz € ANBeK)—
BU{z} € K], entao A € K;

3. para todo conjunto K, se K C P(A)@ € K ANV € A({z} € K) A
VB,C e K(BUC € K), entao A e K.
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Demonstracao: Comecemos com a implicagao 1 = 2, que é imediata a
partir da inducao finita, com a férmula X € K.

Fagamos agora 2 = 3. Seja K C P(A), talque @ € K,Vx € A({z} € K)
e, para todo C,D € K (CUD € K). Em particular, destas duas tltimas,
obtemos que Vo € AVB € K (BU {z} € K). Pela asser¢ao 2 do enunciado,
concluimos que A € K.

Finalmente, 3 = 1. Se A = &, entao A ¢ finito. Se A # O, seja
K ={B: B C AN B finito}. Entdao @ € K, para cada z € A, {z} € K e,
para cada B,C € K, BUC € K. Pela assercao 3 do enunciado, concluimos
que A € K, ou seja, A é finito. [J

Vamos usar essas equivaléncias para demonstrar mais algumas propriedades
de conjuntos finitos.

Teorema 48 (ZF') Seja A um conjunto finito e seja f : A — B uma func¢do
sobrejetora. Entao o conjunto B € finito.

Demonstracao: Seja K = {C' : C C AA f(C) finito}. Dai, & € K
e, como f{z}) é conjunto unitario, é também finito, para todo x € A; além
disso, como f(CU{z}) = f(C)U{f(x)},se C € K ex € A, entdo CU{z} €
K. Portanto, pela assercao 2 do teorema acima, como A é finito, A € K.
Isto traduz-se na afirmacao de que B é finito. [J

Uma propriedade importante dos conjuntos finitos é que vale o axioma
da escolha para eles:

Teorema 49 (ZF) Se A # & for um conjunto finito, entdo eriste uma
fungao de escolha f : P(A) N~ {2} — A, f(C) € C, para todo C C A,
C#0o.

Demonstracao: Seja K = {C:C CANC # 2 — 3f : P(C) {2} —
C funcao de escolha}.

Temos que @ € K, pois @ C A e a implicagao “C # @ — If : P(C) ~
{@} — C funcao de escolha”é valida para C' = @.
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Agora suponhamos que C' € K ex € A. Se xz € C, entdo C U {z} =
C e K. Sex ¢ C,sejaf:P(C)— C uma fungao de escolha. Como
P(CU{z}) = P(C)U{DU{z} : D C C}, podemos definir (em ZF) g :
PCU{z})~{o} —-CU{z}, g=fU{(DU{z},x): D C C}, que é uma
funcdo de escolha. Assim, C' U {z} € K. Como A é finito, A € K, pelo
teorema acima. [

Uma conseqiiéncia importante disso é:

Exercicio 105 (ZF) Mostre que o conjunto A € finito se, e somente se, ex-
istemn € w e f:n — A bijetora. [Sugestao: se A tem fungao de escolha, ele
pode ser bem ordenado. lembre-se que acima foi pedido que se demonstrasse
que cada n € w € finito.]

A definicao de finitude devida a Dedekind diz que A é D-finito se, para
todo B C A, se B # A, entao B «¢ A, ou seja, nao existe bijecao de A com
um subconjunto préprio de A.

Teorema 50 (ZF) Se A for um conjunto finito, entao A serd D-finito.

Demonstragao: Suponhamos que A nao seja D-finito. Assim, existe
B C A e fungao bijetora f : A — B. Considere o conjunto W = {B,, : n €
w}, obtido (em ZF) por recursao em w, com By = A e B,y = f(B,). Temos
que B,41 € B, dado que f é bijetora. O conjunto W nao é vazio, mas nao
tem nenhum elemento C-minimal. Ou seja, A nao é finito. [J

E sabido que em ZF nao se pode demonstrar que se A for D-finito, entao
A é finito. Mas:

Teorema 51 (ZFE) Se A for D-finito, entao A serd finito.

Demonstragao: Suponhamos que A nao seja finito. Isto quer dizer
que existe um conjunto nao vazio W C P(A), sem elemento minimal. Seja
By € W. Como ele nao é minimal, existe B; € W, By C By. Por recursao,
obtemos uma seqiiéncia B, € W, n € w, tal que B,,y1 € B,. Pelo Axioma
da Escolha, podemos escolher elementos z,, € B, \ Bpy1. Sejam C' = {x,, :
nec€wreD=A{x, :n€w n>0} Entdo f: A — A~ {z}, dada por
flz)=x,z€ ANCe f(z) = xps1, se z = x, € C é bijecao.

Assim, concluimos que A nao é D-finito. [J
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6.3 Conjuntos bem ordenados

O Teorema de Zermello, Teorema 11, pagina 71, estabelece que todo conjunto
pode ser bem ordenado. Este é outro enunciado equivalente ao axioma da
escolha:

Teorema 52 (ZF') Assuminos apenas ZF, sao equivalentes:

1. o Azioma da Escolha;

2. o0 Teorema de Zermello.

Demonstracao: O Teorema de Zermello é a implicacao 1 = 2.

2 = 1: assumindo que todo conjunto possa ser bem ordenado, fica facil
definir uma funcao de escolha. Se u for um conjunto cujos elementos sejam
conjuntos nao vazios, para cada um dos elementos x € u, existe uma boa
ordem <, em z. Seja ¢ : u — |Ju, ¢(z) = minz. Como a existéncia de uma
funcao de escolha no caso é equivalente ao axioma da escolha, demonstramos
que o Teorema de Zermello é equivalente a ele, assumindo apenas ZF. [

Na verdade, podemos demonstrar algo mais forte.

Teorema 53 (ZF') Assumindo apenas ZF, sio equivalentes:

1. o axioma da escolha;

2. para todo conjunto bem ordenado x existe uma boa ordem em P(zx).

Demonstracao: A implicagdo 1 = 2 é um caso particular do Teorema
de Zermello.

2 = 1: lembramos que em ZF demonstramos que Va Ja (z € V,,), sendo
que Vo = &, Voqy1 = P(VL) e se A for ordinal limite, V\ = |J,., Va. Como
cada V,, é um conjunto transitivo, se demonstrarmos que esse conjunto pode
ser bem ordenado, entao cada x C V,, herdara essa boa ordem, ou seja, valera
o Teorema de Zermello. Executaremos tal empreitada por inducao em a.

O caso inicial é Vy = @, que é bem ordenado pela relacao @. No caso
de ordinais sucessores, como V.1 = P(V,), se o conjunto V,, puder ser
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bem ordenado, entao a assercao 2 implica que V,,; também poded ser bem
ordenado.

Sobra apenas o caso de ordinais limite A\. Seja x o menor ordinal tal
que nao exista uma funcao injetora f : kK — V). A assercao 2 implica que
existe uma boa ordem W em P(x). Vamos definir por recursao em vy < A uma
seqiiéncia crescente (pela inclusao) de boas ordens W, em V., comecando com
Wy = @; nos casos de ordinais limite v < A\, W, = Uﬁ<v W3 . Para o caso
de ordinais sucessores, suponhamos que ja tenhamos ., uma boa ordem
sobre V.. Entao existe um unico ordinal { < k e funcao crescente e bijetora
f & — V,, aqual nos permite definir uma bijecao F' : P(¢§) — P(V,) = V,41.
Usando essa bijecao, podemos definir uma boa ordem R, em V4, copiando
a boa ordem que P(k) induz sobre P(§) C P(k). Para definirmos uma boa
ordem W,;; que estenda W,, usamos a relacao W, em V, e a relagao R
restrita a A = V,41 \ V,, R [4, definindo W, 1, = W, @ R [4 (colocando o
conjunto A na frente do conjunto V).

Assim, definimos uma boa ordem em V), terminando esta demonstracao. [

Exercicio 106 (ZFE) Mostre que se k for o menor ordinal, tal que nao
exista uma funcao injetora f : Kk — V,, entao k é um cardinal.

Exercicio 107 (ZF) Mostre que se A # @& for tal que existe fun¢do de
escolha f : P(A) N~ {@}, f(C) € C, entao A pode ser bem ordenado.

6.4 Principios de maximalidade

Em Matematica é muito usado um principio de maximalidade, o Lema de
Zorn. Na verdade, ele é equivalente ao axioma da escolha.

Teorema 54 (ZF) Sao equivalentes:

1. o Azioma da FEscolha;

2. o0 Lema de Zorn: para todo conjunto parcialmente ordenado (P, <), tal
que P # @ e tal que todo C C P linearmente ordenado pela ordem
induzida de P, existe limitante superior x € P (ou seja, para todo
y € P,y <x), existe elemento maximal m € P (tal elemento satisfaz
Ve Pim<z—m=2z)).
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Demonstragao: Facamos 1 = 2: pelo axioma da escolha, podemos
obter uma boa ordem em P e, portanto, podemos enumerar P = {z, : o <
v}, para algum ordinal 7. Se yo = z¢ for elemento maximal, o resultado
estd provado. Sendo, seja a; = min{a < v : xg < T, }. Suponhamos
escolhidos y,, o < 3 estritamente crescente. Se yg for maximal, terminamos
a demonstracdo aqui. Sendo, seja agyy = minf{a < v : x5 < T} € Ygr1 =
Tq,. Suponhamos que A seja um ordinal limite e que tebhamos obtido uma
seqiiéncia estritamente crescente y,, a < A. Pela hipdtese sobre P, existe
elemento z € P que ¢ limitante superior de C' = {y, : a < A}. Seja
ay = min{a < v : x, é limitante superior de C'} e facamos y, = x,
Como P é um conjunto, existe «, tal que y, é maximal.

N

Para a implicagao 2 = 1, seja A um conjunto qualquer e P = {(C, <¢) :
C € P(A) e (C,<¢) é boa ordem}. Seja < a relagao (C, <¢) < (D, <p), se
C C D e <cC=<p com C sendo segmento inicial da ordem <p (ou seja, ou
C=D,ouCCDesexecCeyecDNC,entdaoz <py).

Observemos que P # &, pois @ € P. Seja W C P um conjunto linear-
mente ordenado. Entao seja C = |J{D : (D,<p) € W e <c=UJ{<p: (D,<p
) € W}. Entao <¢ é boa ordem em C, pois < é ordem linear (se z,y € C,
existe (D <p) € W, tal que x,y € D e, assim, como <¢c N(D x D) =<p,
temos que ou x =y, ou x <¢ Y, ou y <¢ x; a transitividade é demonstrada
de modo anélogo) e se X C C é conjunto nao vazio, existe (D, <p) € W, tal
que X N D # @. Seja m = min(X N D), na ordem <p. Se z € X \ D, seja
(E,<p) € W, tal que z € E. Como W ¢ linearmente ordenado, devemos ter
D C FE e, portanto m <g z e, assim, m <¢ z. Portanto (C, <¢) € P e este
é limitante superior de W.

Seja (M, <y) € P um elemento maximal. Se M # A, entao existe
r € AN M, e fazendo <pupy==<m UM x {z}), temos que (M, <y) <
(M U{x}, <mugay) € P, contradizendo a maximalidade de (M, <jy).

Isto quer dizer que A pode ser bem ordenado, ou seja, vale o axioma da
escolha. [J

6.5 Bases em espacos vetoriais

Lembramos que um corpocorpo é um conjunto K, munido com operagoes
+, -, — e (-)7!, e elementos distinguidos 0 e 1, tais que
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.x+0==z

(-y)-z=2-(y-2)
.sex #0, entdao - (z071 =1

Lz (ytz)=(z-y) +(z-2)

exemplo, R, Q sao corpos.

Exercicio 108 Seja K um corpo e X um conjunto nao vazio. Seja K[X]
o conjunto de todas os polinomios nas varidveis em X, com coeficientes em
K, com as operagoes usuais. Seja K(X) o conjunto das fungdes racionais

f=

p/q, com p,q € K[X] eq # 0. Mostre que K(X) € um corpo.

Um espago vetorialespaco!vetorial (sobre o corpo K) é um conjunto FE,
possuindo um elemento distinguido 0, munido com uma operacao denotada
pelo simbolo + (soma) e, para cada A € K, uma operagao denotada m,
(multiplicagao por \), satisfazendo

1.

2.

Ve e E(x+40=2)

Ve,ye E(x+y=y+x)

Vr,y,z € E((r4y)+z=2+ (y+2))
. Vo

inE3y e E(x+y=0)

.Y\ e RVz € E(my(my(z)) = my,(x))

VYA e RVz € E(my(z) +my(x) = map,(x))
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7. Vz,y € EVYA € R (my(z +y) = ma(z) + ma(y))
8. Vr e E(my(x) =1x)

Sao exemplos de espagos vetoriais R”, das n-uplas de niimeros reais, com
a soma e multiplicacao por escalares definidos coordenada a coordenada; o
conjunto de todas as fungoes f : R — R, com soma e multiplicacao por
escalares definidas ponto a ponto.

Para facilitar a apresentacao, vamos adotar a notacao mais usual Ax no
lugar de my(z).

Uma expressao do tipo Y, \;z; é chamada de combinagao linear dos
elementos z; € E. Um subconjunto B C F ¢ dito linearmente dependente
se existiremn € N, n >0, xq,...,2, € Be A,...,\, € R, estes nem todos
nulos, tais que Y " \x; = 0. Caso nao existam tais elementos, entao B
é dito linearmente independente. Uma baseespaco!vetoriallbase de £ é um
conjunto B C F linearmente independente, tal que, para cada x € F, existem
neN,n>0,21,...,2, € Be\,...,\, €R, tais que x = > | \z; (isto
é, resumidamente, o conjunto B gera F).

Teorema 55 (ZFFE) Todo espago vetorial tem base.

Demonstragao: Seja V um espago vetorial sobre R. Seja X ={A CV :
A é linearmente independente}. O conjunto X é nao vazio e parcialmente
ordenado pela relacao de inclusao, A C B. Uma cadeia {A; :i € [} C X é
limitada superiormente por A = (J,.; 4; € X. O Lema de Zorn garante a
existéncia de um conjunto maximal A € X. Para qualquer elemento v € V,
ouv € A, ou AU {v} é linearmente dependente. Em ambos os casos, vemos
que o conjunto A gera V e, sendo linearmente independente, é base de V. [J

Esse resultado admite outra formulacao:

Teorema 56 (ZFE) Todo conjunto linearmente independente A em um es-
paco vetorial V' pode ser estendido a wma base de V.

Demonstracao: A mesma argumentacao do teorema anterior, aplicada
ao conjunto X = {B CV : A C B e B é linearmente independente}, resulta
neste teorema. [
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Ainda outra formulacao:

Teorema 57 (ZFE) Todo subconjunto A C V que gera um espago vetorial
V' contém um subconjunto B que é uma base de V.

Demonstragao: A mesma argumentacao do teorema anterior, aplicada
ao conjunto X = {B CV : B C Ae B é linearmente independente}, resulta
neste teorema. [

Exercicio 109 O azioma da escolha é realmente necessdario somente nos
casos em que a base for infinita. Mostre em ZF (sem o axioma da escolha)
que para todo espago vetorial finitamente gerado (existe um conjunto finito
X C E que gera E) tem base.

Vamos mostrar que cada um desses enunciados, junto com ZF, implica o
Axioma da Escolha.

Teorema 58 (Blass, Bleicher, Halpern)' (ZF) Assumindo apenas ZF, cada
um dos enunciados abaizo implica no axioma da escolha:

1. Todo espago vetorial tem base.

2. Todo conjunto linearmente independente A em um espaco vetorial V
pode ser estendido a uma base de V.

3. Todo subconjunto A C V' que gera um espaco vetorial V contém um
subconjunto B que € uma base de V.

Demonstragao: Dado que os dois ultimos enunciados implicam o pri-
meiro (exercicio: mostre isso), basta mostrar que o primeiro enunciado
implica o axioma da escolha.

Seja 2" = {X; : i € I} um conjunto nao vazio, cujos elementos seja
conjuntos nao vazios e dois a dois disjuntos. Seja X = |JZ . Seja R[X]

'A. Blass, Ezistence of bases implies the axiom of choice, em J. Baumgartner, D.
Martin, S. Shelah (eds), Axiomatic Set Theory, Contemporary Mathematics, Vol. 31
(1984), pp 31-33; M. N. Bleicher, Some theorems on vector spaces and the axiom of choice,
Fundamenta Mathematicae, Vol. 54 (1964), pp 95-107; J. D. Halpern, Bases in vector
spaces and the aziom of choice, Proc. of the AMS, Vol. 17 (1966), pp 670-673.
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o conjunto de todos os polinémios reais cujas variaveis estejam no conjunto
X. Dizemos que um mondmio g = az}' ... 2} € R[X] tem i-grau N, se as
variaveis de ¢ que estiverem em X; tem n como a soma de seus graus. Um
polinémio p € R[X] é i-homoginro de i-grau N se todos os seus monomios
tiverem ¢-grau V.

Seja K o conjunto das fungoes racionais € R(X), tais que, escrevendo
r = p/q, com p,q € R[X] sem fatores comuns, entao para cada i € I p e ¢ sdo
t-homogeéneos de mesmos i-graus. Esse conjunto, com as operacoes herdadas
de R(X) é um corpo.

Seja V' C R(X) o K-espago vetorial gerado pelo conjunto X. Seja B C V
uma base. Seja i € [ e x € X;. Escrevemos z = » ,_p () - b; seja
supp (z) = {b € B : ap(z) # 0}, que é um conjunto finito. Se y € X,
Y = > pep(x) -b. Como y = (y/x)x e como (y/z) € K, pela unicidade
da representagao de vetores em uma base, temos que supp (y) = supp (z) e
ap(y) = (y/z)op().

Assim, para cada i € I, o conjunto supp (z) e os elementos oy(z)/z (que
é i-homogéneo de i-grau —1, se b € supp (x)) s6 dependem de X;. Seja
ki = |supp (z)| > 0, se v € X;; entao f; = [[equpp () (2)/2 (z € X;) €
1-homogéneo de i-grau —k;. Dal, existe um subconjunto finito e nao vazio
Y; C X, consistindo das variaveis do denominador de (3; que estejam em X;.

Para cada Y}, existe uma func¢ao de escolha escolhendo um elemento y; €
Y;.

SejaY = {y; : i € I}. Entdo Y contém exatamente um elemento de cada
X;, ou seja, vale o axioma da escolha. [

6.5.1 O Teorema de Tychonov

Lembramos que um espago topolégicoespago!topolégico é um par (X, 7), em
que T C P(X)étalque @ e, X e Tese W C 7, entdo YW € 7. Os
conjuntos de 7 sao os abertos de X. Dizemos que X \ A é fechado, se A € 7.

Um espago topoldgico (X, 7) é compacto se, para todo W C 7, tal que

X =W, existe Wy C W finito, satisfazendo X = |J W,.

Apesar dessa ser a classica definigdo de es[ago compacto, existe uma car-
acterizacao equivalente, mais 1til para as aplicagoes.
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Lema 36 (ZF) Um espago topoldgico (X,T) é compacto se, e somente se,
para todo conjunto B de subconjuntos fechados de X, tal que para todo By C
B finito, (\ By # &, vale que (B # &.

Demonstragao: Comecemos supondo que (X, 7) seja compacto. Seja B
um conjunto de subconjuntos compactos de X, tal que para todo By C B
finito, (1 By # @. Seja W = {X N F : F € B} C 7. Como X é compacto e
como para todo Wy C W, |JWy # X, pois (| By # &, para By = {X \ U :
U € Wy}, devemos ter que | JW # X e, portanto, (B =X ~|JW # @.

Para demonstramos a reciproca, seja (X,7) um espago topologico. Se
admitirmos que (X, 7) possa nao ser compacto, existiria um conjunto W C 7,
tal que X = (JW, mas X # [JW,, para todo Wy C W finito. Tomando
B ={X~\U:U € W}, todo By C B finito teria intersecio nao vazia,
contudo (1B = X N~ UW = @. Assim, sendo, ndo poderia valer aquela
propriedade acerca de familias de subconjuntos fechados de X. [

Sejam [ # @ e (X;,7;), 1 € I, espagos topoldgicos. Seja (X, 7) dado por
X = XierX; e 7 o subconjunto de P(X) formado por unides de familias de
conjuntos da forma XA;, com A; € 7; e, a menos de um subconjunto finito
Iy, Ai:Xi,iE]\[o.

O Teorema de TychonovteoremalTychonov diz que se cada (X;,7;) for
compacto, entdo (X, 7) também serd compacto. Para evitar contradigoes
bobas, estamos assumindo que o conjunto de indices I nao é vazio. Na
verdade:

Teorema 59 (ZF) Sao equivalentes:

1. o Azioma da Escolha;

2. o Teorema de Tychonov.

Demonstragao: Comecemos com a implicacao 1 = 2. Se pelo menos
um dos espacos (X;, 7;) for vazio, o produto sera vazio, o que é trivialmente
compacto, sem mesmo ter que usar o Axioma da Escolha.

Assim, o caso interessante é aquele em que todos os espacos (X, 7;) sejam
nao vazios. Entao o espaco produto, (X, 7), nao é vazio (pelo axioma da
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escolha). Seja B um conjunto de subconjuntos fechados de X, tal que para
todo By C B finito satisfaga [ By # &. Seja B; o conjunto dos fechos das
projecoes em X; dos conjuntos de B, para cada ¢ € I. Bom, cada B; tem a
propriedade de que cada parte finita tem intersegdo nao vazia (herdada de
B) e, portanto, usando o axioma da escolha, podemos escolher um elemento

x; € (Bi # 2. Seja f € X, tal que f(i) = ;.

Precisamos mostrar que f € (B, o que nao deveria ser considerado
6bvio em face da definicao dos conjuntos B;. Para isto, observemos que se
x; € U; € 1, para i € Iy, um subconjunto finito de I, entao F(i) = X; se i
inl N Iy e F(i) = U; se i € Iy é vizinhanga aberta de f, que intersecta cada
elemento de B. Isto que dizer que f esta no fecho de cada elemento de B,
ou seja, f € (B # &.

Assumamos o Teorema de Tychonov e demonstremos que ele implica o
axioma da escolha (trabalhnado em ZF, é claro). Sejam S; # &, i € [ #
&. Para sermos um pouco mais explicitos, suponhamos dada uma funcao
i1 — P(Uer 5i), tal que f(i) = S;. Precisamos mostrar que existe uma
fungao de escolha g : I — J,; Si, tal que g(i) € S;. Sejam X; = S; U {S;}
er; ={@}U{U CX;:S;, € UAX;\U finito} U{U C S; : S; \ U finito}.
Nao é muito dificil perceber que (X, 7;) é um espaco topoldgico compacto.
Observemos que o espago produto (X, 7) nao é vazio, pois f : 1 € [ — S; € X;
é elemento de X;. Nem precisamos do axioma da escolha para exibir esse
elemento. Sejam Z; = {h € X : h(i) € S;}, i € I. Esses conjuntos sao nao
vazios, pois existe h € Z;, da forma h(j) = S;, se j # i e h(i) € S; # @.
Esse mesmo tipo de argumentagao mostra que o conjunto B = {Z; : 1 € I}
tem a propriedade de que suas intersecoes finitas sao nao vazias. Por fim, a
partir da definicao de 7; e de 7, Z; é fechado. Pelo Teorema de Tychonov,
Nicr Zi # @. Cada elemento dessa intersegao ¢ uma funcao de escolha. [



