Capitulo 5

Cardinais

Cardinais medem o tamanho dos conjuntos. Na presenca do axioma da es-
colha, temos conjuntos canonicos para medir tamanhos: certos ordinais. Mas,
em sua auseéncia, falar em cardinalidade torna-se mais problematico. Como
hipdteses sobre cardinalidade podem afetar o axioma da escolha, comecaremos
a falar de cardinalidade sem aquele axioma. Mais adiante, mostraremos que,
em ZF, a Hipétese Generalizada do Continuo, devidamente formulada, im-
plica no axioma da escolha.

Faremos também uma introdugao ao ramo da Teoria dos Conjuntos que
fala dos Grandes Cardinais.

Essa parte da teoria dos conjuntos comecou com G. Cantor!Cantor,
G.!cardinais, teve contribuicoes de F. Hausdorff 2Hausdorff, F.!cardinais, que
introduziu a nocao de cardinais inacessiveis,Hausdorff, F.!lcardinais!inacessiveis
assunto da parte final deste capitulo, e também de J. von Neumann 3von Neu-
mann!cardinais e outros, cujas contribuicoes serao oportunamente citadas.

1Beitrage zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre, Parte I, Mathematische An-
nalen 46 (1895), 481-512, e Parte 11, idem, 49 (1897), 207-246; existe uma tradugao para o
inglés, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, Open Court,
Chicago, EUA, 1915, ja citadas.

2 Grundzige einer Theorie der geordneten Mengen, Mathematische Annallen, Vol. 65
(1908), pp. 435-505, ja citada.

3Publicada no artigo de 1923, Zur Einfiirung der transfiniten Zahlen, com traducio em
inglés na obra From Frege to Gddel, ja citada.
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88 CAPITULO 5. CARDINAIS
5.1 Cardinalidade sem o Axioma da Escolha

Como preparacao ao capitulo sibre o axioma da escolha, comecemos a tratar
do problema da cardinalidade do modo que Cantor comegou, para posterior-
mente introduzir o tratamento moderno, com o uso desse axioma.

Nesta secao trabalharemos sempre em ZF, sem o axioma da escolha.

Definamos a relagao z < yx < y entre conjuntos por

r =y« df“f . x — y é funcao injetora”.

Definamos também relacao x ~ y por

x~y<«< Af“f:x — y é fungao bijetora”.

Exercicio 53 Mostre que a relagao < € reflexiva (x < x) transitiva (v <y
ey < z implicam em x < z). Mostre que ~ é uma relagdo de equivaléncia.

O préximo teorema foi enunciado por Cantor (1895), mas é mais con-
hecido por:

Teorema 20 (Schréder-Bernstein)teoremalSchrider-Bernstein (ZF) Para
cada par de conjuntos x ey, vale

T~y (<yANy <x).

Demonstragao: Sejam f:x — y e g : y — x duas fungoes injetoras.
Usaremos recursao em w para mostrar que existe uma funcao bijetora h :
T —y.

Sejam zg = . Im(g) e yo = y ~Im(f) (passo inicial da recursao). Sejam
Ynt1 C vy, a imagem de x,, por f, e x,.1 C x, a imagem de vy, por g.

Observemos que se m # n, entao x,, Nx, = I e y,, Ny, = J. De fato,
pela definicao dos conjuntos x,, e y,, vemos que xo N X, = D € Yo NYm = <,
para todo m € w, tal que m # 0. Agora suponhamos que z,, Nz, = J, se
m # n. Entao y,11 Nypr1 = . Analogamente, da hipétese y,, Ny, = J, se
m # n, concluimos que x,,11 N x,+1 = @. Pelo principio da inducao finita,
concluimos que se m # n, entao x,, Nz, = e Yy, Ny, = .
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Sejam a = J,,c,, Tn € b = U,,c0, Un-

Seja h : a — b definida por

o0 @), se Imew(tE xy)
h(t) = { g7l (t), se Im € w(t € xomi1)

Como a imagem de z,, por f é y,,+1 € como f e g sao fungoes injetoras,
temos que h é injetora. Da definicao dos conjuntos a e b, concluimos que h
também é sobrejetora, ou seja, h é bijetora.

Caso tenhamos que z = x \ a # &, entao a imagem w C y de z pela
funcao f, deve satisfazer w N b = &, dada a definicao do conjunto b. Assim,
f define uma fungao injetora de z em w. Observemos que, se t € y \ b, entao
t € w, pois, sendo, t € y \ Im(f) = yo C b, contradizendo que t € y \. b. Ou
seja, f define bijecao entre x \ a e y \ b.

Como ezxercicio, considere também o caso em que y \ b implica que g}

define uma bijecao entre z \ a e y \ b. (Por que considerar esse caso?)

Por fim, definimos a funcao h : x — y por

[ ht), se tea
h(t)_{f(t), se tex~Na

Por construcao, concluimos que h é funcao bijetora e, portanto x ~ y. [

Cantor definiu cardinalCantor,G.!cardinal de um conjunto x como sendo
a classe de equivaléncia de todos os conjuntos y, tais que y ~ x. O problema
dessa definicao é que essa classe de equivaléncia nao é conjunto, mas classe
prépria. Por exemplo, para cada a € Ord, o conjunto {a} estaria na classe de
{0}. Um modo* de se passar por cima desse impecilho, é definir um conjunto
representativo |z|zr = {y : y ~ x e y tem o menor posto possivel},| X |z¢ ou,
mais formalmente

Xlze={y:yeVmha~yAVz(z~z — p(y) < p(2))}

Chamaremos | X |zr de cardinal “Fcardinal!cardinal “F de X. Essa nomen-

clatura e notacao nao é usada em livros de Teoria dos Conjuntos, contudo

4Conhecido como o truque de Scott,Scott, D.!truque devido ao légico Dana Scott.Scott,
D., Measurable Cardinals and Constructible Sets, Bull. Acad. Polon. Sci., Sér. Math.,
Vol 9 (1961), 521-524.
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inventamo-la como ferramenta didatica para diferencia-la daquela usada na
presenca do axioma da escolha, introduzida mais adiante.

Exercicio 54 Mostre que a rela¢io © < y induz uma ordem (parcial) |x|zr <
ly|z nos cardinais®t. Mostre que a rela¢do x ~ vy induz a igualdade |x|zF =

|y|ZF'

Exercicio 55 (ZF) Mostre que |x x {0}|zr = |x|zF.

5.1.1 Operacoes com Cardinais em ZF

Soma:cardinallcardinal “Flsoma Seja m; (i € I) uma familia de cardinais®F,

ou seja, é dada uma fungao f, cujo dominio seja I e cuja imagem seja um
conjunto de cardinais“F. Definimos a soma Y, , m; = n, se existirem con-
juntos z;, i € I, dois a dois disjuntos e tais que |z;| %" =m; e |U;o; i) “F = n.
No caso em que I = {0, 1}, escrevemos a soma » ,_, m; COMO Mg + m;.

Para definir o produto de uma familia qualquer de cardinais?", pre-

cisamos definir o produto cartesianoproduto!cartesiano X;c; z;,X;cr x; de
uma familia de conjuntos x;, i € I: Xjeyz; = {f : f éfungdo f: I — |
tal que Vi € I (f(i) € x;)}.

Observe-se que o axioma da escolha implica que se cada x; # &, entao
Xie1 T; # 2.

icl Lis

Exercicio 56 (ZF') Mostre que se I for um conjunto finito e cada x; # &,
entdo Xie; x; # &, sem usar o axioma da escolha.

Produto:cardinal!cardinal #F!produto Seja m; (i € I) uma familia de
cardinais“F. Definimos o produto [],.; m; = n, se existirem conjuntos z;,
i € I, dois a dois disjuntos e tais que |z;|%F = m; e [X;e; 75| %" = n. No caso
em que I = {0,1}, escrevemos a soma [[,., m; como mg - m.

Exponenciacao:cardinal!cardinal “Flexponenciacao definimos |x|‘ZyF|ZF =

|z|zF, sendo que z é o conjunto de todas as fungoes f : y — z. Costuma-se
denotar esse conjunto z por Yx.Yx

Exercicio 57 (ZF) Mostre que essas operagoes gozam as sequites proprie-
dades, para todos os cardinais®t p, q e v:
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~

. ptg=q+p

2. (p+a)+r=p+(q+v)
Jop-g=q-p

4. (p-a)-v=p-(q-v)
o.p-(a+v)=(p-a)+(p-v)
6

Pt =(p-q)
v qurt — pq . pt
8. (p7)r = p

Observe-se que, por exemplo, para demonstrar que p+q = q+9p, € necessdrio
mostrar que existe uma funcdao bijetora entre conjuntos x Xy e y X x, sendo

que |[z]ze = p € |ylzr = g
Exercicio 58 (ZF') Mostre que w X w ~ w. Para isto, mostre que, em ZF,
a fungdo f:w X w — w, definida por

1
menmrnty

f(m,n) =

¢ byetora.

Para isso, observe que essa fun¢ao pode ser deduzida da sequinte con-
tagem: o par ordenado (m,n) satisfaz a equagdo v +y =m+n (uma “reta”
em w X w, ou, se preferir, em N x N). Faca a contagem do total de elemen-
tos satisfazendo as equagoes x +1y = a, coma = 0,1,...,m+n —1. Para
chegar ao par (m,n), comece contar a partir do par (m+n,0), passando por
(m+n—-1,1), (m+n—2,2), etc.

Exercicio 59 (ZF) Seja a o ordinal w”. Mostre que se 3 < « for um ordi-
nal, entdo existemn € w ea; < as < ...a,, elementos dew, e by, ..., b, € w,
tais que

B=w" b, +w™ ' b,_1+...+w" by + by,

sendo que as operacoes indicadas sao as de ordinais, e nao de cardinais.
Mostre que essa representacao € unica.
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Exercicio 60 (ZF') Seja o o ordinal w*. Mostre que o ~ w. (use o ex-
ercicio anterior e ache uma enumerac¢do de todas as sequéncias finitas de
elementos de w).

5.1.2 A Funcao N

G. Cantor, em seus artigos de 1895 e 1897, ja citados, usou a notacao ainda
atual 8, para denotar cardinais (infinitos).

F. Hartogs ® introduziu a funcao R : Ord — Ord, que passaremos a definir,
trabalhando somente em ZF, sem o axioma da escolha.

Seja N(z) = {a € Ord : o = x},funcao!NR(z) a classe dos ordinais «, para
0s quais existe uma funcao injetora f : a — .

Teorema 21 (ZF) Para cada conjunto x, X(x) € um ordinal, tal que, para

todo B < W(x), 5 +# X(z).

Demonstragao: Precisamos primeiramente mostrar que ®(x) é um con-
junto transitivo de ordinais e, portanto, um ordinal.

Lembramos que, em ZF, provamos que para todo conjunto bem ordenado
x, existe um unico ordinal « e fungao crescente e bijetora f : © — « (Teorema
15, pdgina 80). Por outro lado, qualquer bijecao entre um conjunto z e um
ordinal o pode ser usada para trazer de a sua boa ordem para tornar x num
conjunto bem ordenado.

Seja z={r:3Jy Cz(r Cyxy) A “r bem ordena y”}. Observemos que
z C P(x x x) e, portanto é um conjunto (usando o axioma das partes e o da
separagao).

Pelas observacoes acima, vemos que a = x quer dizer que a ~ y, para
algum y C x e essa bijecao induz uma boa ordem r C y X y em y. Com isso,
temos que

N(z) ={a € O0rd: Jy C z3Ir € z(“r bem ordena y” A

A 3h :y — o (“h bijetora e crescente”))}.

5No artigo Uber das Problem der Wohlordnung, Math. Annalen, Vol. 76 (1914), 438-
443.
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Portanto X(x) é um conjunto.

Mostremos que R(z) é transitivo. Sejam [ € a € X(z). Entao existe
y C x, tal que « ~ x. Como [ € « implica em [ C «, a bijecao que
testemunha o ~ z, restrita a (3, tem por imagem um conjunto z C y C .
Mas isso significa que § < x e, portanto, 3 € X(z). Concluimos, assim, que
N(x) é transitivo.

Com isso, temos que R(x) é um ordinal.

Por fim, mostremos que para todo 8 < V(x), 8 2 R(x). Como R(x) é um
ordinal, se < W(x), entdo 3 € N(z), ou seja f < x. Se tivéssemos [ ~ N(x),
entao concluirfamos que X(z) < z e, assim, N(z) € N(x), o que contradiz o
axioma da regularidade. [J

Dizemos que um ordinal « é um ordinal inicialordinallinicial se, para

todo 0 < a, B # «.

Definimos, por recursao em Ord, a classe dos ordinais chamados de X, :X,ordinal!R,,

NO = w
Nor1 = N(N,)
Ny = Uﬂ <\ N3, se A for ordinal limite

Observacao sobre notacgao: os ordinais N, serao usados para repre-
sentar cardinais mais adiante. Entretanto, nas partes em que desejamos
reforgar o papel desses elementos como ordinais, usaremos a notacao usual
wewgordinallw, para nomear N,.

Exercicio 61 (ZF) Mostre que se A for ordinal limite, entao para todo 7 <
Ny, B4 Ny, Ou seja, Ny também é um ordinal inicial.

Exercicio 62 (ZF') Mostre que para todo conjunto x, N(x) A x.

Exercicio 63 (ZF') Mostre que x pode ser bem ordenado se, e somente se,
r 2 N(z).

Exercicio 64 Seja (8 um ordinal, tal que w < 3. Mostre que 4+ 1 ~ (.
(Sugestao: defina f : 6+ 1 — 3, por f(B) =0, f(n)=n+1, sen € w, e
fm)=mn, sew<n<p.)
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As operacoes de soma e produto desses ordinais 8, gozam das seguintes
propriedades:

Teorema 22 (ZF) Para todo ordinal o, X, - R, = N,,.

Demonstragao: Vamos definir a relacao < em w, X w, por

(0,m)<(&¢) < max{d,n} <max{¢,(}
V' max{0,n} = max{{,(} A (0 < &)
V- max{d,n} = max{&,(} A (6 = &) A (n < ().

A relagao < define uma ordem linear sobre o conjunto w, X w, (exercicio:
escreva uma demonstracao detalhada dessa afirmagcao).

Mostremos que é uma boa ordem. Seja X C w, X w, um conjunto nao
vazio. Entao oY = {0 € w, : 3(&() € X (8 = max{¢,(})}. Como X # &,
temos que Y # & e, portanto, existe fy = minY. Seja 7 = min{y € w, :
(7:50) € XV (Bo,7) € X}

Certamente, temos que ou (5y,70) € X, ou (70, 50) € X. Se (6o, %) €
X, (£,¢) € X e (Bo,v) # (£ (), entdo ou max{fy, v} < max{{,(}, ou
max{fy, v} = max{¢, (}, mas min{fp, v} < min{, }; em ambas as situa-

gées, (ﬁOaﬁ)/D) < (57 g) Se (70760) € X? (57C) €EXe (PYOaﬁO) 7& (57C)7 a mesima

argumentacao leva-nos a conclusao que (7o, 5o) < (&, C).

Portanto, o conjunto w, X w, é bem ordenado pela relacao < e, assim,
existe um unico ordinal 1, e bijecao crescente f, : Y, — W X Wa.

Observe-se que a restricao de f, ao ordinal 13, com 8 < «, produz a
funcao fs: 5 — wg.

Observe-se que existe uma inclusao g : w, — w, X we, dada por g(g3) =
(0,) e, portanto w, = ws X w,. Dali, concluimos que w, < v, (exercicio:
por que?).

Mostremos que ¥, = w,, por inducao transfinita em «. Para isso, basta
supor que esse resultado nem sempre valha e tomamos o como sendo o menor
ordinal tal que w, < 1¥,. A partir dessa hipétese, chegaremos a uma con-
tradicao. Observe-se que, como w X w ~ w, devemos ter 0 < a.

Seja (7,0) € wa X way, tal que fo(ws) = (7,60). Como 7,d < w,, seja [,
tal que v = max{vy,d} ~ wg. Como w, ¢ ordinal inicial, § < a. A hipdtese
de indugao determina que wg ~ wg X wg.
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Seja y = {(&,() € wa X wa = (£,¢) <(7,0)}. Entao f, restrita a w, C ¥,
define uma fungao bijetora entre y e w,. Ou seja w, ~ y. Por outro lado,
yC (v+1)x (r+1). Como v+ 1~ v~ wg, obterfamos que wy ~ y ~ wg.
Como (8 < a, deverfamos ter que ws % w,, uma contradicao.

Assim, ficou demonstrado que, para todo a € Ord, R, - X, = N,. .

Como conseqiiéncia imediata disso, temos:
Teorema 23 (ZF) Para todo «, 3 € Ord, R, +Rg =R, - Ng = Ry ira 53

Demonstragao: Decorre imediatamente do teorema anterior:
Nmax{a,ﬁ} = Na + Nﬁ = Na : NB = Nmax{a,ﬂ} : Nmax{a,,@} = Nmax{a,,@}'
Dado que x X y e y <X x implicam em x ~ y, temos as igualdades

desejadas. [

Sem a presenca do axioma da escolha, nao podemos dizer muita coisa
sobre a exponenciacao cardinal dos N,,.

5.2 Cardinais com o Axioma da Escolha
Assumindo o axioma da escolha, temos que

Teorema 24 (ZFFE) Para cada conjunto infinito x, existe um unico ordinal
a, tal que T ~ V.

Demonstracao: Ja vimos que todo conjunto x pode ser bem ordenado
(Teorema de Zermello, 11, 71) e, portanto, equivalente (por bije¢ao crescente)
a um ordinal £&. Sendo x um conjunto infinito, w < £. Seja N, ~ &.

Como a relagao ~ é uma relagao de equivaléncia, o ordinal o indexando
N, é tnico. O

Definimos o cardinalcardinal de z como sendo |x| = n € w,|z| se =
contiver apenas n elementos, ou |z| = N,, se z ~ X,. Chamaremos cada
n € w e cada N, de cardinal.
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Caso k = N,, denotamos k™ = N, .1k e dizemos que ™ é cardinal
sucessorcardinallsucessor. Caso « seja ordinal limite, chamamos X, de car-
dinal limite.cardinalllimite

Exercicio 65 Mostre que se k = R, for cardinal limite, entdo k = Uﬁm Ng.

5.2.1 Aritmética Cardinal

As operacoes de soma, produto e exponenciacao de cardinais continuam sendo
as mesmas para cardinais“F, mas agora usando o representante n € w ou X,
do conjunto |z|zf.

Exploremos algumas de suas propriedades.
Seja kj, j € I # @, uma familia de cardinais. Definimos

sup{|I|, K; :jEI}:UKjU|]|.

Jjel
Lema 24 Seja k;, j € I # @, uma familia de cardinais infinitos. Entdo

ij = sup{|I|,k; : j € I}.

jeI

Demonstragao: Temos que } ., r; < (sup{x; : j € I}) - [I| = sup{[1],
k;jjel}. O

Teorema 25 (Konig®)teoremalko@Konig Sejam k; e \;, i € I, duas familias
de cardinais satisfazendo k; < \;, para todo i € I. Entao

Z/{i < H/\i'

i€l i€l

Demonstracao: Sejam x; = {i} x k; e y; = {i} x \;, ¢ € I. Entao
x; C y;, @ € I e os conjuntos y; (e, portanto, os z;) sdo nao vazios e dois a
dois disjuntos.

6J. Konig, Zum Kontinuumproblem, Math. Ann., Vol. 60 (1904), 177-180.
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Pelo axioma da escolha, podemos escolher ¢; € y; \ x;, 72 € I.

Para cada w € |J,c; 7i, seja f(w) = z € Xieryi, tal que, se w € xj,
2(j) = wesei#j, z2(i) = t;. Entao f é fungdo injetora, mostrando que
>ier fi < Tlier M-

Para mostrar a desigualdade estrita, mostremos que se f : (J,c; ;i —
Xier y; for uma fungao qualquer, entao f nao pode ser sobrejetora.

Assim, seja f uma tal funcao. Paracadai € I ecadat € x;, f(t) € Xicryi-
Seja z; = {f(t); : t € x;} C y;. Temos que z; < x; e, como |z;| = K; < \; =
lyil, yi ~ zi # @. Sejav; € y; \ z;, 1 € 1. Entdo v = (v;)ier € Xier yi €, por
construcado, v & Im(f).

Isso mostra que Y ., ki < [[;c; Ai- O

el

5.2.2 Cofinalidade

Seja cf : Ord — Ord dada por: se « for ordinal limite, cf(«) é 0 menor ordinal
B, tal que existe f :  — « crescente e nao limitada em « (ou seja, para cada
( < a, existe £ < G, tal que ¢ < f(§) < «a); cf(a+1) =1 e cf(0) = 0.
Chamaremos cf(«) de cofinalidadeordinallcofinalidadecofinalidade de a. A
cofinalidade s6 sera interessante nos casos em que « for ordinal limite.

Observe-se que a funcao identidade f : o« — «, para « ordinal limite «, é
crescente e nao limitada. Por isso, cf(a) < a.

Exercicio 66 Mostre que, se A for um ordinal limite, entao cf(\) também
serd um ordinal limite.

Exercicio 67 (ZF) Definimos a relagao bindria entre ordinais a« CF [ se
a < [ eerxiste f: a — (3, tal que f = JIm(f). Observe-se que nao
dissemos nada sobre f ser crescente. Mostre que

1. CF ¢ relagao transitiva.

2. mostre que

o) — (B :BCF a}, se a for ordinal limite;
te) = ({B:CFa}l+1, sea=p+1.
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Teorema 26 (ZF) Para cada ordinal limite A, cf(X) € um ordinal inicial w,,.

Demonstracao: Usaremos o exercicio anterior: cf(\) = ({5 : BCF a}.
Seja o € Ord, tal que cf(\) ~ N,.
Como R, é um ordinal inicial, X, < cf(A).

Por outro lado, uma bijecao f : R, — cf(\), composta com uma fungao

crescente e nao limitada g : ¢f(A) — A, produz uma fungao h : 8, — A, tal
que [JIm(h) = \. Portanto, cf(\) < N,.

Ou seja, cf(A\) = V,, um ordinal inicial. [J

Um cardinal k > ¥, é dito cardinal regularcardinallregular se k = cf(k);
ele é dito um cardinal singularcardinallsingular se cf(k) < k.

Exercicio 68 Seja A um ordinal limite, tal que cf(\) > w. Mostre que
Cf(N/\) = ch()\).

Exercicio 69 (ZFE) Seja A\ um ordinal limite, tal que cf(\) = w. Mostre
que cf(Ny) = V.

De certo modo, podemos dizer que a maioria dos cardinais infinitos sao
regulares:

Teorema 27 (ZFE) Para cada ordinal o, cf(Noy1) = Noyq.

Demonstracgao: Seja f < N,.; for um ordinal e f : 3 — N, uma
fun¢do. Como N,.; é um ordinal inicial, para cada § < 3, f(0) < X,, pois
f(0) <Ry

Usando o axioma da escolha, seja f5 : f(6) — N, uma fungao injetora.
Como 3 =X N,, temos que

|Uf(5>|§Na'Na:Na7

0<pB

o que implica que cf(Ny11) = Nypq. O
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5.3 Exponenciacao Cardinal

Voltando a aritmética cardinal, podemos enunciar alguns resultados que en-
volvem a exponenciacao, validos com o uso do axioma da escolha. Assim,
nesta secao trabalhamos na teoria ZFE.

O objetivo desta secao é a obtencao de resultados que permitem dizer
qual é o valor de x*, principalmente nos casos em que & e A forem cardinais
infinitos.

5.3.1 Resultados Basicos

Comecemos com uma limitacao sobre o que pode ser a cofinalidade de &*.
Teorema 28 Sejam k > 2 e A > w cardinais. Entao cf(k*) > .

Demonstracao: Seja ¥ < A um cardinal infinito e seja ko, a < ¥
uma seqiiéncia crescente de cardinais, tais que k., < k. J4 sabemos que
SUP Ka = Yoy Ka-

Pelo Teorema de Kénig (Teorema 25, pagina 96), sup, g ko < [[,cy &

KN = K.

>\:

Isso demonstra que cf(k*) > \.
Exploremos os possiveis valores de Nzﬁ .
Lema 25 Sejam o < (8 dois ordinais. Entao Nﬁﬁ = 2Ms,
Demonstracao: Temos que 2% < Nzﬁ .
Por outro lado, Ry? < (28)¥s = 2% pois as hipétese implicam que

N, - Ng = Rg. O

A seguinte férmula é devida a Hausdorff”.

"Der Potenzbegriff in der Mengenlehre. Jber. Deutsch. Math.-Verein 13 (1904), 569-
571.
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Lema 26 (Férmula de Hausdorff)for@férmula!HausdorffHausdorff!for@férmula
Para todos ordinais o e (3, vale a igualdade

Rg Rg
Na+1 = Ny 1N

Demonstragao: Pelo lema anterior, temos que se § > « + 1, entao
NN = 2N = R, 2N,
Suponhamos agora que § < a.

Como Ry’ < Nzil e Ny < N:il, temos a desigualdade

N N

Precisamos demonstrar que vale a desigualdade contraria:

Rg Rg

Para isso, consideremos o conjunto “fw,y; das fungoes f : wg — waqt1.
Como < «, cada fungao f : wz — we41 tem imagem limitada em wy4q e,
portanto, podemos escrever “fw, 1 = |J “s~. Dali, tomando cardinali-
dades, temos que

N w w R
Not =1 U < D0 109 S Raaia’

Y<Wa+1 Y<wWa+1

Y<Wa+1

Com isto, terminamos a demonstracao. [

Seja I(k) = k™ I(k) a funcdo gimelfuncdo!gimel, definida sobre os car-
dinais infinitos x. Denotamos 2<% = J_, 2¢ (exponenciacio de cardinais).

O préximo teorema caracteriza a exponenciacao cardinal * em ZFE, em
termos de 2%, de J(k) e de valores de p*, com p < k.

Teorema 29 (Bukovsky-Jech)® (ZFE) Seja A\ um cardinal infinito. Entao,
para cada cardinal infinito k:

8L. Bukovsky, The continuum problem and the powers of alephs, Comment. Math.
Univ. Carolinae 6 (1965), 181-197. T. Jech, Properties of the gimel function and a clas-
sification of singular cardinals. Collection of articles dedicated to Andrzej Mostowski on
the occasion of his sixtieth birthday, I. Fund. Math. 81 (1973), no. 1, 57-64.
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A:2)\.

1. se k < A, entao K ;

2. se existir algum cardinal p < Kk, tal que p* > K, entdo K* = p;

3. se k> X\ e para todo p < K, 2" < K, entao

(a) se cf(k) > A, entdo k* = K;

(b) se cf(k) <\, entio k* = (k).

Demonstracao: O item 1 ja foi demonstrado acima.

Para o item 2, temos que pu < & implica u* < k*. Da desigualdade

pr > K, temos pt = (p?)* > K.

Para o item 3, se x for cardinal sucessor, usamos a férmula de Hausdorff
(do lema anterior).

Se k for cardinal limite, entdo, da hipétese i < kK — p* < K, obtemos que
K=, p e, se cf (k) > A, entdo toda fungao (ordinal) f : A — & ¢ limitada
e, assim, k* = |J, ., p* = K. Se A > cf(k), escrevemos x = D i<k
cada r; < r. Temos £ = (3o Fi)* < (Ticer 7i)* = Tlicero 5 <
Hi<cf(n)(supi<cf(n) I{i\) = (Supi<cf(f$) Hg\)d(ﬂ) < (ﬁ)\)Cf(K) = ’{)\‘ Da igualdade

k= < 1, obtemos que k* = k%) como querfamos. O

) Fi, com

5.4 A Hipdétese do Continuo

Lembramos que em seu trabalho de 18789, Cantor trabalhou com o conceito
de cardinalidade e, em particular, demonstrou que R é nao enumeravel, em
contraste com o conjunto dos nimeros reais algébricos (que sao as raizes reais
de polinémios com coeficientes em Z). Nesse artigo, conjecturou que todo
subconjunto infinito de R seria enumeravel ou haveria bijecao dele com R.
Esta é a chamada a Hipdtese do Continuo:

Hipé6tese do Continuo (HC):hipétese!continuoHC 280 = ;.

Essa hipétese tem fundamento heuristico em varios exemplos da Anélise
Matematica e da Topologica da reta real. Cantor estudou principalmente

9EBin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, Journal fiir die reine und angewandte Mathe-
matik, Vol. 84 (1878), pp. 242-258.
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os chamados conjuntos perfeitosconjunto!perfeito, que sao os conjuntos
fechados X C R nao vazios e tais que todos os seus pontos sao pontos de
acumulagao,pontolacumulacao ou seja, para cada r € X, e cada ¢ > 0,
existe y € X, tal que 0 < |y — x| < e. Por exemplo, R é perfeito, cada
intervalo nao vazio de R é perfeito.

Teorema 30 (ZFE) A cardinalidade de cada subconjunto perfeito X C R é
%o,

Demonstragao: Obteremos por recursao em w uma colecao I de inter-
valos abertos e nao vazios, indexados por seqiiéncia finitas s € <“2, sendo que
n ¢é o tamanho dessa seqiiéncia. Tal familia de intervalos satisfara I,; C I,
I;NX #9,7=0,1,e IoN Iy = &, sendo que sj representa a seqiiéncia
obtida da seqiiéncia s, concatenando ao final o elemento j =0, 1.

Comecemos escolhendo dois intervalos abertos e disjuntos I e I1, tais que
XNI; #d,j=0,1. Por conveniéncia, suporemos que esses intervalos tem
um tamanho menor que 1/2.

Suponhamos agora que ja tenhamos obtido os intervalos I, para toda
seqiiéncia s de tamanho n. Escolhamos dois pontos distintos =,y € I, e dois
intervalos disjuntos Iyg > x e I5; 3 y, contidos em [, cujos tamanhos sejam
no maximo a metade do tamanho de I,. Tal escolha pode ser feita devido a
hipétese de que X é perfeito.

Por fim, para cada s : w — 2 = {0, 1}, denotamos s [,, sua restrigdo a n =
{0,...,n—1}. Escolhamos um ponto z,, € Iy, . Devido a restricdo imposta
aos tamanhos dos intervalos, temos que |zs, — Tsntk| < 1/2". Portanto,
para cada s : w — 2, existe x5 € X, tal que lim,,_,o 75, = 5.

Dados s1, 82 : w — 2, se 51 # Sg, entao xs, # xs,. Assim, a cardinalidade
de X éigual a de “2, ou seja, 2%. O

Vamos explorar mais um pouco esse resultado.

Exercicio 70 Mostre que cada um dos sequintes conjuntos tem cardinalidade
¢ = 2%o;

1. R", n€w~ {0};



5.4. A HIPOTESE DO CONTINUO 103
2. R
3. o conjunto das funcoes continuas f : R" — R;

4. o conjunto dos subconjuntos abertos de R.

Exercicio 71 Mostre que todo subconjunto fechado de R™ tem cardinalidade
Kk <Ny ou Kk =c.

Definimos a seguinte distancia em “R:

21+ f(j) —9(i)|

JEW
Exercicio 72 Mostre que essa fungao d(f, g) tem as sequintes propriedades:

1. d(f,g) = d(g, f);

2. d(f,f) =0 se, e somente se, f=0;

8. d(f,h) <d(f,g)+d(g,h);

4. dada sequéncia f, : N — R, nw, tal que, dado € > 0, existe ng € w, tal
que, para todos m,n > ng, d(fm, fn) < €, entao existe f : N — R, tal
que lim,, o d(f, fn) = 0. (Sugestao: f(k) = lim, . fn(k).)

Seja S = "R. Com a funcdo distancia d(f, g) dada acima, podemos definir
o que sao conjuntos fechados e abertos em S: X C § é aberto de para cada

f € X existe e > 0, tal que {g € S : f(f,g9) < e} C X; X serd fechado se
S\ X for aberto.

Exercicio 73 Mostre que todo subconjunto perfeito de S tem cardinalidade
¢. Mostre que se X C S for conjunto fechado, entdo ou | X| < Ry, ou | X| = c.

A nocgao de fungao continua F': A C § — R é a mesma que em R, usando
e e d, com a distancia d(f, g).
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Exercicio 74 Mostre que para cada conjunto aberto O C R, existe um con-
Junto fechado Xo C S e fungdo continua e bijetora F: Xo — O. (Sugestao:
para cada x € O, seja f, € S, dada por f.(0) =z, f.(1) = 1/dist (x,00), o
inverso da distancia de x a fronteira de O, 00; seja Xo = {f, : x € O}.)

Com isto, podemos demonstrar que:

Teorema 31 Seja A C R um conjunto boreliano. Entdo existe um conjunto
fechado X4 C S e uma funcao continua e bijetora F : X, — A.

Demonstragao: Como os conjuntos borelianos podem ser construidos
por recursao transfinita em wq, vamos demonstrar este teorema por inducao
transfinita.

O passo inicial refere-se aos conjuntos abertos de R, ja considerados no
exercicio acima.

Para o passo de inducao, observamos que todo conjunto boreliano pode
ser obtido a partir dos conjuntos abertos, usando intersecoes enumeraveis e
unides disjuntas enumeraveis (exercicio: mostre isto por indugao, eliminan-
do-se o complemento passo a passo).

Consideremos o caso da intersecao enumeravel. Como hipotese de inducgao
temos uma seqiiéncia de conjuntos borelianos A; C R, j € w, conjuntos
fechados X4, C S e fungoes bijetoras e continuas Fj : X4, — A;. Escrevamos
N = Ujew Nj, sendo que cada N; seja infinito e N; N Ny, = & se j # k.
Enumeremos cada N; = {n;; : k¥ € w}. Seja X = {g € § : para cada
J,k € w, existe f € Xy, tal que g(n;x) = f(k)}. Entao X é fechado.
Definimos X4 = {g € X : Fi(g;) = F;(g;)}, sendo que ¢,,,(k) = g(nmx), que
é fechado e se A = . An, seja F': Xq — A dada por F(g) = Fo(go)-

Consideremos agora o caso da uniaodisjunta enumerdvel.

new

Suponhamos que X = |, o, Xn, obtido no nivel a, sendo que para cada
n € w, X, tenha sido obtido em um nivel (3, < «. Por hipdtese de inducao,
existem fechados A, C S e fungoes continuas e bijetoras F, : A, — X,.
Sejam B, = {f € S : 39 € A, (9(0) = n AVj € w(g(j +1) = £()))}, ou
seja, deslocamos as coordenadas de A,, e colocamos a altura m na primeira
coordenada. Assim, a distancia entre B, e B,,, com m # n fica maior do

que 1/2. Por conta disso, a uniao B = (J, ., Bn ¢ um conjunto fechado.
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Definimos F' : B — X, por F(g) = F,(g), onde §(j) = g(j+1), para todo
J € w, ou seja, deslocamos as coordenadas de volta para seu lugar original.

Fica como exercicio a verificacao de que F' é bijetora e continua. [

Teorema 32 (Alexandrov, 1916') Seja X C R um conjunto boreliano.
Entdo | X| < Ry ou | X| = 2%,

Demonstracao: Escrevendo um conjunto boreliano X como a imagem
de um conjunto fechado A C § por uma fungao continua e bijetora F': A —
X, se | X| > N, entdo |A| > Ny. Isto implica que |A| = 2%, por ser fechado
(exercicio: verifique isso; observe que estamos falando de um subconjunto
fechado de ). Como F ¢ bijetora, |X| = 2%. [J

Esses resultados servem para indicar o proque da hipétese do continuo de
Cantor. Nao foi uma sugestao ad hoc, mas com fundamento heuristico.

5.4.1 Hipébtese Generalizada do Continuo

Em vista do Teorema de Cantor, que diz nao haver funcao sobrejetora f :
X — P(X), qualquer que seja o conjunto X, pode-se perguntar o que acon-
tece entre as cardinalidades de X e de P(X)P.

A Hipétese Generalizada do continuo foi enunciada por Felix Hausdorff
em 1908 1, generalizando a Hipétese do Continuo de Cantor. Ela simplifica
extraordinariamente a exponenciacao cardinal.

Hipétese Generalizada do Continuo (HGC):hipdteselcontinuo!generalizadaHGC
para todo ordinal o, 2% = R, ;.

Lema 27 (ZFE+HGC) Para cada cardinal infinito k, cf(k%) > k.

0P, Alexandrov, Sur la Puissance des Ensembles Mesurables B, Compte Rendus Hebdo-
madaires de Scéances de I’Académie de Sciences de Paris. Vol. 162 (1916), 323-325. Nesse
artigo, a argumentacao deste autor nao é exatamente esta, mas uma andlise cuidadosa do
mesmo indica que a formulagao aqui descrita segue fielmente seu raciocinio. Para a solugao
apresentada, consulte a obra de P. Komjath e V. Totik, Problems and Theorems in
Classical Set Theory, Springer-Verlag, Alemanha, 2006.

1 Grundziige einer Theorie der geordneten Mengen, Mathematische Annallen, Vol. 65
(1908), pp. 435-505
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Demonstragao: Se « for cardinal regular, entao cf (k) = cf (k") = k™.

Se  for singular, k = >,  k;, com cada k; < Kk e k; > cf(k). Dali,

’%Cf(ﬁ) = (Zi<cf(n) Ki)Cf(ﬁ) = Hi<cf(/~;) 'Iiz":f(ﬁ) S Hi<cf(n) KV;F S RCf(H)’ usando na

pentltima desigualdade a HGC. Pelo Teorema de Konig (Teorema 25, 96),
b= Dicetn) i < Ticet(ey i = 6% O

Exercicio 75 (ZFFE) Mostre que para cada cardinal infinito k, tal que para
todo cardinal p < K, 2% < k, vale que cf(k*™) > kK, agora sem usar a
HGC. Observe que as hipdteses implicam que se k = N, entao « tem que
ser ordinal limite.

Exercicio 76 (ZFE+HGC) Mostre que para todos cardinais infinitos \ e K,
kY =k, se X < cf(r) e k) = AT, se A > cf(k).

5.4.2 Equivaléncias com a Hip6tese do Continuo

A Hipétese do Continuo de Cantor esta mais relacionada com as propriedades
de R. Algumas dessas propriedades ? sdo equivalentes a HC, assumindo ZFE.

Teorema 33 (ZFE) Os seguintes enunciados sao equivalentes:

1. (HC) 2% = N,.

2. existem conjuntos X,Y C R?, tais que R* = X UY e para todo a € R,
os conjuntos X, = {(s,t) € X : s=a} eY, ={(s,t) €Y : t = a} sdo
finitos ou enumerdveis.

3. Existe uma seqiiéncia de funcoes f, : R — R, n € w, tal que, para todo
subconjunto nao enumeravel X C R, existe um conjunto Nx C w, tal
que w ~\ Nx € finito (podendo ser até vazio) e para cada n € Nx, a
mmagem de X pela funcao f, € todo R.

4. R = J,c; Xi, sendo que cada X; é enumerdvel e a familia X = {X; :
i € I} € linearmente ordenada pela relagio X C Y.

120 resultado a seguir deve-se a W. Sierpinski. Veja o capitulo I de sua obra Hipothése
du Continu, Monografie Mathematyczne, Warsaw Garasinski, Polonia, 1934.
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Demonstragao: Vamos mostrar cada equivaléncia: 1 & 2, 1 & 3 e
1< 4.

1 = 2: Devido a hipétese do continuo e ao Teorema de Zermello (Teorema
11, 71), podemos enumerar R = {t, : @ < wi}. Seja X = {(ta,13) € R? :
B<a<wlesegaY =REN X = {(ta,15) : @« < B}. Dado zy € R, seja
a < wi seu indice, Ty = t,. Entao X,, = {(ta,tp) : f < a}. Como a < wy
implica que « ¢é ordinal enumerdvel ou finito, X,, é finito ou enumeravel.
Seja yo € R, indexado por f < wy, yo = tg. Entao Yy, = {(ta,t5) : o < B},
que também ¢é finito ou enumeravel.

2 = 1. Temos que mostrar que a cardinalidade de R é N;. Suponhamos
que R = X UY, sendo que os conjuntos X e Y satisfacam as condigoes do
enunciado 2. Sejam A C R, um conjunto de cardinalidade Xy, Z = {(z,y) €
R?: z € A} (Z é a unido de todas as retas verticais © = a, para a € A).
Seja W = X N Z. Entao a cardinalidade de W é |WW| < Wy, pois, para cada
a € R, o conjunto X, tem cardinalidade |X,| < Ry, e WNX = [J,c4 Xa.
Seja N = {y € R:3Jz € R(x,y) € W}, a projecao de W sobre o eixo das
ordenadas. Certamente, |[N| < W;. Afirmamos que W = R, pois se yy € R,
a reta y = yo encontra uma quantidade nao enumeravel (X;) de pontos de
Z e, devido as hipoteses sobre os conjuntos X e Y, existe o € X, tal que
(xo,%0) € X N Z e, portanto, yo € N. Isso mostra que |R| = Ny, ou seja, a
hipdtese do continuo.

1 = 3: Pela Hip6tese do continuo, existe uma enumeragao R = {z, : a <
wi}. Como |[“R| = [RII = R0 = N} e |[“w| = [R|¥ = Ry° = Xy, sejam £°,
uma enumeragao (com repeticao: veja adiante) das seqiiéncias £* : w — R,
e k“ uma enumeracao das seqiiéncias k% : w — w, feitas de tal modo que
dadas seqiiéncias £ : w — R e k : w — w, existe um indice o < wy, tal que

=& = (&) e k = k* = (k). Isso é possivel, pois 8 = N, extraindo a
enumeracao desejada de uma enumeracao de “R x “w.

Para cada a < w; infinito, a é ordinal enumeravel. Escolhamos uma
enumeragao de a = {¢% : n € w}.
[e3
Sejam f, : R — R, n € w, fungbes definidas por f,(z) = f,g%, sendo que
a ¢é o indice de x na enumeracao de R, x = z“.

Afirmamos que, dado X C R um subconjunto nao enumeravel, existe um
conjunto Nx C w, cujo complemento em w é finito, e para cada n € Ny, a
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imagem de X pela fungao f,, indicada por f,(X), é todo R.

Arguindo por contradi¢ao, suponhamos que exista X C R nao enumeravel
e conjunto infinito N = {ny : k € w} C w, tais que para cadan € N, a
imagem Y,, C R de X por f, nao seja todo R.

Sejam y; € RNYj, e seja p < wy o indice das seqiiéncias &# = (yx) e
k# = (kj). Escrevamos, entao, y; = &} e k; = k. Seja a < wy, tal que p < a
e seja u = (% (na enumeragao de a, dada acima). Assim, temos y, = 5,%?,
sendo n o indice de p na enumeracao de . Pela definicao de f,, temos que
fa(z®) = y,. Isso significa que z® ¢ X. Mas isso vale para cada a > p,
o que implica que X C {2 : p < a} e este tltimo conjunto é enumeravel.
Portanto, X é enumeravel, uma contradicao que termina a demonstragao de
que 1 = 3.

3 = 1: Seja X C R um conjunto de cardinalidade R; (e, portanto, nao
enumeravel) e seja f, uma funcao da lista da hipdtese, tal que f,(X) = R.
Com isto temos que |R| < |X| = Ny, donde segue que R| = Ny, ou seja, a
hipdtese do continuo.

1 = 4: Seja (%)a<w, uma enumeracao de R. Seja I = {a:w < a <w;}
e Xo = {2" : p < a}. Certamente, cada X, é enumeravel, X, C Xz, se
a<fB<w,eR=,X.

4 = 1: Seja F' = {X, : i € I} uma familia de subconjuntos de R conforme
a hipdtese e seja A C R um subconjunto de cardinalidade X;. Dado x € R,
escolhemos D(z) € F, tal que x € D(z). Como D(x) é enumerdvel e A
nao enumeravel, existe y € A~ D(x). Da hip6tese de F ser linearmente
ordenado pela inclusdo, concluimos que D(z) C D(y) (pois y € D(x)). Ou
seja, R = {J,c4 D(y), 0 que implica que [R| < |A] = Ny, ou seja, [R[ = Ry.

Com isto, terminamos a demonstracao deste teorema. [

Para outras equivaléncias, consulte-se a obra Hypothése du Continu de
W. Sierpinski, ja citada.

Exercicio 77 Demonstre as equivaléncias 2 < 3, 2 < 4 ¢ 3 & 4, sem
passar pela Hipotese do Continuo.
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5.5 Conjuntos Estacionarios

A ferramenta essencial nas aplicagoes & aritmética cardinal é a nogao de
conjunto estaciondrio e fungoes regressivas.

Seja A um ordinal limite. Um conjunto nao vazio C' C A é um con-
junto fechado e ilimitadoconjunto!fechado e ilimitado se satisfizer as duas
condicoes seguintes:

1. para todo conjunto nao vazio A C C, tal que supA € A\, supA € C
(fechado);

2. para todo a € A, existe § € C, tal que § > « (ilimitado).

Um conjunto S C A é estacionarioconjuntolestacionario se para todo
conjunto fechado e ilimitado C' C A\, SN C # @.

Exercicio 78 Mostre que se C' C X for wum conjunto fechado e ilimitado,
entao para cada o € C, existe ordinal limite € C, tal que a« < (3 e a
cofinalidade de B é w. (Sugestao: considere uma seqiiéncia oy = o, o, € C,
Qpi1 > Qp, elc.)

Exercicio 79 Mostre que S = {a € X\ : « € ordinal limite} é um conjunto
estaciondrio.

Exercicio 80 Mostre que S = {o € A : « € ordinal limite de cofinalidade
w} € um conjunto estaciondrio.

Vamos especializar nossos resultados ao caso em que A = w,, o ordinal
inicial correspondente ao cardinal R,, que suporemos regular, cf(w,) = w,, €
nao enumeravel.

Lema 28 Para todos conjuntos fechados e ilimitados C,D C wg, C N D
também € fechado e ilimitado.

Demonstracao: Sejam oy € wg, ag,—1 € C ey, € D,n€wen >0,
tais que, para todo n € w, o, < a,11. Tais elementos existem pois C' e D
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sao ilimitados. Entdo sup,,c, &, = Sup,c, Qon = SUP,c, C2nt1 € wg (aqui
usamos que wy ¢ regular e ndo enumerdavel) e, cono cada um dos conjuntos
C' e D sao fechados, sup,,c, o, € C' N D. Isso prova que CN D # & e é um
conjunto ilimitado.

Seja W C C' N D, tal que supW € wg. Entao, como C' e D sao fechados,
supW eCnD. O

Na verdade, temos mais do que isso.

Lema 29 Sejam 0 < £ < wo € Cc C wy, & < K, conjuntos fechados e
ilimitados. Entao C = ﬂgq Ce € congunto fechado e ilimitado.

Demonstragao: Faremos a demonstracao por inducao transfinita em
Kk < wq. O caso inicial Kk =1 ¢é trivial: s6 temos um conjunto Cj.

Suponha que o resultado valha para todo v < (3. Em particular, ﬂggﬁ Ce
é fechado e ilimitado, por hipotese. Dai, o lema anterior aplica-se ao caso
B+ 1 Necprn Ce = Ne<p Ce N Cpa

Agora suponhamos que A\ < w, seja um ordinal limite e que o resultado
valha para todo v < A. A hipdtese de inducao permite-nos substituir os
conjuntos C¢, & < A pelos conjuntos ﬂﬁ<§ Cjs e, portanto, podemos supor

que os conjuntos C¢ formam uma seqiiéncia decrescente pela inclusao: se
£ < (<A entao C¢ C Cg.

Seja C = (Neoy Ce. Seja B-1 € w, e sejam fJ € C, tal que se § < ¢,
entao B¢ < (. Tais elementos existem pelo fato dos conjuntos C, serem
ilimitados. Como w, € regular e A < w,, temos que sup;_, J¢ € w,. Devido
a suposi¢ao de que os conjuntos Cg formam uma seqiiéncia decrescente pela
inclusao, para cada ¢ < A, os elementos ¢, £ < A, pertencem ao conjunto C;.
Dai, sup;, 3 € C = ﬂc</\ C¢. Isso mostra que C ¢ ilimitado e, portanto,
nao vazio.

Seja W C C = ﬂ<<)\ C¢ nao vazio e tal que supW € w,. Entao, devido
a suposicao de que os conjuntos C¢ formam uma seqiiéncia decrescente pela
inclusao, para cada & < A\, W C C¢ e, portanto supW € C¢, ou seja,
sup W € C, provando que C' é fechado.

Por inducao, fica demonstrado este lema. [J
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Exercicio 81 Mostre que se S C w, for estaciondrio e C' C w, for fechado
e ilimitado, entdo C'N S € estaciondrio.

Exercicio 82 Mostre que todo C' C w, fechado e ilimitado € estaciondrio.

Exercicio 83 Eziba um exemplo de conjuntos fechados e ilimitados C¢ C
Wa, € < wg, tais que ﬂgwa Ce=2.

Sejam C¢ C wy, £ < w, conjuntos fechados e ilimitados. Seja C' = {f <
W, : para todo & < 3, B € C¢}. Tal conjunto chama-se intersecao diag-
onalconjuntolintersecao diagonalintersecaoldiagonal do conjuntos C¢, deno-

tada por C = D¢y, Ce.Decy, Ct

Exercicio 84 Sejam C¢ C wq, £ < w, conjuntos fechados e ilimitados.
Mostre que

1 DN¢e,Ce = Decw An € Ce i > &}
2. DNecwo, O = Neey (Ce U{n :m < &}).

Exercicio 85 Sejam C¢ C wa, § < w, conjuntos fechados e ilimitados. Se-
jam Dg¢ = ﬂggg Ce¢. Mostre que Neey,,Ce = DNecy, De.

Lema 30 Sejam Ce C wy, § < wa conjuntos fechados e ilimitados. Entao a
intersecao diagonal C' = Aec,, Ce também € fechado e ilimitado.

Demonstracgao: Devido ao exercicio acima, podemos supor que os con-
juntos C¢ formam uma seqiiéncia decrescente pela inclusao: se & < ¢ < A,
entao C¢ C Ck.

Seja C' = A¢ey,,Ce. Observemos que 3 € C se, e somente se, 3 € ﬂ~/<ﬂ c,
e, portanto C # &.

Seja W C C' um conjunto nao vazio e tal que sup W < w,. Mostraremos
que n = supW € C, ou seja, C é fechado. Seja & < n e consideremos o
conjunto X = {¢ € C': £ < ¢ < n}. Pela definicao de C, temos que X C C¢
e, portanto, 7 = sup X € C¢. Isso vale para cada £ < 7, o que implica que
neC.
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Mostremos agora que C' ¢ ilimitado. Dado v < w,, seja By € Cy, tal
que By > . Escolhemos (3,41 € Cs,, de modo que 3,11 > B,, n € w. Seja
B = sup,,c, Bn. Como w, é regular e nao enumeravel, § < w,. Mostremos
que 3 € C. Seja ¢ < 3. Entao existe n € w, tal que £ < 3,. Dada a suposicao
de que a seqiiéncia C,, é decrescente (pela inclusao), para todo k > n, tamos
que B € U, e, portanto, 8 = sup,.,, B € Cg,. Dai, concluimos que 3 € Cg,
para todo £ < 3, ou seja, f € C. I

Seja S um conjunto de ordinais. Uma fungao f : S — Ord é uma fungao
regressivafuncaolregressivaregressivalfuncao se para todo a € S, a > 0,

fla) < a.

Veremos mais adiante exemplos de fungoes regressivas. O resultado im-
portante sobre essas funcoes é devido a G. Fodor '3

Teorema 34 (Fodor) Sejam k um cardinal reqular, S C k um conjunto
estaciondario e f : S — k uma funcao regressiva. Entao existem T C S um
conjunto estaciondrio, e v < k, tais que f(a) =y, para todo o € T

Demonstragao: Argumentando por contradi¢ao, suponhamos que para
caday < Kk, o conjunto {a € S : f(a) = v} seja nao estaciondrio e escolhamos
um conjunto fechado e ilimitado C., tal que f(«) # v, para todo a € C, NS.
Seja C' = A,.,C,. Entao, para cada a € SNC, temos que o € C,, para todo
v < « (pela definigdo de intersecao diagonal) e, portanto, f(a) > « (pela
definigao dos C,). Isto quer dizer que f nao é regressiva, uma contradigao. O

Muito mais pode ser falado sobre conjuntos estaciondrios. Recomendamos
aos interessados o Capitulo 8 do livro de Thomas Jech, Set theory 4.

5.6 Cardinais Singulares

Poténcias de cardinais regulares nag apresentam nenhum mistério, sendo que
as unicas restrigoes sao:

13 Bine Bemerkung zur Theorie der regressiven Funktionen, Acta Sci. Math. Vol. 17
(1956), 139-142.

14Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2003. The third mil-
lennium edition, revised and expanded.
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1. 2% > N,
2. se a < f3, entao N, < Ng;

3. cf(Ry) > R,

Os resultados de Godel e de Easton, mencionados anteriormente, mostram
que essas sao as Unicas restrigoes que podem ser impostas a exponenciagao
de cardinais regulares.

Com os cardinais singulares ja nao temos essa liberdade de escolha dos
valores de suas poténcias. Vejamos um primeiro exemplo.

Teorema 35 Seja kK > w um cardinal singular, cuja cofinalidade seja N, e
suponhamos que Ky, o < X\, seja uma seqiéncia crescente de cardinais, tais
que Sup ko, = k e que exista um cardinal p, satisfazendo 2%~ = u, para todo
ordinal o < \. Entao 2" = p.

Demonstracao: Observemos que o enunciado deste teorema implica que
> K> A\

Temos que 2 = 2Zwerse = [T, 2% = [[,_yp = \u = .

Isso termina a demonstracao. [J

5.6.1 O Teorema de Silver

Vamos demonstrar aqui um teorema, devido a Jack Silver !5 Silver, J. que
diz: se para todo ordinal o < wy valer 2% = V.1, entdo 281 = Ny 11

Sua demonstracao original envolve técnicas avancadas, mas apresentare-
mos uma demonstragao elementar, devida a James Baumgartner e Karel
Prikry ', em que usaremos o Teorema de Fodor (Teorema 34, pdgina 112).

150n the singular cardinals problem. Proceedings of the International Congress of Math-
ematicians, Vancouer, B. C., 1974, Vol. 1. Canad'ij)%, Math. Congress, Montreal, Quebec,
1975, pp. 265-268.

16 Singular cardinals and the generalized continuum hypothesis. Amer. Math. Monthly
84 (1977), no. 2, 108-113.
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Exercicio 86 Seja S C w; um conjunto estaciondrio e seja f : S — Ord
uma fungao tal que f(a) < w,, para todo o € S. Mostre que existem v < wy
e conjunto estaciondrio T C S, tais que f(a) < w,, para todo a € T.
(Sugestao: seja C' o conjunto dos ordinais limites, nao nulos, em wy; se
a € C, entdo w, = supg., ws; seja g(a) = min{f < a: f(a) < wg}; mostre
que g € regressiva, etc.)

Lema 31 Suponhamos que w1 = J,c, Sn- Entdo eviste n € w, tal que S, €
estaciondrio.

Demonstragao: Suponhamos que nenhum dos S, seja estacionario.
Entao, para cada n € w, existe um conjunto fechado e ilimitado C,, C wy, tal
que C, NS, = @. O conjunto C' = ﬂnEw C,, é fechado e ilimitado em w; e
C N (U,eo Sn) = 9 e, portanto, |J,,c,, Sn # w1. O

new ~n

Teorema 36 (Silver)Silver, J.Iteorema Suponhamos que para todo ordinal
a < W]_; 2Na - Na+1. Entdo 2Nw1 - Nw1+1.

Demonstragao: Temos que mostrar que a cardinalidade de P(w,,) é
Nw1+1-
Por hipétese, para cada o < wi, a cardinalidade de P(w,) é Noyq e,

portanto, podemos enumerar (sem repeticoes) o conjunto P(w,) como A,
¢ <w,+ 1.

Para cada A € P(w,,), seja fa : P(wy,) — wi, definida por fa(a) =& se
ANw, = Ag‘.

Observemos que se A, B € P(w,,) e A # B, entdo, para algum o < wy,
ANws # BNw, (pois wy, = Uyey, Wa) € por conseguinte, para todo (3,
a < B <wi, fa(B) # [p(B). Assim, o conjunto {{ < w; : fa(§) = fB(£)} €

limitado (por aquele ordinal «).

Definimos a relacao bindria R C P(w,, ) X P(w,, ) por A R B se o conjunto
{a <wy: fala) < fp(a)} for estaciondrio.

Dados A, B € P(w,, ), se A # B, entdoou A R B, ou B R A, pois podemos
escrever

wi =A{a: fala) < fela)} Ufa: fala) = fa(a)} Uia: fala) > fe(a)},
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a o conjunto {a : fa(a) = fp(a)} é limitado e, assim, ndo pode ser esta-
ciondrio (exercicio: por que?).

Agora, suponhamos que 2%1 > X .1, e chegaremos a uma contradicio.

Primeiramente, afirmamos que existe um conjunto B C w,,, tal que a
cardinalidade do conjunto {A : AR B} é pelo menos X400, 41 De fato, seja
X C P(w,,) um conjunto de cardinalidade N, ;. Se existir B € X com
a propriedade desejada, verificamos a afirmacao. Senao, para cada B € X,
sejam R} (B)={A: ARB}eY =J{RY(B): B€ X}. Temos que Y ¢ a
uniao de N, ;1 conjuntos, cujas cardinalidades nao superam X, , totalizando
uma cardinalidade no maximo N, 11 - N, = N, 1. Como assumimos que
M1 > N, 4, existe B € P(w,,), tal que B € Y. Dali, para cada A € X,
nao valem B = A enem B R A, o que implica que A R B, para cada A € X,
provando a afirmacao.

Para esse conjunto B, para cada a < wi, fp(a) < wai1 (pela definigao
de f) e, assim, o conjunto {3 : f < fg(a)} temS cardinalidade no maximo
N,. Portanto, existe uma fungao injetora g, : {#: 6 < fp(a)} — wa.

Seja AR B e consideremos o conjunto {« : fa(a) < fp(a)}, que é esta-
cionério, devido a definicao da relacao R. Aplicando o exercicio acima,
obtemos um conjunto estacionario 7y C Sy e um ordinal v4 < wq, tal
que, para todo a € T4, go(fa(a)) < w,,. O total de tais pares (T'4,va)
6 2% . N} = Ny. Dado que o cardinal R, ; é regular, para algum par (T,7),
o conjunto {A: ARB, T =Ty e ya = 7} deve ter cardinalidade ndo menos
que Ny, 11.

Como um conjunto estacionario 7" C w; tem cardinalidade wq, a cardi-
nalidade do conjunto de funcoes h: T'— w, é

N’ljl = maX{Nsva szl} = maX{QN’ya 2N1} = maX{NW-H’ NQ} < Nwl'

Como a cardinalidade de {A : A R B} é R, 11, devem existir A, Ay C w,,,
tais que Ay # Ay, AVRB, AoRB, Ty, =T, =T e v4, = v4, =7, € ainda,
Ja(fa, (@) = ga(fa,()), para todo o € T.

Como g, ¢ injetora, devemos ter fu,(a) = fa,(c), para todo a € T.
Isto significa que o conjunto {a < wy : fa,(a) = fa,(a)} é ilimitado, con-
tradizendo o fato que A; # Ay (veja o inicio desta demonstragao).

Isto prova que 281 =R, ;. O
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Esse resultado pode ser generalizado, com algumas modificacoes em sua
demonstracgao:

Exercicio 87 Mostre cada uma das sequintes generalizagoes do Teorema de
Silver:

1. Se k for um cardinal singular de cofinalidade A\ > w e se o conjunto de
ordinais {a < X : 2% =N, 1} for estaciondrio em X, entio 2% = k.

2. Seja § < wy um ordinal e suponha que o conjuntos de ordinais {a <
wy ;2 < Nois} seja estaciondrio em wy. Entdo N < Ny 48

Infelizmente as técnicas desse teorema nao se aplicam ao caso dos cardi-
nais de confinalidade w e os resultados relativos a esses cardinais singulares
sao bem dificeis de se demonstrarem. Para esses resultados, consulte-se a
obra de Saharon Shelah, Cardinal Arithmetic, Oxford Logic Guides, vol. 29,
Oxford University Press, 1994.

5.7 Aplicagoes: Conjuntos Borelianos

Vejamos um resultado da Teoria da Medida mostrando que a o-algebra .#
dos conjuntos Lebesgue-mensuraveis de R é bem maior do que a dos conjuntos
borelianos de R, %A.

5.7.1 A sigma-algebra dos borelianos

Comecemos determinando o tamanho de Z.

Teorema 37 (ZFE) A o-dlgebra B dos subconjuntos borelianos de R tem
cardinalidade ¢ = 280,

Demonstragao: Vamos demonstrar por indu¢ao em a < w; que |Cy| =
¢, sendo que Cj é o conjunto dos subconjuntos abertos de R e se a > 0, C,
contém os complementos de conjuntos de algum Cj3, com 3 < « e também
unioes | J,,c,, Xn, com X,, € C,, para 3, < a, n € w. Observemos que para
todos ordinais a < 3 < wy, C, C Cp.
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Observemos primeiramente que o conjunto de intervalos abertos I =
{la,b[C R : a < b} tem cardinalidade ¢, pois ¢ = |[R| < [{(a,b) € R? :
a < b}| < |R?| =¢. Como todo subconjunto aberto de R pode ser espresso
como a uniao enumeravel de tais intervalos (exercicio: mostre isso), a car-
dinalidade do conjunto 7 = {X C R : X é aberto} é ¢ = (2%)%0 = 2% = ¢,

Agora, suponhamos que a > 0 e que para todo 8 < a, |Cy| = 2%.
Certamente temos que 2% < |C,|. Por outro lado, |Ca| < [Us., Csl +
H{f :w — Uscn Cstl- O primeiro conjunto do lado direito da desigualdade
corresponde a tomar os complementos e o segundo as unides enumeraveis.
Como |Usen Col < Jaf - 2% < Ry - 2% = M e [{f 1w — U, Co}| =
(2R0)®o = 2% " concluimos que |C,| = 2.

Como % = C,,,, a cardinalidade de % é 2% = ¢. O

Exercicio 88 (ZFE) Calcule a cardinalidade da o-dlgebra dos conjuntos
borelianos de um espaco X, tal que o conjunto Tx dos subconjuntos aber-
tos de X tem cardinalidade kK > V.

5.7.2 Conjuntos de Medida Nula

Um subconjunto X C R tem medida nulaconjuntolmedida nula, ou em
simbolos, m(X) = 0,m(X) = 0, se, para cada £ > 0, existe um conjunto
enumeravel de intervalos abertos (I,,)n<w, tais que X C |, In e se m(I,)
indicar o comprimento do intervalo I,,, entao > _ m(I,) < e.

Exercicio 89 Mostre que o conjunto Q dos numeros racionais tem medida
nula.

Exercicio 90 Mostre que se X C Y C R em(Y) = 0, entao m(X) = 0.
Mostre que se m(X,,) =0, n <w, entao m(J,_, Xn) =0.

n<w

O Conjunto de Cantor

Georg Cantor introduziu em uma nota final ao trabalho Fundamentos de
uma Teoria Geral dos Conjuntos'” um subconjunto fechado de R que tem

7 Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre. Ein  Mathematisch-
philosophischer Versuch in der Lehre des Unendlichen, B. Teubner, Leipzig, 1883,
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medida nula e de cardinalidade ¢, que ficou conhecido hoje como o conjunto
(terndrio) de Cantor.conjunto!Cantorconjunto!ternério de Cantor

Seja ]071 :]1/3,2/3[, 11,1 :]1/9, 2/9[, 1172 :]7/9,8/9[, ]271 :}1/27, 2/27[,
Lo =|7/27,8/27|, I3 =]19/27,20/27|, 14 =]25/27,26/27], etc. O padrao
de formacao dessa colecao de intervalos é: I;; é o k-ésimo intervalo de
comprimento 1/3/1 centralizado no intervalo correspondente de [0,1] ~
Um<j,1§k:§2j Im,k'

Observemos que para o indice j > 0 sao retirados 2/ intervalos de com-
primento 3-U+Y | totalizando, a soma de comprimentos 27 /3771,

Seja K = [0, 1]\, 1<x<os Ljk- Este é um conjunto fechado, o chamado
conjunto de Cantor.

Um modo nais preciso de apresentar esse conjunto é dado por:

Exercicio 91 Para cada n € w, sejam Iy = [0,1] e se n > 0, I, =
Usenalas, b5, sendo que ay = S0 2s(i) /371 e by = a, + 1/3". Mostre
que K = (,c In-

Exercicio 92 Mostre que o conjunto de Cantor K tem medida nula. (Sug-
estao: observe que Z;io 20 /39 =1.)

Exercicio 93 Para cada x € R, x € K se, e somente se, x =y~ a,/3",

com cada a, € {0,2}. (Sugestido: mostre que se x € I entdo algum a,, tem
que ser 1. Observe que 1/3" =>>° 2/3")

i=n+1
Exercicio 94 Mostre que a cardinalidade do conjunto de Cantor K é |K| =

¢ = 280,

5.7.3 Conjuntos Lebesgue-mensuraveis

Seja 4 o conjunto de todos os subconjuntos de R de medida nula. Seja
M a menor og-algebra de subconjuntos de R, contendo % U 4. Essa serd

pp. 165-208; veja secao 10, nota 11, p. 207. Consulte-se também seu trabalho Ueber
unendlich, lineare Punktmannigfaltigkeiten, Parte 6, Math. Annalen, 23 (1884), pp.
453-488.
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chamada de o-algebra do conjuntos Lebesgue-mensuraveis 8.

Teorema 38 A o-dlgebra 4 tem cardinalidade 2 = 22 ¢ portanto, B -
M .

Demonstracao: Como o conjunto de Cantor K tem medida nula, K €
A . Cada subconjunto de K tem medida nula e, portanto P(K) C ..
Daqui decorre que .| > |P(K)| = 2¢. Por outro lado, .# C P(R) e,
portanto |.Z| = 2°.

Como | 4| = ¢, temos que B C 4. O

5.8 Grandes Cardinais

A teoria dos chamados grandes cardinais é muito extensa e, por isso, vere-
mos apenas algumas ideias acerca desses cardinais que possuem propriedades
combinatérias muito fortes.

5.8.1 Cardinais inacessiveis

A primeira referéncia ao que chamamos hoje de cardinais fracamente in-
acessiveiscardinallinacessivel!fracamente encontra-se no artigo Fundamen-
tos de uma teoria dos conjuntos ordenados!'® de Felix Hausdorff, que sao
os cardinais N, regulares, com a um ordinal limite. A inacessibilidade do
cardinal refere-se ao seguinte resultado.

Lema 32 (ZFE+HGC) Seja X, um cardinal fracamente inacessivel. Para
todo cardinal k < R,, 2" <N, e se A < w, for ordinal limite e {k, : n < A}
uma sequéncia de cardinais menores do que N,, entao sup, oy £, < Ng.

8Essa nao ¢ a definicio original, mas podemos demonstrar que é equivalente aquela.
Consulte, por exemplo, a obra de Paul Halmos, Measutre Theory, Springer-Verlag, Berlim,
1974.

19 Grundziige einer Theorie der georedneten Mengen, Math. Annalen Vol. 65 (1908),
pp- 435-505, especialmente na pagina 443.
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Observemos que este enunciado diz que o cardinal 8, nao pode ser atingido
a partir de cardinais e ordinais anteriores a ele, mesmo usando o axioma da
substitui¢ao. Como é necessério o uso da Hipotese Generalizada do Continuo
(HGC), esse cardinal foi adjetivado com a palavra fracamente.

Demonstracao: A Hipétese Generalizada do Continuo (HGC) diz que
2% =R, e, como « é ordinal limite, se v < a, 2% < R,

Agora, se A < w, for ordinal limite e {x, : 7 < A} uma seqiiéncia de
cardinais menores do que N,, entao sup, ., f, < N, pois R, é cardinal regu-
lar. [

Em vista disso, chamamos x um cardinal fortemente inacessivel,cardinallinacessivel!
ou simplesmente de cardinal inacessivel,cardinallinacessivel se k for cardi-
nal regular e, para todo cardinal v < k, 27 < k.

Exercicio 95 Mostre que se R,, for um cardinal (fracamente ou fortemente)
inacessivel, entao N, = a.

A inacessibilidade de um cardinal pode ser apreciada tendo-se em vista o
resultado seguinte.

Teorema 39 (ZFE) Seja A um cardinal (fortemente) inacessivel. Entao
todos os axiomas de ZFFE sao verdadeiros em V.

Na verdade, vale muito mais do que isso. E possivel codificar em ZFE
uma férmula que expressa a ideia “V)\ satisfaz todos os axiomas de ZFE”.
Pode-se demonstrar que é possivel também expressar com uma formula da
linguagem de ZFE a ideia que “ZFFE € uma teoria consistente” (nao se deduz
uma contradigao a partir de seus axiomas). O chamado Segundo Teorema da
Incompletude de Godel diz que se ZFE for consistente, entao nao podemos
deduzir a férmula que diz “ZFFE ¢ uma teoria consistente”. Assumindo isso,
temos um fato curioso acerca dos cardinais inacessiveis, cuja demonstragao
foge ao escopo deste texto.

Teorema 40 (ZFE) Suponhamos que \ seja um cardinal inacessivel. Se pu-
dermos demonstrar em ZFFE que a formula “ZFE é uma teoria consistente”
implica a formula “ZFE + existe um cardinal inacessivel € uma teoria consis-
tente”, entao ZFE nao é consistente.
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5.8.2 Cardinais mensuraveis

Cardinais inacessiveis também surgiram no contexto da Teoria da Medida.
O matemdtico polonés Stanistaw Ulam introduziu em 19302° a nocao de
cardinal mensuravel,cardinallmensuravel que é um cardinal k > N, tal
que existe uma fungao (ou medida) m : P(k) — {0, 1}, tal que

1. para cada ordinal a € k, m({a}) = 0;
2. m(@) =0em(k)=1;
3. para todos X CY C k, m(X) <m(Y);

4. para cada X C P(k) de conjuntos dois a dois disjuntos e de cardinali-
dade | X| <k, m(UX) = > 4cx m(A) (o que no presente caso significa
que, se m(|JX) = 1, entao existe um tnico A € X, tal que m(A) =1
e todo B € X, se B # A, entao m(B) = 0).

Comecemos com uma propriedade importante de cardinais mensuraveis.

Lema 33 Seja k£ um cardinal mensurdvel e U = {X C k : m(X) = 1},
sendo m : P(k) — {0,1} como acima. Entdo:

1. AU se, e somente se kN~ AEU;
2. se AcU e AC BCk, entdo Be U,
3. seA<keXyeU, a<) entio (), Xa €U.

Demonstracao: Os itens 1 e 2 sao imediatos a partir da definicao de m

edel.

Para 3, sejam A < ke X, € U, o < A. Seja X = ),.,. Entao
kN X =J,on(k\ X,), a unido de menos do que « conjuntos fora de U, ou
seja, de medida nula. Dai, essa uniao tem medida nula, o que implica que

Xeu.

Teorema 41 Cardinais mensurdveis sao (fortemente) inacessiveis.

20No artigo Zur Masstheorie in der algemeinen Mengenlehre, Fund. Math., Vol. 16
(1930), 140-150.
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Demonstragao: Temos que mostrar que se x for cardinal mensuravel,
entao k € regular e para todo cardinal p < K, temos que 2* < k.

Cada cardinal 4 < r pode ser escrito como u = {J,.,{a}. Como
m({a}) = 0, temos que m(p) = 0. Se r; < k forem cardinais, i < p,
entao m(k1) = 0 e m(U,, wi) < 32, m(r;) = 0. Como cf(k) = £, ou seja,
k € regular.

Para mostrar que para todo cardinal u < k, temos que 2* < k, suporemos
que exista um cardinal A < &, tal que 2* > & e chegaremos a uma contradicao.

Seja X C *2, tal que | X| = k e enumeremos X + {f, : a < k}. Para cada
a < A sejam X! = {8 < r: fsla) =i}, i=0,1. Como X2U X} =k, ou
X% €U, ou X! € U. Denotemos e, € {0,1} o indice, tal que X5 € U,
para cada o < A. Como A\ < K, (),., X5 € U. Mas se existir f nessa
intersecao, ela deve satisfazer f(a) = €,, para cada v < A. Mas isso contradiz

a hipdtese de que k é mensuravel. [

Dizemos que a medida m : P(k) — {0, 1} sobre o cardinal mensuravel
é dita uma medida normalmedidalnormal se for uma medida que satisfaz
também:

e para toda familia (X,)a<x de subconjuntos de k, tais que para todo
a < k, m(X,) =1, temos que m(Aq<pXo) = 1.

Uma primeira aplicacao da nocao de cardinais mensuraveis, vamos apre-
sentar uma construcao de uma boa ordem a partir do conjunto das funcoes
f kK — K, que servird de ferramenta para demonstrar resultados mais adi-
ante.

Teorema 42 Seja k um cardinal mensurdvel e suponhamos que a medida m
sobre Kk seja normal. Entao:

1. se C' C k for um conjunto fechado e ilimitado, entao m(C') = 1;

2. se X Crk em(X)=1, entio X ¢ conjunto estaciondrio.

Demonstragao: 1) Temos que m(X,) =1,sendo X, ={n <rx:a+1<
n}. Seja Cy = AqcwXa. Entao m(Cp) = 1, pois m é normal. O conjunto
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Co = {7y < Kk : 7 éordinal limite}, pois se v for ordinal limite, entdao v € X,,
para todo a < 7 e, portanto, v € Cy. Como a+1 ¢ X,, a+ 1 ¢ Cy. Seja
agora C' um subconjunto fechado e ilimitado de k, enumerado em ordem
crescente como C' = {c, : a < k}. Seja D = Ay X,. Entdao m(D) =1e
C'NCy = D. Disso obtemos que 1 =m(D) < m(C), ou seja, m(C) = 1.

2) Imediato de 1 e da definigdo de conjunto estacionério. [J

Lema 34 Seja k um cardinal mensurdvel. Seja F' ="k o conjunto de todas
as funcgoes f : k — K. Seja ~ a relacao bidria em F definida por f ~ g se
{a<k: fla)=gla)} €U, isto €, duas fungoes de F estao relacionadas se
o conjunto dos elementos de k em que elas sao iguais tiver medida 1. Entdo:

1. ~ € relacdo de equivaléncia,

2. se fi~ fa eqr~ go, entio {a < k: fi(a) < g1(a)} €U se, e somente
se, {a < k: fola) < g2()} €U;

3. seja G o conjunto das classes de equivaléncia [f], f € F'; definimos em
G a relagao < por [f] < [g] se {a < Kk : f(a) < g(a)} € U; entdo <
define boa ordem em G;

4. o0 ordinal correspondente a essa boa ordem é maior do que k.

Demonstracao: Ositens 1 e 2 decorrem das defini¢oes e do lema anterior
e sao deixados como exercicio.

3) Mostremos que (G, <) é um conjunto bem ordenado.

Suponhamos que {a < k: f(a) < gla)} eU e {a < k:g(a) < h(a)} €
U. Entao {a < k: fa) < gla)} N{a < k : gla) < h(a)} C {a < Kk :
f(a) < h(a)} e, portanto {a < k : f(a) < h(a)} € U, ou seja, a relagao < é
transitiva.

Se{a < k: fla)<gla)} €U, entdo {a < k:gla) < fla)} C{a<k:
gla) < f(a)} €U, isto é, a relagio < nao é simétrica.

E claro que uma e apenas uma das situacoes pode ocorrer: ou {a < & :
fla) < gla)} eU,ou{a < k: fla) =g(a)} €U, ou{a < k: f(a) >
g(a)} € U. Isto significa que a relagdo < define uma ordem linear em G.

Para mostrar que < é boa ordem, suponhamos que exista uma seqiiéncia
fn € F, n € w, tal que para todo n € w, [fu+1] < [fn], e chegaremos a
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uma contradi¢do. Como x > w é mensuravel, o conjunto {a < k : Vn €
w(for1(a) < fula))} € U. Em particular, esse conjunto é nao vazio e,
portanto, existe a < k em tal conjunto, o que significa que para todo n € w,
fri1(@) < fo(@), uma seqiiéncia infinita e decrescente de ordinais, o que é
absurdo. Portanto < é boa ordem.

4) O ordinal v que corresponde a essa ordem é maior que K, pois as
fungoes constantes f(a) = p determinam a imagem da inclusao de k em G,
como segmento inicial dessa ordem. Agora, a fungao identidade f(a) = «
determina um elemento de G, tal que {u < x: f(a) > p} ={p < rk:a>
pu} € U, ou seja, é maior do que as classes das funcoes constantes. [

Exercicio 96 Seja k um cardinal mensurdvel, munido de uma medida nor-
mal m, comU ={X C k:m(X)=1}. Seja G o conjunto bem ordenado do
lema anterior. Mostre que a classe da funcao identidade € o menor elemento
que nao estd na imagem de k pela sua inclusao como segmento inicial de G.
(Sugestao: suponha que g : k — Kk € tal que m({n : g(n) <n}) =1 e use o
Teorema de Fodor.)

Vamos mostrar que todo cardinal mensuravel admite uma medida normal.
Como resultado preliminar, vamos caracterizar medidas normais.

Lema 35 Seja k um cardinal mensurdvel. Entao sao equivalentes:

1. amedidam : P(k} — {0,1} comU ={X C k:m(X) =1}) € normal;

2. para toda fungao g : Kk — K, tal que {n : g(n) < n} € U, entao existe
v < K, tal que {a < Kk : gla) =~} €U.

Demonstragao:

1 = 2: A afirmacao 2 é um pouco mais forte do que o Teorema de Fodor,
pois o conjunto estacionario em que a funcao ¢ for constante deve ter medida
1.

Seja g : k — kK, tal que {n : g(n) < n} € U. Pelo exercicio anterior,
[g] < [id] e, portanto, existe v < &, tal que, se f,(a) =+, entdo [g] = [f,].
Isso quer dizer que {n < x: g(n) =~} € U.
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2 = 1: Sejam X, C K, a < k, tais que m(X,) = 1. Precisamos mostrar
que m(Ay<xXo) = 1. Suponhamos que m(A4<xXo) = 0 e chegaremos a
uma contradi¢ao. Seja S = k \ Ay Xo. Entdo m(Sg) = 1. Sejag: k — K
uma funcao tal que para cada a € Sy, g(a) = 7, escolhido de tal forma que
vy < aead¢g X, Peloitem 2, existe S C Sp, tal que m(S) = 1, e existe
v < K, tal que g(a) =, para todo a € S, ou seja, a ¢ X, para todo a € S.
Isso implica que X, NS = @&, contradizendo que m(X, N S) deveria ser 1. O

Teorema 43 Para todo cardinal mensurdvel k, existe uma medida normal
sobre k.

Demonstracao: Seja m uma medida sobre x com as propriedades que
fazem m testemunhar a hipdtese de que k é mensuravel, e seja U = {X C
k:m(X) = 1}. Vamos obter uma medida normal
tildem a partir de m.

Para isso, usaremos aquela construcao auxiliar do conjunto bem ordenado
G construido a partir de classes de equivaléncia de funcoes f : Kk — k. Vimos
que o ordinal v que corresponde a essa ordem é maior que k. Seja f e F
uma fungao tal que sua classe | f] € G seja o menor elemento maior que as
classes das funcoes constantes.

Seja U = {X C k : f(X) € U}. Com isto definimos m(X) = 1 se
X € U e m(X) = 0, caso contrario. E facil ver que m({a}) = 0 e que
M(Uger Xa) = D per™(Xa), se A < Kk e os conjuntos X, forem dois a
dois disjuntos. Para mostrarmos que m ¢é normal, seja h : Kk — &, tal que
m({n < k: h(n) <n}) =1. Considere a fungao g(n) = h(f(n)). Temos que
m({n < k:9n) < f(n)}) =1, o que, devido & minimalidade da fungao f,
implica que existe v < k, e conjunto S € U, tal que g(n) = ~, ou seja, m é
uma medida normal sobre k. [

Exercicio 97 Mostre que a medida m sobre o cardinal mensurdvel k € uma
medida normal se, e somente se, a classe da fung¢ao identidade [id] € G =
“rk/ ~ € o menor elemento maior que as classes das funcdoes constantes (isto
é, representa o k-ésimo elemento da boa ordem G ).

Exercicio 98 Seja x um cardinal que possui uma medida m : P(k) —
[0,1] C R o-aditiva (isto €, se X,, C k, n < w, sdo conjuntos dois a dois dis-
guntos, entio m(\U, ., Xn) = Y, m(Xy), além, € claro, das propriedades:
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m({a}) =0, se A C B C &k, entio m(A) < m(B)). Entdo ou x < 2%ePho,
ou existe medida m : P(k) — {0,1}. (Sugestao: assuma que nao exista tam
medida m; particione k em conjuntos disjuntos yo e y1, tais que m(yo) > 0 e
m(y1) > 0; depois particiona cada um dos y;, etc.)

Exercicio 99 Mostre que se existir uma medida m : P(R) — [0,1] como
acima, entdo 2% € fracamente inacessivel (cardinal limite e reqular).



