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Capitulo 4

Ordinais e Recursao Transfinita

Vamos entrar agora em um assunto de muita aplicagao em matematica, que
sao os ordinais e a recursao transfinita sobre ordinais.

Boa parte do capitulo pode ser desenvolvida em ZF, sem o axioma da
escolha. Para tornar isso evidente, toda vez que enunciarmos um resultado,
explicitaremos se vale em ZF ou se necessitamos do axioma da escolha (ou

de ZFE).

4.1 Conjuntos Transitivos

Uma das propriedades interessantes dos ordinais, como veremos mais adiante,
¢ a transitividade.

Um conjunto transitivo x ¢é aquele que satisfaz VyVz ((y € x A z €
y) — z € x), ou seja, para todo y € z, temos que y C .

Ja conhecemos diversos exemplos de conjuntos transitivos: cada n € w e
o préprio w (exercicio: verifique).

O que vamos provar é que cada conjunto pode ser incluido em um menor
conjunto transitivo.

Lema 12 (ZF) Para todo conjunto x, existe um conjunto y, tal que y é
transitivo, x C y e para todo conjunto transitivo z, tal que x C z, temos que
y C z. Esse conjunto y € chamado de fecho transitivo de x.

69



70 CAPITULO 4. ORDINAIS E RECURSAO TRANSFINITA

Demonstragao:

Obteremos esse conjunto por recursao em w, usando a funcao uniao: y =
n 0, nt+l,. n
U,z Uz, sendo que Wz =z e UM = (U .

Por recursao, criamos uma férmula F(n,t,z) dizendo que z = U". O
axioma da substituigao diz que existe o conjunto {z,Uxr,U?z, ...}, imagem
da funcao dada por F.

Por fim, usamos o axioma da uniao, obtendo y.

Claramente = C y. Agora, sejat € y e w € t. Entao exists n € w, tal que
t € U"z. Dali, temos que w € |Jt = U™z, ou seja, t € y, demonstrando que
y € um conjunto transitivo.

Por fim, suponhamos que z seja um conjunto transitivo e que x = U’z C
z. Supondo que U™z C z e sabendo que z é transitivo, concluimos que
Uty C 2. Portanto, pelo principio da inducao finita, temos que y C z,
como queriamos. []

O proéximo resultado sera usado posteriormente.

Lema 13 Se x for um conjunto transitivo, entio P(x) também serd transi-
tivo.

Demonstragao: Suponhamos que y € P(z) e que t € y. Entao y C x
et € y implica t € x. Como x é transitivo, temos que t C x e, portanto,

teP(x). O

Exercicio 35 Mostre que se x for um conjunto, cujos elementos sejam con-
Juntos transitivos, entao |Jx serd também um conjunto transitivo.

4.2 Boa Ordem

Ordinais medem o que chamamos de boa ordem.

Dado um conjunto x, uma relagao de ordem <C x X x ¢ uma boa ordem
se satisfizer Vz ((z C Az # @) — Jw (w € 2AVE(t € 2 — (t = wVw < t)))).
Ou seja. todo subconjunto nao vazio de x possui um elemento minimo em
relacao a ordem. Chamamos x, nesse caso, de conjunto bem ordenado.
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Ja encontramos anteriormente conjuntos bem ordenados: cadan € w e o
préprio w.

Um resultado que depende do axioma da escolha! é o seguinte.

Teorema 11 (Zermello?) (ZFE) Todo conjunto pode ser bem ordenado
(ou seja, para todo x, existe uma relag¢ao de boa ordem r C x X x).

Demonstragao: Vamos apresentar aqui a demonstracao de 1908 de
Ernst Zermello.

Dado um conjunto M, seja ¢ : P(M) — M uma fun¢ao que escolhe um
elemento ¢(X) € X, para cada X C M. Chamaremos de O-cadeia (em M)
a todo subconjunto ¥ C P(M), tal que:

1. M e v,
2. para todo A € U, temos A’ = AN {¢(A)} € V;
3. para todo W C ¥, temos (\|W € V.

Em particular, P(M) é uma ©-cadeia e o conjunto = de todas as ©-cadeias
é um subconjunto bem definido (pelo axioma da separagao) de P(P(M)).

Seja Q = [ E, a intersecdo de todas as ©-cadeias. Entao 2 também é
uma O-cadeia (exercicio:verifique).

Vamos mostrar a seguir como obter uma relacao de boa ordem em M a
partir de €.

AFIRMACAO 1: Q tem a propriedade de que, para cada A, B € w, ou
ACB,ouBCA.

Observemos que A = M € ) tem a propriedade da afirmagao. Suponha
que A € w tenha aquela propriedade, para todo B € 2. Tal conjunto existe,
pois M tem essa propriedade. Entao, dado B € (), se B # A, entao ou
AC B,ouBCA =A~{¢(4)}. Seja Q4 o subconjunto de Q formado

INa verdade, veremos mais adiante que é equivalente ao axioma da escolha, assumindo
apenas ZF.

2Zermello publicou mais de uma demonstracio de que todo conjunto pode ser bem
ordenado. Veja, por exemplo, seus artigos publicados na obra From Frege to Godel, ja
citada, originalmente publicadas em 1904 e 1908.
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pelos B € €, tais que ou A C B, ou B = A, ou B C A’. Temos que
M € Qyu;se B € Qa, entao B' = B~ {¢(B)} € Qy4, pois, se B C A’, entao
B"'C A,ese AC B, mas A # B, entao A C B’, dado que B’ € Q e a
definigao de Q4 garante que A C B’; por fim, se W C Qyu, entdao (W € Qyu,
pois podemos dividir W em dois subconjuntos, W; consistindo dos conjuntos
B € Q, tais que A C B, e W,, dos conjuntos B € €y, tais que B C A'.
Entao W = (NW1) N (N Ws), e A C (W, (que, por isso, pertence a
Q4), e MW C A" (ou seja, Wy € Qy). Portanto, ou A C (W, ou
(AW c A’. Isso significa que 4 também é uma O-cadeia. Cocnluimos,
assim, que Q4 = e, consequentemente, para todo B € 2, ou A C B
(incui-se ai 0 caso A = B),ou B C A’

Agora, repetindo o mesmo tipo de argumento, obtemos que se A possuir
a propriedade de que todo B € 2, ou A C B, ou B C A’, entao A’ também
tem a mesma propriedade. Também que, se W C 2 for um conjunto, cujos
elementos tem essa propriedade, entao [ W também a tem.

Isso demonstra a afirmacao 1.

AFIRMAGAO 2: para cada A, B € Q),se A# B, A+ & e B # &, entao
¢(A) # o(B).

De fato, se A e B forem distintos elementos de €2, ou A C B, ou B C A.
No primeiro caso, A C B’, e no segundo, B C A’. Em ambos os casos,

teremos que ¢(A) # ¢(B).

AFIRMACAO 3: para cada P C M, existe um tnico elemento P, € 2, tal
que P C Py e ¢(Py) € P. No caso em que P = {a}, tal conjunto P, serd
denotado R(a).

Seja Py = (W, sendo que W é o conjunto de todos os elementos A € Q
e P C A. Observe que W # &, pois M € W. Seja py = ¢(Fp). Observemos
que py € P, pois, sendo, F; € W e I nao poderia ser aquela intersegao.
Pela deﬁmgao de Q, se Py € Q também satisfizesse P C Py e ¢(Py) € P,
pela afirmacio 1, ou Py C Py, caso em que ¢(P P) & P’ D Fy D P, uma
contradicao; ou PO C Py, caso em que P ¢ PO, devido a deﬁnlcao da colecao
W, outra contradicdo. Sobrou apenas o caso em que Py = Py, ou seja, a
unicidade desejada.

AFIRMAGAO 4: a relagdo a < b em M, definida por b € R(a) e a # b, é
uma ordem linear em M.
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Precisamos mostrar que

1. se a < b, entdo b 4 a, pois, como b # a e b € R(a), entdo b € R(a) e,
portanto, a € 2R(a), por causa da definicao da fungao R : M — Q;

2. sea<beb=<c entao a < ¢, pois se a, b e ¢ forem elementos distintos,
b € R(a) e c € R(b), entao, R(c) C R(b) C R(a), donde segue que
c € R(a);

3. para todo a,b € M, ou a < b, ou a = b, ou b < a, pois, se a # b,
considerando o conjunto Py, correspondente a P = {a, b}, e a definigao
da fungao R, temos que, se ¢(FPy) = a, entdo Py = R(a), pela afirmagao
2; analogamente, se ¢(Fy) = b, entdo Py = R(b).

AFIRMAGAO 5: a relacao de ordem < em M é uma boa ordem.

Seja P C M um subconjunto nao vazio, e seja I} o elemento de €2 cor-
respondente. Entao py = ¢(FPy) € P, pela definicao de Py, e Py = R(po).
Portanto, todo elemento a € P C Py é elemento de R(py) = Py, ou seja, ou
a = pg ou pg < a.lJ

4.3 Ordinais

Os ordinais foram criados por G. Cantor em 1895 e 18972 como a abstracao
da ideia de conjunto bem ordenado.

John von Neumann? introduziu a nocao atual de ordinal, evitando a
vagueza das ideias de Cantor.

Resumidamente, um ordinal é um conjunto transitivo, bem ordenado pela
relacao de pertinéncia, €. Ja conhecemos alguns exemplos: cadan € w e o
préprio w.

3Beitrage zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre, Parte I, Mathematische An-
nalen 46 (1895), 481-512, e Parte 11, idem, 49 (1897), 207-246; existe uma traducdo para o
inglés, Contributions to the Founding of the Theory of Transfinite Numbers, Open Court,
Chicago, EUA, 1915.

4Publicada no artigo de 1923, Zur Einfiirung der transfiniten Zahlen, com traducio em
inglés na obra From Frege to Gddel, ja citada.



74 CAPITULO 4. ORDINAIS E RECURSAO TRANSFINITA

Lema 14 Cada ordinal x € o conjunto de todos os ordinais menores do que
x.

Demonstracgao: Seja x um ordinal e y € z. Entao y C x e y também é
transitivo e bem ordenado por €. Ou seja, y também é um ordinal. [J

Lema 15 Se x for um ordinal, entdo x U {x} também serd um ordinal,
chamado de ordinal sucessor de x.

Demonstracao: Como x ¢é conjunto transitivo, x U {z} também o é. A
relagdo € é claramente uma ordem linear em x U {x}. Se a C xU{x} for nao
vazio, ou a = {x} e x é o seu menor elemento, ou a Nz # &, e aNx tem um
menor elemento, pois x é bem ordenado. Assim, x U {z} é bem ordenado e,
portanto, um ordinal. [

Lema 16 Se x ey forem ordinais, entdo oux €y, oux =1y, ouy € x.

Demonstragao: Suponhamos que x # y. Entao, ou a = x \ y # &, ou
b=y~ z# I, pelo axioma da extensionalidade.

Consideremos o caso a = z Ny # &. Como a C x e x é bem ordenado,
entao existe z € a que ¢ minimo, em relagao a ordem dada pela pertinéncia,
€. Neste caso, z = x Ny (exercicio: por que?).

Afirmamos que z = y e, portanto y € z. De fato, se tivéssemos z # v,
entao o conjunto b = y \ x seria nao vazio e, assim, possuiria um minimo
w € b. Novamente, teriamos que w = xNy = z € z, contradizendo a hipdtese
de que w € y ~\ z. Consequentemente, y € x.

Analogamente, da hipotese que b =y \ = # &, concluimos que x € z. [J

Lema 17 Seja x um conjunto de ordinais. Entao | Jx é um ordinal.

Demonstragao: Seja y € x, um ordinal. Entao y C |Jz, pela definigdo
de unido. Se t € |z, entdo existe y € x, tal que t € y. Como y é transitivo,
concluimos que t C |Jx, ou seja, | Jx é um conjunto transitivo.
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Agora, sejam y,z € [Jx, tais que x # y. Entdo y e z sdo ordinais
(exercicio: por que?). Entao, ou y € z, ou z € z. Junto com a transitividade
de [z, concluimos que € ¢ uma ordem linear em J .

Para mostrarmos que € define uma boa ordem em |Jz, seja w C |Jz um
conjunto nao vazio. Seja y € w. Entao, se y N w = &, concluimos que y é
o minimo de w (exercicio: por que?). Caso y Nw # &, entdo o minimo de
wNyem y éo minimo de w em |Jx.

Isso termina a demonstragao de que |Jz é um ordinal. [J

Seja x € Ord a férmula dizendo que x é um ordinal; seja Ord a classe
definida por essa formula. O paradoxo de Burali-Forti pode ser expresso no
seguinte resultado.

Teorema 12 A classe Ord nao é um conjunto.

Demonstragao: Se fosse um conjunto, seria um ordinal e, portanto,
terfamos que Ord € Ord, o que ¢ rejeitado pelo axioma da regularidade. [J

NOTAQAO: usaremos doravante letras gregas mintsculas «, (3, etc.
para denotar ordinais. No caso dos elementos de w, usaremos a notacao
usual 0 = @, en+1={0,1,...,n}. A relagdo de pertinéncia usada como
ordem nos ordinais serda denotada pelo simbolo <: « < 3 significa a € 5.

Vimos que se « for um ordinal, entdo aU{a} também é ordinal, que serd
denotado a + 1, e este é chamado de ordinal sucessor.

Lema 18 Seja x um conjunto de ordinais, tal que Yo € x30 € z(a € [3).
Entao o ordinal A = |Jx nao € sucessor.

Demonstracao: Seja a € A. Entao existe J € z, tal que a € 3 e existe
v € x, tal que § € . Dai, a+1 € v C [Jz. Assim, ndo existe o € A, tal
que y=a+ 1.0

O ordinal A # 0 que nao for sucessor serd chamado de ordinal limite.

Exercicio 36 Mostre que o ordinal \ é limite se, e somente se, A\ = [J\.
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Um ordinal « é dito enumeravel se existir uma funcao fw — « bijetora.
Essa funcao é dita uma enumeracgao de «.

Seja w; = {a € Ord : o é enumeravel}. Entao w; é uma classe de ordinais.
Exercicio 37 (ZF) Mostre que se a € wy, entdo o C wy.

Exercicio 38 (ZF) Mostre que se wy for um conjunto, entio serd um ordi-
nal. Mostre também que, nesse caso, wy = |Jws.

Exercicio 39 (ZFE) Mostre que wy é o menor ordinal ndo enumerdvel.

No exercicio anterior fizemos uso do axioma da escolha para bem ordenar
o conjunto P(w), que nao pode ser enumeravel:

Lema 19 (ZF) O conjunto P(w) ndo é enumerdvel.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que P(w) fosse enumeravel,
por uma fungao bijetora f : w — P(w). Seja X = {W € P(w) : f~1(W) &
W} (sendo que f~!: P(w) — w seria a funcio inversa da f).

Dai, obteriamos que f~1(X) € X < f~1(X) ¢ X, uma contradigao.

Isso mostra que P(w) nao é enumerdvel. [

Exercicio 40 (ZFE) Mostre que se X for um conjunto enumerdvel de ordi-
nais enumeravel, entao | J X é um ordinal enumerdvel.
4.3.1 Recursao e Indugao Transfinita

J& enunciamos resultados para indugao e recursao transfinitas em geral, mas
¢ bom termos em maos suas versoes sobre os ordinais.

Teorema 13 (Recursdo nos Ordinais) (ZF ou ZFE) Seja G(z, y, z, v1,
ey V), uma formaula, tal que de ZF (ou ZFE) se deduz que

Vo, y,z,01,...,0, (x € Ord — FwG(z,y, 2z, w,v1,...,0,)),
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ou seja, G define uma funcao, cuja primeira varidvel percorre Ord. Seja a
um conjunto. Entao existe uma féormula F(x,y,vi,...,v,), tal que de ZF
deduzimos
Yor, ..., v, (F(0,a,v1,...,0,) AVa (o € Ord — Ty, z (F(a, z,0) A
A Fla+1,y,0) NG, z,y,0))) A
A VAN € Ord A “N limite” — Fly (F(\,y,0) A Jw (y = Uw A

AVE(E € w < Ja < A (Fla,t,7)))))).

Isto significa que F' define uma funcao f dos ordinais a valores conjuntos, tal
que f(0) = a, fla+1) = gla, f(a)) e f(A) = User f(@), sendo que g(z,y)

€ a func¢ao dada pela formula g.
Exercicio 41 FEscreva uma demonstracao para este teorema. [

Teorema 14 (Indug¢ao nos Ordinais) Seja F(x,v) uma formula, tal que
de ZF (ou ZFE) deduz-se

Vo (f(0,0) AVa € Ord (VG € Ord B < a A F(B)) — F(a))).

Entao podemos deduzir Voo € Ord F(a, ).
Exercicio 42 FEscreva uma demonstracao para este teorema. [

Esses dois resultados serao muito usados no que se segue. Para facilitar
as aplicacoes, usamos os dois teoremas na forma:

1. caso inicial: a =0
2. caos do sucessor: de «a para a + 1

3. caso limite: de todo 3 < X para A.
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4.3.2 Operagoes com Ordinais

Por recursao nos ordinais (feita em ZF), definimos a operagao de soma de
ordinais por:

l.a+0=a
2.a+(B+1)=(a+p)+1

3. se A for ordinal limite, o + A = (J,_, a + B.
Observe-se que essa operac¢ao nao é comutativa, pois 1 + w = w # w + 1.

Exercicio 43 Mostre que se A for ordinal limite e x C X\ for um conjunto,
tal que Voo < A3B (B € x AN < 3), entao |Jx = A.

Exercicio 44 Mostre que se 3 for ordinal limite, entdo para cada ordinal o,
o+ [ também serd um ordinal limite.

Lema 20 (ZF) A soma de ordinais é associativa.

Demonstragao: Mostraremos por indugao em v que (a + () + v =
a+ (B4 7). O caso inicial, v = 0 é imediato da defini¢ao.

Suponhamos que (o + ) +v=a+ (6+7). Entéo (a+06)+ (y+1) =
((a+B)+(M+1=(a+(B+7)+1=a+(B+(v+1)).

Se v for ordinal limite, a hipotese de inducao é

Vo<y((a+pB)+0=a+(6+9)).

Daf, é s6 aplicar a definigdo de soma: (a+ ) +v = s, (a+ ) + 4. Por
outro lado, a + (8 +7) = Use, @ + (B +0) = Us, (a + 8) + 0.

Com isso, por Indugao nos Ordinais, temos a associatividade da soma. [

Tendo a soma, podemos agora definir por recursao (em ZF) o produto
de ordinais:

1. -0=0
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2. a-(B+1)=(a-B)+«

3. se A for ordinal limite, - A = {Jg o - 3.

Novamente temos a nao comutatividade: 2w =w #w+w =w - 2.
Lema 21 (ZF) O produto de ordinais é associativo.

Demonstracao: Uma imitagao do caso da soma. Exercicio:escreva-a. [

Exercicio 45 Mostre que se (3 for ordinal limite, entao para cada ordinal c,
a - (B também serd um ordinal limite.

Lema 22 Para cada tripla de ordinais o, 5 e vy, vale a distributiva (d es-
querda) o (B +7) = (o B) + (- 7).

Demonstracgao: Por inducao em 7, sendo o caso inicial v = 0 imediato
da definicao.

Suponhamos que « - (8 +7) = (a- ) + (a - 7). Entao, usando a asso-
ciatividade da soma e as defini¢oes de soma e produto, a - (6 + (v + 1)) =
a-((B+7)+1) = a-(B+7)+a = (e B)+(ay)+a = (a-B)+((a7)+a) =
(@-f)+(a-(y+1)=a-(B+(+1).

Agora suponhamos que v seja um ordinal limite e, como hipdtese de
indugao, suponhamos que, para todo § < =, valha a-(8+40) = (a-f) + (a-9).
Entao, usando essa hipotese e a associatividade da soma, obtemos o resul-
tado desejado (exercicio: escreva os detalhes, imitando, com as modificagoes
cabiveis, o caso da associatividade). O

Definimos exponenciagao de ordinais por recursao (em ZF), a partir
do produto:

1.a=1
2. o’ = (af) -«

3. se A for ordinal limite, o* = [J,_, .
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Exercicio 46 (ZF') Mostre, por indu¢cdo em vy, que a exponenciagdo de or-
dinais goza das sequintes propriedades:

Terminamos essa se¢ao com um resultado importante.

Teorema 15 (ZF) Seja a um conjunto bem ordenado (pela ordem <C axa).
Entao exists um unico ordinal « e fungdo f : a — « crescente (isto €, se
x <y, entio f(x) < f(y)) e bijetora. Esse ordinal é dito o tipo de ordem
de a.

Demonstracgao: Construimos f por recursao na relacao < em a, que
¢ bem fundada (ou regular). Suponhamos ji definida f para todo y < =z,
para um dado z € a. Definimos f(x) como sendo o menor ordinal ainda nao

atingido por f, f(z) =a — (V<aJyca(f(y) =0) AVy <z f(y) < a).

Os detalhes da construcao ficam como exercicio. [.

Terminemos essa se¢cao com uma nova demonstracao de que todo conjunto
pode ser bem ordenad, usando agora recursao.

Teorema 16 (Zermello) (ZFE) Todo conjunto pode ser bem ordenado.

Demonstragao: Se r = &, entao x ja é bem ordenado pela relagao de
pertinéncia. Suponhamos que x # &. Mostraremos que existe uma funcao
bijetora f : x — «, para um « € Ord. Dai, x herdara a boa ordem de « por
meio da funcao f.

Seja ¢ : P(x) {2} — x uma fungao de escolha. Definimos, por recursao
em Ord uma fungao (no sentido de classes) g : Ord — xz U {z} pela regra

gla) = { oz ~{g(B):B<a}) se{g9(B):f<a}#+D

T caso contrario.

Sejam (3,v € Ord, tais que § < v e g(f),g(v) € x. Pela definicao de
g, g(7) € g(B) e, assim, g(8) # g(7). Ou seja, g é injetora, se restrita
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aos ordinais levados a elementos de x (e ndo ao préprio z). Isso premite
definir um inversa f de g, cujo dominio é um subconjunto de z, e, usando o
axioma da substituicao, a imagem de f é um conjunto de ordinais, contido
em um ordinal o. Pela definicao de g, vemos que a imagem de f tem que
ser um ordinal (ndo pode haver lacunas), que chamaremos de a. Ou seja,

a={p€O0rd:g(f) €z}

Como a imagem de « pela funcao g é um subconjunto de z, se esse
subconjunto fosse proprio, chegariamos a uma contradi¢ao, devido a definicao
de g (exercicio: qual?).

Assim, g [o: @ — x é funcao bijetora e, por meio dela, trazemos a boa
ordem de « ao conjunto z. [J

4.4 A classe V

Nesta se¢ao apresentaremos a estratificagao da universo dos conjuntos, devida
a John von Neumann.

Comecemos definindo, por recursao (em ZF) na relacao bem fundada €
a seguinte fungao, chamada de posto do conjunto x

p(z) = Hplw) +1:y €}
Teorema 17 (ZF) A funcgdo posto goza das sequintes propriedades:
1. Vz p(x) € Ord

2. Vo € Ord p(ar) = «v

3. y€x— ply) <px).
Demonstragao:

1. Por indugao na relagao bem fundada €. Suponhamos que, para todo
y € z, p(y) € Ord. Isto é certamente valido para x = &. FEntao,
p(x) € Ord, pois ja vimos que uniao de um conjunto de ordinais é um
ordinal.
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2. Agora faremos indugao em a € Ord. Claramente, p(0) = 0. Supon-
hamos que p(5) = 3, para todo f < a e calculemos p(a) = J{p(B)+1 :
Bea=U{f+1:0<a}=a poisse f < a,entdao f+1 < « e,
portanto, | J{# + 1 : 8 < a} < a. Por outro lado, como f < 3 + 1,
a=U{f: B<al <U{B+1:6<a}

3. Pela definigao de p, se y € z, entdo p(y) < p(y) + 1 < p(x).

Com isso, terminamos essa demonstragao. [J

Por recursao em Ord, usando a fungao (de classes) F'(z) = P(z), definimos
a fungao (de classes) a € Ord — V,,, dada por

1. Vo=
2. Va+1 — P(Va)

3. V= Uﬁ</\ Vs, se A for ordinal limite.

Definimos a classe V' = (J,corq Vo- Na verdade, definimos uma férmula
“r € V7 por da € Ordz € V,. A formula x € V, ja foi definida, usando
recursao em q.

Lema 23 (ZF)

1. Cada V, € conjunto transitivo.
2. Para cada 3 < o em Ord, Vg € V,, e, portanto, Vi C V,.
5. Para cada o € Ord, Vi, = g, P(Vs)-

4. Para cada o € Ord, z € V,, < p(x) < .

Demonstragao:

1. Por indugao em «. Sabemos que @ é transitivo; que se x for transitivo,
entao P(x) também sera transitivo; que se z for um conjunto, cujos ele-
mentos sejam transitivos, entao | Jx sera transitivo. Daqui, os detalhes
sao simples.
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2. Como cada V, é transitivo, de sua definicao, segue que se 3 < «, entao
Vg ceV,.

3. Isto segue do item anterior e indugao em « (exercicio: detalhar).

4. Por inducao na relagao €. Suponhamos que = € V. Do item anterior,
temos que, para cada y € x, existe 3 < «, tal que y € V3. A hipdtese
de indugao diz que p(y) < § e, portanto, p(y) +1 < 8 < « e, portanto,
p(z) = U{p(y) +1:y € x} < a. A reciproca segue por inducao em «
e pela defini¢ao e propriedades de p (exercicio: detalhar).

Com isto terminamos a demonstragao. [

Teorema 18 (ZF)Vx3a € Ordx € V,.

Demonstracgao: Este resultado segue imediatamente do tltimo item do
lema anterior. [J

A classe V' aqui definida é na verdade a classe de todos os conjuntos. Mas
ela tem uma estrutura hierarquica, dada pela funcao p. Essa estratificacao
do universo é chamada de hierarquia cumulativa (a cumulatividade vem
do fato que cada nivel V,, contém todos os niveis anteriores).

4.5 Conjuntos Borelianos da Reta

Como uma aplicacao dos ordinais e da recursao sobre os ordinais, vamos
descrever os chamados conjuntos borelianos de R.

Um conjunto X C R é aberto se ele for uma uniao de intervalos ]a, b=
{r € R:a <z <b}, coma < bem R, ou se for vazio. As propriedades
desses conjuntos que usaremos sao sumarizadas no

Exercicio 47 1. Mostre que se X,Y C R forem conjuntos abertos, entdao
X NY serd conjunto aberto.

2. Mostre que R € conjunto aberto.

3. Mostre que se A C P(R) for um conjunto, cujos elementos sejam con-
Juntos abertos, entdo | J A serd conjunto aberto.
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4. Mostre que cada intervalo |a,b| de R pode ser escrito como a unido de
intervalos Ju,v[, com u,v € Q.

5. Mostre que X C R € conjunto aberto se, e somente se, para cada x € X,
existir um intervalo |a, b, tal que x €la, b| e ]a,b[C X.

6. Mostre que, para cada conjunto aberto X C R (ndo vazio), existe uma
funcgao fx : W — P(R), sendo que W € w ou W = w, cuja imagem
seja intervalos da forma ]a,bl, com a < b em R, ou | — c0,al= {z €
R:z <a}, oula,c0[={z € R:a <z}, tal que X =JIm(fx), e tal
que, se I, J € Im(fx) forem distintos, entdo I NJ = &.

Uma o-dlgebra em R é um conjunto A C P(R), tal que

1. R e A,
2. paratodo X € A, R\ X € A,
3. paratoda f:w — A, [JIm(f) € A.

Exercicio 48 Mostre que

1. {&, R} é uma o-dlgebra;
2. P(R) € uma o-dlgebra;

3. se A for uma o-dlgebra e f : w — A for uma fungao, entio (Im(f) €

A.

Dado X C P(R), a intersecao de todas as o-dlgebras A C P(R), tais que
X C A é chamada de o-dlgebra gerada por X, e denotada por #(X).

No caso em que X é o conjunto de todos os conjuntos abertos de R, a
o-adlgebra Z(X) gerada por X é chamada de o-algebra dos conjuntos
borelianos de R, e cada um de seus elementos é chamado de conjunto
boreliano. Neste caso, omitimos X da notagao e denotamos a o-algebra
dos borelianos por %.

Teorema 19 (ZFC) A o-dlgebra gerada por X C P(R) pode ser definida
por recursao como %, (X), sendo que
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1 So(X) =X

2. para cada o < wy, X, € 0 conjunto de todos os complementos e das
unioes enumerdveis de elementos dos Xg, 3 < a;

8. By (X) = U, SalX).

Demonstracao: Por inducao em a < wy.

Se U € ¥,(X), entao R\ U € ¥,.1(X), para todo a < w;. Se U, €
Y, (X), ap < wy, n € w, entao existe § < wy, tal que oy, < 0, n € w, e
Unew Un S 2delta<)()-

Portanto, ¥, (X) é uma o-dlgebra e X C %, (X).

Para mostrarmos que essa é a gerada por X, seja &/ uma o-dlgebra, tal
que X C &; devemos concluir que ¥, (X) C «7.

Isso faremos por indugao em o < wy.
Temos que X = 34(X) C & por hipdtese.

Suponhamos que para certo o < wy, tenhamos que X3(X) C &, para
todo f < a. Entao, pela definicio de o-dlgebra e de ¥,(X), temos que
Yu(X) C .

Assim, ¥, (X) C &7. O

Exercicio 49 Mostre que se X for um conjunto finito, entao B(X) € finita
e existe n € w, tal que Xy, (X) = X,(X). Qual é o menor n possivel?

Exercicio 50 Mostre que B(HB(X)) = B(X).

Exercicio 51 Seja & um conjunto de o-dlgebras, indexadas por ordinais
a <0, 9, e tal que se o < 3 < 9, entao A, C . Mostre que, neste caso,
U-a < 0, € uma o-dlgebra.

Exercicio 52 Seja X o conjunto dos intervalos de R da forma |a,b[, com
a,b € Q. Mostre que B(X) = A.
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Mostraremos no préximo capitulo que Z # P(R). Na verdade, mostra-
remos que essa o-algebra é “bem pequena”, em um sentido que ficara claro.

E possivel demonstrar que, no caos de X ser o conjunto dos subconjuntos
abertos de R, que se a < 3 < wy, entao ¥, C Xg C X,,. No entanto, as
técnicas para tal empreitada estao além deste texto.



