POLIEDROS CONVEXOS DE FACES REGULARES

RICARDO BIANCONI

RESUMO. Apresentamos os poliedros estritamente convexos de faces re-
gulares e uniformes, que compreendem os prismas, antiprismas, poli-
edros platonicos, os de Arquimedes e os de Johnson. S&o seguidas de
perto as obras de Euclides (Elementos, Livros XI, XII e XIII) e de Johan-
nes Kepler (Harmonices Mundi, Livro II).

Terceira versao (2019): corrigida e ampliada.

1. INTRODUGAO

Poliedros ocupam um campo importante e vasto em Geometria Euclide-
ana, com aplicagoes em Cristalografia e até em Fisica Matematica. Aqui
tocamos em uma pequena parte do tema, os poliedros estritamente conve-
x0s com faces poligonos regulares. Estes formam duas familias infinitas, os
prismas e antiprismas de bases poligonos regulares de n > 3 lados, os polie-
dros regulares (os cinco platonicos) os semirregulares (os 13 de Arquimedes)
e 0s nao uniformes (os 92 de Johnson; consulte seu artigo [6]). O teorema
principal do artigo [5] de Huybers e Coxeter afirma que poliedros convexos
com faces regulares que nao sejam prismas e nem antiprismas podem ter
somente faces triangulares, quadradas, pentagonais, hexagonais, octogonais
ou decagonais, e que tais poliedros podem ter no méximo 120 vértices, o
que implica que existe uma quantidade finita de tais poliedros. Mostramos
a existéncia dos prismas, antiprismas, dos regulares e semirregulares, mas
nao estudaremos os 92 de Johnson (consulte o verbete Sélidos de Johnson
na Wikipedia para a listagem destes, acompanhada das figuras). A demons-
tragao de que nao ha outros requer quase 100 paginas de enumeracao de
possibilidades e impossibilidades, além de requerer auxilio de computador
para tal feito (quem se interessar, podera consultar o livro [11]). A mono-
grafia (em alemao) [4] estuda o uso de poliedros platonicos e arquimedianos
na sala de aula.

Notacao: AB denota o segmento entre os pontos A e B, e AB denota
sua medida; <+ AB denota a reta determinada por A e B; AB é a semirreta
de vértice A e contendo o ponto B; o angulo ZAOB é o conjunto composto
pela uniao das semirretas OA e OB; A — B — C significa que os trés pontos
sao colineares e distintos, e B estd entre A e C' (ou B estd no interior
do segmento AB). Abusamos da notacio com as fungoes trigonométricas
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escrevendo, por exemplo, cos(7/5) e cos(36°) (radianos e graus) como tendo
o mesmo significado.
As figuras foram feitas com o programa GeogemeM

2. GENERALIDADES

A construgao e a demonstragao de impossibilidade de construcao de po-
liedros com determinada configuracao de faces requerem argumentos gerais
que se repetem em cada caso. Coletamos aqui tais resultados gerais (tirados
de Euclides e de Kepler, [3, 7]).

Lembramos que um angulo diedral é o conjunto dos pontos de uma reta
e de dois semiplanos nao complanares determinados por esta reta em dois
planos distintos que a contenha. Esta é uma definicao analoga a de angulo
no plano, como sendo a uniao de duas semirretas nao colineares partindo do
mesmo ponto.

No Livro XI dos Elementos, [3, Definicao 11, p. 482], Euclides define
angulo sdlido como sendo a uniao de mais de dois angulos planos que nao
estejam no mesmo plano e construidos a partir do mesmo ponto. Eucli-
des nao estuda poliedros nao convexos nos Elementos (mas Kepler estuda
também poliedros estrelados, que nao sd@o convexos). Assim, para evitar
problemas conceituais de ambiguidade, definimos mais precisamente o que
seja um angulo sélido.

Definicao 1 (Angulo Sélido). Um dangulo sdlido é o conjunto dos pontos das
semirretas que compdem pelo menos trés angulos planos (unido de duas se-
mirretas) com mesmo vértice, trés a trés nao coplanares, de modo que, para
cada angulo, os interiores das outras semirretas estao em um mesmo semi-
espaco determinado pelo plano contendo aquele angulo. O interior deste
angulo sdlido serd a intersec¢ao dos semiespacos determinados pelos planos
dos angulos que o compoem e que contenham os interiores das semirretas
remanescentes. As faces do angulo sélido sao os pontos dos semirretas e do
interior dos angulos que o compoem. Exige-se que cada semirreta seja parte
de duas faces adjacentes do angulo sélido (a figura “fecha’).

Observagdo 1. Decorre da definigao que o interior de um angulo sélido é um
conjunto convexo e nao vazio.

O lema a seguir é condicao necessaria nas demonstracoes de existéncia
dos poliedros aqui considerados. Ele junta as Proposicoes 20 e 21 do Livro
XI dos Elementos de Euclides, [3, pp. 498-500].

Lema 1 (Condicao dos Angulos). A soma das medidas dos angulos planos
que compoem um angulo solido é menor que 360°. Se um vértice pertencer
a n angulos planos de um angulo sélido, entao a soma dos angulos internos
de cada conjunto de n — 1 angulos serd maior que a medida do angulo
remanescente.
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Ficura 1. Representacao de um angulo sélido com trés faces.

Demonstragdo. Seja dado um angulo sélido, cujo vértice seja o ponto O, e
suas faces sejam determinadas pelos angulos ZA1O0A,, ..., LA, 10A, e
LA,OA;.

Escolhemos um ponto qualquer P no interior do angulo sélido e considere-
mos o plano m contendo P e perpendicular a reta determinada por P e pelo
vértice O do angulo sélido. A interseccao deste plano com as faces do angulo
sélido forma um poligono convexo B ... B, e P é um ponto de seu interior.
Observe que a medida de ZA;0A;+1 é menor do que a de ZB;PB; ;1 (con-

sidere o angulo diedral determinado pela reta ?ﬁ e os pontos B; e Bji1).
Dai a soma das medidas dos angulos ZA10As, ..., LA,_10A, e LA,0A;
serd menor que a soma das medidas dos angulos £/B1PBs, ..., ZB,_1PB,
e /B, PBy, que é 360°.

A segunda parte deste lema decorre do caso dos angulos sélidos formados
por trés angulos planos, pois podemos considerar sucessivamente os angulos
sélidos OAlAiAi+1-

FiguraA 2. Soma de dois dngulos é maior que o terceiro em
um angulo solido.

Consideremos o angulo sélido de vértice O e angulos planos ZAOB,
/BOC e ZCOA. Se os trés angulos forem congruentes, entao a condigao da
soma de dois deles ser maior que o terceiro é evidente. Se dois deles forem
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congruentes e o terceiro menor, entao a condicao também serd satisfeita.
Caso contrario, um deles é maior que os outros dois, digamos que este seja
ZAOB. Seja E, tal que A— E — B e ZAOE = LZAOD. Seja F o ponto
da semirreta OC, tal que OF = OF. Por LAL, AOAE = AOAF e, por-
tanto, AE = AF. Como o tridangulo AAEF é iséscele!, o angulo ZAEF
¢é agudo e, dai, seu suplementar, /BEF', é obtuso. Como o maior lado de
um triangulo é oposto a seu maior angulo, o lado BF é maior que EB do
triangulo AEBF. Comparemos os tridngulos AOEB e AOFB. O lado OB
é comum, OF = OF, por construcdo, e EB < BF'. Dal, o angulo ZOEB é
menor que ZOBF, sendo que este ultimo é o angulo ZOBC. Como a soma
de ZOAE com ZOFEB é o angulo ZOAB, fica demonstrada a desigualdade
desejada. O

Para a construgao do icosaedro e do dodecaedro, precisamos de algumas
propriedades métricas do pentagono regular, que coletamos a seguir.

E;é G; F;i §§B

o

F1auraA 3. Pentdgono ABC DFE inscrito na circunferéncia de
centro O.

Observagcao 2. O lado de um pentdgono regular inscrito em uma circun-
feréncia de raio p mede £ = 2psen(w/5). Como sen(w/5) = /1 — cos?(7/5),
basta calcularmos cos(7/5). Para isto, acompanhe a Figura 3 e considere
um pentagono regular ABC'DFE inscrito em uma circunferéncia de centro O.
As diagonais AC' e BD tém o ponto F em comum. Os tridngulos AFAB
e ABAC sao isosceles e semelhantes entre si (tém mesmo angulo nas ba-
ses) e, daf AB/AC = AF/AB, ou AB%? = AF - AC; além disso, o triangulo
ACBF éisosceles, pois ZF BA mede 36° e, portanto ZBF A mede 108°; dai,
/CBF e /CFB ambos medem 72°. Portanto AB? = AF - (AB + AF), ou
AF? 4+ AB-AF—AB? = 0, que tem a solucio positiva AF = AB(—1++/5)/2.
Assim, se M for o ponto médio de AB,

AM  1++5 10 — 2v/5
= , e sen(m/b) = —

cos(m/5) = cos(36°) = - 1

LAmbas as grafias isdscele e isdsceles sdo corretas.
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10 — 2¢/5 50 + 10v/5
Ty Note que p = ET.

O segmento ON da Figura 3 liga o  centro O com o ponto médio NV de CD.
Como o triangulo AOCD é iséscele, ON L CD. Dai, ON = OC cos(7/5) =
p(1++/5)/4 = £+/25 +10/5/10.

Em particular, a drea do pentdgono regular é As = 5p>/10 + 2v/5/8 =

£24/25 +10v/5/8.

3. PIRAMIDES, PRISMAS E ANTIPRISMAS

Dai, obtemos que £ = p

Definigao 2. Uma pirdmide regular é um poliedro com uma face (a base)
um poligono regular qualquer, e faces laterais triangulares (equildteras). O
ponto de encontro destas faces triangulares é o vértice da pirdmide.

Observagdo 3. A base de uma piramide regular pode ser um triangulo
equilatero, um quadrado ou um pentdagono regular, pois duas das faces em
cada vértice serao triangulos equilateros, cujos angulo somam 120°, que tem
que ser maior que o angulo da base, pelo Lema 1 da condicao de angulos, e
os poligonos regulares de 6 ou mais lados tem angulo maior ou igual a 120°.

Observacdo 4. A altura de uma piramide de faces tridngulos equilateros e
base um pentagono regular de aresta £ tem altura igual a
50 — 105 -1 5
he JE Y f:p +\f’
10 2
onde p = £1/50 +104/5/10 é o raio da circunferéncia que circunscreve o
pentagono.

Definigao 3. Um prisma com faces requlares é um poliedro com duas faces
paralelas de n > 3 lados conectadas por faces quadradas.

Um antiprisma com faces regulares é um poliedro com duas faces paralelas
de n > 3 lados conectadas por faces triangulares.

pa|

FIGURA 4. Prisma, antiprisma e piramide regulares de bases pentagonais.
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Observacdo 5. A construcao de prismas com faces regulares nao tem nenhum
segredo.

Proposicao 1 (Antiprismas). Um antiprisma de faces regulares, cuja base
seja um poligono regular de n > 3 arestas, todas de comprimento ¢, pode
ser inscrito no tronco de cilindro de raio p = ¢/[2sen(w/n)] (o lado mede
¢ =2psen(m/n)) e altura

h= E\/l — isecQ(ﬂ/2n).

Em outras palavras, a altura é um dos catetos do triangulo retangulo, cuja
hipotenusa mede ¢v/3/2 (a medida da altura de um triangulo equildtero) e
outro cateto mede a diferenca p — pcos(27/n).

Demonstragdo. A demonstracdo fica mais clara se usarmos como referéncia
o raio p da circunferéncia que circunscreve os dois poligonos. Assim, £, =
2psen(w/n).

A construc@o do antiprisma faz-se da seguinte maneira (veja a Figura 5,
que dd uma visao do caso n = 5; consulte também [10]). Inscrevemos o
poligono regular de n lados na base do tronco de cilindro, com vértices enu-
merados sequencialmente A; ... A,. Inscrevemos na mesma base o poligono
regular de 2n lados e enumeramos seus vértices A1 B1AsBs ... A, B,. Tra-
camos os segmentos BB (1 < k < n) perpendiculares ao plano da base
do tronco do cilindro e medindo a sua altura. Deste modo, os pontos B,
..., B, pertencem & circunferéncia da outra base do tronco de cilindro. As
arestas do antiprisma consistem nas arestas dos poligonos regulares de n
lados A; ... Ay, By...DB, e as arestas laterais A1B], ..., A, B}, AB}, ...,
A,B]_, e A1B].

Sabemos que (1 — cos) = 2sen?(6/2), sen® = 2sen(/2) cos(6/2) e que

tg?0 = —1 + sec? . Assim, altura serd
3 3 tg2(m/2n) \/ sec?(m/2n)
— 22— 21 — 2 _p )2 Ay
h \/4£ p?(1 — cos(m/n)) \/4 1 14 1 ,
como queriamos. O

Observagao 6. Em particular, a altura do antiprisma (de faces regulares) de

base pentagonal é
V50 +10v/5
10
onde £ é a medida de cada aresta e p é o raio da circunferéncia que circuns-
creve o pentagono da base.
Com isto podemos deduzir que este antiprisma pode ser inscrito em uma
esfera de raio

h=1{ =P,

) V10 4+ 2v/5
o= /p2+h2/4=p\2[=€1—\[-
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F1GURA 5. Antiprisma de base pentagonal visto de cima: o
ponto A estd na face de cima e o ponto C na de baixo; O é
o centro da circunferéncia que circunscreve o pentagono de
baixo.

4. S6LIDOS DE PLATAO

Os sélidos de Platao sao os poliedros convexos, cujas faces sao todas o
mesmo poligono regular. Embora ja conhecidos anteriormente, sao assim
chamados por sua referéncia no didlogo Critias.

A tnica restricdo a suas construcoes é a soma dos angulos das faces em
cada vértice do poliedro.

Lema 2. As unicas possibilidades de poliedros regulares sao:

(1) trés triangulos em cada vértice (tetraedro);
(2) quatro triangulos em cada vértice (octaedro);
(3) cinco triangulos em cada vértice (icosaedro);
(4) trés quadrados em cada vértice (cubo);
(5) trés pentdgonos em cada vértice (dodecaedro).
Demonstragao. Com triangulos (dngulo interno medindo 60°) sé temos as
trés possibilidades listadas, somando em cada vértice 3 x 60° = 180°, 4 x
60° = 240° e 5 x 60° = 300°, respectivamente.

Com quadrados (dngulo interno medindo 90°), somente uma possibili-
dade, somando em cada vértice 3 x 90° = 270°.

Com pentagonos (dngulo interno medindo 108°), somente uma possibili-
dade, somando em cada vértice 3 x 108° = 324°.

Como o angulo interno de um poligono regular de mais do que cinco lados
¢é pelo menos 120°, somando pelo menos 360° em cada vértice, nao pode
existir nenhum poligono regular com faces com mais do que 5 arestas. [

Mostremos que tais solidos existem. Descrevemos as construgoes contidas
no Livro XIII dos Elementos de Euclides. Estas construcoes dao mais do
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que sua existéncia, elas indicam o tamanho das aresta que permitem que
seja inscritos em uma esfera (que, para simplificar, assumimos ter raio 1).

— i =

N

A

N7

FiGuRrA 6. Os sélidos platonicos: tetraedro; cubo; octaedro;
dodecaedro; icosaedro.

Proposigao 2 (Tetraedro). Existe um poliedro convexo regular com trés
faces triangulares em cada vértice. Possui quatro vértices, seis arestas e
quatro faces, e chama-se tetraedro regular. O tetraedro regular de aresta
medindo ¢ = 2pv/6/3 inscreve-se em uma esfera de raio p.

Demonstragdo. Dado o triangulo equildtero AABC, com arestas medindo
¢, seja M o ponto médio de AB e seja N € CM, tal que CM = 3MN (N
é o baricentro do triangulo AABC e, portanto, AN = BN = CN). Seja D
um ponto da reta perpendicular ao plano ABC' e que contenha o ponto N,
escolhido de tal modo que DN = £+/6/3.

Afirmamos que ABCD é um tetraedro regular. Por LAL, AAND =
ABND = ACND, donde segue a igualdade AD = BD = CD. Aplicamos
o Teorema de Pitdgoras no triangulo AMND e obtemos DM = (+/3/2 e,
portanto, DA = £, ou seja, todas as faces sdo triangulos equilateros.

A seguir, seja O € DN, tal que ON = DN/4. Este ponto O é o centro
da esfera que circunscreve o tetraedro ABCD, pois N é o baricentro de
AABC e, dai, OA = OB =0C e AN = BN = CON = (+/3/3 e a aplicacdo
do Teorema de Pitagoras ao triangulo AON A fornece OA = OB = OC =

OD = (/6/4.
Por fim, para que o tetraedro esteja inscrito em uma esfera de raio p, as
arestas medem ¢ = 2pv/6/3. O

Observacdo 7. Para saber como chegamos as medidas usadas na demons-
tracao, facamos um raciocinio reverso.
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Supomos que a figura exista. Seja AABC o tridngulo da base do tetra-
edro regular e D o outro vértice. Entao ABC'D é uma pirdmide com base
triangular e o vértice D pertence a um plano perpendicular ao da base. Es-
colhemos o plano que também contém o ponto C. Seja M o ponto médio
de AB. O plano DCM ¢ perpendicular ao plano ABC, pois este contém a
reta AB, que é perpendicular as retas DM e C M, ambas contidas no plano
DCM. Seja N € CM, tal que DN seja perpendicular a C'M, ou seja, o
baricentro do triangulo AABC. Pelo Teorema de Pitagoras, CM = (1/3/2;
dai MN = (+/3/6 e, portanto, DN = (1/6/3.

Seja O € DN o ponto que satisfaz OD = x a ser determinado. A condicao
para isto é OD = OA = OB = OC. Pelo fato de N ser o baricentro
de AABC, ja temos que OA = OB = OC e que AN = BN = CN =
¢\/3/3. Impomos que OA = OD = z e aplicamos o Teorema de Pitdgoras no
triangulo AON A, obtendo OA? = ON?+AN?, ou 22 = ((/6/3—x)?+¢?/3,
o que resulta em x = ¢v/6/4. Assim, o baricentro do tetraedro ABCD é o
centro da esfera que o circunscreve.

Proposicao 3 (Octaedro). Existe um poliedro regular com quatro faces
triangulares encontrando-se em cada vértice. Possui seis vértices, doze ares-
tas e oito faces, e chama-se octaedro regular. O octaedro regular de aresta
medindo ¢ = p\/2 inscreve-se em uma esfera de raio p.

Demonstracao. Dado o quadrado ABCD de aresta medindo ¢, sejam O o
ponto comum as diagonais AC e BD e E e F os pontos pertencentes &
reta perpendicular ao plano ABC que contenha O, tais que E — O — F e
EO = FO = 1/2)2.

Afirmamos que ABCDEF é um octaedro regular. Por LAL nos diversos
triangulos que contém o vértice O, ja temos que A = BE =CFE = DE =
AF = BF = CF = DF. Aplicamos o Teorema de Pitagoras ao tridngulo
NAOF e obtemos AE = £, ou seja, todas as faces sdo tridngulos equilateros.

Por construcéo, o ponto O é equidistante dos vértices do octaedro e,
portanto é o centro da esfera que o circunscreve. Se o raio dessa esfera for
p, €= pV2. 0

Observagdo 8. Com a notagdo da demonstracdo acima, as faces ABE e
CDF sao paralelas e, portanto, o octaedro regular também é um antiprisma
de base triangular.

Proposigao 4 (Icosaedro). Existe um poliedro regular com cinco faces tri-
angulares encontrando-se em cada vértice. Possui 12 vértices, 30 arestas e
20 faces, e chama-se icosaedro regular. O icosaedro regular de aresta me-

dindo £ = 0v/50 — 101/5/5 inscreve-se em uma esfera de raio o. (Portanto,

o =10y/10+2V5/4.)

Demonstragdo. Seguimos a construcao dos Elementos de Euclides, [3, Livro
XIII, Prop. 16, pp. 582-586].
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A construcao deste poliedro é simples. Basta colocarmos uma piramide
de base pentagonal sobre cada uma das duas faces pentagonais de um anti-
prisma pentagonal de faces regulares. O poliedro sera convexo e regular.

Mostremos que ele pode ser inscrito em uma esfera. Para simplificar as
contas, fagamos tudo em funcao de p, o raio da circunferéncia que circuns-
creve os pentdgonos que servem de bases para o antiprisma e as piramides.
A altura do antiprisma é p (veja a Observagao 6, na pagina 6 acima) e a
das piramides é p(—1 + v/5)/2 (veja a Observacdo 4, na pégina 5 acima).
Assim, a distancia do centro do antiprisma (o ponto médio do segmento que
liga os centros das circunferéncias) que circunscrevem as bases pentagonais)
e o vértice de cada piramide serd o = p\/g/ 2, que ¢é o raio da esfera que
circunscreve o antiprisma. U

Isto acaba com os casos de faces triangulares. Passemos as faces quadra-
das.

Proposigao 5 (Cubo). Existe um poliedro regular com trés faces quadradas
por vértice, chamado de cubo. Possui 8 vértices, 6 faces e 12 arestas. O
cubo de aresta £ pode ser inscrito em uma esfera de raio p = ¢1/3/2.

Demonstragdo. A construcao é simples. Basta construir faces quadradas em
planos perpendiculares a de um quadrado de base, etc.

Se a aresta do cubo for £, o Teorema de Pitagoras implica que a diagonal
do cubo mede £1/3 e seu ponto médio serd o centro da esfera procurada. O

O cubo tem uma participagao importante na construgao do dodecaedro
regular que se segue.

Proposicao 6 (Dodecaedro). Existe um poliedro regular com trés faces
pentagonais encontrando-se em cada vértice, chamado de dodecaedro. Pos-
sui 20 vértices, 30 arestas e 12 faces. Ele pode ser inscrito na esfera de raio
p=£(v/3++/15)/4, onde £ é a medida de cada aresta do dodecaedro.

Demonstragdo. Seguimos a construcao dos Elementos de Euclides, [3, Livro
XIII, Prop. 17, pp. 586—589]. Acompanhe a demonstracao pela Figura 7.

Sejam ECGF e ECHL duas faces adjacentes de um cubo. Sejam M, N,
R e T os pontos médios das arestas EG, CF, EC e HL, respectivamente, e O
o ponto médio de M N. Sejam P,Q € MN e S € RT, tais que MP = QN =
RS = (3 —/5)MO/2. Esta relagio surge do cruzamento de duas diagonais
de um pentagono, como deduzida na Observagao 2, pagina 4 acima. Sejam
A e B no plano perpendicular a face CEFG contendo os pontos M e N,
e no exterior do cubo, de modo que AP L. MN, BQ L MN e AP =
BQ = OP = (—1++/5)M0O/2; e D no plano perpendicular & face ECHL,
contendo R e T, no exterior do cubo e de modo que DS L RT e DS =
AP = (-1 ++5)MO/2.

Afirmamos que ABCDE é um pentagono regular. Para isto, devemos
mostrar que todos os lados tém mesma medida, os vértices sao coplanares e
todos os angulos nos vértices sao congruentes entre si.
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Ficura 7. Construcao do dodecaedro com o auxilio de um cubo.

Pela definicdo do ponto D, concluimos que DR 1L EC. Como R é o
ponto médio de EC, o triangulo ADEC é iséscele, ou seja, CD = DE. Pela
definicdo do ponto A, obtemos que AM | EF. Por LAL, AAME = ADRE
e, portanto, AE = ED. Analogamente, podemos concluir que BC' = CD.
Agora falta comparar com o lado AB, que mede (—1 + v/5)MO. Para isto,
usamos o Teorema de Pitdgoras nos triangulos AAPM e AAME, e obtemos

_ 2 _ 2
AM?* = AP>+ M P? = MO? <( 12‘/5) L8 4‘/5) ) = (5-2V5)MO?,
AE? = AM?* + ME?* = (5 - 2V5+1)MO? = (-1 +V5)2MO?* = AB?,

ou seja, o pentiagono € equildtero.

Mostremos que os pontos A, B, C', D e E sao coplanares. Seja K o ponto
médio de AB. Os triangulos (retangulos) AKOR e ARSD estiao no mesmo
plano que é perpendicular as duas faces do cubo consideradas. As relagoes

KO _ —14+V5 _1+V5

RS 3-v5 2
OR 2 1++5
DS  —1++5 2 7

mostram que aqueles triangulos sao semelhantes e, portanto, os pontos K,
R e D sao colineares. Como AB || CE, os pontos A, B, C, E, R e, portanto,
D sao coplanares.
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Por fim, mostremos que o pentagono ¢é equiangular. Aplicamos LAL nos
triangulos convenientes, concluimos que AC = BE e AD = BD.

Para calcularmos AC', usamos os tridngulos retangulos APNC e ACAP,
e obtemos

AC? = AP? + CP* = AP? + (PN? + CN?) =
— 2 2
:MO2<( 12‘/5) +(1+4\/5) —|—1>:4M02:C’E2.

Para calcularmos AD, usamos o triangulo retangulo AAK D, onde KD é
a medidas da hipotenusas do triangulo AK LD, onde L é o ponto de encontro

das retas e , Ou seja,

KD? = MO? <1+ (1+4¢5)2> = 5+\/5,

2

(-1+v5)?  5+V5
4 T

Por LLL nos triangulos AABC, ABCD, ACDE, ADEA e ANEAB,
concluimos que os angulos ZABC, /BCD, /CDE, /DEA e ZEAB sao
todos congruentes entre si.

Como esta mesma construcao pode ser repetida nas outras faces do cubo,
obtemos uma construcao do dodecaedro, o que demonstra sua existéncia.

Para finalizar, precisamos mostrar que a esfera em que o cubo esté inscrito
também circunscreve o dodecaedro.

O centro X desta esfera estd no encontro das diagonais do cubo. A
distancia de X ao ponto K é MO(1 4 /5)/2. Dai, AX? = AK? + KX? =
3MO, ou seja, AX = BX =CX = DX = EX e, assim, a esfera de raio
p = MO+/3 circunscreve o dodecaedro.

Como ¢ = (=14 v/5)MO é a medida de cada aresta do dodecaedro,
obtemos a relacio p = MO+V3 = E(\/g + \/ﬁ)/él O

AD? = AK? + KD? = MO? ( > =4MO? = CE>.

A 1ltima proposicao do Livro XIII dos Elementos de Euclides pede para
expor os lados das cinco figuras e compara-las entre si. Como a construgao
que ele expoe é interessante, apresentamo-la aqui.

Exercicio 1. Seja p o raio da esfera em que sao inscritos os cinco poliedros.

Construa em um plano 7 uma semicircunferéncia de raio p, de centro C' e
diametro AB.

(a) Sejam D € AB e F na semicircunferéncia, tais que AD = 2AB/3 e
DF 1 AB. Mostre que AF é o lado do tetraedro e BF é do cubo.

(b) Seja E na semicircunferéncia, tal que EC 1 AB. Mostre que AE é o
lado do octaedro.

(¢) Seja G € m no mesmo semiplano determinado por jﬁ que contenha os
pontos da semicircunferéncia, tal que GA L AB e GA = AB, e seja H
o ponto da semicircunferéncia, tal que G — H — C. Seja K € AB o pé
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da perpendicular HK 1 AB. Seja L € BC, tal que CL = CK e M
na semicircunferéncia, tal que ML 1 BC. Mostre que BM ¢é o lado do
icosaedro.

(d) Seja, agora, N € BF, tal que NB? = BF - FN. Mostre que NB é o
lado do dodecaedro.

5. INSCREVER UM ICOSAEDRO NUM OCTAEDRO E NUM TETRAEDRO

Mostramos aqui que podemos inscrever um icosaedro em um tetraedro,
ambos regulares. Esta ideia vem do trabalho de Cauchy [1]. Baseamos a
exposicao a partir de observagoes de Huybers e Coxeter em [5].

Nesta secao, todos os poliedros sao regulares.

FicuraA 8. Inscrever um icosaedro regular em um tetraedro
regular. As linhas pontilhadas representam as arestas do te-
traedro e as tracejadas os prolongamentos das arestas das
faces escolhidas do icosaedro. Visao a partir de um ponto
situado acima de uma face. A direita indicamos a mesma
visao, mas contendo as trés figuras, icosaedro inscrito no oc-
taedro, que também estd inscrito no tetraedro.

Seguimos Cauchy, [1, pp.13-14], com a observagao sobre as simetrias em
[5, p. 269], na demostragao de que o icosaedro pode ser inscrito no tetraedro
(e também no octaedro); acompanhe pela figura 8. O icosaedro possui 10
pares de faces, duas a duas paralelas. Escolhemos um desses pares como
bases. Consideremos uma dessas bases. Cada vértice dessa base é comum
a dois triangulos nao adjacentes. O plano que contém a aresta comum aos
dois triangulos e o centro da base é perpendicular a base. Para cada vértice
da base fazemos o mesmo, obtendo trés planos contendo o centro da base e
a reta perpendicular a essa base e contendo seu centro. O prolongamento
de cada uma das arestas dos dois tridngulos adjacentes contendo apenas um
vértice da base encontra-se em um ponto. Esse ponto é um dos vértices
do tetraedro. Escolhemos adequadamente um triangulo por vértice (como
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indicado na Figura 8) e prolongamos (ciclicamente) suas outras arestas.
Esses prolongamentos encontram o plano da base oposta em trés pontos,
fechando o tetraedro. O mesmo argumento com escolha de outros pares de
faces do icosaedro mostram que ele pode ser inscrito em um octaedro (e,
neste caso, os vértices do icosaedro estarao nas arestas do octaedro).

Com essas informacoes, procederemos com a obtencao das medidas exatas
desses trés poliedros.

A primeira fase consiste em inscrever um octaedro em um tetraedro, o
que é bem simples. Basta tomar como vértices do octaedro os pontos médios
das arestas do tetraedro. Veja uma representacao na Figura 9.

AN

58

FicuraA 9. Inscrever um octaedro regular em um tetraedro
regular. Os pontos médios das arestas do tetraedro sao os
vértices do octaedro.

Em seguida vamos inscrever um icosaedro no octaedro, usando a in-
formacao de que as arestas da face do icosaedro estdo alinhadas com os
vértices da face do tetraedro que a contém. Acompanhe a argumentagao
com a figura 10.

Sejam AABC uma face do tetraedro, D € AB, E € BC e F € CA os
pontos médios, ou seja, ADFEF é uma das faces do octaedro inscrito. Que-
remos localizar os vértices G € DF, H € DE e I € EF da face AGHI do
icosaedro inscrito. Para que essa face seja um triangulo equildtero, devemos
ter as igualdade DG = IF = EH e para determinarmos seus comprimentos
precisamos impor as relagoes

DG _FI _ EH
GF [E HD’
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FiGurA 10. Visao de uma das faces do tetraedro, contendo
uma das faces do octaedro e do icosaedro inscritos.

e como temos que respeitar os alinhamentos A — G — I, B— H — G e
C—1—H, obteremos o valor dessas razoes por um argumento de semelhanga
de triangulos.
Temos que EF || AB e, daf, FI || AD. Assim, AGAD ~ AGIF. Assim,

vale a igualdade

AD DG AD

IF  GF DG’
pois IF = DG. Sejam AD =/{, DG =z e GF =/ — z. O valor de = deve
resolver a equacao DG? = AD GF, ou 22 —fx +¢? = 0, cuja solucio positiva

éx = ¢/l onde
_—1+45

¢ 2

a razao aurea.

Finalmente, mostremos que duas das faces triangulares assim obtidas
inscritas em faces adjacentes do octaedro conectam-se por um tridngulo
equildtero. Acompanhe o raciocinio pela Figura 11.

Sejam AABC e ACBG duas faces adjacentes do octaedro, e ADEF
e AFHI as faces triangulares inscritas nelas (com D € AB, E € BC,
F € CB, H € CG el € BG). Mostremos que ADFH também é equilétero.

Primeiramente aplicamos a Lei dos Cossenos ao triangulo AADE, saben-
do-se que o angulo DAE mede 60 graus (seu cosseno é 1/2). Para simplificar,
assumimos que AB mede 1, donde segue que AE =1 — ¢ = ¢?, AD = ¢,
onde ¢ = (=14 +/5)/2. Assim,

DE? = AD?>4+ AE? — AD AE cos(60) = ¢ +¢* — ¢® = ¢* +¢%(1— ) = 26,
ou seja, DE = ¢*>/2 = DF = FH.
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Ficgura 11. Duas faces adjacentes do octaedro contendo
duas faces do icosaedro conectadas por uma terceira face.

Para calcularmos DH observamos que ACDH ~ ACAG. Como AG =
V2, AC =1 e CG = ¢?, obtemos que DH = ¢*/2, como querfamos.

6. SOLIDOS DE ARQUIMEDES

Um sélido de Arquimedes é um poliedro convexo com faces regulares, tais
que para cada par de vértices existe uma congruéncia do poliedro sobre si
mesmo, mapeando um vértice no outro, e que nao seja nem um prisma e
nem um antiprisma.

Nao chegou até nds obra de Arquimedes que trata dos 13 poliedros que
levam seu nome. Sabemos disso apenas por Pappus, na segunda parte Livro
V de suas Colegoes [8, pp. 351 e seguintes]. Johannes Kepler demons-
trou a existéncia desses 13 sélidos e deu-lhes os nomes atuais, em sua obra
Harmonices Mundi, [7, Livro 11, Prop. XXVIII, pp. 61-65].

A proposigao a seguir traz uma limitagao sobre a existéncia destes, devida
a Kepler [7, Prop.XVII, p. 51].

Proposigao 7. Nao é possivel obter um poliedro de Arquimedes em que
uma das faces tem uma quantidade impar de arestas e que tenha arestas
comuns a dois tipos de poligonos.

Demonstracao. Esta é uma simples questao de contagem, usando a condicao
da congruéncia entre cada par de vértices. ([l

6.1. Dois tipos de faces. Consideramos as diversas possibilidades e im-
possibilidades de configuracao das faces que contém um vértice, comecando
com poliedros que contém dois tipos de faces.

6.1.1. Faces triangulares e quadradas. Comecemos com faces triangulares e
quadradas em cada vértice.
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FIGURA 12. Cuboctaedro (dois tridangulos e dois quadrados
por vértice); rombicuboctaedro (um tridangulo e trés qua-
drados por vértice); cubo achatado (um quadrado e quatro
triangulos por vértice).

Proposicao 8 (Cuboctaedro). Existe um poliedro semirregular com dois
quadrados e dois tridngulos por vértice. Possui 8 faces triangulares e 6
quadradas. Veja a Figura 12.

Demonstragao. A condigao de angulos estd satisfeita (2 x 60° + 2 x 90° =
300° < 360°).

Sua construcao a partir de um cubo é simples. Basta usar como vértices
os pontos médios das arestas do cubo como vértices do sélido.

A cada um dos 8 vértices do cubo corresponde uma face triangular e a
cada uma das 6 faces do cubo, uma face quadrada. O

Observacao 9. Um triangulo e dois quadrados por vértice corresponde a um
prisma de base triangular.

Proposicao 9 (Rombicuboctaedro). Existe um poliedro semirregular com
trés quadrados e um triangulo por vértice. Possui 8 faces triangulares e 18
faces quadradas. Veja a Figura 12.

Demonstragdo. A condigao de soma de angulos estd satisfeita.

A construcao a partir de um cubo é simples. Colocam-se centrados em
cada face do cubo quadrados com arestas paralelas as da face e medindo
{(—1++/2), sendo ¢ a medida da aresta do cubo. Os quadrados centrados
em duas faces adjacentes do cubo sao ligadas por quadrados. (E assim que
se calcula a medida da aresta do sélido.)

A cada um dos 8 vértices do cubo corresponde uma face triangular e
a cada uma das 6 faces e a cada uma das 12 arestas do cubo, uma face
quadrada, totalizando 18 faces quadradas. O

Proposigao 10 (Cubo Achatado). Existe um poliedro semirregular com
quatro tridngulos e um quadrado por vértice. Possui 6 faces quadradas e 32
faces triangulares. Veja a Figura 12

Demonstragao. A condigao de soma de angulos esta satisfeita (4 x 60° + 1 x
90° = 330° < 360°).
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Uma andlise andloga aquela feita para o icosaedro inscrito no tetraedro na
Secao 5, paginas 13 e seguintes, aplicada a uma face quadrada rodeada de
faces triangulares, sugere que certas faces triangulares que tenham apenas
um vértice em comum com uma face quadrada estejam contidas em faces
do octaedro. As faces quadradas estariam em planos perpendiculares as
retas que ligam o centro aos vértices e, portanto, estariam em faces de um
cubo (com uma rotagdo em relagao as arestas do cubo). Assim, faremos a
construcao a seguir a partir do cubo.

Ficura 13. Construcao do cubo achatado.

Descrevemos a construcao a partir de um cubo de lado 2 centrado na
origem de um sistema de coordenadas e com faces paralelas aos planos co-
ordenados (consulte também [9]). Colocam-se quadrados centrados em cada
face do cubo, com a mesma rotagao quando vistos de fora. Na face em
que z = 1 os vértices sao A = (1,a,b), B = (1,—b,a), C = (1,—a,—b) e
D = (1,b,—a). Na face y = 1 os vértices sao F = (—a,1,b), F = (b,1,a),
G = (a,1,-b) e H = (—b,1,—a). As coordenadas a e b calculam-se com a
condicdo de que o triangulo AADF e seja equildtero, ou seja, AD? = AF?
e AD?*=DF?:

(a—b)2+0b+a)?=1-0%+(a—1)>+(b—a)® = 2ab+2a +2b=2;

(a—b?+(b+a)*=1-0)2+(b—-1)>*+(-2a)* = a®> - 2b= —1.

Assim, substituimos 2b = a?+1 (da segunda equacio) na primeira equacao
e obtemos a equacao a® 4 a® +3a — 1 = 0, que tem uma tnica solucio entre
0el (poisse p(z) =23+ 22+3r—1,entdo p(0) = —1 < 0ep(l) =4 >0, e
como p/(z) = 322 + 2z + 3 ndo tem raizes reais, p’(z) > 0 para todo x € R,
e, portanto, p(x) define uma funcao estritamente crescente em R, etc.).

Essa construcao evidencia que para cada uma das 12 arestas do cubo
existem dois tridngulos equilateros ligando a face quadrada do cubo achatado
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com a face contida na face do cubo adjacente, e para cada um dos 8 vértices
do cubo existe um triangulo ligando trés faces quadradas do cubo achatado.
Assim, o cubo achatado possui 32 = 24 + 8 faces triangulares e 6 faces
quadradas. O

Observacdo 10. Para calcular as coordenadas dos vértices de dois dos po-
liedros de Arquimedes (o cubo achatado, acima, e o dodecaedro achatado,
mais adiante), precisam-se resolver equagoes de terceiro grau. O método de
Vieta é facil de ser aplicado. A equacdo 3 + ax? + bx + ¢ = 0 transforma-se
na equacgao t3 4 pt +q = 0 com a substituicdo t = x+a/3, com p = b—a?/3)
eq=(c— %b + 23—;) A transformagao de Vieta faz-se pela substituicao
t = w— 3% e resulta na equacio wS + quw3 — p3 /27 = 0, com solugoes

3 _ —aEy/¢*+4p3/27
=L VITFIZ

Exercicio 2. Podemos obter o cubo achatado também a partir do octaedro,
usando a ideia descrita para o icosaedro na Secao 5, nas paginas 13 e seguin-
tes. Imponha a condicao de que cada face triangular inscrita no octaedro
tenha suas arestas alinhadas com os vértices da face do octaedro. Calcule
as coordenadas dos vértices do cubo achatado.

w

Observacdo 11. Um quadrado e trés triangulos por vértice corresponde a um
antiprisma de base quadrada, e um quadrado e dois triangulos por vértice,
a piramide de base quadrada. Assim, esgotam-se as possibilidades com
triangulos e quadradoa, por causa da condicao da soma de angulos.

6.1.2. Faces triangulares e pentagonais. O proximo caso a ser considerado
envolve faces triangulares e pentagonais.

& &

FIGURA 14. Icosidodecaedro (dois triangulos e dois penta-
gonos por vértice); dodecaedro achatado (um pentigono e
quatro triangulos por vértice).

Proposicao 11 (Icosidodecaedro). Existe um poliedro semirregular com
dois triangulos e dois pentagonos por vértice. Possui 20 faces triangulares e
12 pentagonais. Veja a Figura 14.
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Demonstragao. A condigao da soma de angulos estd satisfeita (2 x 60° + 2 x
108° = 346° < 360°).

A construgdo é simples. Basta usar os pontos médios das arestas de um
dodecaedro como vértices do solido.

A cada uma das 12 faces do dodecaedro corresponde uma face pentagonal
do sdlido e a cada um dos 20 vértices do dodecaedro, uma face triangular. [

Proposicao 12 (Dodecaedro Achatado). Existe um poliedro semirregular
com quatro faces triangulares e uma pentagonal por vértice. Possui 80 faces
triangulares e 12 pentagonais. Veja a Figura 14.

Demonstragao. A condicao de soma de angulos estd satisfeita (4 x 60° +
108° = 348° < 360°).

Ficura 15. Construcao do dodecaedro achatado a partir do
icosaedro: triangulos rodados, em faces adjacentes do icosa-
edro.

A construcao deste sélido a partir do dodecaedro é bastante complicada.
assim, nao imitamos a construcao do cubo achatado. Fazemos uma cons-
trucao a partir do icosaedro, descrita por Huybers e Coxeter [5]. Veja a
Secao 5, na pagina 13 para a descrigao da ideia. Colocamos tridngulos ro-
tacionados em duas faces triangulares adjacentes e impomos a condicao de
que certos triangulos resultantes sejam equilateros.

Acompanhe o raciocinio com a Figura 15. Fixemos um sistema de coor-
denadas com origem no centro da esfera que circunscreve o icosaedro. Se y;
for um dos vértices do icosaedro, entao |y;|| serd igual ao raio o da esfera, e
se y;yy, for uma de suas arestas, entao o produto escalar (y;, ty) terd sempre
o mesmo valor, igual a o2 cos(2arcsen(¢/20)) = 0*v/5/5, onde ¢ é a medida
da aresta do icosaedro.

Sejam 7 = (1 +v/5)/2, y1 = (£/2)(=1,0,7), yo = (£/2)(1,0,7) e y3 =
(¢/2)(0,7,1) os vértices de uma das faces do icosaedro, e yi, y2 € y4 =
(£/2)(0, —7,1) os vértice de uma face adjacente. Sejam x1, T2 e x3 os vértices
do triangulo equildtero (a ser determinado) contido na face y1y2y3 € x4 0
vértice do triangulo equilatero contido na face y1y2y4 mais préximo da aresta
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Y192 (veja a Figura 15). Como 1, 3 e z3 estdo no plano que contém y, yo
e y3, temos que (pela simetria das posigoes) devem existir a > b > 0, com
a < 1, tais que

1 —y1=aly2 —y1) +b(ys —y1) = z1 = (1 — a — b)y1 + ayz + bys;

)+ )
xo —y2 = a(ys —y2) + b(y1 — y2) = x2 = by1 + (1 — a — b)y2 + ays;
)+ )

(

b(
x3—y3=a(y1 —y3) +b(y2 —y3) = x3 = ay1 + by2 + (1 —a — b)ys;
(

Ty —ys=a(yr —y2) + b(ya —y2) = x4 = ay1 + (1 —a — b)y2 + bya.
Queremos, em particular, que x2, x1 e y; estejam alinhados, ou seja,
deverd existir t > 0, tal que x9 —y; = t(x1 —y1). Dal,a=the (1—a—0b) =
ta = tb e, como a soma dos coeficientes (1 —a —b), a e b é 1, devemos ter
b=1/(1+t+1*). Assim, 21 = b(t*y1 + ty2 + y3), 2 = b(y1 + t7y2 + tys),
x3 = b(tyr + y2 + 12y3) e 24 = b(ty1 + t°y2 + ya).

Observe que [|lz1][ = [|z2f| = [Jzs] = |||
A condicio de que Az1xoz4 seja equildtero expressa-se por ||z4 — z1]|? =
|22 — 21]|? e ||zg — 22]|> = |lz2 — 21]|?, que devido as igualdades acima,

reduzem-se a (x1,x4) = (x1,x9). Para simplificar as contas, assumimos que
0 =4e, assim, ||ly;[|> =10+2v5e (y;,y;) =2+2V5,sei # jei,j=1,2,3,
e (y3,y1) = =2 — 2V/5:

(z1,m2) = D2(t2 + 12 + 1)(10 4+ 2v/5) + b2 (t* + £ + 12 + 2t + 1)(2 + 2V5),

(21, 74) = b2(2t3)(10 + 2v/5) + 2 (t* + 3t2 + 2t — 1)(2 + 2V/5).

Igualando os dois produtos escalares acima obtemos a equagao

5 3-v5, 5+V5 1445
t — t - t - = 07
4 4 2
ou t? — [(7 — 1)2/2Jt? — [(1 + 7%)/2]t — 7 = 0, que tem uma tnica solugao
real positiva. O

Observagdo 12. Um pentdgono e trés triangulos por vértice corresponde a
um antiprisma pentagonal e um pentdgono e dois triangulos, uma piramide
pentagonal. A condic cao da soma de angulos exclui qualquer outra possi-
bilidade.

6.1.3. Faces triangulares e hexagonais.

Observagdo 13. Uma face hexagonal e trés triangulares por vértice corres-
ponde a um antiprisma hexagonal. Uma face hexagonal e duas triangulares
nao formam um sélido, pois o angulo interno do hexagono é igual a soma
dos dois angulos internos dos triangulos.

Proposicao 13 (Tetraedro Truncado). Existe um sélido semirregular com
uma face triangular e duas hexagonais por vértice. Possui 4 faces triangu-
lares e 4 hexagonais. Veja a Figura 16.
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FI1GURA 16. Tetraedro truncado (um triangulo e dois hexa-
gonos por vértice); cubo truncado (um tridngulo e dois
octégonos por vértice); dodecaedro truncado (um tridangulo
e dois decdgonos por vértice).

Demonstragao. A condi¢ao de soma de angulos esta satisfeita (60° + 2 x
120° = 300° < 360°).

Sua construcao a partir de um tetraedro é simples. Basta dividir cada
aresta do tetraedro em 3 partes iguais e usar os pontos internos as arestas
assim obtidos como vértices do sélido.

A cada uma das 4 faces do tetraedro corresponde uma face hexagonal do
sélido, e a cada um dos 4 vértices, uma triangular. O

6.1.4. Faces triangulares e octogonais.

Observagdo 14. Com faces heptagonal e triangulares por vértice existe ape-
nas a possibilidade do antiprisma heptagonal, com trés tridngulos e um
heptagono por vértice. Dois heptdgonos e um triangulo por vértice nao é
consistente, pois o heptagono tem um ndmero impar de arestas e estaria
adjacente a triangulos e heptdgonos, incompativel, pela Proposicao 7.

Observacdo 15. Com um octégono e triangulos por vértice existe apenas a
possibilidade do antiprisma octogonal.

Proposicao 14 (Cubo Truncado). Existe um poliedro semirregular com
um triangulo e dois octégonos por vértice. Possui 8 faces triangulares e 6
octogonais. Veja a Figura 16.

Demonstragao. A condi¢ao de soma de angulos estd satisfeita (60° + 2 x
135° = 330° < 360°).

Sua construcao a partir de um cubo é simples. Basta colocar um octaedro
em cada face do cubo, com todos os seus vértices nas arestas do cubo.

A cada vértice do cubo corresponde uma face triangular do sélido e a
cada face do cubo, uma octogonal. ([

6.1.5. Faces Triangulares e Decagonais.
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Observacdo 16. Com enedgono e triangulos por vértice sé existe a possibi-
lidade de um antiprisma. Qualquer outra é incompativel com a soma de
angulos, ou com a Proposigao 7.

Proposigao 15 (Dodecaedro Truncado). Existe um poliedro semirregular
com um triangulo e dois decagonos por vértice. Possui 20 faces triangulares
e 12 decagonais. Veja a Figura 16.

Demonstragdo. A condicdo de soma de angulos esta satisfeita (60° + 2 x
144° = 348° < 360°).

Sua construgdo parte da inscrigdo de um decdgono regular em cada face,
contendo todos os seus vértices e cinco de suas arestas nas arestas de cada
face do dodecaedro.

A cada um dos 20 vértices do dodecaedro corresponde uma face triangular
e a cada uma das 12 faces do mesmo, uma face decagonal. (]

Observagdo 17. A condigao de soma de angulos s6 permite a existéncia de
antiprismas, se forem usados poligonos regulares de mais de 10 lados. Com
isto terminam as possibilidades de sélidos com faces triangulares e com outro
poligono regular.

6.1.6. Faces Quadradas e Hexagonais.

Observagao 18. A tnica possibilidade de poliedro (com a condi¢ao de con-
gruéncia entre pares de vértices) com faces quadradas e pentagonais é a
do prisma de base pentagonal, pela condicao da soma de angulos e pela
Proposigao 7.

F1GURA 17. Octaedro truncado (um quadrado e dois hexa-
gonos por vértice); dodecaedro truncado (um pentdgono e dois
hexdgonos por vértice).
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Observacao 19. A condicdo de soma de angulos somente permite prismas
usando faces quadradas e pentagonais.

Proposicao 16 (Octaedro Truncado). Existe um poliedro semirregular com
um quadrado e dois hexagonos por vértice. Possui 6 faces quadradas e 8
hexagonais. Veja a Figura 17.

Demonstragao. A condi¢ao de soma de angulos esta satisfeita (90° + 2 x
120° = 330° < 360°).

Sua construgao é simples. Basta dividir em trés partes iguais cada aresta
do octaedro regular e usar os pontos interiores as arestas daquele como os
vértices do sélido em questao.

A cada um dos 6 vértices do octaedro corresponde uma face quadrada e
a cada uma das 8 faces do mesmo, uma face hexagonal. U

Observagdo 20. A condigdo da soma de angulos permite construir apenas
prismas usando quadrados e outro poligono de mais de seis lados.

6.1.7. Faces Pentagonais e Hexagonais.

Proposicao 17 (Icosaedro Truncado). Existe um poliedro semirregular com
um pentagono e dois hexdgonos por vértice. Possui 12 faces pentagonais e
20 hexagonais. Veja a Figura 17.

Demonstragao. A condigao de soma de angulos esta satisfeita (108° + 2 x
120° = 348° < 360°).

Sua construgao é simples. Basta dividir em trés partes iguais cada aresta
do icosaedro regular e usar os pontos interiores as arestas daquele como os
vértices do sélido em questao.

A cada um dos 12 vértices do icosaedro corresponde uma face pentagonal
e a cada uma das 20 faces do mesmo, uma face hexagonal. ([

Observacdo 21. Acabaram-se as possibilidades de dois tipos de poligonos
por vértice, pela condi¢ao da soma dos angulos e pela Proposicao 7.

6.2. Trés tipos de faces. Consideremos agora os poliedros arquimedianos
que tém trés tipos de poligonos como faces.

6.2.1. Faces Triangulares, Quadradas e Pentagonais.

Proposicao 18 (Rombicosidodecaedro). Existe um poliedro semirregular
com um triangulo, dois quadrados e um pentidgono por vértice. Possui 20
faces triangulares, 30 quadradas e 12 pentagonais. Veja a Figura 17.

Demonstragao. A condi¢ao de soma de angulos estd satisfeita (60° + 2 x
90° + 108° = 348° < 360°).

Para construir o sélido, inscrever um pentiagono em cada face de um
dodecaedro regular, com as arestas paralelas as deste e de modo que ligam-
se as arestas paralelas contidas em faces adjacentes do dodecaedro formem
um quadrado.

A cada uma das 12 faces do dodecaedro corresponde uma face pentagonal
do sélido, e a cada um dos 20 vértices, uma face hexagonal. O
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F1GURA 18. Rombicosidodecaedro (um triangulo, dois qua-
drados e um pentdgono por vértice); cuboctedro truncado
(um quadrado, um hexdgono e um octégono por vértice);
icosidodecaedro truncado (um quadrado, um hexdgono e um
decdgono por vértice).

Observacdo 22. A Proposi¢do 7 e a condi¢ao da soma de angulos vedam
qualquer outra combinagao de faces quadradas, pentagonais e hexagonais.

6.2.2. Faces Quadradas, Hexagonais e octogonais.

Proposigao 19 (Cuboctaedro Truncado). Existe um poliedro semirregular
com um quadrado, um hexdgono e um octégono por vértice. Possui 12 faces
quadradas, 8 hexagonais e 6 octogonais. Veja a Figura 18.

Demonstragao. A condigao de soma de angulos estd satisfeita (90° + 120° +
135° = 345° < 360°).

Para sua construgao, colocar em cada face quadrada do cuboctaedro um
octaedro regular, com quatro de suas faces paralelas as do quadrado, de
modo que os octégonos sobre lados quadrados adjacentes liguem-se por qua-
drados. As faces hexagonais aparecerao naturalmente. ([

6.2.3. Faces Quadradas, Hexagonais e Decagonais.

Proposicao 20 (Icosidodecaedro Truncado). Existe um poliedro semirre-
gular com um quadrado, um hexdgono e um deciagono por vértice. Possui
30 faces quadradas, 20 hexagonais e 12 decagonais. Veja a Figura 18.

Demonstragao. A condigao de soma de angulos esta satisfeita (90° + 120° +
144° = 354° < 360°).

Para sua construgao, colocar um decdgono regular em cada face penta-
gonal do icosidodecaedro de modo que seja ligado ao dodecaedro de cada
face pentagonal adjacente por um quadrado. As faces hexagonais aparecerao
naturalmente. (]

Observagao 23. A condigdo da soma de angulos veda a existéncia de qualquer
outra combinacao de faces.
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6.2.4. Quiralidade dos Sélidos Achatados. O cubo achatado e o dodecaedro
achatado envolvem uma rotacao das faces quadradas e pentagonalis, res-
pectivamente. Esta rotagao pode ser tanto no sentido horario quanto no
anti-horario. Isto permite formar dois pares de sélidos achatados que sao
congruentes, mas nao diretamente congruentes entre si.

Quiralidade (derivado do grego antigo, xelp, quir, mao) é a orientagao
do sélido em relagao a rotagao aplicada aquelas faces (anti-horario, regra
da mao direita; horédrio, regra da mao esquerda). Tanto o cubo achatado
quanto o dodecaedro achatado admitem duas orientacoes, que sao enan-
tiomdrficas (formas opostas, uma é a imagem especular da outra, mas nao
s@o diretamente congruentes).

Na construcao do cubo achatado a partir do cubo, podemos colocar os
quadrados em cada face rotacionados nos dois sentidos, horario ou anti-
horéario, como indicado na Figura 19.

FIGURA 19. Duas formas enantiomorficas do cubo achatado.

Na construgao do dodecaedro achatado, podemos rotacionar os tridngulos
nas faces do icosaedro de duas maneiras, como indicadas na Figura 20.

313/ ) wZ/Q

Ficura 20. Duas formas enantiomoérficas do dodecaedro achatado.

Esta dualidade de orientacoes aparece na estrutura de moléculas mais
complexas, estudadas em quimica organica.
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7. EXERCICIOS

Exercicio 3. Sabendo-se que o volume de uma piramide é V' = A,h/3, onde
Ay é a area da base e h é sua altura, calcule o volume de uma piramide cuja
base seja um pentagono regular com aresta medindo a e suas faces laterais
sejam triangulos isdsceles com lados iguais a b e base a.

Exercicio 4. Calcule o volume de um antiprisma de faces regulares, com
arestas medindo ¢. [Sugestao: seja O o centro da esfera que o circuns-
creve; se AABC for uma das faces laterais, calcule o volume do tetraedro
(piramide de base triangular) OABC'; mostre que se M for o centrdide (en-
contro das medianas) do triangulo AABC, mostre que OM é perpendicular
ao triangulo e, portanto, sua media sera a altura da piramide. Faga isto com
as faces triangulares do antiprisma. O antiprisma serd decomposto como a
unido de dez tetraedros e duas piramides de vértice O e bases pentagonais.|

Exercicio 5. Calcule o raio da esfera inscrita em cada sdlido platonico em
funcao da medida da aresta /.

Exercicio 6. Calcule as areas das faces e os volumes dos cinco sdlidos
platonicos em funcao da medida ¢ de suas arestas.

Exercicio 7. Calcule o raio da esfera inscrita em cada sélido de Arquimedes
em funcdo da medida ¢ das arestas. [Sugestdo: observe que cada sélido
arquimediano foi construido direta ou indiretamente a partir de um sdélido
platonico.

Exercicio 8. Calcule as areas das faces e os volumes dos treze solidos ar-
quimedianos em fungdo da medida ¢ de suas arestas.

Exercicio 9. Calcule os cossenos dos angulos diedrais entre cada par de
faces adjacentes dos s6lidos platonicos e arquimedianos.

Exercicio 10 (Dualidade entre os Sélidos Platénicos). Mostre que os circun-
centros das faces de um tetraedro regular sao os vértices de outro tetraedro
regular; que os do cubo sdo de um octaedro regular; que os do octaedro
regular sao de um cubo; que os de um dodecaedro regular sdo os de um
icosaedro regular; que os de um icosaedro regular sao os de um dodecaedro
regular. [Observe a quantidade de vértices e de faces em cada caso.]
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