CILINDROS, CONES E ESFERAS

RICARDO BIANCONI

RESUMO. Apresentamos propriedades bésicas de cilindros, cones e esfe-
ras. Calculamos a drea de uma superficie esférica (seguindo Arquimedes)
e de um tridngulo esférico (Teorema de Girard), e aplicamos & teoria dos
poliedros convexos (férmula de Euler e Teorema de Descartes).
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1. INTRODUGAO: CIRCUNFERENCIAS

Estudamos neste texto propriedades métricas de cones cilindros e esferas.
Como isto depende de propriedades métricas de circulos e circunferéncias,
apresentamo-las nesta introducao.

Para fixarmos a nomenclatura, definimos uma circunferéncia de centro C'
e raio p > 0 em um plano 3 como o conjunto {P € f: CP = p} e o circulo
de centro C' e raio p no plano 8 como o conjunto {P € 5: CP < p}.

Date: 2018.
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Calculamos perimeros e areas pelo método da exaustao, ou limites. Para
isto precisamos de algumas estimativas, tiradas da obra Da esfera e do Ci-
lindro I de Arquimedes, [1]. Comecemos com uma simples observagao.

Observagao 1. Seja Bi...Byy, (m > 3, k > 2) um poligono regular ins-
crito (respectivamente, circunscrito) em uma circunferéncia. O perimetro
do poligono B1Bpy1 - - B(i—1)m+1 tem perimetro menor (respectivamente,
maior) que o daquele. Isto é uma consequéncia imediata da desigualdade
triangular (a soma de dois lados de um tridngulo é maior que o terceiro
lado).

Proposigao 1. Sejam A;...A, e By ...B,, dois poligonos convexos regu-
lares, sendo que o primeiro estd inscrito em uma circunferéncia e o outro
esté circunscrito & mesma circunferéncia. Entao o perimetro do primeiro é
menor que o do segundo.

Demonstragcao. Vamos considerar primeiramente o caso em que m = n. Sem
perda de generalidade, podemos assumir que os vértices do poligono inscrito
sao os pontos médios das arestas do poligono circunscrito (estes pontos serao
os ponto em que as arestas do circunscrito tangenciam a circunferéncia).
Aqui, a desigualdade triangular implica o resultado.

Pela observagao acima, o poligono regular inscrito de mn lados tem peri-
metro maior que o de Bj ... By, e o poligono regular circunscrito de mn
lados tem perimetro menor que o de A; ... A,. Comparamos todos estes e
concluimos o resultado, no caso geral. ([l

O resultado a seguir é util nas aproximagoes de comprimento da circun-
ferénciaa e area do circulo.

Proposicao 2 (Arquimedes, [1, Prop. 3, pp. 405-406]). Dados o nimero
real A > 1 e uma circunferéncia, existe ng € N, tal que se n > ng, a razao do
lado do poligono regular circunscrito de 2" arestas sobre o do inscrito com
mesmo numero de arestas é menor que A.

Demonstragdo. Acompanhe a demonstracao com a Figura 1.

Construir um triangulo retangulo com um cateto PQ medindo 1 e hipote-
nusa PR medindo \. Transportar o angulo ZRP( entre este cateto e a hipo-
tenusa para a circunferéncia (con vértice no centro O da mesma). Subdividir
a circunferéncia em 4, 8, 16, ..., 2" partes iguais, até que o angulo entre dois
vértices adjacentes seja menor que o dobro do angulo ZRPQ. Sejam AB e
CD arestas do poligono inscrito e circunscrito, respectivamente, e M € AB,
N € CD os respectivos pontos médios. Os triangulos retangulos AOAM e
ANOCN sao semelhantes. O angulo ZAOM = ZCON é menor que o angulo
ZRPQ. Dai, CD/AB = CN/AM = ON/OM = OA/OM < PR/PQ = \,

como queriamos. O

Observacdo 2. Uma consequéncia imediata deste resultado é que a razao do
perimetro do poligono circunsnscrito sobre o inscrito é menor que .
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FiGURA 1. Aproximando a circunferéncia por poligonos ins-
critos e circunscritos.

1.1. Perimetro de uma Circunferéncia. Mostramos agora que os peri-
metros dos poligonos regulares de 2" arestas inscritos e circunscritos a uma
circunferéncia convergem para um mesmo valor, quando n cresce indefinida-
mente. Parafraseamos a Proposicao 6 da obra de Arquimedes citada acima,
[1, Prop. 6, pp. 407-408].

Proposicao 3. Dados um niimero real € > 0 e uma circunferéncia, existe
ng € N, tal que se n > ng, o perimetro do poligono regular de 2" arestas
menos o do inscrito de mesmo nimero de arestas é menor que €.

Demonstragao. Seja p o raio da circunferéncia dada. O perimetro do qua-
drado circunscrito é 4 x 2p = 8p. Os perimetros dos poligonos inscritos e
circunscritos de 2™ arestas (n > 2) sd@o menores ou iguais que a deste qua-
drado. Sejam B, e p, os perimetros dos poligonos circunscritos e inscritos
na circunfereéncia dada, respectivamente.

Sejam A = 14 &/8p e ng, tais que se n > ng, P /pn < A. Dai, P, <
)‘pn:pn+5pn/8p<pn+5a ou seja, Pp — pp < €. U

Com isto, podemos definir o perimetro da circunferéncia de raio p como
o limite dos perimetros dos poligonos regulares inscritos ou circunscritos,
com o numero de lados tendendo ao infinito. Por semelhanca de poligons,
sabemos que este perimetro é um multiplo do diametro da circunferéncia.
A constante multiplicativa é nomeada pela letra grega . Arquimedes fez a

estimativa

223 P 22
2 e 22
71 7’

na Proposigao 3 de sua obra Da Medida do Circulo, [1, Prop. 3, p. 448-451].
O erro de aproximagao é menor que 223/71—22/7 < 0,0020121. Uma outra
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aproximagao aparentemente conhecida na época é

355 7
0< 113 m<3x107".
1.2. Area de um Circulo. Apresentamos a aproximacao da area de um
circulo segundo Arquimedes, [1, Da Esfera e do Cilindro I, Prop. 6, pp.
407-408].

Comecemos com a observacao de que a razao entre as areas de dois
poligonos regulares com mesma quantidade de arestas é igual a razao entre
os quadrados de seus lados.

De fato, se o poligono tem n arestas, circunscreva-o em uma circun-
feréncia. Sua area pode ser calculada como a soma das areas dos triangulos
com um vértice no centro da circunferéncia e base uma aresta do poligono (a
altura do tridngulo é o raio p da circunferéncia). O lado do poligono mede
¢ = 2psen(m/n), donde retiramos p = ¢/2sen(w/n). A area do poligono
serd, entdo, A = nlp/2 = nl?/4sen(mw/n). Assim, se as medidas dos lados
de dois poligonos regulares de n arestas forem ¢, e £o, entao a razao da area
do primeiro sobre a do segundo ser4 3 //3.

Proposicao 4. Dados um niimero real € > 0 e uma circunferéncia de raio
p, existe ng € N, tal que se n > ng, a drea do poligono regular de 2"
arestas circunscrito & circunferéncia menos a dos inscrito de mesmo ntimero
de arestas é menor que €.

Demonstragao. Comegamos observando que as areas dos poligonos inscri-
tos e circunscritos a circunferéncia nao sao maiores do que a do quadrado
circunscrito, que é 4,02.

Sejam A\ = +/1+¢/4p? e ng, tais que se n > ng, L,/l, < A, onde
L, e /£, sao os lados dos poligonos regulares de 2™ arestas circunscritos e
inscritos, respectivamente. Se as respectivas areas forem %, e a,, entao
Ay /0, = L2 /02 < N2 =14 ¢/4p?. assim,

a
an:A2an:an+5—"2<un+e,
4p

ou seja, A, —a, < €. O
Assim, a drea do circulo de raio p é o limite das dreas dos poligonos

inscritos, quando a quantidade de arestas tende ao infinito. No limite, esta
area serd igual a metade do perimetro da circunferéncia vezes o raio, ou seja

A =7p?.
2. CONES E CILINDROS

Estudamos aqui propriedades métricas de cones e cilindros. Sao tteis
para o estudo da esfera, mais adiante.

Definicao 1. Dados um plano 8, um ponto V e uma circunferéncia
S C B, o conjunto dos pontos contidos nas retas , P €S8, échamado de



CILINDROS, CONES E ESFERAS 5

superficie conica de vértice V e secao S. As retas W, P € S, sao chamadas
de geratrizes da superficie conica e a reta , C' o centro de S, é o eizo da
superficie conica. Se o eixo for perpendicular ao plano 5, entao a superficie
chama-se superficie conica circular reta.

Nesta secao estudamos apenas os cones circulares retos. No estudo das
secoes cOnicas encontramos cones nao retos (obliquos).

Definicao 2. O conjunto dos pontos contidos nos segmentos retas VP,
P e SUintS, é chamado de cone (de vértice V' e base o circulo S U int S).

O conjunto dos pontos de um cone entre o plano da base e outro plano pa-
ralelo ao da base, nao contendo o vértice, mas intersectando o cone, chama-se
de um tronco do cone.

No caso do tronco do cone, se (31 for o plano da base e By for o outro
plano que o define, a intersecao do cone com fFs também é chamada de base
do tronco de cone.

Daqui em diante, assumimos que os cones considerados sao circulares
retos.

Proposigao 5. O volume de um cone é Ah/3, onde A é a area do circulo
da base e h é a altura (distancia do vértice ao plano da base). A drea da
superficies lateral de um cone (sem contar a base) é amp, onde p é o raio do
circulo da base e a é a apdtema do cone (a distancia do vértice a qualquer
ponto da circunferéncia da base.

Demonstracao. Inscrevemos uma piramide de vértice V e como base um
poligono regular inscrito na circunferéncia da base e fazemos a quantidade
de lados deste poligono crescer indefinidamente. Os limites do volume e da
area lateral da piramide fornece as férmulas supracitadas. O

Disso deduzimos as férmulas para o volume e area lateral de um tronco
de cone.

Proposigao 6. O Volume de um tronco de cone de altura h, raios das bases
p1 € pa, é Vol = h(pt + p3 + p1p2)/3.

Demonstragao. Completamos o cone para obtermos a férmula desejada.
Para especificarmos, suporemos que p; > pa.

Se x for a altura do cone de base com raio ps e (z + h) a altura do
cone de base com raio p;. Assim, (x + h)/p1 = x/p2, donde segue que
x = hpa/(p1 — p2) e (x + h) = hp1/(p1 — p2). Dai, o volume do tronco do
cone ¢ a diferenca entre os volumes dos dois cones, ou seja

hm P1 2 P2 ) hr o 2
Vol = — ( p? ~ =— (] + +03),
3 <p1 P p—— 5 (P1+p1p2 + p2)
pois (p} — p3) = (p1 — p2)(pT + p1p2 + p3)- O

Para a proposicao seguinte precisamos definir o que é o lado de um tronco
de cone.
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Definicao 3. O lado de um tronco de cone é o comprimento de um segmento
contido na face lateral do tronco de cone e em um plano que contenha os
centros dos circulos das duas bases (este plano é perpendicular a ambas a
bases).

Proposigao 7. A area lateral de um tronco de cone de lado a, raios das
bases p1 e p2 é A =an(p1 + p2).

Demonstragcao. Completamos o cone como acima. Assumimos novamente
que p1 > pa.
Seja y o lado do cone de base com raio ps e y+a o de cuja base tem raio p;.
Dai, y/p2 = (y+a)/p1, ouseja, y = apz/(p1 — p2) e (y+a) = ap1/(p1 — p2).
A drea lateral do tronco de cone sera a diferenca entre a area lateral do
cone maior e a do menor.

1 2 1+ p2
A=ar (p1 p — p2 P >:a7r(p1+p2) — 2ar LT P2
p1— P2 p1— P2 2

Consideramos agora cilindros.

Definicao 4. Dados um plano 8, um ponto V ¢ 8 e uma circunferéncia
S C B de centro C, o conjunto dos pontos contidos nas retas r || W,
r > P € §, é chamado de superficie cilindrica de se¢do S e eixo W (0]
cilindro de secao S e eixo \%é o conjunto dos pontos contidos nas retas
r || , 73 P eSNintS. Se o eixo for perpendicular ao plano S, entao
o conjunto chamar-se-4 cilindro circular reto. O interior de um cilindro é o
conjunto dos pontos do cilindro que nao estao na sua superficie cilindrica.
Um tronco de cilindro é a parte de um cilindro entre dois planos paralelos.
Se nao houver mencao em contrario, tais planos serdao perpendiculares ao
eixo do cilindro (circular reto). Os circulos determinados pela intersecao do
cilindro com os planos sao as bases do tronco de cilindro.

Proposigao 8. O volume de um tronco de cilindro circular reto é Vol =
hmp?, onde p é o raio dos circulos das bases e h é sua altura. A fea lateral
de um tronco de cilindro circular reto (sem as bases) é A = 2hmp.

Demonstracao. Inscrevemos em uma base poligonos regulares de 2" ares-
tas e sobre ele construimos um prisma reto entre as duas bases do tronco
de cilindro. Fazendo o nimero de arestas tender ao infinito, obtemos os
resultados. ([

3. ESFERAS

Definigao 5. Dado um ponto C' e um ntimero real p > 0, a esfera de centro
C eraio p é o conjunto dos pontos B = B(C, p) = {P : CP < p}. A superficie
esférica de centro C' e raio p é o conjunto S = S(C,p) = {P : CP = p}.
O conjunto intB = {P : CP < p} é o interior da esfera e o conjunto
{P :CP > p} é o esterior da esfera. Para cada P € S, o segmento CP ser4
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chamado de raio da esfera e se P, € S forem tais que P — C — @, entao o
segmento PQ serd chamado de diametro da esfera.

Definigao 6. Um plano (3 sera tangente a esfera B (ou a superficie esférica
S), se BNB contiver um tnico ponto P € S, chamado de ponto de tangéncia.
Se esta intersecao contiver mais de um ponto, entao o plano serd secante &
esfera.

Proposicao 9. O plano 3 serd tangente a superficie esférica S (da esfera
B) no ponto P se, e somente se, CP L 3, onde C é o centro de S.

Demonstragdo. Suponhamos que CP L 3. Seja Q € 8, Q # P. O triangulo
ACPQ é um triangulo retangulo, cuja hipotenusa é C'Q). Ela é maior que o
cateto @, que mede p, o raio de S e, portanto, () pertence ao exterior da
esfera. Dai, (3 serd tangente a S no ponto P.

Suponhamos agora que P € SN B, mas CP [ B. Seja Q € B, tal que
CQ L B. Entao o triangulo ACPQ seré retangulo com hipotenusa CP,
um raio da esfera, que sera maior que o cateto CQ. Portanto Q) estard no
interior da esfera e, portanto S N B conterd mais de um ponto e, assim, o
plano 8 nao podera ser tangente a esfera. O

Proposicao 10. Seja 8 um plano secante a esfera B (ou superficie esférica
S). Entao NS serd uma circunferéncia.

Demonstragdo. Seja P € SNS.

Se o centro C de S estiver em 3, entdo a circunferéncia {Q € 8 : CQ =
CP}estara contida em SNS. Por outro lado, se @ € NS, entao CQ = CP
e, portanto, () estara naquela circunferéncia.

Se o centro C de S nao estiver em (3, seja O € 8 o pé da perpendicular
CO L B. Para cada P € BNS, o triangulo ACOP sera retangulo com
hipotenusa C'P medindo p, o raio da esfera, o que implica que o cateto OP
terd sempre a mesma medida, independentemente da escolha do ponto P.
Portanto, o conjunto 8 NS estard contido na circunferéncia de centro O e
raio OP no plano . Seja agora ) um ponto pertencente a circunferéncia de
centro O e raio OP no plano 3. O triangulo ACOQ tem catetos CO e OQ,
sendo que este 1iltimo é congruente a O P considerado anteriormente. Assim,
a hipotenusa CQ tem a mesma medida que C'P, o raio da esfera. Assim,
Q € BNS. Isto mostra que a intersecao de B com S é uma circunferéncia. [J

Definigao 7. Se o plano (3 contiver o centro da esfera B (ou superficie
esférica correspondente S), a circunferéncia (ou, respectivamente, circulo)
S N B (ou, respectivamente, B N 3) chama-se circunferéncia mdaxima (ou,
respectivamente, circulo mdzimo) da esfera. Cada circunferéncia méxima
divide a esfera em duas partes disjuntas, dadas pelas intersecoes da superficie
esférica com os dois semiespacos determinado pelo plano da circunferéncia
méaxima. Cada uma destas partes é um hemisfério.
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Observacdo 3. Se dois pontos estiverem em dois hemisférios distintos de
uma superficie esférica, entao o arco de circulo méaximo entre eles intersecta
a circunferéncia que determina os hemisférios.

3.1. A Area de uma Superficie Esférica. Usamos troncos de cone para
aproximar a area de uma superficie esférica.

Definicao 8. Dizemos que um tronco de cone estd inscrito em uma esfera
se a intersecao de suas duas bases com a superficie esférica forem as cir-
cunferéncias dos circulos que formam essas bases. O tronco de cone esta
circunscrito a esfera se sua face latera intersectar a superficie da esfera em
uma circunferéncia e o restante da face lateral do tronco de cone estiver no
exterior da esfera.

O lado de um tronco de cone inscrito ou circunscrito a esfera é um dos
segmentos da intersecdo da faces lateral do tronco de cone com um plano
contendo seu eixo. Observe que tal plano também contém o centro da esfera.

F1GURA 2. Aproximando a esfera por troncos de cones ou de
cilindros inscritos e circunscritos.

Para as duas proposigoes abaixo, acompanhe a Figura 2.

Proposigao 11. A drea lateral de um tronco de cone inscrito em uma esfera
de raio p, com lado a e altura h é A = 2who e Vol = 2hno?/3, onde o é o
raio da esfera inscrita neste tronco de cone.

Demonstragao. Intersectamos a esfera com o tronco de cone inscrito por
um plano contendo seu eixo. Sejam AB um dos lados do tronco de cone
neste plano; FG o didmetro da circunferéncia (que é a interseccio da su-
perficie esférica com o plano) contendo o eixo e cujo centro seja o ponto
O; M,N € FG os pés das perpendiculares AM,BN 1L FG; X € BN o pé
da perpendicular AX 1L BN; I € AB o pé da perpendicular OI L AB; e,
finalmente, R € F'G o pé da perpendicular IR | FG. (Veja a Figura 2.)
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A férmula da area lateral do tronco de cone é
AM + BN
A= 2AB7T+ — AB(2nIR).

Os triangulos AAX B e AIRO e, portanto, AB/AX = OI/IR, ou seja,
ABIR =AXOI = MN OI. Como MN = h, a altura do tronco do cone,
obtemos a &rea lateral deste tronco de cone A = h(2wOI), ou seja, a area
lateral é o produto da altura do tronco de cone pelo raio da esfera inscrita
neste cone. ([

Como consequéncia desta proposicao, temos a férmula para a area da
superficie esférica.

Proposigao 12 (Area da Superficie Esférica). A drea de uma superficie
esférica de raio p é A = 4mp?.

Demonstragao. Inscrevemos um poligono regular de 2n arestas na circun-
feréncia de uma das secOes da superficie esférica com um plano contendo o
seu centro. Os troncos de cones e cilindros determinados por tal poligono
somados tém drea total (2rOI)(2p), onde OI é o raio da circunferéncia ins-
crita no poligono. Se fizermos n tender ao infinito, OI tenderd ao raio p e,
portanto, a drea da superficie esférica é A = 4mp?. O

3.2. Volume da Esfera. Para calcularmos o volume da esfera, precisamos
calcular os volumes de algumas figuras auxiliares. A Primeira figura é obtida
pela rotacdao de um triangulo em trono de uma reta.

Proposigao 13. Seja X um conjunto tal que existe uma reta m (o eixo de
X tal que as intersegoes de X' com os planos 8 D m sao tridangulos com um
mesmo vértice C' € M e os outros dois mantendo a mesma distancia a reta
m (ou seja, rodamos o triangulo AABC em torno de m). Entao o volume
de X é Vol = 4nTa/3, onde « é a drea do tridngulo AABC e 7 é a distancia
do pont médio I € AB & reta m.

B &k oM m ¢ U N K M m ¢ N Kk M moC

Ficura 3. Caélculo do volume de sélido de revolugao.

Demonstragdo. Acompanhe a argumentagdo com a Figura 3, em que des-
crevemos as trés possibilidades: o vértice B pertence a reta m; o segmento
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AB néo intersecta e nem é paralelo & reta m; o segmento AB é paralelo a
reta m.

No caso em que B € M, se AB | m, entdo a figura é um cone de altura
BC e raio da base AB, e seu volume é

Vol = TBCAB?/3 = 4rAB(AB BC/2)/3,

COMO esperavamos.

Se B € meAB J m, e o angulo ZCBA for agudo, entdo o volume
da figura serd a soma dos volumes dos cones de vértices B e C e raio da
base comum AM, onde M € m é o pé da perpendicular AM L m, que
suporemos pertencer ao segmento BC (o caso em que B — C — M é andlogo
ao caso em que ZCBA é obtuso, tratado a seguir). Dai, seu volume sera
Vol = TAM?(BM + CM)/3 = 4x(AM /2)(AM BC/2)/3, como desejado.

Se B€me AB J m, e o angulo ZCBA for obtuso, entdo entdo o volume
da figura serd a diferenga dos volumes dos cones de vértices C' e B e raio
da base comum AM, onde M € m é o pé da perpendicular AM L m, que
suporemos pertencer ao segmento BC (o caso em que B — C' — M é andlogo
ao caso em que ZCBA é obtuso, tratado a seguir). Dai, seu volume sera
Vol = TAM?(CM — BM)/3 = 4w(AM/2)(AM BC/2)/3, como queriamos.

Se B ¢ m e AB |f m, prolongamos o segmento AB até o ponto D € m.
Sejam M, Ni € m os pés das perpendiculares AM 1 m e BN L m. Supo-
nhamos que a ordem desses pontos em m seja D — N — M — C (no caso de
outras configuracoes, o argumento é analogo). Neste caso, a figura desejada
é a unido dos cones de vértice C' e D, e base comum de raio AM, menos
os cones de mesmos vértices e base comum de raio BN (compare com o
segundo desenho da Figura 3). Pela parte anterior, sabemos que os volu-
mes das figuras de secoes AACD e ABCD sao 4n(AM/2)(CD AM/2)/3 e
47r(BN/2)(CD BN/2)/3, respectivamente e sua diferenga é o volume pro-
curado

Vol = T(AM? - BN?)cp = T AM A BN AM = BN
3 3 2 2
que é da forma 4ma7T como no enunciado.

Por fim, consideremos o caso em que AB || m (veja o terceiro desenho da
Figura 3). Neste caso a figura é a uniao do cone de vértice C' e base de raio
AM e do cilindro de mesma base e altura M N, menos o cone de vértive C' e
base de raio BN (onde M, N € m sao os pés das perpendiculares AM 1L m

e BN L m, respectivamente). O volume da figura resultante sera

Vol = g(AM%*M — BN2CN) + nAM2MN =

_ 4mr AM?MN 4w AM MN
-3 2 3 2

que é a forma enunciada. Observe que usamos as igualdades AM = BN e
CM —-CN=—-MN. O

AM,
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Observagao 4. Se o tridangulo AABC' for isésceles (com C'A = CB, entao
sua drea serd C'I AB/2, onde I é o ponto médio de AB. Seja K € m o pé da
perpendicular TK | m. Na demonstracdo da Proposicdo 11, mostramos que
IK AB = CIMN e, portanto, o volume da figura serd 2rABCIIK/3 =
2rCI*M N/3.

Com isto, podemos obter o volume de uma esfera.
Proposigao 14. O volume de uma esfera de raio p é Vol = 4mp3/3.

Demonstragdo. Se inscrevermos varios troncos de cones e um cilindro, se
necessario, na esfera, de modo que sua se¢do por um plano contendo seus
eixos (e o centro da esfera, por consequéncia) seja um poligono regular
com um nudmero par de lados. Ligamos seus vértices ao centro da esfera
e obtemos diversos triangulos rodados em torno do eixo, com volume to-
tal Vol = 27(2p)OI%. Quando o ntimero de lados deste poligono tender
a infinito, OI tenderd ao raio da esfera e o volume da figura tenderd a
Vol = 4mp3 /3, como no enunciado. ]

3.3. Angulos Sdélidos, Poligonos e o Teorema de Jordan. Para defi-
nirmos triangulos e poligonos esféricos, precisamos lembrar da definicao de
angulo sdlido.

Definicao 9. Um angulo solido é a uniao de pelo menos trés angulos pla-
nos de mesmo vértice e com lados adjacentes, LA10As, LA30As, ...,
LA, 10A,, LA,0A1, de modo que as semirretas que os definem sejam
todas distintas e que o interior de cada angulo nao intersecte nenhuma se-
mirreta destes angulos e nem os interiores dos outros angulos. Uma face
de um angulo sélido é o conjunto dos pontos de um dos angulos e de seu
interior. Para evitarmos casos patologicos, assumimos que existe um plano
contendo o vértice O, tal que os interiores de todos os angulos estejam no
mesmo semiespago determinado pelo plano.

Observacdo 5. Se o angulo sélido tiver apenas trés faces, entao a intersegao
com qualquer plano que intersecte todas as faces serd um triangulo, que é
um poligono convexo. Se possuir mais do que trés faces, o poligono pode
ser nao convexo. Para definirmos o interior de um angulo sélido, precisamos
definir o que seria o interior de um poligono qualquer (nao necessariamente
convexo). Isto é o conteiido do Teorema de Jordan, a seguir.

Definigao 10. Uma linha poligonal entre os pontos P e () é uma sequéncia
de segmentos A;A;+1 (0 <i < n), tal que P = Ay e @ = A,. Um conjunto
X do plano é conezxo por caminhos poligonais se para cada par de pontos
P, () € X existe uma linha poligonal entre P e @), toda contida no conjunto
X.

Teorema 1 (Jordan: Poligonos). Seja 4 ... A, um poligono em um plano,
nao necessariamente convexo. Entao existem dois conjuntos conexos por
caminhos poligonais J; e Jo, tais que Ji, Jo e as arestas do poligono sao
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dois a dois disjuntos e cada ponto do plano ou pertence a Ji, ou a Jo, ou ao
poligono. Ainda mais, se P € J; e Q € Js, entdo qualquer caminho poligonal
entre P e () deve conter pelo menos um ponto do poligono. Por fim, ou Jq,
ou Jo esta contido no interior de um tridngulo e o outro é ilimitado.

Fi1GURA 4. Os indices dos pontos. Observe que o indice de P,
nao conta o vértice cujas arestas nao estao em lados opostos
da reta suporte da semirreta Py + .

Demonstragdo. Seja U # 0 um vetor do plano que néo seja paralelo a ne-
nhuma das arestas do poligono. Para cada ponto P do plano que nao per-
tenga ao poligono, seja i(P) (chamado de indice do ponto P) a quantidade
de pontos na interseccao da semirreta P + tV (t > 0), sendo que sua in-
tersegao com um dos vértices do poligono somente seja contada se as arestas
que contém aquele vértice estejam em lados opostos da reta suporte da se-
mirreta. (Veja a Figura 4.)

Definimos J; = {P : i(P) é par} e Jo = {P : i(P) é impar}. Claramente
estes dois conjuntos sao disjuntos e nao contém pontos do poligono. Também
fica claro que cada ponto do plano ou esta no poligono, ou em Ji, ou em Js.

Primeiro observamos que se o segmento P(Q nio intersectar o poligono,
entdo o indice i(R) é o mesmo para todos os pontos R deste segmento.

Mostremos que J; é conexo por caminhos poligonais.

Se o segmento PQ nao intersectar o poligono dado, entdo os indices i(R)
de seus pontos serao sempre pares, pois o indice somente mudaria se a se-
mirreta correspondente cruzasse um vértice do poligono. Para que o indice
mude, o vértice tocado pela semirreta deve toca-la por apenas um dos lados
da reta suporte. Dai o indice aumenta ou diminui duas unidades por vértice
cruzado e, portanto, nao muda a paridade do indice. Portanto, se o caminho
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poligonal ligar um ponto de J; e um de Js, este caminho tem que cruzar o
poligono.

Mostremos que J; é conexo por caminhos poligonais.

Sejam P,Q € J;. Seja 6 > 0 menor que a distancia dos pontos P e @)
ao poligono e que as distancias dos vértices deste poligono a suas arestas
nao adjacentes. Entao o conjunto dos pontos do plano cuja distancia ao
poligono seja igual a ¢ formam dois poligonos (um “dentro” e outro “fora”
do poligono dado).

Figura 5. Caminho poligonal ligando dois pontos de indices pares.

Criamos um caminho poligonal entre P e @ como indicado na Figura 5.
Com isto, todos os pontos do caminho terdao indices pares.

De modo andlogo, ligamos dois pontos de Ja.

Sejam AABC um tridngulo, cujo interior contenha o poligono e P um
ponto do plano no exterior do tridangulo. Existe, entao, um outro ponto
Qo = P + tgv, tal que a semirreta Qg + t¥ nao intersecta o poligono. Além
disso, podemos criar um caminho poligonal entre P e () e, portanto, P,Q €
J1. Isto implica que Jsy estd no interior do AABC. O

Em vista deste teorema, definimos o interior do poligono como sendo o
conjunto Jo deste teorema.

Observagao 6. Esta nogao coincide com a de interior de um poligono con-
Vexo.

Finalizamos esta secao com a seguinte defini¢ao.

Definigao 11 (Interior de Angulo Sélido). Dado o angulo sélido OA; ... A,,
de vértice O, existe um plano 5 > O, tal que Ay, ..., A, estdo no mesmo
semiplano determinado por S. Se n ||  for um plano contido naquele se-

miplano, entao intersectard todas as semirretas OAj, o que determina um
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poligono Bj ... B, em n. Seja Jy o interior deste poligono, conforme o Te-
orema de Jordan. Dizemos que P # O é um ponto do interior do angulo

solido se existir () € Jy tal que P esteja na semirreta OQ).

3.4. Triangulos e Poligonos Esféricos. Com a definigao de angulo sélido
dada acima, podemos definir facilmente o que sejam poligonos esféricos.

Definigao 12. Uma linula é a regiao de uma superficie esférica contida no
interior e nas faces de um diedro, cujo eixo seja uma reta que contenha o cen-
tro da esfera. Um triangulo esférico é a regiao da superficie esférica contida
no interior e nas faces de um angulo sélido de trés faces, cujo vértice esteja
no centro da esfera. Um poligono esférico é a regiao da superficie esférica
contida no interior e nas faces de um angulo sélido de interior convexo, cujo
vértice esteja no centro da esfera.

Observagdo 7. Um poligono esférico estd contido em um dos hemisférios
determinado por um plano contendo o centro da esfera e nao intersectando
o interior de nenhuma semirreta do angulo sélido.

Definicao 13. A medida de um angulo entre dois arcos de circunferéncias
maximas da esfera é a medida do angulo formado pelas semirretas tangentes
ao arco, partindo de seu ponto.

Observagao 8. As medidas dos angulos internos de um poligono esférico sao
as dos angulos diedrais que formam o angulo sélido que o origina. Estas
medidas coincidem com as dos angulos obtidos pela intersecao do angulo
sélido com um plano tangente a esfera em cada vértice do poligono esférico.

As medidas dos lados de um poligono esférico é o raio da esfera multipli-
cado pela medida em radianos dos angulos das faces do angulo sélido que o
define.

Proposigcao 15. A soma dos comprimentos das arestas de um triangulo
esférico é menor que o comprimento de uma circunferéncia maxima. A
soma de dois lados de um triangulo esférico é maior do que o terceiro.

Demonstracdo. A soma das medidas dos angulos das faces do angulo sélido
que o define é menor que 27 e soma das medidas de dois angulos das faces
¢ maior que a do terceiro. Isto implica as desigualdades do enunciado. [

Observacao 9. O mesmo vale se o poligono esférico foi obtido de um angulo
sélido de interior convexo: a soma dos comprimentos dos lados de tal poli-
gono esférico é¢ menor que 27 e a soma de (n — 1) lados é maior que o lado
remanescente.

Observagdo 10. Se o interior do angulo sélido nao for convexo, as desigual-
dades apropriadas sao muito mais complicadas e nao serao considerados
aqui.

3.5. Triangulo Polar. Para obtermos algumas desigualdades em tridngulos
esféricos € util falar de polos de circunferéncias na esfera e de triangulos po-
lares.
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Definigao 14. Dada uma circunferéncia maxima em uma esfera, um ponto
da esfera é um polo desta circunferéncia se for equidistante de todos os seus
pontos.

Observacao 11. Toda circunferéncia méaxima tem dois polos, que sdo o0s
dois extremos de um diametro da esfera, perpendicular ao plano da circun-
feréncia. Observe que o comprimento do arco de circunferéncia maxima que
liga o polo com um ponto daquela circunferéncia mede um pm /2.

Observacdo 12. Seja p o raio da esfera. Dado um arco AB de uma circun-
feréncia maxima menor que uma semicircunferéncia, se C' for um dos polos
desta circunferéncia, entdo o angulo AC' B tem medida ((AB)/p, onde {(AB)
é o comprimento do arco AB.

Proposigao 16. Seja ABC um tridngulo esférico. Seja DEF o tridngulo
obtido a partir das circunferéncias méximas cujos polos sejam os pontos A,
B e C, correspondentes aos arcos EF, FFD e DFE, respectivamente. Entao
os pontos D, E e F serao polos (das circunferéncias suportes) dos arcos BC,
AC e AB.

Demonstragao. Os comprimentos de arco maximos AF e BF sao pr/2 e,
portanto, F' é o polo do arco AB. Analogamente, E¥ é o polo de AC' e D o
de BC. n

Proposigao 17. Continuando com a notagao da proposicao precedente, a
medida do arco EF, ((EF), é igual a m — m(BAC)/p, onde m(BAC) é a
medida do angulo no vértice A do tridngulo esférico ABC.

Demonstragao. Sejam G e H os pontos da circunferéncia que suporta o
arco E'F| tais que AG e AH sejam arcos de circunferéncias méximas que
suportam os lados AB e AC, respectivamente. Eles medem pr/2 (A é um
polo daquela circunferéncia). Entao o arco GH mede m(BAC)p. Como
E é polo do arco AC e F um polo do arco AB, FH e FG medem pr/2.
Como ((EH) + {(FG) = {(EF) + ({(GH) = pm, temos que {(EF) = m —
m(BAC). O

Com isto, podemos obter as desigualdades de somas de dngulos de um
tridangulo esférico.

Proposigao 18. A soma dos angulos de um tridngulo esférico é maior que
7 (ou 180°) e menor que 3.

Demonstragao. Cada angulo de um triangulo esférico é menor que 7 e, por-
tanto, a soma dos angulos de um triangulo esférico é menor que 3.

Seja DEF o triangulo polar do triangulo ABC. Da proposicao acima,
obtemos

m(BAC) + m(ABC) + m(ACB) = 31 —

UDE) + {(EF) + ((FD) _
p
> 37 — 27 =,
pois ja mostramos que {(DE) + ((EF) + ¢{(FD) < 2mp. O
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3.6. O Teorema de Girard. Albert Girard (1595-1632) calculou a &rea
de um triangulo esférico na terceira parte de sua obra Invention Nouvelle en
I’Algebre de 1629, [5]. Sua demonstragao é bastante elaborada. Apresenta-

mos uma demonstracdo bem mais simples, tirada do livro de Adrien-Marie
Legendre (1752-1833), [6, Livre VII, Proposition XXIII, pp. 223-224].

Observacdo 13. A area de uma lunula de angulo 0 em cada um de seus dois
vértices é A = 20p?. Isto decorre de simples regra de trés. Se o angulo da
linula for 7/2, a drea serd A(m/2) = mp? (um quarto da drea da superficie
esférica) e, portanto, A(0) = 0A(w/2)/(m/2).

Teorema 2. A drea de um tridngulo esférico ABC é p?(m(A) + m(B) +
m(C) — 7), onde p é o raio da esfera.

Demonstragdo. Os planos OAB, OAC e OBC intersectam a esfera em cir-
cunferéncias maximas, formando seis linulas, que cobrem toda a esfera e
intersectam-se no tridngulo ABC e em uma cépia sua oposta na esfera. As-
sim, somando as areas destas seis linulas, obtemos a drea da esfera e mais
quatro vezes a drea do tridangulo esférico ABC (contado dus vezes a mais
para a segunda e terceira linulas). Os angulos das lunulas sao os angulos
do triangulo ABC. Assim,

4[m(BAC) + m(ABC) +m(ACB)]p? = 4np* + 4A(ABC),
ou seja, A(ABC) = [1 — (m(BAC) + m(ABC) + m(ACB))]p?. O

Girard também demonstrou uma férmula para a area de um poligono
esférico.

Proposigao 19. A drea de um poligono esférico (convexo) é A = (n—2)m —
Z;;l a;, onde n é o nimero de arestas e «; é o angulo no vértice i, 1 < i < n.

Demonstragao. Ligamos um ponto do interior do poliedro aos vértices e
obtemos n triangulos. Basta somar as areas deste triangulos para obter a
féormula citada. O

4. APLICAGAO A0S POLIEDROS CONVEXOS

4.1. O Teorema de Euler. Leonhard Euler publicou em 1758 um teorema
sobre a quantidade de vértices, arestas e faces de um poliedro convexo, [3].
Apresentamos a demonstracao de Adrien Marie Legendre, [6, Livre VII, La
Sphére, Proposition XXX, pp. 246-247].

Teorema 3. Se V for a quantidade de vértices, A a de arestas e F' a de
faces de um poliedro convexo, entao V + F' = A + 2.

Demonstragdo. Seja O um ponto do interior do poliedro (convexo), e S
uma esfera centrada em O (de raio unitario, por conveniéncia). Para cada
vértice A do poliedro, a semirreta OA intersecta a esfera em um ponto A’.
Cada aresta é levada na aresta de um poligono esférico. Sejamfy,..., fr
os poligonos esféricos assim obtidos. FEles cobrem toda a esfera. Sejam
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ni,...,np as quantidades de vértices de cada poligono e «;; uma enu-
meragao das medidas dos angulos internos de cada poligono (em radianos),
1<i<F,1<j<n,; A érea da esfera é a soma das areas desses poligonos
esféricos. Pelo Teorema de Girard,

F

ng
4 = Z Zl QG 5 — (n, - 2)71' =
j=

i=1

F o F F
= ZZO{M — TFZTLZ' — ZQW =27V — 27 A+ 27F,
i=1 j=1 i=1 i=1

pois a primeira soma pode ser rearranjada de modo a somar os angulos em

cada vértice (totalizando 27 em cada um) e na segunda soma cada aresta é

contada duas vezes, pois pertence a dois poligonos esféricos adjacentes.
Assim, obtemos a férmula 2 =V — A+ F, ou V+ F = A+ 2, como

desejado. O

4.2. O Teorema de Descartes. O Teorema de René Descartes refere-
se a um numero associado a todos os poliedros (um invariante), e esté
em um manuscrito descoberto postumamente (veja a tradugao e estudo de
P. J. Frederico, [4]). Apresentamos a demonstragdo de Legendre, que tira
como coroldrio do Teorema de Euler dado acima, [6, Livre VII, La Spheére,
Proposition XXX, Corollaire, p. 247].

Definigao 15. A deficiéncia de um angulo sélido é a diferenga 360° — A
(ou 2 — A), onde A é a soma das medidas dos angulos das faces do angulo
s6lido em graus (ou em radianos, respectivamente). Esta defini¢ao estende-
se aos vértices de um poliedro: a deficiéncia de um vértice de um poliedro
¢é a deficiéncia do angulo sélido determinado por este vértice.

Teorema 4. A soma das deficiéncias de todos os vértices de um poliedro
convexo é 720°, ou 4m radianos.

Demonstragao. Se a face do poliedro for um poligono (convexo) de n arestas,
entdo a soma dos angulos internos desta face serd (n—2)w. Sejam f1, ..., fr
as faces do poliedro, e n1, ..., ng as quantidades de arestas das respectivas
faces. Entao a soma para todas as faces das somas dos angulos internos de
cada face serd 25:1(713' —2)7m = 2(A—F)r, onde o termo 2A decorre do fato
que cada aresta é contada duas vezes, por pertencer a duas faces adjacentes
do poliedro.

A férmula de Euler, V + F = A + 2, aplica-se e produz o resultado
S (nj—2)m = (2V —4)7. A deficiéncia total serd 2V — 31 (nj —2)m =
2Vm — (2V — 4)7 = 47, como querfamos. O

5. EXERCIcCIOS

Exercicio 1. Demonstre os critérios de congruéncia LAL, ALA e LLL para
triangulos esféricos.
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Exercicio 2 (Desigualdades em Triangulos Esféricos). Dado o triangulo
estérico ABC, mostre que o dngulo em A serd maior que o angulo em B se,
e somente se, o lado BC oposto ao angulo em A for maior que o lado AC,
oposto ao angulo em B.

Exercicio 3. Mostre que o menor arco de circunferéncia entre dois pontos
A e B de uma esfera é o de uma circunferéncia maximal.

Exercicio 4. Mostre que se os triangulos esféricos ABC e DEF tiverem os
mesmos angulos (A = D, B = FE e C = F), entao os dois triangulos serao
congruentes.

Exercicio 5. Mostre que a soma dos angulos diedrais entre as faces de um
angulo solido de interior convexo é igual a soma dos angulos do poligono
esférico que ele define.

Exercicio 6. Mostre que a area da parte de uma superficie esférica de raio
p contida entre dois planos paralelos é 2mph, onde h ¢é a distancia entre os
planos.

Exercicio 7. Mostre que o volume da regiao interna a uma esfera, entre
dois cones com vértices no centro da esfera e mesmo eixo é 2mp?h/3, onde
h é a distancia entre os planos das bases dos dois cones.

Exercicio 8. Mostre que o volume da regiao interna a uma esfera de raio p
entre dois planos paralelos é ma2h/6, onde h é a distancia entre os planos e a é
a medida de uma das cordas do arco de circunferéncia obtida pela intersecao
da superficie esférica com um plano contendo o seu centro e perpendicular
aos planos paralelos, entre os dois planos.

Exercicio 9. Calcule o volume da parte de um angulo sélido (de interior
convexo) dentro de uma esfera de raio p, sendo que seu vértice coincide com
o centro da esfera.

Exercicio 10. Calcule a deficiéncia em cada vértice dos sdlidos platonicos
e dos arquimedianos. Calcule as deficiéncias em cada vértice dos prismas e
antiprismas de faces regulares.
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