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1 Introducao

Vamos estudar neste texto duas técnicas correlatas de construcao de modelos
que sdo muito usadas no estudo de Teoria da Estabilidade (continuacgao da
Teoria de Modelos), que sao as fungoes de Skolem e seqiiéncias indiscerniveis.
Falaremos um pouco sobre Teorias Modelo Completas em relacao as fungoes
de Skolem, deixando um tratamento mais detalhado desse assunto para outro
texto.

2 Funcgoes de Skolem

Dada uma assinatura L, para cada L-férmula ¢(x, x4, ..., z,), cujas varidveis
livres sao as listadas, acrescentamos o simbolo de fungao n-aria Fy, chamada
de fungao de Skolem obtendo, assim, um assinatura expandida L*, chamada
de expansao de Skolem de L.
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A Teoria de Skolem de uma assinatura L é o conjunto Y; das seguintes
sentencas de L*, para cada L-férmula ¢(z,x,...,x,), cujas varidveis livres
sao as listadas:

vyl - Yn [35’7¢($;3/17 s 7yn) - ¢(F¢<y17 see 7yn)7y17 oo 73/71)]7

sendo que vy, . . ., Yy, SA0 novas variaveis que nao ocorrem na férmula original
Uma L-estrutura A pode ser expandida a uma L*-estrutura A* (em geral
de vérias maneiras) que satisfaca a teoria de Skolem .

Se T é uma L-teoria, entao a L*-teoria T* = T U X é chamada de
skolemizacao de T'.

Lema 2.1 1. Toda L-estrutura A admite uma expansao de Skolem A*.

2. Se T é uma L-teoria consistente, entao sua skolemizacao 1™ também é
consistente.

3. Sejam A e B duas L-estruturas, B* uma expansao de Skolem de B e A’
uma expansao qualquer de A na assinatura L*. Se A* for subestrutura
de B, entao A < B.

Demonstragao: Exercicio. ([l

Seja A uma L-estrutura, A* uma expansao de Skolem da A e X C A um
conjunto qualquer. A envoltéria de Skolem de X em A* é o menor conjunto
Y C A que contenha X, as interpretacoes dos simbolos de constantes de L
e seja fechado por todos os simbolos de funcao de L*. Restringindo a esse
conjunto Y as interpretacoes dos simbolos relacionais de L obtemos uma
L*-estrutura que sera denotada por H(X).

Lema 2.2 Sejam A uma L-estrutura, X C A e A* uma expansao de Skolem
de A. Entao H(X) g A, e [H(X)| < |X|+|L| + w.

Demonstracao: Exercicio. O
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Uma L-teoria T de funcgoes de Skolem internas de, para cada férmula
o(x,z1,...,2,), cujas varidveis livres sdo as listadas, existe um termo t,4
contendo as variaveis x4, ..., x,, tal que

T ): vyl <o Un [Hx(b(xuylv e ;yn) - ¢(t¢<y17 e 73/”)73/17 s 7yn)] )

sendo que vy, . . ., Yy, SA0 novas variaveis que nao ocorrem na férmula original
0.

Uma L-teoria T é modelo completa se, dados A, B |= T, tais que A C B,
entao A < B.

Lema 2.3 Se a L-teoria T" tem fungoes de Skolem internas, entao ela é mod-
elo completa.

Demonstragao: Exercicio. 0

Lema 2.4 Dada uma L-teoria T', existe uma assinatura L O L e uma ex-
tensao de 7' a uma L-teoria T' que tem fungoes de Skolem internas. Todo
modelo A = T pode ser expandido a um modelo de T'.

Demonstragao: Exercicio. 0]

3 Indiscerniveis

Os elementos indiscerniveis de que falaremos agora sao na verdade uma gen-
eralizacao da ideia de um conjunto de vetores linearmente independentes em
um espaco vetorial, que nao podem ser distinguidos pelas féormulas da lin-
guagem (combinagoes lineares ndo nulas, no caso). A primeira ferramente
essencial ao nosso estudo do assunto é o Teorema de Ramsey, um resultado
combinatdrio importantissimo que transcendeu em muito sua intencao orig-
inal.

Fixemos as notagoes: dado um conjunto X e n € N, [X]" é o conjunto de
todos os subconjuntos de X contendo exatamente n elementos (em particu-
lar, [X]° = {@}). Podemos identificar [X]™ com o subconjunto das n-uplas
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(T1,...,2,) € X", tais que 1 < T3 < ... < T, sendo que < é alguma ordem
linear em X (por exemplo, herdada de alguma enumeracao de X por um or-
dinal). Para nao sobrecarregar a notagao, apresentaremos apenas a notagao
r1 < T3 < ...<x, com o intuito de indicar o conjunto {z1,...,x,} € [X]".

Teorema 3.1 (Ramsey) Seja / um conjunto infinito e n € N, n > 0, e
suponha que [I|" = Ay U A;. Entao existe um subconjunto infinito J C I,
tal que [J]" C Ay ou [J|" C A;.

Demonstragao: Observemos que o caso n = 1 é imediato (é o chamado
Principio dos Escaninhos ou das Casas de Pombos): se a uniao de dois con-
juntos é um conjunto infinito, entao um deles deve também ser infinito. As-
sumiremos, entao que n > 1.

Tomando um subconjunto de I, se necessério, podemos supor que || = w.
Vamos assumir que I = {i, : r € w} e que a enumera¢ao induz a ordem linear
em [ dada por i; < 1,, sel <m < w.

Seja U um ultrafiltro nao principal sobre I. Observemos que, para todo
m<w, {ie€l:i,<i}eU.

Sejam A = Ap e A} = A; os conjuntos dados no enunciado. Por hipétese,
temos que [I|" C Ap U AT,

Suponhamos que ja tenhamos definido os conjuntos Ay™" e A7™", com a
propriedade de que [I]"™" C A "UA]™", para todo r, tal que 0 < r < p < n.
Para k =0, 1, sejam

AP ={yp <. <ypp i €Ty <i&{ys,. . yn_pi} € AT} €U}

Mostremos que [I]"? C A{" U A", Suponha que {y1,...,Yn—p} &
AP Entdo {i €Iy p <ie{yi,..., Ynpi} € Ay P} & U. Como U é
ultrafiltro e [I]" 71 C AV P UAT P (i€ T i <yp_pou{y,. .., Un_p i} €
AP} € U. Como U é nao principal, {i € I : Ynp <t e{Y1,. ., Yn—p,i} €
AP e U, ou seja, {y1, ..., Yn_p} € AT, como querfamos.

Desse modo chegamos ao caso p =n — 1, que é I C A} U A]. Temos que
para algum k = 0,1, Aj € U, pois U é um ultrafiltro.

Seja jo € A} um elemento qualquer. Suponhamos escolhidos jy < j; <
... Jm, tais que

(%) para todo r, 1 < r < min{m + 1,n}, e todos y; < ... < y,
escolhidos em {jo, ..., jm}, temos que {y1,...,y,} € Aj.
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Definiremos o elemento j,,,; da seguinte maneira: dados r < n e y; <
... <y, escolhidos em {jo, ..., jm}, consideremos o conjunto X,, ,, = {i €
I:iy.<ie{y,...,yni} € A;T" € U. Existe uma quantidade finita de tais
conjuntos e, portanto, sua interseccao X estd no ultrafiltro U. Como U é nao
principal, X é infinito e podemos escolher j,,11 € X, tal que j,,11 > jm. Pela
construcao desse elemento, temos que jo < j1 < ... Jme1 também satisfaz a
condigao (%) acima. O

Seja A uma L-estrutura, X C A e suponha que (X, <) seja uma or-
dem linear, sendo que a relacao de ordem de X nao precisa fazer parte da
assinatura de A. Dizemos que X (com a ordem subentendida) é seqiiéncia
indiscernivel em A se para todo n > 1 e toda férmula ¢(zy,...,x,), cujas
variaveis livres sejam as listadas, e todos x1 < ... <z, ey; < ... <y, em
X, AE é(x1,...,x,) se, e somente se, A = d(y1,...,Yn).

O préximo resultado é ferramenta para a construcao de modelos contendo
seqiiéncias de indiscerniveis.

Lema 3.1 Sejam L uma assinatura, C' = {¢, : n € w} novos simbolos de
constantes e T" uma L-teoria que tenha modelos infinitos. Entao o conjunto
de L(C)-sentencas 7" = T U {¢; # ¢; 1 i < j < wpU{d(ciy,...,c,) <
d(Cjrs--scyy) @21, ) é Lformula, n < w, 43 < ... <i,ejf; <...<
Jn} € consistente.

Demonstragao: Seja A = T infinito e [ = {i,, : n < w} C A um subcon-
junto qualquer, con a ordem induzida da enumeracao.

Afirmagao: Dado um conjunto finito A C 7", existe um sub-
conjunto infinito Ja C I, tal que para cada subconjunto infinito

Jo < J1 <...de Ja, (Ay.jn)new IZ A.

Esta afirmacao implica a consisténcia de 7', pelo Teorema da Compaci-

dade.

Provaremos a afirmagao por inducao no nimero de sentencas da forma
o(Ciys oo yciy) < @O(cjy,- -, ¢5,) que estiverem contidas em A. O caso inicial
¢ imediato da hipdtese de que T tem modelos infinitos. Suponha agora
dado um conjunto finito A e conjunto Ja que satisfaga a afirmagao. Seja
o(z1,...,2y,) uma L-férmula. Sejam

AOZ{(I1<...<amZGiGJAeA):¢(a)}7
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Ai={a <...<ap:a; € Jae AE-0¢(a)}.

Entao temos que [Ja]™ C AgU A;. Pelo Teorema 3.1 (de Ramsey) existe um
subconjunto infinito K C Ja, tal que [K]™ C Ay ou [K|™ C A;. Seja kg <

k1 < ... um subconjunto infinito de K. Certamente que (A, k;);<,, satisfaz
todas as férmulas de A e também a sentenca ¢(c;,, ..., ¢ci,) < o(cj,...,¢j.),
como queriamos. O

Teorema 3.2 Seja T uma L-teoria que tenha modelos infinitos e (X, <) um
conjunto linearmente ordenado. Entdo existe um modelos A = T' contendo
X como seqiiéncia de indiscerniveis.

Demonstracao: Considere o seguinte conjunto de L(X)-sentengas 77 = T'U
{ce # ey x,ye X, v <ytU{o(cay, -1 Can) < O(Cyys--vs6y,) O(T1, .0, T0)
é L-formula, n < w, i; < ... <1ip e J; <...< jn}. Por compacidade e pelo
lema acima, T" tem modelo A contendo X como seqiiéncia de indiscerniveis.

O

Sejam A = T, X C A uma seqiiéncia de indiscerniveis e suponhamos
que T tenha funcoes de Skolem internas. J& vimos que H(X) (a envoltéria
de Skolem de X) é subestrutura elementar de A. Diremos que H(X) é o
modelo gerado pelo conjunto de indiscerniveis X. Estudaremos algumas de
suas propriedades a seguir.

Teorema 3.3 Seja X = (X, <) um conjunto de indiscerniveis num modelo
A =T, sendo que T tenha fungoes de Skolem internas.

1. Se Y C X, entao com a ordem induzida, Y é conjunto de indiscerniveis
em H(Y) e H(Y) < H(X).

2. Suponham que (X, <) e (Y, <) sejam ordens lineares infinitas. Entao
existe uma estrutura B tendo Y como seqiiéncia— de indiscerniveis
e tal que o conjunto de féormulas satisfeitas por seqiiéncias crescentes
de elementos de X em A é o mesmo que o o conjunto de férmulas
satisfeitas por sequiéncias crescentes de elementos de Y em B.

3. Seja B estrura contendo a ordem linear Y como seqiiéncia de indis-
cerniveis e suponha que o conjunto de férmulas satisfeitas por seqiiéncias
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crescentes de elementos de X em A é o mesmo que o o conjunto de
férmulas satisfeitas por seqiiéncias crescentes de elementos de Y em
B. Suponha que existe uma inclusao crescente f : X — Y. Entao f
pode ser estendida a uma inclusdo elementar f : H(X) — H(Y), cuja
imagem é H(im(f)).

4. Seja f: (X, <) — (X, <) um automorfismo (bije¢ao crescente). Entao
f pode ser estendida a um automorfismo da estrutura H(X).

5. Seja B estrura contendo a ordem linear Y como seqiiéncia de indis-
cerniveis e suponha que o conjunto de férmulas satisfeitas por seqiiéncias
crescentes de elementos de X em A é o mesmo que o o conjunto de
férmulas satisfeitas por seqiiéncias crescentes de elementos de Y em B.
Suponha também que X e Y sejam infinitos. Entao, dado um n-tipo
de L I'(vy,...,v,), H(X) realiza I' se, e somente se, H(Y") realizé-lo
também.

Demonstracgao:

(1) Basta observarmos que se Y C X e X é seqiiéncia de indiscerniveis
em A, entao Y também o sera, por definicao.

(2) Um argumento direto de compacidade.

(3) Este ¢é o tinico item realmente trabalhoso para se demonstrar. Sabe-
mos que cada elemento z € H(X) é da forma t(xy, ..., x,), sendo ¢t um termo.
Renomeando variaveis, etc, podemos supor que x; < ... < z, em X. Assim,
definimos f(2) = t(f(z1),..., f(zn)). Se tivéssemos também a representacio
z = t'(z),...,x.,), para outro termo t' e outra seqiiéncia z} < ... < ],
em X, seja u; < ... < u a listagem em ordem crescente do conjunto
{z1,...,x, U{2], ... 20 }. Aigualdade t(xq,...,z,) =t'(2),...,2],) pode
ser expressa por uma férmula em termos de uq,...,u;. Pela hipdtese sobre
o modelo B, obtemos que t(f(z1),..., f(z,)) = t'(f(z}),..., f(z],)) em B,
provando que f estd bem definida.

Esta aplicacio f : H(X) — H(Y) é elementar, pois se ¢(vy,...,v,)
é uma L-formula e 1 < ... < =z, é uma sequéncia de elementos de X,
entdo H(X) = ¢(z) se, e somente se, A = ¢(z) (pois H(X) < A), se e
somente se, pela hipétese sobre B, B | ¢(f(x1),..., f(x,)), se, e somente
se, H(Y) b 6(f (1), -, f(@n))-

Por fim, é claro que a imagem de H{(X) pela aplicacdo f é a subestrutura

H(im(f)).
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(4) Segue imediatamente de (3).
(5) Se H(X) realiza o tipo I'(vy, ..., v,) com a n-upla (¢;(z1,...,ZTm), .. .,

tn(Z1,...,2my)), entdo a subestrutura elementar H({z,...,x,,}) também o
faz. Dai, basta aplicar o item (3), com qualquer inclusao f : {z1,...,z,} —
Y estritamente crescente. 0

Como uma primeira conseqiiéncia deste teorema, temos o seguinte resul-
tado.

Teorema 3.4 Suponha que |L| < w e que T seja uma L-teoria possuindo
modelos infinitos. Entao existe uma colecao enumeravel A de tipos de L, tal
que T tem modelos arbitrariamente grandes que realizam somente os tipos
em A.

Demonstracao: Expandimos L a L com funcdes de Skolem internas e esten-
demos T a uma L-teoria T' com fungdes de Skolem internas. Como |L| = w,
temos que |T'| = w e podemos construir um modelo infinito de 7' contendo
um conjunto enumeravel X como seqiiéncia de indisceriiveis. Como H(X)
é enumeravel, realiza somente uma quantidade enumeravel de tipos de L.
Qualquer conjunto ordenado Y, tal que as seqiiéncias crescentes finitas de Y
satisfazem as mesmas féormulas que as seqiiéncias crescentes e finitas de X
gera um modelo H(Y') = H(X), que, portanto, realiza exatamente os mes-
mos tipos que H(X). O

Teorema 3.5 Toda estrutura infinita tem extensoes elementares com grupos
de automorfismos arbitrariamente grandes.

Demonstragao: Basta comecarmos com uma L-estrutura infinita A, ex-
pandirmos L a uma assinatura L, tal que a teoria de A tenha funcoes de
Skolem internas. Se T for o diagrama elementar da expansao de A a assi-
natura L, entdo T terd funcdes de Skolem internas. Seja X um conjunto
de indiscerniveis e H(X) a envoltéria de Skolem de X em alguma extensao
elementar, grande o suficiente, de A. Como os automorfismos de X geram
automorfismos de H(X), basta comegarmos com uma ordem linear X com
automorfismos em quantidade suficiente para nossos proprositos. ([l
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Uma iltima aplicacao esta relacionada a teoria da Estabilidade. Diremos
que uma L-teoria completa T que tenha modelos infinitos é estavel se nao
existir um modelo A = T com um subconjunto infinito I = {a; : i < w} de
n-uplas de A e uma férmula ¢()z, y) que defina uma ordem linear em 1.

Teorema 3.6 Se T for estavel e tiver modelos infinitos, entao todo conjunto
infinito indiscernivel em modelos de T' é totalmente indiscernivel (ou seja,
se A = T contém o conjunto infinito X de indiscerniveis, entdo, para toda
formula ¢(vy,...,v,), todos x1,...,x, € X distintos e toda permutagao
o:{l,...,n} — {l,....,n}, A | é(z1,...,x,) se, e somente se, A |=
Ows(1), . 20(n))):

Demonstracao: Seja X = {a, : n € w} enumerado em ordem crescente.

Primeiramente mostraremos que, dados n > 0, 1 <k <ne ¢(vy,...,v,),
entao
AEd(ar, ... a1, 0k, Gy, - -, 00) & AEQa1, ..o, Qp_1, Qi1 Ag, - - -5 Q).

Como todas as transposigoes (permutacoes que apenas trocam de lugar
dois elementos) geram todo o grupo de permutagoes de um conjunto de n
elementos, comcluiremos o teorema.

Supona que tal nao ocorra. Trocando ¢ por —¢, se necessario, podemos
supor que

A }: ¢(a1> ceey Qk—1, Ay Q415 - - - 7%) A _'Qb(al, ceey Qk—1, Ak41, Afy - - - 7an)-

Seja B = A contendo uma extensdo final ¥ = {a, : < w + w} de
X. Sejam a = (ay,...,a5-1) € b = (ui1,---,00in-rk_1) (OU b = &, se
k=mn-—1). pela indiscernibilidade de Y, se k¥ < i < j < w, temos que

A E ¢(a,ai,a;,b) A —¢(a,a;j, a;,b). Ou seja, ¢ define uma ordem infinita em
B, contradizendo a hipdtese da estabilidade de T'. O

4 Exercicios

Exercicio 4.1 Prove as seguintes assercoes:
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1. Toda L-estrutura A admite uma expansao de Skolem A*.

2. Se T' é uma L-teoria consistente, entao sua skolemizacao 7™ também é
consistente.

3. Sejam A e B duas L-estruturas, B* uma expansao de Skolem de B e A’
uma expansao qualquer de A na assinatura L*. Se A* for subestrutura

de B, entao A < B.

4. Sejam A uma L-estrutura, X C A e A* uma expansao de Skolem de
A. Mostre que H(X) < A, e que |H(X)| < |X|+ |L]| + w.

5. Se a L-teoria T tem fungoes de Skolem internas, entao ela é modelo
completa.

6. Dada uma L-teoria T, existe uma assinatura L D L e uma extensao de
T a uma L-teoria T' que tem funcgoes de Skolem internas. Todo modelo
A = T pode ser expandido a um modelo de T'.

Exercicio 4.2 Mostre que (Q, <) tem 2% automorfismos. [Sugestdao: pense
em Q C R e, para cada par de irracionais < y em R, uma tranformacao
que leva o corte determinado por x naquele determinado por ¥.]

Exercicio 4.3 Mostre que a estrutura (w,<) admite duas expansoes de
Skolem nao sejam elementarmente equivalentes como L*-estruturas.

Exercicio 4.4 Seja X um conjunto de indiscerniveis em H(X). Mostre que
existe um homomorfismo injetor do grupo de todos os automorfismos de
(X, <) no de H(X). Mostre que, se < fizer parte da assinatura L, entao esse
homomorfismo também sera sobrejetor.
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