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1 Introducao: Linguagens Recursivas

Saturacao ¢ uma propriedade de modelos realizarem tipos, o oposto ~ omissao
de tipos.

Veremos primeiramente a propriedade de saturacao recursiva, que se ref-
ere a realizacao de conjuntos recursivos de féormulas e, por isso, precisamos
definir o que vem a ser isto.

Sejam Vo = @ e, sen € N, V.1 = P(V,) (o conjunto das partes — ou
subconjuntos — de V,) e V, = UneN V.. Seja Lzpr a assinatura contendo
apenas o simbolo de relacao binaria €.

Dizemos que uma Lzp-férmula é AY (ou II3, ou também XJ) se for
logicamente equivalente a uma férmula sem quantificadores, ou da forma
Jz(x € y A) ou Va(x € y — ), sendo que ¢ também é considerada como
A e a varidvel y é distinta da varidvel z. Se 6 for férmula I19 (ou, respecti-
vamente, $0) e ¢ for equivalente a 3z 6 (ou a Vr 6, respectivamente), entao

dizemos que ¢ é X2 (ou, respectivamente, II2_ ), sendo y distinta de z. Se
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¢ for, ao mesmo tempo, equivalente a uma férmula XY e a uma outra férmula
1%, diremos que ¢ ¢ A2. Se 6 for férmula I1° (ou, respectivamente, 39) e ¢
for equivalente a Jx(z € y A 0) ou a Vz(x € y — 6), entao dizemos que ¢ é
I1° (ou, respectivamente, 39), sendo y distinta de x.

Diremos que o subconjunto A C V,, é recursivamente enumeravel, ou
abreviadamente r.e., se for definido por uma férmula ¢ 39, ou seja, A =
{a €V, : (V,,€) = ¢(a)}. Dizemos que tal conjunto é recursivo se tanto
A quanto V,, \ A forem recursivamente enumeravel (e portanto A é definivel
por férmula AY).

Identificando o conjunto dos nimeros naturais N com o subconjunto
w C V, (ou seja, 0 ¢ identificado como conjunto & e n + 1 com o conjunto
correspondente a {0, ...,n}), podemos codificar assinaturas e linguagens em
V., usando indices em w. Mas os detalhes de tais possiveis codificacoes serao
deixados para outra ocasiao (veja o texo sobre a Incompletude). Para o que
vem a seguir, basta sabermos que:

1. podemos definir a soma e o produto em w, imitando as operagoes de N
por féormulas A

2. podemos definir uma espécie de assinatura mazimal, por exemplo con-
tendo conjuntos disjuntos C' = {¢s : s € 2<¥}, F = {f,s :n € we
s€2%eR={R,;:n €wes e 2%} sendo que poderemos codi-
ficar cada simbolo como par ordenado (¢, = (0,s), F,s = ((0,n),s) e
Ry = ((1,71), 3))v etc;

3. podemos definir os simbolos de variaveis por x,, = (1,n) e os simbolos
légicos como A = (2,0), V = (2,1), = = (2,2), —= (2,3), Jz,, =
(3,n), Va, = (4,n) e, se quisermos, cédigos para simbolos de separagao
(virgula e parénteses);

4. férmulas sao seqiiéncias finitas de simbolos, satisfazendo as regras usuais
de construcao, etc.

As assinaturas que usaremos serao assumidas como subconjunto recursivo
da assinatura maximal, cujo complemento seja infinito nessa assinatura.
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2 Modelos Recursivamente Saturados

Dada uma assinatura recursiva L, dizemos que uma L-estrutura M é re-
cursivamente saturada se, para todo conjunto de novas constantes C' =
{c1,...,¢,} etodo conjunto recursivo I'(x) de L(C')-férmulas tendo no méximo
como livre a variavel x, que seja finitamente satisfativel em M, entao M re-
aliza I.

Nesta segao, assumiremos que L serd uma assinatura recursiva (finita ou
enumeravel).

Teorema 2.1 Dada L-estrutura infinita M, existe N = M de mesma car-
dinalidade, que é recursivamente saturada.

Demonstracao: Como a quantidade de conjuntos recursivos I'(z) é no
maximo enumeravel, o método das constantes pode ser aplicado para obter-
mos a extensao elementar desejada N > M. 0

Dada assinatura (recursiva) L, que tenha simbolos de funcdo, seja L’ a
assinatura que contenha L e também contenha um simbolo relacional (n+1)-
ario Ry para cada simbolo de funcao n-aria f € L. Se A ¢ uma L-estrutura,
vamos expandi-la a uma L’-estrutura, interpretando cada simbolo relacional
R; como sendo o grifico da fungao f4 : A" — A. Seja L” a restricdo de L’/
retirando-se apenas todos os simbolos de funcao. Com este procedimento,
podemos trabalhar com assinaturas que nao tenham simbolos de funcao,
mas que estes sejam representados pelos seus gréficos (é apenas um truque
sintatico que nao afeta de modo essencial as estruturas).

Seja T uma L-teoria consistente e suponhamos que A, B = T e supon-
hamos que L nao tenha sfmbolos de funcio. Seja L* a assinatura obtida de
L pela indexacgao de cada simbolo de constante ¢ com o indice cy4, e de cada
simbolo de relagao R com R4 e com um novo simbolo de relacao unaria Upy.
Seja L? obtida pela indexacdo dos simbolos de L agora por B, com 0 novo
simbolo relacional undrio Ug. Definimos o par de modelos M = (A, B) como
sendo a LA U LP-estrutura M, cujo dominio seja o conjunto M = AU B,
interpretando UY = A, UM =B, M =ctc AcM,cf =cP € BC M,
para cada sfmbolo de constante ¢ € L, e RY = R4 C A" C M" e RY =
REB c B" C M", para cada simbolo relacional n-drio R € L.

Para cada L-férmula ¢, definimos indutivamente ¢4 como sendo:
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1. se ¢ for atomica, ¢, é obtida de ¢ trocando-se cada ocorréncia de
sfmbolo de constante ¢ € L por ¢4 € L* e de simbolo relacional R € L
por Ra;

2. (@ NAY)a = paNYa; (OAV)a = daANtha; (9V P)a = daVibae
(—0)a = ~(da);

3. (Fxp)a = Fx(Ua(x) N da) e (Vrp)a =Vae(Ua(z) — ¢a).

A mesma definicao, mutatis mutandis', para ¢p.
Para a aplicacao que temos em mente, precisamos de mais um ingrediente.

Dadas as L-estruturas A e B, um isomorfismo parcial é uma relacao
I C U,enlA]™ x [B]™ (sendo que [A]" = [B]® = {@}, e [A]" ¢ o conjunto de
todos os subconjuntos de A contendo exatamente n elementos, e 0 mesmo
para [B]™), tal que:

1. o1o;

2. se a € [A]" e b € [B]" sdo tais que alb, entdo as L({ci,...,cn})-
estruturas (4, a) e (B, b) satisfazem as mesmas L({cy, ..., c,})-sentencas
atomicas;

3. (homogeneidade) se a € [A]" e b € [B]" sdo tais quea I b, dado a,,4; € A
existe b,y1 € B (e, reciprocamente, dado b,y; € B, existe a,11 € A)
tal que aU{ani1} 10U {byy1}.

Lema 2.1 Se existir um isomorfismo parcial [ entre A e B, entao A = B.

Demonstragao: Provamos a seguinte assercao, por inducao na complexi-
dade das L-férmulas, que implicara na equivaléncia elementar entre A e B:

Para todo n > 0 e todo @ = {ai,...,a,} € [A]" e todo b =
{b1,... bn} € [B]" se {ar,...,an} [{b1,... b} e @(x1,... co) é
L-férmula e A = ¢(a), entdo B = ¢(b).

O passo inicial, das férmulas atomicas, segue imediatamente da segunda
condicao da definicdo do isomorfismo parcial e os conectivos proposicionais
nao trazem nenhuma dificuldade.

! Esnobice latinesca, que significa mudando o que deve ser mudado.
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Consideremos uma férmula Jx¢(x, z1,...,x,), tal que A = Jzp(z,a) e
seja a € A, tal que A | ¢(a,a) — estamos também supondo, como hipétese
de inducao, que a afirmacao é verdadeira para a féormula ¢. Pela terceira
condigao sobre o isomorfismo parcial, existe b € B, tal que {a, ..., a,,a} I {by,
..., by, b}, 0 que implica que B |= ¢(b,b), pela hipétese de inducdo.

Por fim, consideremos uma férmula Vxo(z, x1, . . ., x,), tal que A = Veo(x, a)
e seja b € B. Pela terceira condicao sobre o isomorfismo parcial, existe
a € A, tal que {ay,...,a,,a}I{by,... b,,0}. Como A = Vz¢(z,a), temos
que A = ¢(a,a) e, portanto, que B |= ¢(b,b), por hipétese de inducio. Mas
isto implica que B = Vaé(x,b), dado que o elemento b € B é arbitrario.

Se L contiver pelo menos um simbolo de constante, entao se ¢ for L-
sentenca atomica (que existe) e A = ¢, entao B |= ¢ devido as duas primeiras
condigoes sobre o isomorfismo parcial. A conjuncao, disjuncao, implicagao
e negacao de L-sentencas seguem facilmente por inducao e a quantificacao
também sai por inducao e pela terceira condi¢ao em 1.

Para terminarmos a demonstracao, precisamos ainda considerar o caso
em que a assinatura L nao contenha nenhum simbolo de constante e, por-
tanto nao tenha sentencas atomicas — aqui o passo inicial da inducao para
provarmos que A = B é o das L-sentencgas menos complexas, que sao do tipo
Jxg(z) ou Vag(x), sendo ¢(x) atomica e contendo apenas uma varidvel. Mas
este caso tem o tratamento igual ao da quantificacao que foi feito acima. [

Por fim, a aplicacao. Lembramos que uma L-teoria é completa se, para
toda sentenca ¢, ou T |= ¢ ou T' |= —¢ (isto é, ¢ ou —¢ é conseqiiéncia logica
de T).

Teorema 2.2 Uma L-teoria T é completa se, e somente se, para todo M =
(A, B) LU LB-estrutura recursivamente saturada, se A, B = T entao existe
isomorfismo parcial I entre A e B.

Demonstragao: (=): Suponhamos que T seja completa e que M = (A, B)
LA U LB-estrutura recursivamente saturada, com A, B =T.
Afirmamos que a relacdo a I bse (A, a) = (B, b) é um isomorfismo parcial.
Sendo T completa e A, B =T, entao A = B, o que implica que @ &,
ou seja, a primeira condicao esta garantida.

Se (A,a) = (B, l_)), certamente essas duas estruturas satisfazem as mesmas
L(¢)-sentengas — a segunda condigao!



R. BIANCONI - MODELOS SATURADOS 6

Por fim, suponhamos que @I b e que a € A. Seja I'(x) o conjunto de todas
as formulas da forma Ug(z) e ¢a(ce,€) < ¢p(x,d), sendo ¢(z,1,...,7,)
um L-férmula com as varidveis livres indicadas, e c,, ¢ = (c1,...,¢,), d =
(dy,...,d,) novas constantes, todas distintas. Certamente tal conjunto é
recursivo. Da hipétese de que @ I b, ou seja, de que (A,a) = (B, b), vemos que
cada parte finita de I' é satisfativel em M e, portanto, pela hipotese de que M
é recursivamente saturado, I' é realizado por um elemento b € B C M. Isto
quer dizer, entdo, que (A, a,a) = (B,b,b). Trocando A por B no argumento
acima exposto, obtemos o que faltava para concluir aque a terceira condigao
também estd verificada para 1.

(«<): Agora suporemos que para todo M = (A, B) L* U LP-estrutura
recursivamente saturada, se A, B = T entao existe isomorfismo parcial [
entre A e B. Mostraremos que 17" é completa.

Para isto, basta mostrar que, dados modelos Ay, By = T, temos que
Ay = By. Consideremos o par My = (Ap, Bg) e uma extensdo elementar
M = (A, B) que seja recursivamente saturada. Como M > My, devemos ter
Ay < Ae By < B, ou seja, A, B = T. pela hipdtese, existe isomorfismo
parcial entre A e B e, portanto, A = B. Isto implica que Ay = By, como
esperavamos. ([l

Este é um bom critério para provar que certas teorias 1" sao completas.

Exemplo 2.1 Consideremos o seguinte conjunto de sentencas 7', que sao
satisfeitas na estrutura Z = (Z,0,1,+, —, <):

1. sentengas dizendo que (Z,0,+, —) é um grupo abeliano (a soma ¢é as-
sociativa, distributiva, tem elemento neutro 0 e oposto —);

2. < é uma ordem linear (estrita) em Z e 1 é o menor elemento positivo;

3. Vx,y,z2(r <y — x+ 2z < y+z2) (aordem é compativel com a operacao
do grupo)

4. para cada k € N, k > 1 a sentenca Vo \/ ., (k|z — j), sendo que klt
é a formula 3z(kz = t) e kz representa o termo (z + (z + (... +2)...)
contendo exatamente k vezes a varidvel z.

Provemos que tal conjunto 7" forma uma teoria completa usando o critério
acima.
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Consideremos A, B |= T, tais que M = (A, B) seja recursivamente satu-
rado. Definimos a relagao I entre n-uplas de A e de B, como a b se:

1. para cada termo T'(zy,...,2,), A F T(a) > 0 se, e somente se, B |=
T(b) > 0;

2. para cada termo T'(zy,...,z,) e cada k € Nk > 1, A |= k|T(a) se, e
somente se, B = k|T(b).

A condigdo @ I @ decorre diretamente do fato de que A, B = T.

As férmulas atomicas de L sao da forma T71(z) < To(x) ou T1(z) = To(Z).
A primeira é equivalente, em modelos de 7', a uma do tipo 7'(z) > 0 (ou,
mais precisamente, 0 < T'(Z)), e a segunda é equivalente, naqueles modelos,
a uma do tipo T'(Z) = 0, que é equivalente a T(Z) +1 > 0A =T (Z) +1 > 0.
Usando essas equivaléncias e a hipétese de que @b, concluimos que (A, a)
e (B,b) satisfazem as mesmas L(¢)-sentencas atomicas, ou seja, a segunda
condi¢ao de um isomorfismo parcial.

Para verificarmos a terceira condicao, basta mostrar a seguinte afirmacao,
decorrente dessas equivaléncias expostas acima e do Teorema da Compaci-
dade (observando que A._,(¢; < ;) ¢ logicamente equivalente a (A, ¢; <

Para todos os termos T'(Z) e S(z) e todos k,l,m € N, com k > 1,

" AE P(a) <me< S(a) e c=l(modk),

entao existe x € B, tal que

B = P(b) < mx < S(b) e x = I(mod k).

Se existirem apenas uma quantidade finita de elementos de A entre T'(a)
e S(a), entdo o elemento ¢ é da forma ¢ = T(a) + j, para algum j € N
e, portanto z serd da mesma forma x = T'(b) + j. Sendo, sendo infinita
a quantidade, o mesmo ocorrerda em B e podemos escolher z = [ (mod k)

naquele intervalo, o que sempre existira. 0
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3 Modelos k-saturados, k-homogéneos, x-uni-
versais

Seja k > w um cardinal. Dizemos que a estrutura M é k-saturada se, para
todo A C M, cuja cardinalidade |A| < k e todo I' € S1(A) contendo T'(M),
M realiza o tipo T'.

Teorema 3.1 Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do con-
junto de L-féormulas. Entao, dada uma L-estrutura A de cardinalidade
|A| < 2", existe uma extensao elementar B > A rT-saturada e de cardi-
nalidade 2.

Demonstracgao: Construiremos B usando uma uniao de cadeia elementar.
Comecando com uma extensao elementar, se for preciso, podemos supor que
|A| = 2. Seja Ay = A e seja Po+(Ag) = {X C Ay : |X| < k}. Entado
| P+ (Ap)| = sup, <, 287 = 2% e, portanto, |UX€PN+(AO) S1(X)| = 2". Assim,
podemos obter extensao elementar A; = Ay que realiza todos os tipos em
UXe?ﬁ(Ao) S1(X) e de cardinalidade |A;| = 2% (usando o método das con-
stantes). Indutivamente construimos cadeia elementar Ay < A; < Ay < ...,
tal que, para cada a > 0, A,y realiza todos os tipos em UXGPH+ (Aa) S1(X)
e tem cardinalidade |A, 1] = 2%, e se § < 2% for ordinal limite, definimos
As; = U,<5 Ao, que também tem cardinalidade |As| = 2% e é extensdo ele-
mentar de seus predecessores.

Seja B = |J, .o« Aa. Entao B = A, |B| = 2" e se X C B tem cardinali-
dade | X| < k entao, como a cofinalidade de 2% é estritamente maior do que
K, existe a < 2", tal que X C A,. Dai decorre que A, realiza todos os
tipos em 51(X) e, como B > A,, B também realiza esses tipos. O

Uma estrutura M ¢é dita k-homogénea se, para todos X, Y C M, tais que
(X|=1Y| < ke (M x)acix| = (M, Ya)a<|y| (sendo que X = {z, : a < | X]|}
eY ={ys : a < |Y| = |X]|}), entdo dado a € M existe b € M, tal que
(M, za, a)acix| = (M, Yas b)acy)-

Teorema 3.2 Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do con-
junto de L-férmulas, e seja M uma estrutura k-saturada. Entao M é k-
homogénea.
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Demonstracao: Seja M uma estrutura s-saturada e X, Y C M, tais que
(X|=1Y| < ke (M x)acix| = (M, Ya)a<|y| (sendo que X = {z, : a < |X]|}
eY ={y, : a < Y| = |X|}), esejaa € M. SejaI' € S1(X) o tipo do
elemento a sobre o conjunto de parametros X (ou seja, se A = | X| < ke C =
{¢a : @ < A} é um conjunto de novas constantes, I' ¢ um conjunto maximal
consistente de L(C)-férmulas ¢(x), com varidvel livre x, ou sem varidveis
livres, tal que ¢ realizado pelo elemento a € M na estrutura (M, Z4)a<))-
Interpretando cada ¢, € C pelo elemento y, € Y e usando a hipétese de que
(M, z0)a<ix] = (M, Ya)a<|y|, obtemos um conjunto I' finitamente satisfativel
na estrutura (M, ya)a<|y|, OU seja, um tipo em S1(Y), que é realizado por um
elemento b € M, devido a sua s-saturacao. Dai, segue que (M, 24, a)ac|x| =
(M, Yo, b)a<y|, como querfamos. O

Uma estrutura M é dita k-universal se para toda estrutura N = M de
cardinalidade |N| < &, existe N < M isomorfa a N. Isto é, M tem cépia
isomorfa de todos os modelos de sua teoria, que sejam de cardinalidade menor
do que k.

Teorema 3.3 Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do con-
junto de L-férmulas. Se M é uma L-estrutura x-saturada, entao também é
x-universal.

Demonstracao: Seja M uma estrutura x-saturada e suponha que N = M
tem cardinalidade |[N| < k. Recorrendo a uma extensao elementar de N, se
necessario, podemos supor que |N| = k e enumeramos N = {a, : a < Kk}.
Vamos obter N’ < M por indugdo em «a < k.

Comegando com o = 0, seja T a L-teoria de M e I' € Si(T) o tipo
do elemento ay € N (sem parametros). Como N = M e I' é realizado em
N, entao I' é finitamente satisfativel, e portanto realizado por um elemento
by € M, devido a k-saturagao de M.

Suponha que ja tenhamos definido uma seqiiéncia (b, : @ < 3) de elemen-
tos de M, tal que, para cada A < (3, o tipo do elemento by, sobre o conjunto de
parametros {b, : a < A}, denotado por tp(by/{b, : @ < A}), conincide com
tp(ar/{as : o < A} (ambos vistos como um conjunto de L({c, : o < A})-
férmulas tendo no méximo a varidvel livre z) — observe-se que esta afirmagao
ja foi provada no caso em que A = 0. Seja bg o elemento de M que realiza o
tipo tp(ag/{as : @ < [} (usando a k-saturacao de M).
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Seja N’ C M o conjunto de todos os b,, o < k, assim obtidos. Entao a
aplicacao f : aq, € N — b, € M é uma bijecao sobre sua imagem N’', que
é subestrutura de M, pois toda a informacao da estrutura N estd contida
nos tipos acima considerados. Para provarmos que N’ < M, sejam ¢(Z) uma
L-férmula (com varidveis livres Z = (z1,...,2,)), b € (N')", e suponhamos
que M = ¢(b). Renomeando varidveis, se necessario, podemos supor que os
elementos da n-upla b estejam listados em ordem crescente de indices b =
(bays - bay ), com g < ... < . Entdo ¢(cq,,...,cCa, ) € tp(ba, /{by
n < an}) = tp(aa,/{a, : 7 < a,}) (como conjunto de L({c, : n < ay,})-
formulas). Como o tipo é realizado em N e, portanto em N’, N’ |= ¢(b), ou
seja, N' < M, como querfamos. 0

Agora provemos a reciproca dos dois teorema anteriores.

Teorema 3.4 Seja k > w que nao seja menor que a cardinalidade do con-
junto de L-férmulas, e seja M uma L-estrutura infinita. Sao equivalentes as
seguintes assercoes:

1. M é k-saturada;

+

2. M ¢é k-homogénea e k™ -universal;

3. M é k-homogeénea e k-universal.

Demonstragao: Ja provamos acima que (1) = (2). A implicacao (2) = (3)
¢ imediata.

Provemos a implicagao (3) = (1). Seja M uma L-estrutura k-homogénea
e k-universal. Seja X C M, cuja cardinalidade seja |X| = A < Kk, enu-
meremos X = {a, : 7 < A} e seja C = {¢, : n < A} um conjunto de
novos simbolos de constantes. Seja I' € S;(X) um tipo sobre o conjunto de
parametros X (conjunto de L(C')-férmulas), que seja finitamente satisfativel
em M. Queremos mostrar que I' é realizado em M.

Seja N = M, tal que X C N, N realiza o tipo I' e |[N| = max{| X]|,|L| +
w} < K, que pode ser obtido pelo método das constantes. Por ser uma
estrutura k-universal e |[N| < k, existe N’ < M isomorfa a estrutura N, por
um morfismo f: N — M. SejaY = {b, = f(a,) : n < A} C M aimagem do
conjunto X pela aplicacao f. Se p € N realiza o tipo I' em N, sua imagem
b = f(p) realiza-o em N’ e, portanto em M. Pela construcao de N’, obtemos
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que (M, a)eex = (M, b)pey. Como M é, por hipétese, k-homogéneo, existe
q € M, tal que (M, a,q)acx = (M, b, p)pey. Mas isto significa que o elemento
q realiza o tipo v em M, como queriamos. 0

4 Exercicios

Exercicio 4.1 Mostre que a uniao e a interseccao de conjuntos recursivos é
recursiva.

Exercicio 4.2 Ache férmulas A? especificas para definir as codificagoes in-
dicadas na introducao.

Obs.: Nos exercicios a seguir, que tratam de estruturas recursivamente
saturadas, uma hipotese implicita e sempre presente serd a de que L é uma
assinatura recursiva sem simbolos de funcoes.

Exercicio 4.3 Mostre que se M é estrutura recursivamente saturada e | M| =
w, entao existe um automorfismo (morfismo bijetor) de M distinto da iden-
tidade. [Sugestao: tente achar elementos distintos ag e by de M, tais que
(M, ag) = (M, by).]

Exercicio 4.4 Seja M = (A, B) um par recursivamente saturado. Mostre
que tanto A como B sao também recursivamente saturados.

Exercicio 4.5 Suponha que A e B sejam L-estruturas, tais que B C A e
a estruturas expandida (A, P) seja recursivamente saturada, na linguagem
expandida com um simbolo relacional unario P, interpretado como sendo o
subconjunto B de A. Mostre que o par M = (A, B) é estrutura recursiva-
mente saturada.

Exercicio 4.6 Seja M = (A, B) uma estrutura recursivamente saturada,
com |M| = w. Mostre as seguintes equivaléncias:

1. T5(A) = T5(B) (A e B satisfazem as mesmas sentencas existenciais)
se, e somente se, existir inclusao de A em B.
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2. TT(A) =TT (B) se, e somente se, existir um homomorfismo sobrejetor
f:A— B.

Exercicio 4.7 Prove que se I é um isomorfismo parcial entre A e B e
(a1, ... an) I (by,...,b,), entdo existe isomorfismo parcial entre as estruturas
expandidas (A,a) e (B,b).

Exercicio 4.8 Use o método dos modelos recursivamente saturados para
obter axiomatizagoes completas das teorias das seguintes estruturas:

1. (w,<);
2. (Q,0,+,<);

3. (Q,<,F), sendo que F' : Q — Q é automorfismo de (Q, <), tal que
Vo(x < F(x)).

Exercicio 4.9 Mostre que uma estrutura M é k-saturada para todo cardinal
Kk > w se, e somente se, M for estrutura finita.

Exercicio 4.10 Mostre que se M é k-homogénea e |M| = k, entao dados
A<rkeX,Y C M, taisque | X|=|Y|=Xe (M, 24)acr = (M, Ya)a<x (sendo
que T, e Y, sao enumeragoesde X e Y, respectivamente), entao existe um
automorfismo f : M — M (ou seja, L-morfismo bijetor), tal que f(z,) = Ya,
para todo o < A. [Sugestdao: enumere M = {a, : a < k} de modo que
estenda a enumeragao de X e também como M = {b, : @ < k} de modo que
estenda a enumeracao de Y e defina f indutivamente, partindo da funcao
foirra€ X —y, €Y

Exercicio 4.11 Sejam I um conjunto infinito, M;, ¢ € I, L-estruturas, e U
um ultrafiltro w-incompleto sobre I. Mostre que o ultraproduto [[, M;/y é
uma estrutura wi-saturada.

Exercicio 4.12 Sejam M = N duas estruturas saturadas e de mesma car-
dinalidade (sdo ambas |M |-saturadas, |M| = |N|). Mostre que M e N sao
isomorfas.

Exercicio 4.13 Neste exercicio assumiremos a Hipdtese do Continuo: 2% =
N;. Sejam A e B duas L-estruturas, |L| < w, com cardinalidades |A|, |B| <
N;. Mostre que sao equivalentes:
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1. A= B,

2. para todos os ultrafiltros nao principais U e V sobre w, sao isomorfos
os ultraprodutos [[A/v 2 [[B/v Z ][ B/v;

3. existem ultrafiltros U e V' (sobre algum conjunto de indices I), tais que

[[A/u=]]B/v.

Exercicio 4.14 (Modelos Especiais) Uma estrutura M é dita um mode-
los especial se existir uma cadeia elementar Mpg, tal que 5 < |M| é cardinal
e Mg ¢é ft-saturado. A cadeia de modelos Mz é chamada de cadeia especial-
izadora de M. Mostre que:

1. toda estrutura finita é especial;
2. todo modelo saturado (isto é, M é |M|-saturada) é especial;

3. todo modelo de cardinalidade k™ é saturado se, e somente se, for espe-
cial;

4. todo modelo de cardinalidade x regular e limite (ou seja, fracamente
inacessivel) é saturado se, e somente se, for especial.



Indice Remissivo

LA 3
A9 1
A0 2
I, 1
Hn+l7
201
Z?L+17 1

1

cadeia
especializadora, 13
conjunto
r.e., 2
recursivamente enumeravel, 2
recursivo, 2

estrutura
rk-homogénea, 8
k-saturada, 8
par de modelos, 3
recursivamente saturada, 3

isomorfismo
parcial, 4
homogeneidade, 4

modelos
especiais, 13

par de modelos, 3

14



