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1 Introducao: Subestruturas Elementares

Lembremos os seguintes conceitos: um morfismo de L-estruturas é uma
aplicacao ® : M — N tal que se ¢ € C, ®(c™) = N, se f € F é n-
dria, ®(fM(xy,...,2,)) = fN(P(x1),...,P(z,)), e se P € R é n-dria, entao
(21,...,7,) € PM se, e 56 se, (®(xy),...,P(z,)) € PN. Se & é bijetora,
dizemos que é um isomorfismo (de L-estruturas). Um morfismo elemen-
tar f: A — B é um morfismo de L-estruturas tal que, para toda férmula
U(xy,...,x,), e todo a € A" vale

AR @) < BEy(f(a),

sendo que f": A" — B™ é o produto cartesiano de n cépias de f.
Aplicando essa defini¢ao a férmula —(x = y), vemos que um morfismo
elementar é injetor.

Dados A C B, tais que A, B = T, dizemos que A é subestrutura ele-
mentar de B, (e também dizemos que B é extensao elementar de A se para
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toda férmula ¢(zq,...,x,) e todo a € A", A = ¢(a) se, e s6 se, B = ¢(a).
Denotamos tal fato por A < B.

Teorema 1.1 (Teste de Vaught) Dados A C B, tais que A,B E T,
entdo A < B se, e 86 se, se para toda féormula ¢(zq,...,z,), da forma
Jyp .. ymY(xq,...,2,) e todo a € A", se B = ¢(a), entdo A = ¢(a).

Demonstracgao:

Se A < B, de prépria defini¢ao concluimos que para toda férmula ¢(x1, . . .,
x,), da forma Jy; ...y, (z1,...,2,) e todo a € A", se B = ¢(a), entao
A |= ¢(a).

Para provarmos a reciproca, suponhamos que, para toda férmula ¢(z1, . . .,
xy), da forma Jy; ... Jyu(xy,...,z,) e todo a € A", se B |= ¢(a), entdo
A= ¢(a). Seja O(xyq, ..., x,) uma férmula, a € A e suponha que B |= 0(a).
Se 0 for logicamente equivalente a uma do tipo da hipétese, nada precisamos
provar. Assim, assumiremos que 6 é (logicamente equivalente a uma férmula
da forma) Vy; ... Yy, (z1,...,2,). Se A nao satisfizesse § em a, entao sua
negacao seria verdadeira em A. Mas sua negacao é logicamente equivalente
a féormula Jy; ... Jy, (21, ..., x,) e a hipdtese aplicada a ela daria uma
contradi¢ao, provando o teorema. O

Para aplicagbes a seguir, considere uma L-estrutura A e seja L(A) a
assinatura L unida com um conjunto (disjunto de L) de novos simbol;os
de constantes {c, : a € A}. O diagrama de A é o conjunto A4 de todas
as sentencgas que sao férmulas atomicas ou negacoes de formulas atomicas
satisfeitas na L(A)-estrutura (A, a).c4 (isto é, interpretando cada constante
¢, pelo respectivo elemento a € A). O diagrama elementar de A é a L(A)-
teoria da estrutura (A, a)sca.

Teorema 1.2 Sejam A = B L-estruturas. Entao existe extensao elementar
C de B e um morfismo elementar A — C.

Demonstracao: Sejam A4 o diagrama de A e ['g o diagrama elementar de
B.

Afirmamos que A, U T'g é consistente. De fato, pelo Teorema da Com-
pacidade, basta verificar que cada parte finita dessa uniao tem um modelo.
Seja = C Ay, finito. Mostraremos que = U I'g tem modelo. Seja ¢(c,) a
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conjuncao das férmulas contidas em A4, sendo que ¢, = (¢4, - - -, Ca, ) SO 08
simbolos de constantes correspondentes aos elementos aq,...,a, € A. Tro-
cando essas constantes por variaveis zZ = (zy,. .., z,), que ndo ocorram em ¢,

temos que A |= 3z ¢(Z) e, portanto, B = 3z p(z). Sejam by, ..., b, € B, tal
que B |= ¢(b). Interpretando em (B, b)ycp o simbolo de constante c,, pelo el-
emento b; € B, expandimos a estrutura (B, b)yc g a uma L(B)U{c,,,. .., Cq, }-
estrutura que satisfaz o conjunto de férmulas Z U I'g, como queriamos.

Seja C' = A4 U T'p. Naturalmente podemos tomar C' como extensao

elementar de B e a interpretagao das constantes ¢,, a € A, forma um sub-
conjunto de C' que se comporta como copia isomorfa da estrutura A. 0]

2 Cadeias Elementares

Uma cadeia de L-estruturas é uma sequéncia de estruturas A,, n € N, tal
que A, C A1, n € N, e se R é simbolo de relacdo N-éria, entdo R4 =
RA1 N AN, e também, se f é simbolo de funcio N-dria, f4» é a restricao a
estrutura A,, de sua interpretacao fA"“; por fim, as constantes tém a mesma
interpretacdo em todas as estruturas (e, portanto, nomeiam elementos de
Ap). Uma cadeia (A, : n € N) é elementar se também valer que A, < A1,
n € N.

Se (A, : n € N) é cadeia de L-estruturas, entao Al J, .y An pode tornar-se
naturalmente numa L-estrutura, interpretando o é simbolo de relacao N-aria
RA = Unen R4 0 stmbolo de funcdo N-aria F terd a interpretacio f4, de
modo que se @ € A,N C AN, entdo f4(a) = fA*(a); por fim, se ¢ é um
simbolo de constante, ¢4 = ¢40.

Teorema 2.1 (Tarski) Seja (A4, : n € N) uma cadeia elementar. Entao a
unido dessa cadeia (a estrutura A = |J, _y An, descrita logo acima) é uma
extensao elementar de cada A,,.

neN

Demonstracao: Por induc¢ao na complexidade das formulas. A base da
inducao consiste das formulas atomicas, o que é imediato, lembrando que
cada A; é subestrutura de A. Os passos de inducao para os conectivos
proposicionais (V, A, —, =) sao imediatos. O caso da quantificacao pode ser
restrito ao quantificador existencial (3), que decorre do Teste de Vaught. [
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Como primeira aplicacao, vamos provar o Teorema da Consisténcia Con-
junta de A. Robinson.

Teorema 2.2 (Teorema da Consisténcia Conjunta de Robinson) Se-
jam Ly e Lo duas assinaturas e L = L; N Ly. Suponha que T seja uma
L-teoria completa (isto é, maximal consistente) e que 7; D T, j = 1,2, sejam
L -teorias consistentes (ndo necessariamente maximais). Entao 73 U7, é uma
(L1 U Ly)-teoria consistente.

Demonstragao: Sejam Ag = T e By = T5, nas respectivas assinaturas L; e
Lo. Pela hipétese de T' = T [,= T3], e T ser completa, temos que Ag =;, By.

Sejam A; >, Ay contendo copia de By (como L-estrutura) e By >, By
contendo cépia de A; (novamente como L-estrutura). Podemos fazer essas
construcoes usando o Teorema 1.2. Indutivamente construimos, da mesma
maneira, extenssoes A,11 >, Ay, Bny1 >, B, com inclusoes elementares
(de L-estruturas) f,.1 : Aps1 — Buy1 € gn @ By — Anq1, n € N, obtendo
duas sequéncias:

<L <L1
An—l E— n T n+1
R T L

<Ly <Ly
Bn—l I Bn — Bn+1

Tomando-se as unioes das duas cadeias elementares obtemos modelos A e
B, que sao isomorfos como L-estruturas. Usando tal isomorfismo, podemos
transferir interpretacoes dos simbolos de L, em A, obtendo-se, assim, uma
(L1 U Ly)-estrutura que é modelo de Ty U Ts. O

3 Aplicacoes: Resultados de Preservacao

Dizemos que uma L-teoria T é axiomatizada pelo conjunto de axiomas I' se
TET el ET. Isto é equivalente a dizer que, para toda férmula ¢, T = ¢
se, e somente se, [' = .

Uma férmula ¢ é dita Af (ou 3, ou ITJ) se for logicamente equivalente a
uma férmula sem quantificadores. Se ¢ for 112 (ou X2), entdao 3z, .. ., 2, ¢ (ou
V21, ..., 2 ¢, respectivamente) é 30, (ou II2, |, respectivamente. Se uma
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férmula ¢ for, ao mesmo tempo, equivalente a uma férmula Pil e a outra
Y0 entdo ¢ também serd A?. O superindice Oindica que estamos falando do
nivel menos complexo de ordens de légicas, a logica de primeira ordem (e as
légicas de ordem N terdo superindices N + 1, por convengao).

Os dois teoremas de preservacao a seguir expostos tém uso em aplicagoes
de Teoria de Modelos, principalmente no estudo de sistemas algébricos.

Mas comecemos com um lema auxiliar.

Lema 3.1 Seja T um L-teoria (consistente) e seja A um conjunto de sen-
tencas que seja fechado por disjuncgoes finitas. Entao sao equivalentes:

1. T tem um conjunto de axiomas I' C A;

2. se AT e B é uma L-estrutura, tal que, para toda § € A, se A |= 4,
entdo B =0, entao B =T.

Demonstracao: A implicagao (1) = (2) é imediata.
Para a reciproca ((2) = (1)), definamos I' = {0 € A : T |= §}. Dessa
definigao decorre que T' =T

Precisamos mostrar que I' = T. Seja B = I' e consideremos o con-
junto de sentengas ¥ = {—0 : 0 € A, e B = =0}. Mostremos que T'U X é
um conjunto consistente de sentencas. Suponha que, argumentando por con-
tradigao, tal conjunto fosse inconsistente. Por Compacidade, existiriamn > 1
edy,...,0n € A taisque —d; € X, 1 < i <n,eTU{6y,...,d,} seria incon-
sistente. Ou, seja, T' = —=(A,”, —6;), 0 que é o mesmo que T' = (\/,”, 9;). Us-
ando a hipdtese de A ser fechedo por disjuncoes finitas e também a definigao
do conjunto I, terfamos que \/,”, 0, € A e, por conseguinte, \/,”, 6; € I, im-
plicando que B = \/,”, ¢;, uma contradicao, se levarmos em conta a defini¢ao

de X.

Seja, entdo A =T UX. Observemos que se 0 € A é tal que A |= 9, entao
B = 0, porque senao haverfamos (=) € ¥, o que nao poderd ocorrer, pois
A E ¥. Usando a asser¢ao (2) do Lema, concluimos que B = T e, como
B =T era arbitrério, concluimos que I' = T O

Teorema 3.1 A L-teoria T é preservada por unides de cadeias (nao ele-
mentares) se, e somente se, puder ser axiomatizada por um conjunto de IT9
sentencas.
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Demonstracao: Suponhmos, primeiramente, que 71" seja axiomatizada por
um conjunto I' de férmulas I19. Seja (A, : @ < 3) uma cadeia de modelos de
T (ou seja, Ay, C€ A, se a < 7). Seja A =|J A, a L -estrutura que é a unido
da cadeia. Mostremos que A =T e, portanto, A = T.
Consideremos uma sentenga v = Vq...Ve,Jyr ... Jynt(z1,. .., Tn, 1,
., Ym) € T, sendo que ¥ nao tenha quantificadores.Seja a € A™. Entao
existe a < f3, tal que @ € A". Como, por hipdtese, A, |= 7, existe b € A7,
tal que A, = v(a,b). Como 1) nio tem quantificadores e A, é subestrutura
de A, temos que A = v(a,b) e, devido ao fato de tomarmos uma n-upla
a € A" arbitraria, A |= «, como era de se esperar.

Para a reciproca, suponhamos que 7' seja preservada por cadeias e obtere-
mos uma axiomatizagio I' consistindo de sentengas I13. Seja A o conjunto de
todas as L-sentencas logicamente equivalentes a II9 sentengas. Observamos
que A é fechado por disjungoes finitas. Sejam A =T e B |= Ty3(A) (isto é,
B ¢é modelo de todas as II3-sentengas satisfeitas em A). Queremos mostrar
que B =T, provando, assim, que T pode ser axiomatizada por um conjunto
de TT9-sentengas.

Para isto, primeiramente provaremos que existem estruturas A’ e B’, tais

que BCA CB ,B<B eA=A"

B c A
Y /ol
B’ A

Para isto, expandimos L a L(B), introduzindo novos simbolos de con-
stantes {¢, : b € B}, expandindo o modelo B a L(B)-estrutura (B, b)pep,
interpretando ¢, pelo elemento b € B. Seja T a L-teoria de A (que é com-
pleta) e Ty = TVL(B)((B, b)ser) (ou seja, o conjunto de todas as sentencas I19
de L(B) que sejam satisfeitas naquela estrutura).

A menos de equivaléncia légica, Ty é fechado por conjungoes finitas,; e,
assim, para provarmos que 17 UT5 é consistente, usando o Teorema da Com-
pacidade, basta considerarmos apenas uma sentanga ¥ = (cp,, ..., ¢, ) € 1o
e mostrar que T} U {¢»} tem modelo. Obtemos tal modelo observando que
a L-sentenca Jy; ... Jy,1(y) é XY e é satisfeita em (B,b)yecp — €, como tal
sentenca s6 contém simbolos de L, também ¢é satisfeita em B. Portanto,
A | Jyi...3y.b(y), pois, sendo, sua negacao, que é I19, seria satisfeita
em A, o que implicaria que seria satisfeita em B, devido & hipdtese de
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que B = Tyz(A). Seja Ap = (A, b)pep um modelo de 77 U Ty (contendo
Bp = (B,b)yep como subestrutura), sendo que A’ é sua restricio a assi-
natura L. Por construcao, A’ = A e, pela definicao de Ty, toda L-sentenca
19 satisfeita em B deverd ser satisfeita em A’, o que implica que toda o
senten ca de L satisfeita em A’ também o serd em B.

Para obtermos a estrutura B’, expandimos a assinatura L(B) a L(A’) e
consideremos a teoria A(A’%z) UT(Bg) (a unido do diagrama de Ap com o
diagrama elementar de Bp). Tal teoria é consistente, pois, tomando uma
conjungao finita de férmulas de A(A’;), trocando as constantes que nao es-
tejam em L(B) por varidveis e quantificando-as existencialmente, obteremos
que Bp seria modelo de tal férmula — o Teorema da Compacidade da a con-
sisténcia almejada, e o modelo B’y = (B’,a)sca’, com B’ sua restricio a
assinatura L.

Observando a construcao feita acima, concluimos que B ¢ A" C B,
B < BeA = A, como querfamos.

Agora iteramos essa construcao, obtendo a seqiiéncia de L-estruturas B =
ByCA CB CAyC...,talque A,,1 =Ae B, < B,1, paratodon € N.

Observemos que sua uniao A, = B, tem a seguinte propriedade: para
cadan € N, B,, < B, (pelo Teorema 2.1, da Uniao de Cadeias Elementares
de Tarski) e B, = A, E T, pois T é, por hipétese, preservada por uniao de
cadeias. Isto significa que B |= T e, portanto, T' pode ser axiomatizada por
um conjunto de IT) sentengas. 0

Para o préximo resultado de preservacao, precisamos definir uma férmula
¢ como sendo positiva se for constrida usando-se apenas os conectivos V e
A e os quantificadores 3 e V (ou seja, ndo contém nenhuma negacdo e nem
implicac@o, que implicitamente envolve uma negagao).

Teorema 3.2 Uma L-teoria consistente 1" é preservada por homomorfismos
sobrejetores (nao necessariamente elementares — toda T é preservada per
estes!) se, e somente se, T' pode ser axiomatizada por um conjunto de sen-
tencas positivas.

Demonstragao: Provemos a implicacao (<), ou seja, temos que mostrar
que toda férmula positiva ¢(z), com variaveis livres & = (x1, ..., z,), é preser-
vada por homomorfismos, ou seja, dados A = ¢(a), a = (ay,...,a,) € A"
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e f: A — B, um homomorfismo sobrejetor, entdao B = ¢(f(a)), sendo que
f(a) = (f(a ) -5 flan)).
Isto sera feito por inducao na complexidade de ¢, sendo que o passo
inicial, das férmulas atomicas, e os passos de inducao para os conectivos V e
A sao imediatos.

Suponhamos que ¢(x, z1, ..., x,) seja preservada por homomorfismos so-
brejetores e sejam A = Jo(a), a = (ar,...,a,) € A e f: A — B, um
homomorfismo sobrejetor. Seja a € A, tal que A |= ¢(a,a). Pela hipétese
sobre ¢, B = ¢(f(a), f(@)), o que implica que B = 3¢(f(a)), ou seja, que
Jx¢ também é preservada por homomorfismos sobrejetores.

Com a mesma hipétese sobre ¢, sejam A = Veo(a), a = (aq,...,a,) € A"
e f: A — B, um homomorfismo sobrejetor. Sejam b € B e a € f~!({b}).
Pela hlpotese sobre ¢ e pelo fato de que A = Vz¢(a), temos que B |
¢(f(a), f(a)), ou seja, B = ¢(b, f(a)), o que implica que B |= 34(f(a)), ou

seja, que Yx¢ também é preservada por homomorfismos sobrejetores.

Agora provaremos a implicagao (=), em que usaremos uniao de cadeias el-
ementares como ferramenta. Denotemos, para uma L-estrutura M, T+ (M) =
{6 : ¢ € sentenca positiva satisfeita em M }.

Primeiramente provemos que:

dadas duas L-estruturas A e B, satisfazendo as mesmas sentencas
positivas, entao existem extensao elementar A’ = A e L-morfismo

injetor f : A — B/, tal que T* (4, a)aes) = T*(B', f(a))aea.

Sejam Ty = T (AA) Ay = (A a)aea, e T = Typ(Bg), Bp =
(B,b)pep. Pelos argumentos usuais de compacidade (exercicio — quais?),
T1UT, é consistente. Sejam (B',d/,b)aca e FT1UTve fra€ A—d € B
(sendo que o’ representa o elemento de B’ que interpreta o simbolo de con-
stante ¢, de L(A)). A teoria T, contém a informagao de que B < B’ e T} a
de que TT(A4) =TH((B',a)aca), como querfamos.

Sejam, agora, Ay = T e By = T1(Ay). Aplicando sucessivamente a
construcao feita acima, obteremos as seqiiéncias de estruturas:

AO < Ay < Ay <
\fo To \fl To
By < B < By <

de modo que

T+((A07 a)aer) = T+((B17 fO(a'))aEAo)a
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T (B, fola),b)acao ven, = TT((A1,a,g1(b))acay beB,),
TT((A1,a,91(b),a ) acay.ven,.area,) = TT((Ba, fola),b, f1(d'))acao. beny. arca,

e assim por diante, obtendo que cada f, : A, — B,y1 € g, : B, — A, sao
morfismos injetores, f,.1 estende f, e também g;il (por isso as constantes
redundantes).

Fagamos as unides das cadeias elementares A, = J, A, € B, =, B €
sejam f, =, fn: Aw — Bu € 9o = U, 9n : Bo — A.. Por construgao, f, é
homomorfismo sobrejetor (pois f,, estende cada g,'). Como T é preservada
por homomorfismos sobrejetores e como Ay < A, e By < B, concluimos
que By = T e, portanto, T pode ser axiomatizada por sentengas positivas.

O

4 Exercicios

Exercicio 4.1 (Limites indutivos de L-estruturas) Seja (I, <) uma or-
dem parcial dirigida a direita, ou seja, I ¢ um conjunto parcialmente ordenado
pela relagao <, com a propriedade de que dados i, j € I, existe k € I, tal que
1 < kej <k Dadas L-estruturas A;, i € I, e morfismos de L-estruturas
F; + Ay — Aj, para todos 4, j € I, tais que ¢ < j, e satisfazendo a hipdtese
de que se i < j < k, entao Fj, = Iy, o Fj;.

1. Mostre que a relacao ~ em (J,.; A; dada por a ~ b se, e s6 se, supondo
que a € A; eb € Aj, Fip(a) = Fj(b), para todo k € I, tal que
1 < kej<k,éuma relacao de equivaléncia. Mostre que ~ também
pode ser definida por a ~ b se, e s6 se, supondo que a € A; e b € A;,
Fi(a) = Fj(b), para algum k € I, tal que ¢ < ke j < k. Denotaremos
a classe de um elemento a por [al.

2. Seja A a seguinte estrutura, também denotada por lim; A;, definida
sobre o conjunto de classes da relagao de equivaléncia ~, interpre-
tando cada sfmbolo de constante ¢ pela classe de algum c¢?; cada
sfmbolo de funcdo N-dria como f%([ai],...,[a,]) = [b], sendo que
ai,...,a,,b € A;, para algum ¢ € I; e cada simbolo de relacao N-
dria R interpretado de modo que ([ay],...,[an]) € R4, sendo que
ay,...,an,b € A;, para algum i € I, se, e sé se, (ai,...,ay) € R4,
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Mostre que essas defini¢oes independem do representante das classes
de equivaléncia (principalmente que podemos tomar os elementos em
uma unica estrutura de cada vez).

3. Sejam F; : a € A; — [a] € A, i € I. Mostre que se cada um dos
morfismos Fjj, ¢ < j, forem elementares, entao cada F; também sera
elementar.

Exercicio 4.2 Mostre que q L-teoria (consistente) 1" é preservada por sube-
struturas (isto é, se A = T e B C A é subestrutura, entdao B |= T)) se, e
somente se, tiver um conjunto de axiomas formados por sentencas I1°.

Exercicio 4.3 Mostre que q L-teoria (consistente) T' é preservada por su-
perestruturas (isto é, se A =T e B O A é superestrutura, entao B = T) se,
e somente se, tiver um conjunto de axiomas formados por sentengas X9.

Exercicio 4.4 Seja Ty uma L-teoria qualquer (consistente). Dizemos que a
L-teoria T' é preservada por submodelos médulo T (preservacao relativizada
a Ty) se, para todos A, B = Tp, tais que A C Be B =T, entao A = T.
Prove que T' é preservada por submodelos mdédulo Tj se, e somente se, T'U Ty
pode ser axiomatizada por um conjunto I' U Tj, tal que I' é um conjunto de
sentencas TI.

Exercicio 4.5 Seja Ty uma L-teoria qualquer (consistente). Dizemos que
a L-teoria T' é preservada por superestruturas modulo T} (preservagao rela-
tivizada a Tp) se, para todos A, B |= Tp, tais que A C B e A = T, entao
B = T. Prove que T é preservada por superestruturas médulo Tj se, e so-
mente se, T'U Ty pode ser axiomatizada por um conjunto I' U Tj, tal que I' é
um conjunto de sentencas 9.

Exercicio 4.6 Seja T, uma L-teoria qualquer (consistente). Dizemos que a
L-teoria T é preservada por unides médulo Ty (preservacao relativizada a Tj)
se, para todos A, = Tp, tais que A, C A,41 e A, =T, entao A, =, An =
T. Prove que T é preservada por unioes de cadeias médulo Ty se, e somente
se, T'U Ty pode ser axiomatizada por um conjunto I' U Ty, tal que I' é um
conjunto de sentengas I19.
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Exercicio 4.7 Seja Ty uma L-teoria qualquer (consistente). Dizemos que a
L-teoria T' é preservada por homomorfismos sobrejetores médulo Ty (preservagao
relativizada a Tp) se, para todos A, B = Ty, tais que exista homomorfismo
sobrejetor f: A — Be AT, entdo B |=T. Prove que T é preservada por
submodelos modulo Tj se, e somente se, T'U Ty pode ser axiomatizada por
um conjunto I' U T, tal que I' é um conjunto de sentencas positivas.
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