Capitulo 1

Breve Historico

Neste capitulo abordaremos sumariamente a evolugao histérica da légica
matematica, sem a pretensao de sermos completos. Na verdade, veremos ape-
nas os ramos que nos interessam para motivar o que vem a seguir, deixando
aqueles que se interessarem a leitura das obras referidas na bibliografia.

1.1 Ldégica na Antiguidade

1.1.1 Os Primérdios da Légica Grega Antiga

Aristételes foi o primeiro fildsofo grego a escrever de forma sistematica sobre
légica, como ferramenta (ou conjunto de regras) para disciplinar a argu-
mentagao cientifica. No entanto, antes dele (séculos V e IV A.C.), alguns
filésofos e sofistas! ja se ocupavam do problema da argumentacao, linguagem
(estrutura das sentencas), verdade, faldcias, entendimento e convicgao.

Os sofistas dedicavam-se a argumentacao politica e juridica: ou seja, con-
vencer os outros. Para eles, verdade seria aquilo que pudessem fazer seu inter-
locutor crer que fosse tal. Por exemplo, o famoso sofista Protdgoras (485-415

LA palavra sofista designa genericamente escolas de pensamento que se preocupavam
com a argumentagao politica e juridica, tendo o homem e nao ideias abstratas como ponto
de referéncia. Foram criticados pelos filésofos idealistas, que criaram o uso pejorativo da
palavra sofista e sofisma. Para um estudo mais sério sobre estes pensadores, recomendamos
a obra Os Sofistas de W. C. Guthrie.
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A.C.) estudava a estrutura das sentengas, classificando-as como expressando
desejo (gostaria que ...), questdo, resposta e comando (modo imperativo);
Alcidamas (discipulo de outro sofista famoso, Gérgias, e que floresceu em
meados do século IV A.C.) classificava-as como afirmagao, negacao, questao
e discurso; Antistenes (meados dos séculos V e IV A.C.) definia sentenga
como sendo aquilo que indique o que uma coisa foi ou é, de modo que aquele
que dissesse a coisa que é, falaria a verdade.

O tartado de légica mais antigo de que se tem noticia é o Dissoit Logoi
— ou seja, Duplos Argumentos — publicado em cerca de 400 A.C., debatendo
sobre verdade e falsidade, opondo duas teorias da verdade:

1. a verdade seria uma propriedade temporal de sentencas — uma sentena
seria verdadeira se no momento que fosse proferida, ocorresse aquilo
a que se refere (por exemplo, a frase chove agora seria considerada
verdadeira se no momento em que fosase proferida estivesse chovendo,
e falsa, caso contrario);

2. a verdade seria uma propriedade atemporal de sentencas — uma sen-
tenca seria considerada verdadeira se fosse o caso de que se conformasse
com o que existisse.

Esse tratado também se refere ao problema de que um uso auto-referente
do predicado verdade traria problemas (antecipando o famoso paradozo do
mentiroso descoberto por Eubiilides de Mileto em meados do século IV A.C.
— uma pessoa diz estou mentindo; esta frase é verdadeira ou falsa?).

Platao separou a sintaxe (a sentenga) e a semantica (o fato de ser ver-
dadeira ou falsa) (veja seu didlogo O Sofista), mas nao fez nenhum estudo
sistematico da logica.

1.1.2 Os Silogismos Aristotélicos

Aristételes escreveu (pelo menos) seis livros tratando especificamente de
logica, agrupados posteriormente com o nome de Organon (ferramenta). Ao
analisar os argumentos matematicos, ele pode definir as regras basicas de
argumentacao logica — os silogismos, ou deducoes. As sentencas consider-
adas por Aristételes eram da forma Sujeito-Predicado ligados pelo verbo ser
conjugado conforme o caso. Tanto o sujeito quanto o predicado da sentenca
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eram chamados de termos. Estes podem ser termos universais se forem
da forma todo X, ou termos particulares, ou indefinidos se apenas contiver
palavras ou expressoes sem uma ideia de quantidade (todo ou algum). Po-
dem haver também os termos singulares, aqueles que nomeiam alguma coisa
ou ser especifico (por exemplo, o nome de uma pessoa) — estes sdo tratados
por Aristételes como se fossem universais (por exemplo Sdcrates — o nome do
filésofo — era tratado também como se fosse todo Sdcrates). Confrome seja o
termo que ¢é o sujeito da sentenca, esta pode ser chamada de universal,, ou
particular ou indefinida.

Ele definiu uma deducdo como sendo um discurso em que, sendo supostas
certas coisas, algo diferente do que foi suposto resulta necessariamente por

assim ser?.

Bom, essa definicao nao ajuda muito entender o que ele pretendia, mas
uma descri¢ao explicita de seu sistema vem a calhar.

Um silogismo é uma regra de extrair uma conclusao necessdria a partir de
duas premissas (ou seja, se for negada a conclusao, as premissas nao poderao
ambas serem aceitas). Os silogismos sdo construidos com sentengas de um
dos tipos:

1. todo X éY;
2. algum X éY;
3. todo X é ndo Y (ou nenhum X ¢éY);

4. algum X é ndo Y (ou nem todo X éY).

Os dois primeiros tipos de sentencas sao afirmativas e as duas tltimas
negativas. A sentenca “algum X € nao Y”é a negacao de “todo X € Y’e a
sentenca “nenhum X € Y”é a negacao de “algum X ¢ Y.

Durante a Idade Média (nao se sabe quando) surgiram palavras mnemonicas
para a memorizacao das vérias figuras dos modods de silogismos. Usaram as
duas primeiras vogais da palavra latina affirmo, A e I, e as duas vogais da
palavra nego, E e O, para indicar cada um dos tipos de sentencas que podem
compor um silogismo:

2Ser necessario! Ou seja,se as coisas supostas forem verdadeiras, a conclusdo tem que
ser verdadeira.
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1. (A): todo X éY;

2. (1) algum X é Y

3. (F) todo X é ndo Y (ou nenhum X ¢ Y);

4. (0) algum X é ndo Y (ou nem todo X é Y).

O silogismo envolvera sempre trés termos nas trés sentencas que o compee,
sendo que um termo serd comum nas duas premissas (o chamado termo
médio) e a conclusao envolvera os termos restantes: como exemplo, o primeiro
silogismo:

Premissa: Todos os homens sao animais.
Premissa: Todos os animais sao mortais.
Conclusao: todos os homens sao mortais.

Pensando nas classes (ou cole¢oes) de homens, animais e mortais, temos
que necessariamente os homens formam uma subclasse dos animais, que, por
sua vez, formam uma subclasse dos mortais. A premissa maior é a sentenca
que contém como predicado (isto é, o que vem depois do verbo ser) o que vira
a ser o predicado da conclusdao. A outra premissa é chamada de premissa
menor. O predicado da premissa menor é osujeito da premissa maior e
nao faz parte da conclusao. Este predicado é o chamado termo médio do
silogismo.

O silogismo apresentado acima é da forma AAA, ou seja, as trés sentengas
que o compoem sao da forma todo X é Y. O nome medieval deste tipo de

silogismo é BARBARA.

Aristételes obteve trés figuras (ou tipos de estruturas) de silogismos, e
para nao ocupar muito espago em sua exposi¢ao (e para melhor visualizagao)
vamos introduzir um pouco de notacao, usando as letras A, £ [ e O, como
explicadas acima, definindo:

1. A(X,Y): todo X ¢V
2. I(X,Y) algum X é Y

3. E(X,Y) todo X é ndo Y (ou nenhum X éY);
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4. O(X,Y) algum X é nao Y (ou nem todo X éY).

Assim, o silogismo BARBARA pode ser escrito como A(X,Y), A(Y, Z) I
A(X, Z) (aqui ji usaremos o simbolo F para indicar a relagao que diz ser o
lado direito dele conclusao do que vem de seu lado esquerdo).

A Primeira Figura caracteriza-se pela forma genérica dos predicados:
(Y, Z),%(X,Y) — %(X,Z) (ou seja, o termo médio Y é o sujeito da pre-
missa maior *(Y, Z) e predicado da menor *(X,Y)), sendo que o asterisco
representa uma das vogais A, F/, I ou O. Essa figura é composta pelas quatro
regras (ou modos) seguintes:

1. BARBARA A(Y,Z), A(X,Y)F A(X, Z)
2. CELARENT E(Y,Z), A(X,Y)F E(X,Z)
3. Daru A(YY, Z2), I(X,Y) F I(X, 2)
4. Ferio E(Y, 2), I(X,Y)F O(X, Z)
Exercicio 1 Mostre que somente essas possibilidades sao validas (tente out-

ras permutacoes das vogais e verifique, dando um exemplo, que nao podem
ser validas).

A Segunda Figura caracteriza-se pelo esquema x(X, Z), (Y, Z) — %(X,Y)
(isto é, o termo médio Z é o predicado das duas premissas) e tem quatro mo-
dos:

1. CESARE E(X,Z),A(Y,Z)F E(X,Y)

2. CAMESTRES A(X,Z),E(Z,X)F E(X,Y)

3. FEsTINO E(X,Z2),I1(Y,Z) F O(X,Y)

4. BArRoCO A(X,Z2),0(Y,Z) - O(X,Y)

A Terceira Figura caracteriza-se pelo esquema *(X,Y),x(X,Z) —

*(Z,Y) (o termo médio X é o sujeito das duas premissas) e possui seis
modos:
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1. DaraprTI A(X,Y), A(X,Z2)F 1(Z,Y)
2. FELAPTON E(X,Y),A(X,2) - O(Z,Y)
Disamis 1(X,Y), A(X, Z) - I(Z,Y)
DaTist A(X,Y), I(X,Z)F I(Z,Y)
Bocarpo O(X,Y), A(X,Z2) - O(Z,Y)

AR

FERISON E(X,Y), I(X,Z) - O(Z,Y)

Um discipulo de Aristoteles, Teofrasto, isolou uma Quarta Figura, car-
acterizada por *(X,Y),*(Y, Z) — x(Z, X) (o termo médio Y é o sujeito da
premissa menor e predicado da maior), com cinco modos:

1. BRAMANTIP (OU Bamarip) A(X,Y), A(Y, Z) - I(Z, X)
2. CAMENES A(X,Y),E(Y,Z)F E(Z,X)

3. DivARIs I(X,Y), A(Y,Z)F 1(Z, X)

4. FEsApo E(X,Y), A(Y,Z)F O(Z, X)

5. FRESISON E(X,Y),I(Y,Z)F O(Z,X)

Exercicio 2 Descreva como sao e verifique a validade dos seguintes modos
subalternos: BARBARI, CELARONT, CESARO, CAMESTROP e CAMENOP,
que se caracterizam por conclusoes particulares tiradas a partir de premissas
universais. De quais modos foram obtidos?

Exercicio 3 Do ponto de vista moderno, os modos BRAMANTIP € BARBARI
sao problemaéticos. Explique porque. Aqui Aristételes assume implicitamente
alguma coisa que faz com que estes silogismos sejam validos.

Agora exporemos os Métodos de Prova Aristotélicos. Como ele definiu
uma demonstracao (ou prova) como sendo um discurso etc, serd entao uma
sequéncia de sentencas ordenadas segundo certos principios e regras.

Uma demonstracao pode ser direta, em que o discurso é composto por
uma sequencia de sentengas obtidas por silogismos ou regras de conversao
(veja mais adiante) ou por redugao ao absurdo.
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O primeiro importante principio é o Principio da Nao Contradigao,
estatuindo que nao se pode afirmar e negar uma sentenca ao mesmo tempo
(ou seja, nao pode uma sentenga e sua negagao serem ambas verdadeiras).

O segundo é o Principio do Terceiro Excluido®, ou seja, entre uma
sentenca e sua negacgao, exatamente uma delas serd verdadeira.

Este principio materializa-se nas Demonstracoes por Redugao ao
Absurdo, em que, assumindo a negacao do que se quer demonstrar e con-
cluindo uma contradigao (ou seja, existe uma sentenca e também sua negagao
no discurso demonstrativo), pode-se concluir que o que se queria estara
demonstrado.

A Demonstracao Direta é o discurso partindo de premissas, usando os
silogismos da primeira figura ou*

Regras de Conversao:

1. BE(X,Y)F E(Y,X) (nenhum X é Y converte-se em nenhum Y é X);
2. I(X,Y)F I(Y, X) (algum X é Y converte-se em algum Y é X);

3. AX,Y) FI(X,Y) (todo X é Y converte-se em algum X é Y —hoje em
dia essa regra nao é considerada valida — mas para os gragos antigos
nao fazia sentido falar em conjunto vazio e, portanto, uma frase do
tipo todo venusiano € verde seria considerada falsa por nao existirem
venusianos®

Observemos que numa demonstracao por reducao ao absurdo também
podem ser usadas estas regras e os silogismos da primeira figura.

Por fim, para refutar uma sentenca, pode ser adimtido um (contra)exemplo.

Facamos dois exemplos de deducgoes neste sistema:

3Hoje em dia, principalmente com o advento da Ldgica Intuicionista, hd uma diferenca
importante entre o principio da nao contradicao e o do terceiro excluido. Veja o Capitulo
4 sobre o Célculo Proposicional em que daremos algumas nogoes da logica intuicionista e
a diferenca entre esses dois institutos.

4Para nés, a menos de mencdo contraria, a palavra OU é inclusiva — falar A ou B
significa pelo menos uma das sentencgas entre as referidas — é o famoso E/0OU usado em
alguns textos. Veja mais sobre isto na proxima secao sobre a Légica Estdica.

5Se porventura vocé acredita na existéncia de venusianos, substitua o termo por qual-
quer outro que vocé acredite nao existir.
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Exemplo 1 Vamos demonstrar o modo CESARE da segunda figura, ou seja,
E(X,Z),AY,Z)F BE(X,Y)"

1. E(X,Y) - premissa;
2. A(Y,Z) — premissa;
3. E(Z,X) — conversao de 1;

4. E(X,Y) — conclusao de CELARENT, tendo como premissas 3 ¢ 2 (nesta
ordem).

Exemplo 2 Vamos agora usar o método da reducao ao absurdo para provar
BAROCO, ou seja, A(X, Z),0(Y, Z) - O(X,Y)" Para isto, assumiremos que
nao valha a regra (ou seja, assumiremos as premissas e negaremos a con-
clusdo®), obtendo uma contradigio:

1. A(X,Z) — premissa;

2. O(Y, Z) — premissa;

3. A(X,Y) — premissa (hipdtese para a redugao ao absurdo);
4. A(Y, X) — conversao de 3;

5. A(Y,Z) - BARBARA com premissas 4 e 3;

6. O(X,Y) — conclusao devido a contradi¢ao entre 2 e 5.

Exercicio 4 Mostre que cada um dos modos das figuras 2, 3 e 4 podem
ser deduzidos neste sistema. [Sugestdo: a consoante que inicia o nome de
cada um desses modos coincide com aquele da primeira figura que serd usado
nma demonstracao. O tnico modo que requer demonstragao por reducao ao
absurdo ¢ BOCARDO.]

5Para os terrdqueos, premissas: nenhum X € Z, todo Y € Z; conclusdo: nenhum X é Y.

"Para nés, pobres mortais, premissas: todo X € Z, nenhum Y é Z; conclusdo: nenhum
XeéevY.

8Por que isto significa negar a regra?
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Exercicio 5 Mostre que os modos DARIT e FERIO podem ser deduzidos no
sistema em que s6 se usam os dois primeiros modos da primeira figura. [Sug-
estoes: por reducao ao absurdo usando CAMESTRES para DARII e CESARE
para FERIO, e depois elimine essas figuras usando o exercicio anterior.|

Muita coisa sobre a logica de Aristoteles foi omitida deste texto..

1.1.3 A Légica dos Estdicos

Dos estoéicos falaremos pouco. O que mais nos interessa de sua logica é que
trataram com profundidade o que hoje chamamos de Calculo Proposicional,
assunto de nosso préximo Capitulo?. Essencialmente estudaram a implicacao
(se A entdo B, que resumiremos com a nota¢ao A — B) chegando as seguintes
regras de deducao contendo duas premissas e uma conclusao:

1. A— B; A+ B (Modus Ponens)
2. A — B;nao B F nao A (Modus Tollens)
3. se nao for o caso de valer ambas A e B, mas valer A - nao B

4. ou A ou B; A+ nao B (aqui eles entendem a palavra ou como sendo
exclusivo — apenas uma das sentencas entre A e B pode ser verdadeira
para que a disjungao'® que compce a primeira premissa seja verdadeira)

5. ou A ou B; nao A F B (novamente disjuncao exclusiva).

1.2 O Enfoque Moderno da Légica

Vamos deixar a Antiguidade e pular para os séculos XIX e XX.

9Nao percal
10Sentencas do tipo A ou B, ou A ou B, sdo ditas disjuncdes.
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1.2.1 Boole e a Algebrizacao da Loégica

George Boole foi o primeiro que apresentou a Logica como uma teoria mate-
matica, dando um enfoque algébrico a ela — uma algebra de conjuntos.
Definiu abstratamente um sistema algébrico para formalizar os silogismos,
como por exemplo, a sentenca todo X é Y ¢é representada pela relacao
X Y =Y, sendo que - seria uma operagao binaria (que para conjun-
tos corresponderia a intersec¢ao) — hoje ela representa o conectivo E — as-
sim, a representacao algébrica do silogismo BARBARA ficaria YV - Z = Y
XY =XF X -Z=X. Falaremos mais sobre essas dlgebras (chamadas de
algebras de Boole, ou booleanas) no capitulo sobre o Calculo Proposicional.

O importante aqui é ressaltar a construgao de objetos matematicos que
intepretam!! fielmente (parte do) raciocinio légico usado em matemaética.

1.2.2 Leibniz e a —Lingua Characteristica — Frege e a
Necessidade da Formalizacao

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) publicou em 1666 a obra Disserta-
tio de arte combinatoria na qual esbogou um plano para o que chamava de
Caracteristica Universal, uma linguagem artificial prérpia para expressar os
conceitos da légica e filosofia. Esbogou também um célculo 1égico, cuja in-
tengao era mecanizar as dedugoes (inferéncias) validas e também verificar
as deducoes feitas por outros. Essas ideias influenciaram Charles Babbage,
William Stanley Jevons, Charles Sanders Peirce e outros, os quais produzi-
ram trabalhos voltados para essa mecanizacao, culminando com o desenvolvi-
mento dos computadores.

Uma influéncia assumida foi declarada por Gottlob Frege (1848-1925),
que desenvolveu uma linguagem artificial para o estudo das deducoes logicas
e expressoes de conceitos, como tentativa de fundamentar a Matematica.

Desenvolveu seu sistema notacional primeiramente na obra Begriffsschrift
(1879) (Conceitografia). A notagao? que introduziu are grafica, diagramatica.
Estava preocupado com a estrutura das inferéncias, e nao tanto com o contetdo

1 Ou refletem, como num espelho.
12Foi possivel escrevermos esta notacio gracas ao pacote begriff.sty, desenvolvido por by
Josh Parsons — josh@coombs.anu.edu.au — que detém os direitos autorais do pacote.
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do que era demonstrado. Assim, nessa obra, nao especificou toda a lin-
guagem, mas apenas aquela parte que poderiamos chamar de légica.

Uma proposi¢ao (ou julgamento) era denotada por
F A

sendo que A denota o conteido da assercao. Se apenas quiser referir-se
ao conteudo, sem que se afirma ser uma proposi¢ao, usa apenas uma barra
horizontal antes do conteudo: —A. No entanto, nao é qualquer conteudo
A que se torna uma proposigao escrevendo o simbolo | A (por exemplo, o
contetdo A expressando o conceito casa). A implicagio “se A. entdo B”era

denotada por
B
Ta

e a negacao “nao A”por }- A. Combinando com a implicagao, terfamos, por
exemplo, “se nao A, entao nao B”, dado por

T

Um conteudo pode ter alguma elemento indeterminado, que pode ser sub-
stituido por outros contetidos — ou seja, uma variavel. Podemos considerar
tais conteudos como fungoes: ®(A) seria a proposi¢ao que “A tem a pro-
priedade ®”; BGassertW(A, B) seria a proposicao “A e B sao relacionados
por W7, Com isto, temos a possibilidade da quantifica¢ao (universal), sendo
que a proposi¢ao “para todo a, ®(a)’tomaria a forma o ®(a).

Frege também considerou a possibilidade da letra ® em ®(A) ser consid-
erada uma varidvel (proposicional), que poderia também ser quantificada:
|-J-f(a). Esta liberalidade, junto com a nogao de extensdo (discutida a
seguir) é que permitiu a possibilidade do chamado paradoxo de Russel. Ve-
jamos como isso ocorreu.

| (€f(e) = dgla)) = fa) = g(a)
: a = éf(e)

a = dg(a)
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m—(7)
f(z,y)

f(z,y)
a__F(a)

f(z,a)
1.2.3 Russel: o Paradoxo e a Teoria dos Tipos

1.2.4 O Programa de Hilbert

David Hilbert Preocupou-se desde cedo em sua carreira de matematico co o
problema de fundamentar corretamente a matematica. Seu primeiro grande
sucesso foi sua axiomatizacao da geometria em 1889, reduzindo a questao
de sua consisténcia (ou impossibilidade de se deduzir contradigoes) a da
dos numeros reais. Por isso, considera o préximo passo importante de sua
pesquisa, a busca de uma axiomatizacao da andlise matematica, com a
demonstracao de sua consisténcia.

Por um método simples de construgao (cortes de Dedekind, etc), o grande
problema de consisténcia da analisa matematica reduz-se ao da consisténcia
da aritmética (de sequnda ordem.

Todas essas questoes de principios, que eu caracterizei acima e das
quais a questao que acabamos de discutir, qual seja, a questao da
decidibilidade em uma quantidade finita de operagoes, foi ape-
nas a ultima delas, parecem-me que formam um importante novo
campo de pesquisa que ainda precisa ser desenvolvido. Para con-
qauistar esse campo, estou convencido de que devemos tornar
o conceito de demonstracao especificamente mateméatica em um
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objeto de investigacao, assim como o astronomo considera o movi-
mento de sua posicao, o fisico estuda a teoria de seus instrumen-
tos, e o filésofo critica a razao em si mesma.

David Hilbert, 1922.

Propos um programa de investigagao do préprio método de argumentagao
l6gica da matematica, dividindo-o em trés grandes objetivos:

1. axiomatizar cada area da matemadtica;

2. demonstrar que tal axiomatizagao seja completa (todos os enunciados
podem ser deduzidos ou refutados) e consistente (nao se poderd deduzir
uma contradi¢do a partir desses axiomas);

3. demonstrar a decidibilidade de cada teoria (a possibilidade de decidir
mecanicamente de um enunciado é ou nao um teorema).

1.2.5 Godel: Completude e Incompletude da Logica
de Primeira Ordem

Em 1931, o mateméatico 1égico austriaco Kurt Godel publicou um artigo
que mostrou a impossibilidade de se implementar, em toda a sua forca, o
programa de Hilbert.

Ele mostrou que a aritmética nao admite nenhuma axiomatizacao que
satisfaca aos trés requisitos de Hilbert.

Ele mostrou que, dada uma axiomatizagao (mecanicamente reconhecivel
como tal) da aritmética, é possivel criar (mecanicamente!) um enunciado da
aritmética que nao é demonstravel nem refutavel a partir desses axiomas. Sua
demonstracao usa uma codificagao engenhosa de conceitos metamatematicos.

Mostrou também como codificar a ideia de consisténcia de uma axiom-
atizagao e mostrou que, se a axiomatizacao de parte da aritmética for forte
o suficiente para expressar certas ideias metamatematicas, pode expressar
também a ideia de consisténcia. Com isto, mostrou que se tal axiomatizagao
for forte o suficiente para se demonstrar a sua propria consisténcia, entao tal
axiomatizacao ja é inconsistente.



