Capitulo 1

Introducao

1.1 O objeto deste livro

Podemos dizer que a Geometria, como ciéncia abstrata, surgiu na Antigu-
idade a partir das intuicoes acerca do espaco, principalmente do estudo da
Astronomia. Nomes como os de Tales de Mileto, Pitagoras, Ptolomeu, Eu-
doxo, Euclides, Arquimedes, Apolonio, etc, ainda presentes nos livros de
geometria atestam a antiguidade do assunto.

Destaca-se, principalmente, na Antiguidade Classica, o nome de Euclides,
que codificou quase todo o conhecimento geométrico da época nos treze livros
de seus Elementos'. O Primeiro Livro dos Elementos expde os fundamentos
da geometria, chamada de euclideana, nos seus famosos cinco postulados.

De um ponto de vista atual, mais rigoroso, suas defini¢oes das diversas fig-
uras geométricas (ponto, segmento de reta, plano, etc) tém um cardter intu-
itivo, formalmente desnecesséario para seu estudo, e existem lacunas naqueles
postulados, que sao preenchidas por suposicoes implicitas nas demonstracoes
de suas proposicoes. Apesar disso, é uma obra de admirdvel elegancia e
profundidade, que merece sempre ser estudada.

O foco central deste livro é o estudo critico dessa obra, principalmente
com a discussao do famoso quinto postulado?, analisando as contribuicoes de

IExiste uma boa traducdo recente para o portugués, feita por Irineu Bicudo, publicada
pela Editora da UNESP, em 2009.
20 postulado das paralelas, que, em Euclides, assume uma forma complexa. Pelo



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

diversos geometras que, inadvertidamente, acabaram por descobrir o que hoje
chamamos de Geometria Hiperbdlica, em que nao vale o quinto postulado.

Os demais postulados, explicitando-se aqueles implicitos na obra de Eu-
clides, formam o que chamamos de Geometria Neutra ou Geometria Absoluta,
cujas proposicoes formam o conjunto de conseqiiéncias comuns a Geometria
Euclideana e a Geometria Hiperbdlica.

O estudo do papel do postulado das paralelas desempenhado nessas duas
geometrias atingiu um apice no trabalho do padre jesuita italiano Gerolamo
Saccheri (1667-1733), que, na tentativa de demonstrar o quinto postulado,
descobriu diversos dos resultados iniciais da geometria hiperbdlica. Este
autor sera estudado com detalhes no capitulo sobre a Teoria das Paralelas.

1.2 A Geometria como uma Ciéncia Dedu-
tiva

Este nao é um livro de Logica Matematica. No entanto, fazem-se necessarios
alguns comentarios acerca do discurso dedutivo, que ¢é o discurso matematico.
Vamos discutir algumas regras desse discurso, de modo informal (sem for-
malismo, mas com rigor).

A linguagem cientifica procura descrever cada ramo da ciéncia de modo
a produzir assercoes (ou frases declarativas - declaram propriedades ou con-
ceitos). Um texto cientifico — em particular, o matematico — pode ser consid-
erado como um discurso sujeito a algumas regras. As regras que descrevere-
mos a seguir descrevem o que se chama hoje de Ldgica Cldssica.

1.2.1 A Légica Classica

Hoje em dia nao se pode falar de uma logica, no singular, para indicar um
sistema de principios e métodos de deducao. Por isso, chamamos a légica es-
tudada neste texto de Logica Cldssica para diferencia-la das diversas logicas
presentes atualmente. Ela baseia-se em dois principios fundamentais, ja ap-
resentados ao falarmos de Aristoteles:

fato de ser complexo, por uma questao estética ou filoséfica, diversos autores, desde a
Antiguidade, tentaram sem sucesso deduzi-lo dos outros postulados.
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Principio da Nao Contradigao: Uma sentenga nao pode ser
ao mesmo tempo verdadeira e falsa.

Nem a todas as sentencas podemos atribuir um valor de verdade que
faga sentido, pelo menos em matematica. Por exemplo, uma pergunta, uma
interjeicao, uma ordem. Apenas® aquelas sentencas que declaram alguma
propriedade acerca de algum objeto faz sentido essa atribuicao de valor. Tais
sentencas serao chamadas de proposi¢oes. Para estas, o segundo principio,
que realmente caracteriza fortemente a légica classica, limita as possibilidades
de velores de verdade.

Principio do Terceiro Excluido: Uma proposi¢ao pode ser
somente verdadeira ou falsa. Nao ha outras possibilidades.

Com isto, separamos o conjunto de proposicoes em dois conjuntos disjun-
tos: as verdadeiras e as falsas.

A negacao: Essa distribuicao de proposi¢oes em verdadeiras ou falsas
deve satisfazer alguns critérios. O primeiro refere-se a negagao. Se uma
proposicao for verdadeira, sua negacao serd falsa e se aquela for falsa, sua
negacao serd verdadeira. No entanto, vela mais do que isto: se a negagao de
uma proposicao for verdadeira, entao ela sera falsa e se sua negacao for falsa,
entao ela serd verdadeira. Esta tltima afirmagao distingue a logica classica
da intuicionista (mais construtiva) e é a base das demonstragoes por redugao
ao absurdo.

Dedugoes: uma dedugao (ou também, demonstracao) informal é um
discurso realizado na lingua portuguesa, eventualmente envolvendo alguns
simbolos matematicos, em que, partindo de certas proposicoes chamadas de
premissas ou hipoteses, chegando, ao final a uma proposicao que sera a con-
clusao da argumentacao, satisfazendo a condicao de que ela seja verdadeira,
se todas as premissas também o forem.

Argumentos Validos: serao considerados vélidos os argumentos (de-
dugoes) que tenham uma conclusdo considerada verdadeira, mas também
aquelas cuja conclusao seja falsa, quando alguma das premissas for falsa.

3Existem légicas, consideradas ndo cldssicas, que estudam tais sentencas. Nao serdo
tratadas aqui.
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A implicagao: uma implicacao é uma proposicao da forma se A, entao
B, sendo que A é uma premissa ou hipétese (que pode ser uma proposigao
bem complexa) e B é uma proposigao, a sua conclusdo ou tese. A ideia
¢ que uma implicacao contenha em si a informacao de que das premissas
possamos concluir a tese. Assim, se a hipotese for verdadeira, a tese tera que
necessariamente ser verdadeira. Demonstrar uma implicacao diretamente
significa afirmar as premissas e chegar a conclusao. Podemos demonstré-la
também de duas maneiras indiretas:

1. Contrapositiva: nega-se a tese, isto é, assumimos que a tese ¢é falsa,
e concluimos que a premissa também sera falsa, ou seja, concluimos a
negacgao da premissa;

2. Reducao ao Absurdo: neste caso negamos que a implicacao seja
verdadeira (isto ocorre se afirmamos a premissa e, a0 mesmo tempo,
negamos a tese) e concluimos uma contradigdo (ou seja, no discurso
demonstrativo havera duas proposigoes contraditérias — uma a negacgao
da outra) — como estamos assumindo que a argumentagao é vélida,
devemos concluir que a hipdtese da negacao da implicacao serd falsa e,
portanto, que a implicacao sera verdadeira.

Muitos textos confundem estas duas formas indiretas de demonstracao.
Elas s6 divergem em légicas nao cléssicas, como veremos mais adiante.

Exercicio 1: A implicagao pode ser escrita de diversas maneiras distintas
em portugués. Nas frases abaixo, indique o que é premissa e o que é conclusao
da implicagao:

1. se A, entao B;

2. A implica B;

3. B, sempre que A (sempre que A ocorre, entdao B também deve ocorrer);
4. B, se A;

5. A, somente se B (se B nao ocorre, entdo A nao pode ocorrer);

6. A e, portanto, B;
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7. A é condigao suficiente para B (supondo a implicagao verdadeira, basta
que A seja verdadeira para que possamos concluir que B é verdadeira);

8. B é condicao necessaria para A (supondo a implicagao verdadeira, se
B for verdadeira, A tem que necessariamente ser verdadeira).

Variaveis: para indicar um elemento indeterminado (de alguma classe)
usamos uma letra ou simbolo, que chamamos de veriavel (como uma varidvel
ou incégnita de uma equacao). Assim, frases do tipo seja* P uma proposicao
contém a letra P indicando uma proposicao qualquer — essa letra pode ser
substituida por uma proposicao especifica.

Generalizacao de variaveis: em uma demonstracao de uma proposicao
do tipo “toda P, sentenca, ®(P)°”em geral langamos como uma premissa a
frase “seja P uma sentenca”’e continuamos a argumentacao até chegarmos
a afirmagao ®(P). Depois argumentamos que como P é genérico, a sen-
tenca ®(p) wvale para todo P. Isto significa que ndo apareceu no texto da
argumentacao nenhuma premissa e nem proposicao que particularizasse a
classe de variagao da variavel P e, portanto, permitimo-nos concluir que a
afirmacao ®(P) valha para todo P. Este é o chamado principio ou regra da
generalizacao.

1.2.2 Recursao e Inducao Finita

Um tipo recorrente de definicao neste texto serao as definicoes em que sao
feitas construcoes por recursao, o que significa que partimos de uma classe
de elementos iniciais e agregamos simbolos, ou fazemos alguma conta, sobre
o resultado anterior. Toma a seguinte forma:

Passo Inicial: uma definicao qualquer.
Passo recursivo: assumimos ter construido o objeto e fazemos
a aplicacao de uma funcao ou algoritmo® ao tal objeto.

Assumimos neste caso que temos a descricao completa de uma dada classe
de objetos. Em tais construgoes, atribuimos um nimero natural (em N) a

4Este é um modo meio pedante de fazer a afirmacdo P é uma proposicdo.

5Veja que usamos aqui a letra grega ® como uma varidvel para indicar uma sentenca
envolvendo a letra P como parametro.

6 Algoritmo é qualquer procedimento que acreditemos ser mecanizdvel.



6 CAPITULO 1. INTRODUCAO

cada objeto, sendo o zero atribuido aos elementos iniciais e, na hipétese de ter
sido atribufido um nimero” n a um objeto da classe, atribuiremos o nimero
n+ 1 ao objeto obtido pelo passo recursivo. (Por exemplo, n seria o nimero
de simbolos acrescentados ao objeto.)

Principio da Indugao Finita: se uma dada propriedade ®(n)
de nimeros naturais vale em n = 0 e se também, para cada n a
validade de ®(n) implicar a de ®(n + 1), entao ¢é vélido concluir
que, para todo n € N, a propriedade ®(n) vale.

Uma deducao por indugao corre nos seguintes moldes:

e demonstragao de ®(0);

e assumir, como premissa, que valha ®(n) (n uma varidvel para nimero
natural);

e apds alguma argumentagao, concluir que vale ®(n + 1);
e como n € genérico, para todo n, vale que ®(n) implica ®(n + 1);

e concluir, pelo principio da indugado, que para todo n vale ®(n).

Essas sao basicamente as regras do nosso discurso cientifico, com o qual
desenvolveremos a geometria.

"Usando uma, varidvel n para indicar um elemento de N.



