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Até o século XIX, os matematicos tinham pouca compreensao sobre somas de uma quanti-
dade infinita de ntimeros como, por exemplo, % + i + % + 1—16 + ... ou entao % + % + }1 + % + ...
Frequentemente eles tentavam operar com essas somas do mesmo modo como operavam com
somas finitas, isto é, usando as mesmas propriedades. Nao estando cientes de que algumas pro-
priedades validas para somas finitas nao valiam para somas infinitas, eles chegavam a resultados
contraditorios.

Filosofos da Grécia antiga debateram calorosamente questoes como

e Uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente em partes cada vez menores ou €

formada por um nimero muito grande de partes atémicas indivisiveis?

e O movimento € continuo ou € uma sucessao de instantdneos que, como quadros em filmes

antigos, estao parados no tempo?

O filosofo grego Zenao de Eleia (século V a.C.) chamou atengao para dificuldades logicas
de cada uma das possiveis respostas por meio da elaboracao de paradoxos. Em vez de negar
diretamente as teses que combatia, Zenao mostrava os absurdos (contradigoes) daquelas teses e,
portanto, sua falsidade. Acredita-se que Zenao tenha criado cerca de quarenta destes paradoxos,
todos contra a multiplicidade, a divisibilidade e o movimento que, segundo a escola eleética,
nada mais sao que ilusoes.

Um desses paradoxos é conhecido como dicotomia: Para um corredor ir de um ponto A
até um ponto B, ele terd primeiramente que cobrir metade da distdncia de A até B. Depois,
metade do que falta, e assim por diante. Como isso envolve um nimero infinito de etapas,
Zenao argumentou que o corredor nunca ira alcangar seu destino.

Se nomearmos d(A, B) = 1, esse paradoxo concluia que é impossivel efetuar a soma

Lol
2 4 8
que é a soma de uma progressao geométrica (PG) de razao % Com o conhecimento que se tem

hoje, sabe-se que essa soma ¢é finita e igual a 1.



o . 1 _ 3 1
Repare que somando-se as duas primeiras parcelas, obtém-se 5 + ; = 7 (falta 7 para chegar
1

1
4

A e . 1,1 _ 7 1
em 1), somando-se as trés primeiras parcelas, obtém-se 5 + 7 + ¢ (falta g para chegar em

$=
1), e assim por diante. Vocé pode perceber que existe uma tendéncia: conforme somamos mais
termos, as somas finitas aumentam, aproximando-se de 1, e é possivel chegar a um wvalor tao
proximo de 1 quanto se queira, simplesmente acrescentando mais termos & soma.

Essa ideia de chegar a um valor tao proximo de X quanto se queira é o que hoje chamamos
de limite.

Mas os gregos antigos nao conseguiram aceitar a ideia de que é possivel somar uma quanti-
dade infinita de niimeros e obter um resultado finito. Os gregos antigos sabiam somar muitos
e muitos termos de uma progressao e atingir uma boa aproximacao, mas o pensamento de es-
tender esse processo para o infinito era inaceitavel para eles (com excegao de Arquimedes, que
calculou a area de um setor parabolico fazendo somas infinitas).

As somas de progressoes geométricas — finitas ou infinitas — aparecem em praticamente
todos os ramos da matemaética. A primeira vez que as encontramos (disfargadamente) é na

forma de dizimas periodicas. Por exemplo, o niimero 0, 232323 ... é uma abreviacao para

23 n 23 n 23 n
100 ~ 1002  100%

O livro VIII e parte do livro IX da obra “Os Elementos” de Euclides tratam de proporcoes

continuadas, isto é, nimeros que formam o que hoje chamamos de progressoes geométricas.
Esse assunto se tornou importante para os gregos desde a descoberta de Pitagoras de que os
intervalos musicais correspondem a proporg¢oes dos comprimentos das cordas. A proposicao 35

do livro IX expressa em palavras como calcular a soma finita de uma progressao geométrica. Em

linguagem atual, Euclides enunciou! que a soma S da sequéncia de ntimeros a, ar, ar?, ..., ar"
satisfaz a propriedade
ar—a ar'—a
a S
Isso é equivalente a S-a(r—1) = a-a(r™ —1) e, se r # 1, podemos isolar S e obter a expressao
g a(l —r")
B

Note que os gregos antigos permitiam a soma de muitas parcelas, ja que n pode ser ar-
bitrariamente grande. Mas eles nao deram o passo de permitir que n crescesse tendendo a

infinito.

L0 enunciado de Euclides era: Se tantos nimeros quanto quisermos estiverem em propor¢do continuada e do
seqgundo e do ultimo numero for subtraido o primeiro, entao o excesso do seqgundo estd para o primeiro assim
como o excesso do tiltimo estd para todos os outros. Traduzindo, ele dizia que se a,ar,ar?,--- ,ar™ é uma PG,

entdo sua soma satisfaz (ar —a) :a = (ar™ —a) : S



Uma demonstragao moderna da soma da PG pode ser a seguinte.

Seja S a soma dos n primeiros termos da PG:

S = at+ar+ar®+--Far"?

S-r = ar+art+a’+--+ar"

Subtraindo termo a termo, todos os termos se cancelam exceto o primeiro de S e o ultimo

de Sr:

S—8Sr = a—ar"
S(1—r) = a(l—1r")
_a(l—r")

S = 1—r

Hoje, com o conceito de limite rigorosamente estabelecido, é possivel provar que se r é um
ndamero cujo valor absoluto é menor do que 1 (isto é, se —1 < r < 1) entao, quando n tende a

infinito, o valor de r™ tende a 0 e, portanto a soma S se torna

a
§=r (1)
Assim, a soma
L + ! + ! +
2 4 8
que aparece no paradoxo de Zenao é
1
S=-—2_-=1
1—3

e a dizima periédica
23 23 23

0’232323”':ﬁ+ 1002 +W
tem soma 03
100

Note que a férmula (1) nos permite provar que toda dizima periodica é igual a uma fragao,

isto é, que toda dizima periddica ¢ um ntmero racional.

Exercicio 1. Use a formula (1) para escrever o ntimero 1,00347 na forma de fragao.

A soma infinita 1 —1+1—1+--- tem um comportamento muito bizarro e originou muita
controvérsia no inicio do século XVIIIL. Leibniz (1646-1716), co-inventor com Newton (1642

1727) do Célculo, argumentou que “como a soma pode ser igual a 0 ou a 1, com a mesma



probabilidade, seu verdadeiro valor deveria ser a média %”. Tal raciocinio parece inacreditéavel
nos dias de hoje, mas nos tempos de Leibniz alguns conceitos como limite e convergéncia nao
estavam bem compreendidos e as somas infinitas eram tratadas de maneira equivocada, como
se fossem meras extensoes de somas finitas.

O que dizemos hoje é que a soma 1 — 1+ 1 — 1+ --- nao tem sentido. Se “forgarmos a
barra” e tentarmos atribuir um valor a ela, podemos chegar a qualquer ntimero, o que mostra
simplesmente que essa soma nao tem significado.

Por exemplo, vamos “provar” que 1 —1+1—1+4 ... = 0,4. Para isso, vamos escrever

1=0,4+ 0,6 e substituir:

1—14+1—14--=
(0,44 0,6) — (0,44 0,6) + (0,44 0,6) — (0,44 0,6) + - - - =

Vamos chamar de S a soma desses niimeros. Mudando os paréntesis de lugar, poderemos obter:

S = 0,44 (0,6 —0,4) — (0,6 — 0,4) + (0,6 —0,4) — (0,6 — 0,4) + - - -
= 0,4+40,2-0,2+0,2—0,2+---

Vamos agora colocar paréntesis:
S=0,44+(0,2-0,2)4+(0,2—-0,2)+---=0,4
Se tivéssemos colocado os paréntesis de outra maneira, teriamos encontrado outro resultado:
S=1(0,4+0,2)—(0,2-0,2)4+(0,2—-0,2) —---=0,6

Assim, a soma pode ter valor 0,4 ou 0,6 !!!

Exercicio 2. E possivel “provar” que essa soma é igual a 77 Mostre!

Qual a conclusao?
Vimos que algumas somas infinitas sao possiveis de serem calculadas e outras nao, o que nos
mostra que nao podemos tratar somas infinitas da mesma forma como tratamos as somas finitas.
Por exemplo, para as somas finitas valem as propriedades associativa e comutativa da adigao.
Com somas infinitas precisamos tomar mais cuidado.

Apenas no século XIX é que os mateméticos comecaram a dar um tratamento mais rigoroso
para as somas infinitas e s6 entao foi possivel estabelecer métodos para se lidar com elas.

Seja aq, a9, as, ..., a,,... uma sequéncia de nimeros reais, isto é, uma lista infinita de

nimeros arranjados em ordem, sendo a; o primeiro da lista, as o segundo e assim por diante.



A soma infinita desses numeros nessa ordem é o que chamamos de série e indicamos por

o0

Zan:a1+a2+a3+-~ (2)

n=1

Sendo assim, a ideia que surgiu foi a de somar os termos um a um, na ordem em que eles
aparecem, e analisar o comportamento da sequéncia formada por essas somas finitas. Mais

precisamente, definimos as somas parciais:
Sl = a1
SQ = a1+ aq

Sy = a1 +ax+as
Sp = @ taz+-+an

Observe que, como as somas S5, sao finitas, podemos usar as propriedades da adigao livre-
mente.

Se a sequéncia das somas parciais tiver um limite finito S (escrevemos lim S,, = ) diremos

n—oo

que a série (2) converge para S e escrevemos a; + as + ag+ -+ a, +--- =S. O namero S é
chamado soma da série.

Por exemplo, vimos anteriormente que é possivel somar todos os termos de uma Progressao
Geomeétrica infinita com razao r que satisfaz —1 < r < 1. Uma tal série é conhecida como série

geométrica.

No caso particular da série geométrica de razao r = %, a saber,

LUFR R S B
2 4 8 2n
observamos que as somas parciais da série sao:
si=14,
Sp=3+1=3=1-1
Sy=3+1+i=1=1-1
Sp=t4i4 L= L

Repare que quando n cresce, tendendo a infinito, o nimero 2" cresce muito e a fragao 2% fica
cada vez menor, tendendo a 0. Logo, a sequéncia das somas parciais tende a 1. Assim, estamos

autorizados a escrever

1+1+1+ +1+ =1
2 4 8 on N



Exercicio 3. Vocé concorda que 0,999...= 17 Por qué?

Se as somas parciais nao tendem a um limite finito, diremos que a série (2) é divergente.

Alguns exemplos importantes de séries divergentes:

(a)

1+14+1+---
Trata-se da série em que a, = 1 para todo n. Tem-se: S; =1, S =2, ..., 5, = n.
E claro que quando n cresce, tendendo a infinito, as somas parciais crescem igualmente.

Por isso, a série 1 + 1+ 1+ --- é divergente.

1—-1+1—-1+4---
Este caso, em que a,, = (—1)"™! para todo n, ilustra um outro tipo de divergéncia. Vemos
facilmente que as somas parciais sao S; =1, S, =0, S3 =1, Sy = 0, e assim por diante.
As somas parciais oscilam entre os nimeros 0 e 1, e nao tendem a um ntmero S. Por
isso, a série é divergente.
L L

2 3 4 n
Esta série é chamada série harmonica. Ela é uma série divergente, mas esse fato nao é

nem um pouco Obvio, principalmente porque nao conseguimos calcular de modo simples

as somas parciais 5,. Vejamos como é possivel ver que a série harmonica nao converge:

S, = 1
1
SQ == 1+§
1 /1 1 1 /1 1 9
SRR RIC RETEICos IR
S HE R CRY R R VIR T3
Sy = 1+1+(1+1)+(1+1+1+1>
8 2 '\3 "4 56 7 8
> 1+1+(1+1)+(1+1+1+1)—1+3
2 4 4 8 8 8 8/ 2

e assim por diante:

816>1+%,"',52n>1+%

Dessa forma, podemos perceber que se n cresce indefinidamente, as somas parciais tendem

a infinito. Logo, a série harmonica diverge.

Vimos que a série harmonica 1+ % + % + % 4+ % + - -+ & divergente, enquanto que a série

geométrica 1 + % + 411 + % + -4 2% + --- é convergente.

Intuitivamente, poderiamos dizer que na série harmoénica, os termos nao decrescem sufi-

cientemente rapido como na série geométrica. As somas parciais da série harmonica consistem



em termos pequenos que, somados, resultam em um total grande, enquanto que os termos da
série geométrica decrescem tao rapidamente que as somas parciais, mesmo com muitas e muitas
parcelas, nunca chegam a 2.

Exemplo. Vamos estudar a série

f: Ly Ly Ly
i n+1 T 1.2 2.3 3.4

Note que esta nao é uma série geométrica. Logo, a tnica ferramenta que temos é a definigao

1

de convergéncia por meio da andlise de suas somas parciais 51 = 75; So = 1—12 +

1.
T3 etc.

237
O problema é que o céalculo direto dessas somas nao nos ajuda a determinar o valor das

somas S5, para todo n. Vamos entao procurar outra forma de abordar a questao. E facil verificar

11 1
que ooigy = T para todo n.

Com essa decomposi¢ao do produto em diferenca de fragoes é possivel calcular mais facil-

mente as somas parciais .5,, para todo n e determinar o valor da soma S. Repare:

g . L1 - 1 L1
1.2 2. 3.4 n-(n+1)
—(11)( )(11) (1)
o\l 2 3 4 n n+l
B 1
B n+1
Logo, a série é convergente e sua soma é S = lim S,, = 1.
11 _ 2. 1 _2_3. 1 _3_4
Exercicio 4. Repare que 15 =1 —%; 5: =35~ % 55 =5 — =
(a) Escreva =% como diferenca de duas fragoes.
(b) Tente encontrar uma féormula geral para m
(¢c) Verifique que também ¢ verdade que 5 =3(1—3); &= =323 -1); &H==1(: - 1)
(d) Deduza que (2n_1)1(2n+1) =1(55 - 2n1+1) para todo nimero natural n.

(e) Considere a série (convergente) 75 + 5= + == + - - -

Joao fez o seguinte calculo:

1 1 1
S = —+aote+



J& Maria fez de outro jeito:

S = L + L + L +
~1-3 3.5 5.7
1 1 1,1 1 1,1 1
“ 509 +36-3)+5G-)
2 3 2\3 5 2\5 7
1 1+1 1 1 1+ 1
2 6 6 10 10 14 2

Algum dos alunos calculou a soma corretamente? Quem? Por que?

Um teorema muito til para podermos concluir que uma série nao é convergente é o seguinte:

oo
Teorema. Se a série g a, ¢ convergente entao lim a, = 0.2
n—oo
n=1

Uma outra forma de enunciar esse teorema é: Se os termos a, de uma série Y a, ndao
tendem a 0, entao essa série € divergente. Na pratica, é assim que o teorema é utilizado. Por

exemplo, considere a série

PRI S I
n+1 2 3 4

Essa série ¢ divergente pois a, = ;%5 se aproxima de 1 (e ndo de 0) quando n cresce indefinida-

mente.

Exercicio 5. Determine quais séries sao convergentes e quais sao divergentes. Se for convergente,

determine a soma.

8 16 32 3 9 27
4o 22t Y1242 20,
(¢) 1—0,4+0,16 — 0,064 + 0,0256 — 0,01024 + - --
=, 31 . n
d
@ CD B

n=1

2A demonstracio pressupde o conhecimento de uma propriedade de limite, que diz que se duas sequéncias
(x) e (yn) tém limites x e y respectivamente (z,y € R), entdo lim(z,, +y») e lim(x,, — y,,) existem e séo iguais,
respectivamente a  +y e z — y.

o0
Com essa propriedade, podemos entao, dizer que, como a série E an, convergente, suas somas parciais S,
n=1
convergem para um numero real S. Como a,, = S, — S,_1, temos

lim a, = lim (S, — Sp—1)= lim S, — lim S,,_1=5—-5=0
n—0o0

n—oo n—oo n—oo



E importante observar que tanto a série harmonica

il— —|—1—|—1+1+
o 3 4 5
quanto a série geométrica

feom g 2

tém termos positivos que decrescem para 0, mas a primeira ¢é divergente, enquanto que a segunda
é convergente. Isso mostra a sutileza deste assunto!

Também é importante observar que a reciproca do teorema acima nao é verdadeira, como
deixa claro o comportamento da série harmonica.

Em geral é muito dificil calcularmos o valor exato S da soma de uma série convergente.
Mas apenas o fato de sabermos que ela é convergente ja nos ajuda a resolver varios tipos de
problemas.

Por exemplo, sabe-se que a série

= 1 1 1 1 1
Zn2 =l+st+mtpts

n=1

2z 2z 7 2
e convergente € Sua Soma € O nuimmero %

Vamos ver uma maneira de verificar que a série é convergente. De fato, tem-se:

S—1+1+1+1+1+ L
"o 2.2 3.3 4-4 5-5 n-n
1 1 1 1 1

< 1
I R T A

1 1 1 1 1 1 1
S R eCen B B
+ 1 2 + 2 3 + n—1 n n<

Dessa forma, percebemos que os niimeros S, estao todos entre 1 e 2, e formam uma sequéncia
crescente, isto é, 1 = 57 < Sy < S3 < --- Portanto, eles devem convergir para algum valor S
(entre 1 e 2).

Esse exemplo ilustra um critério muito util para sabermos se uma série de termos positivos
é convergente ou nao.

Teorema: Critério da comparacao. Sejam a,, e b, nimeros positivos tais que 0 < a,, < b,

para todo n.
(i) Se a série )b, ¢ convergente entao ) a, também ¢é convergente.

(ii) Se a série ) a, ¢ divergente entdo a série b, também ¢é divergente.



Exercicio 6. Use o critério da comparagao para determinar se as séries dadas sao convergentes

ou divergentes.
=5 > 1 “n?4+n+1
(@) ) 5= b)) ——F (Y
£=2+3 “—n—/n nd—1
Séries alternadas

As séries com termos positivos e negativos mais simples de se lidar sao aquelas cujos termos

sao alternadamente positivos e negativos e, por isso, sao conhecidas como séries alternadas.

Por exemplo,

1 1 1 1 1 > 1
1l 4+ - 4. = —1)n 1z

2+3 4+5 6+ ;( ) n
1 2 3 4 5 > n
L 4= —1"
2+3 4+5 6+ ;< )n+1

sao ambas séries alternadas.
Note que é possivel representar uma série alternada na forma g (—=1)"'a, ou na forma

n=1
[

E (—1)"a,, sendo a, um ntmero positivo. A ideia é que as poténcias do ntimero (—1) que
n=1
multiplicam os ntmeros a, tém o efeito de alternar o sinal conforme o expoente aumenta.

Em 1705, Leibniz observou que se os ntumeros a,, formarem uma sequéncia decrescente que
tendem a 0, isto é, se

a1 > ay>as > - e ILman:O
n—,oo

entao essa série alternada sera convergente.

Esse resultado é conhecido hoje como Critério de Leibniz para séries alternadas.

A ideia por tras desse resultado é muito simples: as somas parciais s, aumentam quando
tomamos um termo positivo, depois diminuem quando somamos um termo negativo, e depois
aumentam de novo, mas menos do que antes, e depois diminuem novamente, menos do que
anteriormente, tendendo a um valor finito S. Vejamos a ideia na figura abaixo, no caso de uma
série alternada do tipo a; —as +az —a, + - - -

+a1

—a2

+as

—ay




Com base nesse critério podemos concluir que a série

11 1 1 1 1
1l 4+ - 4. = —1)n 1z
2+3 4+5 6+ ;( ) n

é convergente, ja que a, = % decresce e tende a 0, conforme n aumenta.

Hoje sabe-se que o valor dessa série é In 2, mas isso é outra historia!

J4 a série

3n
S
> (V'
n=1
i 3n 3 , )
é alternada. Entretanto, a, = 1 [ =11 que tende a § quando n tende a infinito.
n _ =

n
Portanto, esta série nao satisfaz as hipoteses do critério de Leibniz. Neste caso, para de-
cidirmos se a série ¢ ou nao convergente, podemos usar um outro critério ja enunciado neste

texto. Vocé sabe qual?

Pergunta: A série —1 4 2 —

5 + --- & convergente ou divergente? Por qué?

o

+

(SN
|
[e21 43§

Séries absolutamente convergentes

Vimos acima que a série harmonica 1 + % + % + %L +-+ % + --- & divergente enquanto que
a série harmonica alternada 1 — % + % — }l +---+ (—1)"‘1% + .-+ é convergente.

Intuitivamente, a série harmonica alternada converge porque seus termos ficam pequenos e
os sinais de menos impedem que as somas parciais crescam muito, permitindo que exista um
limite finito.

Mas ha séries que convergem independentemente de terem sinais negativos em muitos termos
para convergirem: elas ainda seriam convergentes mesmo se todos os sinais fossem trocados por
sinais de mais. Séries desse tipo sao muito importantes e, por isso, ganham um nome especial:
sao as séries absolutamente convergentes.

Uma série Y a, € absolutamente convergente se a série Y |a,| for convergente.

Note que nés nao escrevemos todos os detalhes da somatéria. Usaremos essa notagao sim-
plificada sempre que nao houver prejuizo da compreensao do texto e deixamos convencionado
que o simbolo Y a, refere-se a uma soma com infinitos termos.

E intuitivo o fato que se uma série é absolutamente convergente entdo ela é convergente,
afinal, se somarmos todos os valores absolutos e a soma existir, quando acrescentarmos sinais
negativos em muitas parcelas, a soma da série também iré existir. A demonstracao é deixada

como desafio.

3Dica: para todo ntimero real z vale que 0 < x + |z| < 2|z



Por exemplo, a série

124+8 16
3 9 27 &8l

é convergente porque a série formada pelos valores absolutos de seus termos, a saber, a série

14 24ap 2 10
379 27" 81

é uma série geométrica de razao r = % e, portanto, convergente.

Quando uma série é convergente mas nao ¢ absolutamente convergente, dizemos que ela é
condicionalmente convergente.

O exemplo classico de série condicionalmente convergente ¢ a série harmonica alternada.

Essas séries costumam ser mal comportadas! Por isso, para se lidar com elas é necessario
tomar MUITO CUIDADO! Veja o exemplo a seguir.

Sabe-se que a série harmonica alternada é convergente e que

IR S IS S I Y
2737175 6 -

Multiplicando-se por %, obtemos

1 1 1

S 4= =1n2
2 146 8 10 12 —a"
Inserindo-se zeros, teremos:
1 1 1 1 1 1 1
0+-4+0—-—=4+0+=-4+0—-=-4+0+—=+0——=+---==1n2
F 50— g H0HE 0o+ 00— ot ;I

Somando-se termo a termo a primeira e a ultima igualdade, obteremos

11 3
+0+ ~ 4= 21In2

1+1
11 6 2

1
+0+--7+5

7

NI S -
3 2 5

Mas note que esta série é um rearranjo da primeira, isto é, sao os mesmos termos mas em
outra ordem! E o resultado da soma ficou diferente!

Esse fenomeno foi descoberto em 1837 pelo matemético alemao Johann Dirichlet (1805 —
1859). Ele foi o primeiro a ter um melhor entendimento sobre séries absolutamente convergentes.

Mais uma vez estamos verificando que somas infinitas nao se comportam como somas finitas.
No caso do exemplo acima, percebemos que a propriedade comutativa da adicao nao pode ser
usada em somas infinitas.

O que sabemos é que apenas as séries absolutamente convergentes se comportam como as

somas finitas. Todas as outras devem ser manipuladas com muito critério e seguindo-se regras

bem estabelecidas (por meio de teoremas).



Teorema. Se ) a, ¢ absolutamente convergente, entao todo rearranjo de ) a, ¢ absoluta-
mente convergente, com a mesma soma.

Para entender por que vale esse teorema, vamos supor a, > 0 para todo n (caso contrario,
basta tomar os valores absolutos de a,). Suponha que ) a, é convergente e tem soma S =

lim S,. Seja Y b, um rearranjo dos a,. Por exemplo, a série ) b, poderia ser
n—oo
az + ayp + ay + ag7 + - -

Neste caso, as somas parciais de Y b, seriam T} = a3, Ty = a3+ aqo, e assim por diante. Repare
que T} < S3=ay+as+as; To < Sig=ay +as + ---ajg e assim por diante.

De um modo geral, podemos dizer que para um ntmero natural n qualquer, a soma parcial
T,, contém os n primeiros termos da soma »_ b,. Como cada um desses termos é também um
dos termos da soma » a,,, existira um indice m tal que a soma parcial S,, = a; +as+ -+ ap,
contenha todos os termos de 7,,. Portanto, teremos T,, < S,, < S. Portanto, pelo critério da
comparagao, a série rearranjada Y b, converge para uma soma 1 = nh_g)lo T,, eT < S. Por

outro lado, podemos pensar que a série Y a, é rearranjo da série »_ b,. Assim, pelo mesmo

raciocinio, podemos concluir que S < T'. Portanto, S =1T.

O matemético Georg Riemann (1826-1866) provou um resultado surpreendente, que até

parece truque de magica!

Teorema do Rearranjo de Riemann. Se a série ) | a,, ¢ condicionalmente convergente entao,

dado um niimero o qualquer, existe um rearranjo da série que tem soma igual a a.

A ideia da demonstragao nao é muito dificil, mas antes teremos que introduzir uma notacao:

Dado um nimero real x qualquer, definimos

vzl ta e

2 ¢ 2
Exercicio 7.

1. Calcule 21 e ™ para alguns nimeros z, positivos e negativos, para ver o que acontece...

Explique com suas palavras o que vocé descobriu.

2. Verifique que = = 2% — 2~ e |x| = 27 + 2~ para todo z.

Dada uma série Y a, qualquer, podemos criar duas outras séries: Y a} e > a,. A série

> a;b contém todos os termos positivos da série original e os termos negativos foram substituidos



por 0. Ja& na série Y a., todos os termos positivos foram substituidos por 0 e os que eram
negativos trocaram de sinal. Assim, ambas as séries novas » a' e > a, s@o séries de termos
positivos.

Vejamos o exemplo da série harmonica alternada

Za —1_14_1_14_1_
" 2 3 4 5

Temos:

Za+—1+0+1+0+1+~-- e Za_—O—i-l-i—O—l-l-i—O—i----
" 3 5 noT 2 4

Voltemos a situacao geral:

e Se uma série Y a, ¢ absolutamente convergente, entao as séries »_al e > a, sdo ambas
convergentes e Y a, = Y. at —> a,. *

De fato, se > |a,| é convergente, entdo > a, é convergente e portanto, as séries »_ a =

S Jan] + X an) e Y a, = 35(3 an| — > ay) sdo convergentes. Além disso,
D= an = (e —a) =) o

e Seasérie Y a, for condicionalmente convergente, ela tem necessariamente infinitos termos
positivos e infinitos termos negativos. (Por qué?) Além disso, ambas as séries Y a e

> a,, sao divergentes.

De fato, se ) a,, for convergente, como »_ a,, é convergente (por hipotese) e a,” = a,+a,,,
> a,, seré convergente. Da mesma forma, se > a; for convergente, a série Y a,; também
o sera. Portanto, se uma das séries > a}f ou Y a; for convergente, a outra também sera
convergente. Por outro lado, sendo a série condicionalmente convergente, sabemos que
> la,| € divergente. Como |a,| = a + a,—, vemos que nenhuma das séries > a, ou

> a,, pode ser convergente.

Voltando ao exemplo da série harmonica alternada, o que podemos concluir é que as séries

1 1 1 1
+ -
> ar=1+0+5404F 40 e > an =045 +0+ 5 +0+--

4Para estabelecer o resultado de forma mais rigorosa (menos informal) seria importante escrever as somas
como limites de somas parciais e usar propriedades de limites para se chegar aos resultados com mais seguranga.

As demonstracoes resumidas acima servem para dar uma ideia da linha de raciocinio.



sao ambas divergentes.

Vamos agora a ideia da demonstragao do Teorema do Rearranjo de Riemann.

Tomemos uma série »  a, condicionalmente convergente e considere as séries (divergentes)
st =>"al es  =>a,. Seja o um nimero qualquer fixado. Para facilitar o raciocinio iremos
supor « positivo, mas se for negativo, a demonstragao é praticamente igual e vocé pode fazer
como “licao de casa”

Tome, em ordem, o menor nimero de termos da série s* até que a soma parcial
oq:af%—a;%—-“—l—a:l

seja maior do que a. Assim, teremos af + a3 +---+a} | <o <oy,

* & uma série de termos positivos e divergente.

Isso é possivel de ser feito porque a série s
Logo, suas somas parciais tendem a infinito.

A seguir, subtraimos o menor nimero de termos da série s~, de modo que a soma parcial
agzair—i—a;qL---—i—a:l—al — Qg — " —a

seja menor do que a. Temos: ap < a<ay—a; —ay — -+ —a,,
Novamente, isso é possivel porque a série s~ é uma série divergente e de termos positivos.
Em seguida, adicionamos o menor nimero de termos dentre os restantes de s™, de modo

que a soma seja novamente maior ou igual a a:

az=af +af +---+af —ay —ay; —-—a, +a 4+ +a

e assim por diante!

o ] ° °
¢ T * * >

asg e« e a3 ag

Como ) a, ¢ convergente, os termos a,, tendem a 0, bem como os termos a;| e a,, . Dessa

forma, a série que estamos construindo teré soma igual a a.
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