10.

MAT?2454 - Calculo II - POLI

Primeira Lista de Exercicios - 2002

. Desenhe as imagens das seguintes curvas:

(a) y(t) = (1,1) (b) v(t) = (cos*t,sen t), t € [0,27]
(c) v(t) = (1sen t,sen 2t) (d) y(t) = (2 + cost,3 + sen t)
(e)y(t) = (5, 1—1) (f) v(t) = (e' cost,efsen t), t>0
(g) v(t) = (v/2cost,2sen t)

. Faga o exercicio n® 22 do Cap. 10.1 do livro texto (Stewart, vol. II).

Encontre o vetor tangente em cada ponto da curva. Ache os pontos da curva abaixo
nos quais a tangente é horizontal ou vertical. Esboce a imagem de ~.

(@) 9(0) = (1 =3),302 = 3) () 2(0) = (75 0 p5)

(c) v(t) = (13 — 32,13 — 3t) (d) v(t) = (t* — 2t3 — 212,13 — 3t)

Considere as curvas v (t) = (t3,t%) e 12(t) = (t3,?). As imagens dessas curvas sao
graficos de fungoes da forma y = f(x) com f derivavel?

Mostre que a curva 7(t) = (cost,sen t - cost) tem duas tangentes em (0,0) e ache
suas equagoes. Esboce a curva.

Em que ponto ocorre a auto-intersecao da curva

y(t) = (1 —2cos?t, tg t- (1 —2cos?t)), t € (—g g)”
Ache as equacgoes das duas tangentes nesse ponto.
Faga o exercicio n® 41 co Cap. 10.2 do livro texto.

Sejay: I CR — R? (ouvy:I C R — R?) uma curva diferencidvel. Mostre
que se ||v(t)|| = C para todo t € I entao (t) é ortogonal a ~'(t) para todo t. Vale
a reciproca? Interprete geometricamente.

(a) Seja v : [a,b] — R? dada por v(t) = (x(t),y(t)), onde 2’ e y' sdo continuas.
Como se pode definir o comprimento de 7

(b) Usando a definigdo dada em (a), calcule o comprimento de:

() = (2t — 1,4t* + 3), t € [—4,4];

Y2(t) = (cos? t,sen %t), 0 <t < m;

v3(t) = (cost + tsen t,sen t —t cost), t € [0,7].

Ache e eshoce o dominio das fungoes:

(a) f(z.9) = Vi3 (b) f(zy) = arctg 2
1 x

(c) f(z,y) = N (d)f(w,y,z):?

(e) f(z, ) = tg (z —y) (f) f(z,y) = In(zy® — %)

(8) f(z,y,2) =In(16 — 42° — 4y* — 2?)
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(c) flz.y) =

Esboce uma familia de curvas de nivel de
(b)f(x,y) = sen xy

11. fe
a)f(x,y) = —
(a)f(z,y) = — )
12. Descreva as superficies de nivel de:
(@) f(z,y,2) =2 +2y+3z (b) f(z,y,2) = 2%+ 3y* + 5z
(€) flz,y,2) =2 —y*+2* (d) flz,y,2) =2" —y
13. Esboce os graficos de
(a) f(=, y)—l—x—y (b) flz,y) == (c) flz,y) = Va*+y°
(d) f(z, y)—x tyt () flry) =yt —a® () floy) =y
) fley)=y*+a  (h) flz,y) =y (i) f(z,y) =e™ 7"
() Fa9) = 5
J o2 +y2
14. Sao dadas a seguir as curvas de nivel e os graficos de seis fungoes de duas varidveis
reais. Demda quais curvas de nivel correspondem a quals graﬁcos
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(d) (e)

15. Desenhe as imagens das seguintes curvas:
(a) v(t) = (1,t,1), t e R (b) v(t) = (cost,sen t,2)
(c) v(t) = (et cost,e"sen t,e7"), t >0 (d) () = (t,cost,sen t), t >0
(e) y(t) = (sen t,sen t,\/2cost), 0 <t < 2r (f) y(t) = (1 +sen ¢, 1 +sen t,cost)

16. Combine as equagoes com os graficos. Justifique a sua escolha:
(a) v(t) = (cosdt,t,sen 4t) (b) y(t) = (1> — 2,3, t* + 1)

L t%) (d) v(t) = (sen 3t cost,sen 3tsen t,t)
(f) v(t) = (cost,sen t,sen 5t)

(€) v(t) = (¢,
(e) v(t) = (cost,sen t,Int)

(IV)

17. O elipséide 422 + 2y? + 22 = 16 e o plano y = 2 tém como interseccao uma elipse.
Ache a equagdo da reta tangente a esta elipse no ponto (1,2,2).
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Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao do plano x = z
com o paraboléide 22 + 3% = z.

Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao do cilindro 2 +
y? = 4 com a superficie y = z2. Tente esbogar essa curva (use o computador).

Seja f(x,y) = Va2 +y? +4 e seja y(t) = (t cost,tsen t,/t2+4), t > 0.
(a) Mostre que a imagem de v estd contida no gréfico de f.
(b) Faga um esbogo da imagem de .

Encontre uma parametrizacao para a curva obtida pela interseccao do paraboldide
hiperbdlico z = y? — 22 com o cilindro z? + y? = 1.

Seja f(x,y) = 4x? + 2.

(a) Esboce as curvas de nivel e o gréfico de f.

(b) O gréfico de f e o plano z = 2241 tém como intersecgao uma curva. Parametrize-
a.

Seja y(t) = (V12 + 1cost,vt2 + 1sen t,t),t € R. Verifique que a imagem de 7 estd
contida na superficie 22 + y* — 22 = 1. Esboce a imagem de 7.

Encontre uma parametrizacao para a curva dada pela interseccao da superficie 22 +
y? — 222 =1 com o plano y = 2z + 1.

O paraboldide z = 6 — 2 — 22 — 2y? e o plano z = 1 tém como interseccao uma
pardbola. Ache a equagao da reta tangente a essa parabola no ponto (1,2,-4). Ache
a interseccao dessa reta com o plano zy. Use um computador para visualizar, na
mesma tela, os graficos do paraboléide, da parabola e da reta tangente.

Calcule os seguintes limites, caso existam. Se nao existirem, justifique:
2

. Ty . Ty
a lim _ b lim — 2
(a) (z,y)—(0,0) % 4 2 (b) (z,y)—(0,0) 2 + 2

2 2 2
(©  lim Ty (@) x*y cos(x? + y*)
(z,y)—(0,0) 3 — y (z,1)—(0,0) %+ y?
_ zisen (2% + y?) , 3+
(e)  lim YR (f)  lm ———
(z,y)—(0,0) x —|3- Yy (z,y)—(0,0) ° + Yy )
(g) (z+y)’ (h)  lim ryY
(z,)—(0,0) T2 + y? (2,y)—(0,0) 224 + 22y + 12
(0 x? Ty , i 222 + 3y + 4y?
1

lim sen im
(2,9)—(0,0) % + 2 Va? +y? ) (zy)—(0,0)  3x2 + by?
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Verifique se a afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa. Justifique:

21

22 + gl e y(t) = (t,t). Como lim; o f(7(t)) = 0, entao

Sejam f(z,y) =

lim  f(x,y)=0.

(z,y)—(0,0)

2, .2
Use um computador para esbogar o grafico da funcao f(z,y) = w e

x? 4+ y?
calcule lim, y)—(0,0) f (2, ¥).
Ache as derivadas parciais de primeira ordem das funcoes:
) T—Yy
(a) f($7y) :arctg - (b) f(l',y,Z,t) - . 7
T z—1
23
Seja f(z,y) = W, se (z,y) # (0,0);
0, se (z,y) = (0,0)
(a) Mostre que f é continua em (0,0).
0 0
(b) Calcule a—i(0,0) e a—i(0,0).
2
xy _
Seja f(z,y) = 22+ 44’ se (z,y) # (0,0);
0, se (z,y) = (0,0)
: .. of of .
(a) Mostre que as derivadas parciais e e 0 existem em todos os pontos.
T Y

(b) E f continua em (0,0)?

Seja f : R — R uma funcao derivavel. Calcule as derivadas parciais de primeira

ordem de:
T

(a) u(z,y) = f(;)
(b) u(z,y) = f(ax + by), onde a e b sdo constantes.

_: 0
Dada a funcio f(z,y) = z(22 + y?) 7 ") ache —f(l,O). (Sugestao: ¢ menos
trabalhoso usar a definicao de derivada parcial como limite do que aplicar regras de
derivagao.)

A pressao P, a temperatura T e o volume V de uma gas ideal de massa dada

oP oV oT
tisf. ao PV = kT, onde k é tante. Most ——— =1
satisfazem a equagao , onde k é constante. Mostre que 07— o

) ’u  0%u
mensional — 4+ — =

Verifique que a fungao u(x,y) = In /22 + y? é solugao da equacao de Laplace bidi-
0.
ox? = Oy?
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Verifique que a funcio u(z,y, z) = (22 +y*+ 22)_% ¢ solucao da equacao de Laplace
. , Pu  0Pu  O%*u
tridimensional + + -5 =0

ox?  0Oy*> 0z

Sejam f e g funcoes de R em R, derivaveis até segunda ordem.

(a) Mostre que u(x,t) = f(z + at) + g(x — at) satisfaz a equagao

Pu 0%

a2~ ¢ oa?
(b) Mostre que u(z,y) = zf(x +y) + yg(z + y) é solugdo da equagao
0%u Pu  Pu

92~ 2owoy Tap =V
LU2 _ y2
Seja f(:lj‘,y) = xyx2 + y27 s€ (ny) % (070)7
0, se (z,y) = (0,0)

(a) Verifique que g(o,y) = —y para todo y, e que a—f(x,O) = x, para todo x.
x

0 y

(Sugestao: use a definicao de derivada parcial.)

2 2
=1
900y (0,0) e que

T (0,0)= 1.

(b) Verifique que Dy0n

2
0x 0y

nao é continua e que portanto o Teorema de Schwarz nao é violado.

(c) Use o computador para esbogar o gréfico e as curvas de nivel de

€ convencga-
02

0x0y

se de que

E a funcao do exercicio 30 diferencigvel em (0,0)?

1'3

Seia fla,y) = { @agp o @w) # 0.0
0, se (z,) = (0,0)

(a) Verifique que f é continua em (0,0) e que existem as derivadas parciais f,(0,0)
e f,(0,0).

(b) Verifique que o vetor tangente a curva (t) = (¢,t, f(¢,t)) no ponto v(0) =

(0,0,0) nao pertence ao plano de equagao

z— f(0,0) = %(0,0)x + g—ch(0,0)y.

(c) E f diferencidvel em (0,0)? Por que?
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zy?
Sein f(o.y) { S e (a) £ (0,0)
0, se (z,y) = (0,0)
(a) Verifique que as derivadas parciais gf e af existem em todos os pontos. (b) E f
diferencidvel em (0,0)7 Por que?

Ache a equacao do plano tangente e a equacao da reta normal a cada superficie no
ponto indicado:

a) z=e" " (0,01)

b) z = ln(2x + y) (-1,3,0)

c) z = 2% —y? (-3,-2,5)
d) z = e*lny (3,1,0)

Determine o plano que passa por (1,1,2) e (-1,1,1) e que seja tangente ao grafico de
f(x,y) = zy. Existe mesmo s6 um?

RESPOSTAS
a) Hor.: t = 0; Vert.: t = +1;
b) Hor.: t =0 ou t = v/2; Vert.: t = \?/g;
c) Hor.: t = +1; Vert.: t =0o0ut=2;
d) Hor.: ¢ = +1; Vert.: t =0out=—3 out=2.

;= {(96, ) € R*a? 4% > 1}
d) Dy = {(z,y,2) € R*y > 0}

e) Dy ={(z,y) € R¥y # z + 27, k € Z}
f) Dy ={(z,y) € R*la(y — 2)(y + =) > 0}
g) Dy = {(z,y,2) € R¥|2? +y* + 2 < 4}

)
a) familia de planos paralelos;
b) familia de elipséides com centro em (0,0, 0);

c¢) familia de hiperboléides de uma ou duas folhas;

d) familia de cilindros hiperbdlicos.
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X =(1,2,2) £ A\(1,0,-2), A€ R

v(t) = (5(1+ cost), isen t, (14 cost)), t € [0, 2]
Y(t) = (2sen t /14 cos?t ,2cos®t ,\/2cost), t € [0,27]
v(t) = (cost,sen t, —cos2t), t € [0, 27|

?—1 t2+4+1
= t
(b) (t) = (——t.—

v(t) = (v/2cost,2sen t — 1,sen t — 1), t € [0, 27]

), teR

X =(1,2,4)+ )(0,1,-8), AeR; (1,2,0)

)92

(a) nao existe (b) néo existe (c) ndo existe (d) o
(f) (0) (g) 0 (h) nao existe (i) 0 (j) nao existe
1

Of ooy Uy &
a) 0:L'(I’y>_:£2+y2’ ay(z’y)_$2+y2

of 1 of 1
b) %($7yaz7t) - ot ay($7y727t) - t— 2

af y—x Of —y

0z BT T e P E Y T Ty
b) 8£(0,0) =1 e 8£(0,0) =0

(b) Nao é continua em (0,0).

W) Gi(ey) = TG Gew) = 1)

b) §t(z,y) = af'(ax +by); §(z,y) = bf'(az + by)

Nao é diferenciavel em (0,0).
c¢) Nao ¢é diferenciavel em (0,0).

b) Nao ¢ diferencidvel em (0,0) pois nao é continua em (0,0).

b)2r+y—2—1=0; X=(1,3,0)+A(2,1,-2), A\e R
c)br—4dy+2+5=0; X=(-3,-2,5)+XA6,-4,1), AeR

(

(

(@) z=1; X =(0,0,1)+A(0,0,1), A€ R

(

(

(d)edy—z—e3=0; X =(3,1,0)+ X(0,e3,—1), AeR



