A CATENARIA

O objetivo destetexto e o de mostrar como determinar a forma exata da curva assumidapor uma
corda ex vel de densidadeuniforme que e suspensaentre dois pontos. Essacurva e chamadaCateraria,
da palavra latina catena, para cadeia.

Escolhaum sistemade coordenadascartesiano, de modo que o eixo dos y passepelo ponto Py,
0 mais baixo da corda, e seja ortogonal a curva nesseponto. Note que a curva e simetrica em
relacao ao eixo dos y assimescolhido.

Tomeum outro ponto P qualquerda curva e denotepor S o comprimerto da curva, de Py = (0, k)
a P = (z,y). Sejawy a densidadelinear (peso/unidade de comprimento) da corda.

Catenary

A parte da cordaerntre Py e P esta em equil brio estatico sob a acao de trésforcas:
(i) atensao 1o em Fy;
(ii) atensao T em P, que atua na direcao da tangente, devido a exibilidade da corda;
(iii) o pesoda corda: wg S.

Seja# o &ngulo determinado pela reta tangernte a curva em P e o0 eixo dos x. Como a corda esta
em equil brio estatico temos:
Tsend=wg S; Tcosh=Tp.
wo S

Portanto, tg6 =
g T




Chamemosde f a funcao que queremosachar (cujo gra co e a catenaria). Vamos supor que f e
uma funcao par, de classeC?. Temos:

0 _ _ wo S
fi(x)= tgb= o
Note que S e funcao de z. Por issovamosescreer:
w
Py =72 S(). (1)
0

Aprenderemosainda neste semestreque o comprimento do graco de uma funcao y = f(t) para
a t bedadopor: 7
b
L= 1+ (ft))2dt.
a
Assim, o comprimento do arco, de P ate P e

Zygq—
S(x) = . 1+ (f'(t))2dt,

e, substituindo na equecao (1) obtemos:

0 = 40 Zxd 0(+)) 2
f(w)_To . 1+ (f'(2))=dt.

Usandoo TeoremaFundamertal do Calculo, que relaciona derivada e integral, temos:
(o
wo
() = T 1+ (f'(2)2 (2)

Obtivemosentao uma equeacao diferencial cuja solucao e a funcao que tem comogra co a catenaria.
Vamosver como resol@-la. Para simpli car a notacao, chamemosC' = 'T—g e g(z) = fY(z). A equacao
(2) acima ca:

g'(x)

g
0 —
g(w)— C 1+ (9(37))2- W

= C.

Portanto, por primitiv acao, temos que In[g(x) + IOl+ (9(x))2] = Cx+ D. Como ¢(0) = 0, temos
D = 0. Portanto, a funcao g e a funcao que satisfaz:

a_ aqa_
In[g(z) + 1+ (9(x))2 = Cx, g(a)+ 1+ (g(x))?= .

Lembrando que g = f’ e que f e uma funcao par, conclumos que g e uma funcao mpar (por que?).
Assim obtemos:
qa qa—
g( o)+ 1+ (g( 2)2=e &, gl@)+ 1+ (gx)2=e

Subtraindo termo a termo da equecao g(z) + IOl+ (9(2))? = X temos:
2g(z) = ¥ e ©* = 2 senh(Cx),

ou seja,
fYz) = senh(Cxz),



0 queimplica que
flx) = écosh(C:v) + k.

A expresso dada por y = & cosh(Cz) e chamada equacao da catenaria.
A constarte k& que apareceno nal so dependeda escolhafeita na colocacao do eixo dos .

Um pouco mais solre as funceeshiperholicas.
De nimos

senht = %(et e ') e cosht= %(et+ e Y)
E facil veri car que
1. a funcao seno-hiperbolico e mpar e a funcao cosseno-higrbolico e par;
2. cosht 0,8t
3. ( senht)! = cosht; (cosht)'= senht.
4. o par (cosht, senht) satisfaza equacao da hiperbole z2 y? = 1 (da osnomes!)

Com as informacees acima e um pouco de calculo integral, conseguimoscalcular o comprimerto
deum o que ca apoiado em dois postes. Supondo que o sistemade coordenadase escolhidocomo
anteriormente, seo Poste 1 ca sobreareta de equacao z = a € 0 Poste2 ca sobreareta z = b entao
o0 comprimento do o e:

Z,Y
L = 1+ [(% coshCz) + k)2dx = (por (3) + aregrada cadeia)
a
ZaYe
= 1+ [ senh(Cz)]2dx = (por (4))
a
Zpg—
= [cosh(Cz)]2dx =
a
Zy
= jecosnCz)jdx= (por (2)
z%,

= cosh(Cx)dxz = (por (3))

a

= %( senh(Cb) senh(Ca)) (pelo TeoremaFundamertal do Calculo).



