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Em cursos de calculo, algumas ideias sao apresentadas de modo intuitivo e informal. His-
toricamente, foi desse modo, intuitivo e informal, que certos conceitos foram criados. Entretanto,
alguns avancgos na teoria passaram a exigir maior precisao e rigor para que certas questoes fossem
esclarecidas, o que aconteceu de modo gradual a partir de 1820. A esse estudo mais rigoroso e
profundo dos ntimeros e suas fungdes damos o nome de Andlise Real.

Além das ideias da analise matematica, estas notas de aula tém também uma meta
especial, que é mostrar, sempre que possivel, a relagao entre conhecimentos estudados em analise
real e topicos de matematica elementar ministrados nas aulas no ensino basico.

Algumas partes destas notas tém a forte influéncia do livro Calculus, de Michael Spivak [7]
que, em minha opiniao, aborda os varios conceitos de forma clara e objetiva.

Outro autor que admiro bastante, é Walter Rudin. Seu livro [6] apresenta a analise de
maneira rigorosa e abstrata, exigindo maturidade do leitor. O livro do Prof. Awila [1] contém
valiosas notas histéricas que tornam sua leitura bastante interessante e agradavel.

Os livros do Prof. Guidorizzi se tornaram referéncias nacionais em cursos de calculo. Os
volumes 1 e 4 ([2], [3]) tratam de topicos que serao estudados neste curso, e serdo muito tteis.

Acredito que um professor deva transmitir a seus alunos a percepcao da Matematica nao
apenas como um conhecimento cientifico, mas também como uma conquista social e cultural.
Muitos problemas relevantes para a humanidade foram solucionados com idéias originais envol-
vendo a cria¢ao de conceitos e o desenvolvimento de novas técnicas. O conhecimento e a reflexao
sobre tais questoes no passado permite que se tenha uma nog¢ao da real dificuldade do assunto
a ser trabalhado em sala de aula.

Além disso, ter clareza de que a Matemética foi desenvolvida ao longo de muitos séculos e
contou com a contribuicao de muitos homens é também uma licao a ser passada para os alunos,
que, com isso, conseguem perceber um lado mais humanizado, realista e desmistificado da Mate-
mética. As invencoes e descobertas vieram como consequéncia de reflexdes sobre problemas que
precisavam de solucao e, na maioria dos casos que conhecemos, surgiram como aprimoramentos

de ideias de outros. O conhecimento de parte dessa imensa construgao que ainda esta sendo



feita faz diferenca na vida profissional dos professores e, como consequéncia, na formacao de

seus alunos.



Capitulo 1
Numeros Reais

O que realmente sabemos sobre os niimeros reais?

De acordo com Walter Rudin, em seu livro “Principios de Analise Matematica”, uma
discussao satisfatoria dos principais conceitos de analise devem estar baseados em um conceito
de nimero definido de forma precisa.

Nao ¢é objetivo deste curso discutir axiomas da aritmética. Por isso, iremos assumir
conhecidos o conjunto N = {1, 2, 3, ...} dos nimeros naturais, o conjunto Z dos nimeros inteiros
e o conjunto Q dos niimeros racionais.

Entretanto ha algumas questoes delicadas relacionadas ao conjunto dos nimeros racionais

Q= {2—9 'p,q €L, qF O} que precisam ser esclarecidas.
q

1.1 Representacao Decimal de Nimeros Racionais

Como todos devem se lembrar, é ensinado no Ensino Fundamental que se o denominador

de uma fracao é uma poténcia de dez, entao esse niimero pode ser representado na forma decimal.
3 &4 75

— podem ser escritas na forma decimal respectivamente

Por exemplo, as fragoes —; —— e
107 1000 10

como 0,3; 0,084 e 7,5.

Observemos também os exemplos:

9 2.2 4
8 5=53- 10" "
3 3.5 15
b _—— — = — = ]_
) %0~ 205 100 0%



97 33 3 3.5 75
) 35T @.x 2 s 100 0T

6 2-3 2 2. 22 8
d _— = = — = — =
) 75 52.3 52 52.22 100 0,08

Os exemplos acima devem ter evidenciado o fato que se uma fragao, depois de simplificada
ao maximo, tem denominador ¢ que se fatora em poténcias de 2 ou de 5, entao, multiplicando-
se por poténcias de 2 ou de 5 convenientes, esse denominador pode ser transformado em uma
poténcia de 10. Consequentemente, esse ntmero racional tem uma representagao na forma
decimal com uma quantidade finita de casas decimais depois da virgula.

Recorde que se ng é um ntmero natural e dy,ds,...d; sao algarismos pertencentes ao

conjunto {0,1,2,...,9} entao a representac¢ao decimal do ntumero = dado por
ch
r=ng+ — —
10 102 10

éx =ng,dids...ds.
Por exemplo, a representacao do ntmero
PR VR A T S
10 102 10®  10*  10°
é x = 14,97046. O ntimero ng = 14 é a parte inteira de x e a sequéncia de algarismos 97046 que

fica depois da virgula é a parte decimal de .

e O que acontece se o denominador de uma frac¢ao irredutivel § tiver um fator primo diferente

de 2 ou 57

A pratica e familiaridade com o algoritmo da divisao nos permite perceber que, nesse caso,
quando dividimos p por ¢, iremos obter uma conta “que nunca acaba’, ou seja, a representagao
decimal é infinita!

Por exemplo,

1 3 2455
- = — =0,2727... =0,272
5 0,333 11 0,2727 9000 =0,272777 ..

Note que as reticéncias escritas acima sao imprecisas. Elas indicam que as casas decimais

“continuam”, mas podem ser ambiguas. Por esse motivo, quando sabemos que a continuacao é



periddica, colocamos uma barra sobre a parte que se repete. Assim, a notagao mais precisa dos

exemplos acima é:

_ 3 — 2455 =
0,3 11 0,27 9000 0,2727

1
3

Entretanto, a experiéncia, por maior que seja, nao nos permite enunciar um resultado
geral sem uma argumentagao que seja valida para todos os casos. Vamos entao procurar um
argumento que garanta que se um numero racional, escrito na forma irredutivel como E, é tal
que g contém algum fator diferente de 2 e de 5, entao a representacao decimal desse niimero
serd infinita e periddica.

Observe que nao é possivel multiplicar denominador e numerador por um ntmero inteiro
de forma a transformar o denominador em uma poténcia de 10. Por qué?

Bem, isso é consequéncia do Teorema Fundamental da Aritmética, conhecido pelos alunos
desde o Ensino Fundamental. Esse teorema nos ensina que “qualquer ntimero natural pode ser
escrito como produto de fatores primos, de modo unico a menos da ordem dos fatores”. Sendo
assim, qualquer poténcia de 10 se fatora, de modo tunico, como produto de poténcias de 2 e
poténcias de 5.

Portanto, se o denominador de uma fragao irredutivel tem algum fator diferente de 2 e

de 5 nao sera possivel encontrar uma fragao equivalente cujo denominador seja uma poténcia de

10.

12 6

Exercicio 1.1.1 Determine a representagao decimal de cada um dos ntimeros Zrm
. . . . 79 10
Exercicio 1.1.2 Determine a representagao decimal de T

Exercicio 1.1.3 O namero % tem representagao decimal finita, infinita periédica ou infinita e

nao periddica?

e Depois de observar o que aconteceu nos exercicios acima, vocé jd consequiu perceber uma

arqumenta¢ao para o caso geral?

Vocé deve ter observado que, na divisao de 1 por 7, encontramos os restos 3, 2, 6, 4, 5, 1



e, a partir desse ponto, os restos comecam a repetir: 3,2,6,4,5,1,3,2,...

1, 0 |7
30 0,142857. ..

Portanto, % =0, 142857.

Na divisao de 7 por 11, aparecem apenas os restos 4 e 7, nessa ordem, que irao se repetir
indefinidamente. Obtemos o quociente 0, 63.

No caso geral, podemos dizer que, se um racional se escreve, na forma de fragao irredutivel,

como § e q contém algum fator distinto de 2 e de 5, entao:

(i) é impossivel transformar o denominador em uma poténcia de 10.

(ii) ao dividirmos p por ¢ (para obter a representagao), os restos possiveis sdo 1,2,3,...,q¢— 1.

O resto da divisao nunca ¢é igual a 0.)

Portanto, sendo uma divisao infinita e apenas uma quantidade finita de restos possiveis, a
partir de algum momento, algum resto ira se repetir. A partir dai, ir4 aparecer um periodo no
quociente.

Assim, concluimos que a representagao decimal de um ntimero racional, se nao for finita,
sera necessariamente periddica.

E importante destacar que, como 0,999... = 1' | é também verdade que 0,0999... = 0, 1;
0,00999... = 0,01 e assim por diante. Dito isso, fica facil compreender que todo niimero racional

pode ser escrito na forma de dizima periddia, como, por exemplo, 2,25 = 2,24999...

Com a discussao acima podemos concluir que todo ntimero racional tem uma repre-

sentagao decimal infinita e periddica.

1
1 _ 1 1 1 _ 0
porqueO,999...f9-(10+100+1000+...)79~ —1

l—15



Um dos problemas de se lidar com infinitas casas decimais é operar com eles. Por exemplo,
como somar ou multiplicar dois niimeros com infinitas casas? Se for possivel transformar em
fragao, o problema fica resolvido.

Veremos adiante como justificar a validade de um “processo prético” de transformar dizi-
mas periddicas em fragoes. Trata-se de multiplicar a dizima por uma poténcia de 10 conveniente
de modo a cancelar a parte decimal. Por exemplo, se z = 1,582, entdo = = 1 + 0,5 + 0, 082.

Logo, 10z = 10 + 5 + 0,82. Também

1.000z = 100 - (10z) = 100 - [15 4 0,82 + 0, 0082] = 1500 + 82 + 0, 82

_ — 1567
Logo, 1.000z — 10z = 1582 + 0,82 — [15 4 0,82] = 1582 — 15 = 1567. Portanto, x = 990"

Esse processo funciona, mas sera preciso entender por qué!

Exercicio 1.1.4 Em cada caso, encontre uma fracao cuja representacao decimal é a dizima

periddica dada:
a) 0,4
b) 0,250
c) 3,04
d) 0,221
e) 4,00167

Exercicio 1.1.5 Um aluno pensou assim: Para decidir se um quociente € uma dizima periddica
preciso analisar o resultado da divisao e ver se hd repeti¢ao periddica e infinita. Fu fiz 4 dividido
por 19 e cheguer em 0,210526315. Como apareceu o algarismo 5 repetido, posso concluir que a
dizima periddica € 0,21052631.

Esse raciocinio é correto? Explique.



1.2 O que sao ntmeros irracionais?

Dados dois pontos A e B, o conjunto dos pontos da reta determinada por A e B e situados
entre A e B, é chamado segmento AB e é denotado por AB. O comprimento desse segmento

sera denotado simplesmente por AB.

Definig¢ao 1.2.1 Dois segmentos AB e C'D sao comensurdveis se existirem um segmento EF

e dois nimeros naturais m e n tais que AB =mEF e CD =nEF.

No caso que que AB e C'D sao comensuraveis, o segmento EFF' é uma unidade comum, de modo
que EF cabe m vezes em AB e n vezes em CD.

Com a notacao usada nos dias de hoje, poderiamos escrever

AB mEF _m

CD  nEF n
ou seja, se os segmentos AB e CD sdao comensurdveis entdo a razao entre seus comprimentos é
um nimero racional.

Os gregos antigos ja haviam notado que existem segmentos incomensuraveis, ou seja,
segmentos para os quais nio existe uma unidade comum. Por exemplo, o lado AB e a diagonal
AC de um quadrado nio sdo comensuraveis.

De fato, se existisse EF tal que AB = mEF e AC = nEF, com m e n inteiros, entdo

(AB)>  (mEF)> m?
(AC)2 ~ (nEF)? ~ n?

m2
Logo, (AB)? = —(AC)%.
n
Por outro lado, pelo Teorema de Pitagoras, tem-se

(AC)? = (AB)*> + (BC)? = 2(AB)? = 2::—22(140)2

. n? L )
0 que equivale a — = 2, ou seja, n~ = 2m~.
m2

Mas tais nimeros naturais m e n nao existem! De fato, sendo n um ntmero natural,
o Teorema Fundamental da Aritmética garante que n pode ser escrito, de modo tinico, como
produto de fatores primos, n = pi'ph? ... pfr. Portanto, n? = (p1ph> .. pkr)2 = pRipske | p2kr,

Assim, na decomposicao de n?, cada fator primo aparece uma quantidade par de vezes.



2 2

O mesmo acontece com m?, ou seja, m* se escreve, de modo tinico como um produto de
fatores primos e cada fator aparece uma quantidade par de vezes.
Isso significa que a igualdade n? = 2m? é impossivel, ja que na decomposicao do nimero
2m? ha uma quantidade ¢mpar de fatores iguais a 2 e, portanto, nao pode ser igual a n?.
Concluimos assim que o lado e a diagonal de um quadrado nao sao comensuraveis. Equi-

valentemente, provamos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.2 Nao existe um namero racional cujo quadrado é igual a 2.
e O conjunto dos nimeros racionais tem falhas!

Os nuimeros racionais podem ser representados geometricamente por pontos de uma reta,
que chamamos usualmente de ‘“reta numérica”. De fato, escolhemos um ponto O chamado origem,
que representa o nimero 0. Escolhemos um outro ponto P, distinto de O, para representar o
namero 1. Tomando-se o comprimento do segmento OP como unidade de medida, marcamos
os demais pontos que representam os numeros racionais. Com isso, todo nimero racional r é
representado por um ponto R da reta. Dizemos que o niimero r é a abscissa do ponto R.

Observe que entre dois racionais quaisquer (mesmo muito proximos) sempre existe outro

a+b
2

racional entre eles. De fato, se a e b sao racionais entao m = ¢é racional e satisfaz a < m <
b. (Verifique!) Mesmo assim, a reta numérica nao é totalmente preenchida com os nimeros
racionais, ou seja, existem pontos na reta numeérica que nao representam nimeros racionais.

Por exemplo, sobre a reta numérica construa o quadrado OPQR que tem o segmento
OP como um de seus lados e diagonal OQ. (Fa¢a uma figura!) Colocando a ponta seca de um
compasso sobre O, podemos transportar o ponto Q) até o ponto )’ determinado pela intersec¢ao
da circunferéncia de centro O e raio O com a reta numérica. Supondo OP = 1, tem-se que a
abscissa de Q' é v/2, que ndo ¢ um namero racional, conforme foi demonstrado anteriormente.

Assim, verificamos que se representarmos o conjunto dos racionais na reta numérica,
ficam “buraquinhos”?, ou seja, ficam pontos da reta que nao estao associados a nenhum nimero
racional.

O conjunto dos ntameros reais pode ser pensado como o conjunto de todas as abscissas

dos pontos da reta numérica. Essa interpretacao geométrica é bastante natural e intuitiva. Por

nao ter falhas, o conjunto dos niimeros reais é dito completo. Como tornar precisa essa ideia?

2Veremos em breve que a quantidade de buraquinhos ¢ infinita.



Como veremos, a completude de R desempenha um importante papel em anélise.

Exercicios 1.2.3 1. Prove que \/g, V6 e v/2 sdo irracionais.
2. Prove que se n € N, entdo /n & irracional, exceto se n = m?, para algum m natural.
3. Prove que V2 + /6 ¢ irracional. Idem para V2 + /3.

4. Se p € um ntimero primo e n ¢ nimero natural maior que 2, sabemos que {/p nao € racional.

Por qué?
5. Dados n e m ntimeros naturais, entao ou Ym é natural ou nao é racional. Por qué?

6. Sejam n e m numeros naturais tais que y/n - m nao é racional. Prove que \/n + y/m nao

é racional.

7. Decida de cada afirmacao dada é verdadeira ou falsa. Se for verdadeira, prove. Se for

falsa, mostre um contra-exemplo.

(a) Uma fragao irredutivel cujo denominador é um ndimero primo tem representacao

decimal infinita e periddica.

(b) Se p e ¢ sdo nimeros primos distintos entao ,/pg nao é racional.

10



1.3 Uma estrutura importante

A seguir iremos explorar as propriedades dos conjuntos Q e R para poder compreender o
que difere um conjunto do outro. Veremos nesta aula que ambos tém uma estrutura em comum,
conhecida como “corpo ordenado”.

Quando entramos na escola, rapidamente temos contato com “as quatro operacoes”. Mas
... 0 que € uma operagcdo? Uma operagao em um conjunto A é uma funcao que, a cada par de
elementos de A associa um novo elemento também pertencente a A.

Desde nossa infancia aprendemos duas operagoes muito importantes, a adi¢ao e a multi-
plicacao, inicialmente no conjunto dos naturais e depois suas extensoes para os conjuntos dos
inteiros e dos racionais.

Dependendo dos conjuntos e das operagoes, algumas propriedades sao satisfeitas, e assim
ficam determinadas algumas “Estruturas Algébricas”. Dentre essas estruturas, nos interessa a

de corpo.

Definicao 1.3.1 Um corpo é um conjunto K munido de duas operagoes, chamadas de adi¢dao

e multiplicagao satifazendo os seguintes axiomas:

(A1) A adigao é associativa: (x+y)+z=z+ (y+ 2),Vz,y,z € K.

(A2) A adigao é comutativa: z +y =y +z,Vzr,y € K.

(A3) Existe um elemento 0 tal que 0 +x = z,Vz € K.

(A4) Para cada x € K existe em K um elemento oposto, indicado por —z tal que x + (—z) = 0.
(M1) A multiplicagao é associativa: (zy)z = z(yz),Vz,y,z € K.

(M2) A multiplicagao é comutativa: xy = yx,Vo,y € K.

(M3) Existe um elemento 1 tal que 1lx = z,Vx € K.

(M4) Para cada z € K tal que x # 0 existe um elemento inverso, indicado por 27! € K tal que

x-xl=1.

(D) Distributiva: x(y + 2) = 2y + 2z, V,y, 2 € K.

11



Observemos que o conjunto N = {1,2 3,---} dos nimeros naturais satisfaz apenas os
axiomas (Al), (A2), (A3), (M1), (M2), (M3) e (D). O conjunto Z dos inteiros, satisfaz todos os
axiomas, exceto (M4). O conjunto Q satisfaz os nove axiomas e, portanto, ¢ um corpo.

Os axiomas (Al) e (M1) garantem que a adigdo e a multiplicagdo de uma quantidade
finita de ntmeros estao bem definidas, isto é, nao ha ambiguidade. Por exemplo, = + y + 2
denota tanto (x +y) 4+ z como x + (y + z), ja que sdo iguais. Da mesma forma, z+y+ 2z +w =
(+)+2)+w= (ot (y+2) +w) = 5+ ((y+2) +w) =2+ (y+(z+w)) = (£ +)+ (s +w).

A subtracao é definida como # —y = x + (—y) e a divisao ¢ dada por z =~y =z -y~ L.

Com esses nove axiomas, ¢ possivel provar outras importantes propriedades que costu-

mamos ensinar aos alunos e que sao essenciais para se resolver equacoes. Vejamos algumas:

(P1) cancelamento na adi¢io: Se a + ¢ = b+ c entdo a = b.

Suponha a + ¢ = b + ¢. Entéao:

(A3+A2) (hipétese)

a+0 a4 lc + (—¢)] @ (a+c)+ (—c)

(A2) (A4)

= b+ + (=) b+t (—0) A2y,

b+ 0
(P2) cancelamento na multiplicacao: Se ¢ # 0 e ac = bc entao a = b.

Demonstracao: exercicio.

(P3) o produto de qualquer nimero por 0 é 0
Se a é um namero qualquer do corpo K entdao a-0=a-(04+0) =a-0+ a-0. Podemos
escrever

O+a-0=a-0+a-0

e, usando o cancelamento (P1), chegamos a 0 = a - 0.

Como consequéncia de (P3), vemos que nao existe um nimero 0~ que satisfaz 0-07! = 1.

- . a . N , . .
Consequentemente, nao existe 0’ ou seja, divisao por 0 é sempre indefinida.

(P4) se um produto € 0 entao um dos fatores € 0.
Suponha ab = 0. Se a # 0 entdao, pelo axioma M4, existe ™ e a™! - (ab) = ™! - 0. Usando

M1 e P3, obtem-se (a=!-a)-b =0 e, por M3, conclui-se que b = 0.

12



Pode acontecer que a = 0 e b = 0. Essa possibilidade nao é excluida quando dizemos
“a =0 oub=0". Em matematica, a palavra “ou” é sempre usada no sentido de “um ou outro,
ou ambos”.

A propriedade (P4) é usada frequentemente na resolugao de equagoes. Por exemplo,
se quisermos resolver a equacao (2% — 7z + 10) cosz = 0 podemos, por (P4), concluir que ou
2?2 — Tx +10 = 0 ou cosz = 0. A primeira equagao é equivalente a (z — 5)(z — 2) = 0, cujas
solugoes sao x = 5 ou z = 2 e a segunda equacao tem solucoes da forma § + km, com € Z.

Portanto, as solugoes da equacao (22 —7z+10)cosz = 0sdoxr =Houzr =2ouz = stkm k€ Z.

(P5) regras de sinais: (—a)b = —(ab) = a(—b) e (—a)(—b) = ab.
Para poder entender como demonstrar a regra de sinais (vocé nunca teve curiosidade de
saber por que elas valem?) precisamos entender o significado do que se quer provar. Por
exemplo, para provarmos que (—a)b = —(ab), o que vamos fazer é provar que “(—a)b é o
oposto de ab”. Agora fica facil: de acordo com o axioma A4, basta somar ab e ver que o
resultado é nulo. De fato, como (—a)b + ab D [(—a)+a]l-b=0-b 20, concluimos que

(—a)b é o oposto de ab.
A igualdade —(ab) = a(—b) é provada de modo analogo. (Faca como exercicio!)

Finalmente, como (—a)(—b)+[—(ab)] = (—a)(=b)+(—a)b = (—a)[(=b)+b] = (—a)-0 =0,
temos que {(—a)(—b) + [—(ab)]} + (ab) = 0+ (ab). Com isso, obtemos (—a)(—b) = ab.

Assim, o fato que o produto de dois niimeros negativos é positivo é uma consequéncia dos
axiomas de corpo.
Um outro exemplo da propriedade distributiva é o funcionamento do algoritmo de mul-

tiplicagao entre dois inteiros, que aprendemos na escola. Por exemplo, as contas

2 3

2 3 X 5 4

X 4 9 2
9 2 1 15

1 2 4 2

13



sao nada mais do que uma maneira pratica de escrever as propriedades distributivas das multi-

plicagoes de 4 unidades por 3 unidades e 2 dezenas, na primeira conta:

D) (A1)

23.4=(20+3)-4=220-4+3-4=80+12=80+ (10+2) "= (84+1)-10+2=90+2 =92

e, na segunda conta, completando com o produto de 5 dezenas por 3 unidades e 2 dezenas:

D 93.5.104+23-4= ...

wy

23-54 = 23-(5-10+4)

= 115-10+90 + 2 115+9) - 10 + 2 = 1242

e Por que o resultado da multiplicacao de 5 por 23 fica descolado para a esquerda?

Exercicios 1.3.2 1. Prove:

(a) Se a+b=a entao b = 0. (Isto mostra que o elemento neutro da adi¢ao é tnico!)
(b) Se a+b =0 entdao b = —a.
)

(

(c
d

—(—a) = a.

) Sea#0eab=aentdo b=1. (O que isto mostra?)
(e)
(f

Sea#0eab=1entao b=a'

Se a # 0 entao (a™ ')~ = a.

)
)Seb%Oec#Oentéo%:%.

d+b
(h) Seb#Oed#Oentéo%#-g:a ljc_l ‘.

(i) Sea#0eb=#0entao (ab)™t =a b7l

(g

2. O que esta errado na seguinte “demonstragao” Se x = y entao
= xy
2oy = ay—o?
(z—y)z+y) = (t—yy
Tty =y
2y =y
2 =1
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1.4 Corpos Ordenados

As préximas propriedades que iremos estudar lidam com desigualdades. FEsta secao

contém uma tradugdo livre de uma parte do capitulo 1 de [7].

Definicao 1.4.1 Um corpo ordenado é um corpo K em que é possivel definir um subconjunto

P que satisfaz os seguintes axiomas:

(O1) Tricotomia: Para cada numero z, exatamente uma das seguintes afirmagoes ¢ verdadeira:

(a) = =0,
(b) z € P,
(c) —x € P.

(02) Se z e y pertencem a P entdo x + y pertence a P.

(03) Se z e y pertencem a P entao x - y pertence a P.

Além disso, definimos:

x>y
x <y
T >y

z <y

se

se

Se

se

r—y€cP;
y—x €P;
T >youx=uy;

r<youx=y.

Em particular, x > 0 se e somente se x € P. Os nimeros = que satisfazem z > 0 sao chamados

positivos e os nimeros = que satisfazem x < 0 sao chamados negativos.

Note que as desigualdades x < y (x é menor do que y) e y > x (y é maior do que z) sao

equivalentes.

Dos axiomas (O1), (02) e (O3) decorrem algumas propriedades importantes, tais como:

(PO1) Se a e b sao nameros quaisquer de K entdo exatamente uma das afirmagoes ¢ verdadeira:

a=boua>boua<hb.
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(PO2) Propriedade transitiva: Se a < be b < c entao a < c.
De fato, como b —a € P ec—be P, por (O2) tem-se que (b—a)+(c—b)=c—a € P.

Ou seja, a < c.

Notagao 1.4.2 Se as duas desigualdades a < b e b < ¢ sao validas simultaneamente, podemos

escrever abreviadamente a < b < c.

(PO3) Compatibilidade da ordem com a adi¢ao: Se a < b entdo a + ¢ < b+ ¢, qualquer que seja
ce K.
De fato, se a < b entdo b —a € P. Logo, (b+¢) — (a+¢) € P, ouseja, a+c <b+c.

(PO4) Compatibilidade da ordem com a multiplicagdo: Se a < b e ¢ > 0 entdo ac < be.
Como b —a € P e c € P, entao, por (0O3), tem-se que (b — a)c = bc — ac € P, ou,

equivalentemente, ac < be.

(PO5) Sea < 0eb<0entao ab > 0.
Como a < 0, tem-se que 0 — a = —a € P. Analogamente, —b € P. Portanto, por (O3),
(—a)(—b) = ab € P, ou seja, ab > 0.

Como consequéncia de (03) e de (PO5), tem-se que x? > 0, para todo x # 0.

Um outro fato também importante é que, como 1 = 12, tem-se que 1 > 0. Observe
que esse fato nao é 6bvio: estamos lidando com corpos ordenados abstratos. O simbolo 1
representa o elemento neutro da multiplicacao e o simbolo 0, o elemento neutro da adigao e, até
este momento, nao conheciamos uma relacao de ordem entre eles! Note também que, até este
momento, por meio dos axiomas s6 conhecemos os nimeros 0 e 1.

Na desiqualdade 0 < 1, podemos somar 1 dos dois lados e obter 0 +1 < 141 (dif) 2.
De modo anélogo, fazendo o mesmo com cada nova desigualdade, iremos obter 2 < 3; 3 < 4,
etc. Também, somando-se o oposto de 1 de cada lado, obtemos —1 < 0, —2 < —1, e assim por

diante. Isso justifica o que os professores precisam ensinar no Ensino Fundamental sobre ordem

dos ntimeros inteiros e sua representacao na reta numeérica:
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Exercicios 1.4.3 Prove as afirmacoes
1. Se a < b entao —a > —b.
2. Se a > 0 entdo a™! > 0.
3. Se0<a<bentaio0<b !t <al
4. Se a > 1 entao a® > a.
5. Se 0 < a < 1 entdo a® < a.

6. Se 0 < a < bentao a < Vab < “T*b < b. (A média geométrica é menor do que a média

aritmética.)

Agora que sabemos que o inverso de um nimero positivo é um niimero positivo, podemos
tomar todas as desigualdades ja estabelecidas e multiplicar cada uma por % (que é positivo), nao
alterando o resultado, obtendo: --- — 2 < —% <-1< —% <0< % <1l< % < ---. Repetindo o
processo com outros inversos de numeros ja definidos, podemos acrescentar mais e mais valores
racionais na reta numeérica.

Os axiomas e propriedades da ordem também permitem resolver inequacoes:

Exercicios 1.4.4 Resolva as inequagoes identificando os axiomas utilizados em cada passagem:

1. (z—1)(z —3) > 0.

—1

9. L7 o9
i
1 1

3. —+ >0
T 1—=x

Definicao 1.4.5 Para cada niimero x definimos seu madulo ou valor absoluto da seguinte ma-

neira:
x, sex >0,
x| =
—x, sex <O.
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Vale & pena observar que, representando-se x na reta numérica, |x| pode ser interpretado
como a distdncia de = até a origem e, analogamente, fixado um ntimero a, | — a| representa a

distancia de = até a.
Teorema 1.4.6 (Desiqualdade Triangular)
|z +y| < x| + |y|, quaisquer que sejam z e y.

Demonstracao. Ha varias demonstragoes em diversos livros. Escolhi esta, que é um pouco longa,

porém elementar.

Vamos considerar 4 casos:

1. Sea>0eb>0,entdo a+b >0, pelo axioma (02). Portanto, |a +b| = a+b = |a| + |b|.

(Note que, neste caso, vale a igualdade.)

2. Sea<0eb<0,entdo a+b <0 (Por qué?). Portanto, |a+b| = —(a+b) = (—a)+(—b) =

la| 4 |b|. (Neste caso também vale a igualdade.)

3. Sea>0eb<0: Comoa > 0,entdo |a| =ae, comob <0,|b| =—b. Logo, |a|+|b] = a—b.

Por outro lado, nao sabemos se a + b é positivo ou negativo. Vamos separar em 2 casos:
-Sea+b>0,entdao a+bl=a+b<a—0b,jaqueb<0e—b>0.
-Sea+b<0,entdo |a+bl =—(a+b) =—a—b<a-—b, jaque —a<a.

Portanto, se a > 0 e b <0, vale |a + b| < |a| + [b]. (Se b < 0, entdo |a + b| < |a| + |b].)

4. Sea <0eb>0. (Exercicio.)

Defini¢ao 1.4.7 Se x > 0, \/x é o tinico ntimero positivo cujo quadrado é x.

Por exemplo, v/4 = 2; v/49 = 7; v/2 =? (Sabemos que /2 ¢ irracional. Erra quem escreve
V2 = 1,41, pois 1,41 é uma aprozimacdo de v/2. O valor exato s6 pode ser indicado usando-se

o simbolo da raiz.)

Vamos observar: se x = —3 entdao #2 =9 e Va2 =3 = | — 3|. Serd que € sempre assim?
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Proposicao 1.4.8 Para todo namero a, vale que |a| = Va?.

Demonstracao. Exercicio.

Exercicios 1.4.9 1. Expresse cada sentenca abaixo sem o simbolo de valor absoluto:
(a) [a| —]?]

(b) || — |2°]

(c) |a+ bl —|b] (Nao se assuste se a resposta nao couber em uma linha. Mesmo assim,

ela pode ser organizada e objetiva.)

2. Determine todos os valores de = para os quais vale cada desigualdade:
(a) [x—2|=1 (b) [z —2] <1
(¢) |z —2]>1 (d) e =1+ ]z +1] <2
(e) |t — 1|+ |z +1] > 2
3. Prove que |z| — |y| < |z — y|. (A demonstrac¢do pode ser bem curta, se vocé escolher um

caminho conveniente.)

4. Seja b positivo. Prove que |a| < b se e somente se —b < a < b. Faga uma interpretagao

geométrica.

5. Seja b positivo. Prove que |a| > b se e somente se a < —b ou a > b. Faga uma interpretacao

geométrica.
6. Prove que se [z —a| < 5 e |y —b] <3, entao |(z+y) — (a+0b)| <e.
Notagao 1.4.10 O minimo entre dois nimeros a e b é denotado por min{a, b}.

A sentenga “z < min{a, b}” significa que x < a e x < b (simultaneamente). Nos exercicios
abaixo em que o minimo aparece, vocé ird precisar de uma desigualdade em algum ponto de sua

argumentagao e a outra desigualdade em outro ponto.

Exercicios 1.4.11 (Exercicios retirados de [7], capitulo 1)

£
1. Prove que se |z —a| < rnin{2 ),1} ely—9b < , entdo |ry — ab| < e.

(o] +1 2(lal +1)
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. (|0 b%e B 1 1
. Prove que se b # 0 e |y — b <m1n{5,7},entaoy7é()e ‘——5 <e.
Y
. Troque os pontos de interrogacao por expressoes que envolvem ¢, a e b, de modo que a

conclusao seja verdadeira:

b

Observe que este tltimo exercicio é consequéncia dos dois anteriores.

T a
“se b# 0, |y —b| <? e |x — a| <?, entdo entéoy%()e‘——— <el
Yy

Algumas respostas. Exercicios 1.4.9

(la) x—a2 sex>0; —x — 22 sex <0.

(Ie) a,seb>0ea>—b; —a,seb<0ea< —b
—a,seb<0ea<—-bya+2bseb<0ea>—b.

(2a) z=1louz=3;(2b) l<x<3.

(2c) x < 1oux >3 (E impossivel escrever a resposta em uma sentenca!)

(2d) Nao existe z. (O argumento geométrico ¢ mais simples neste caso.)

(

2e) Qualquer z diferente de 1 e de —1.

20



1.5 Conjuntos Limitados

Definigao 1.5.1 Sejam K um corpo ordenado e A C K um subconjunto nao vazio. Dizemos
que A é limitado superiormente se existir um elemento M € K tal que a < M,Va € A. Tal

elemento M é chamado majorante ou cota superior de A.

De modo anélogo, dizemos que o conjunto A é limitado inferiormente se existir um

namero N € K tal que a > N,Va € A. O nimero N é chamado minorante ou cota inferior de
A.

Se um conjunto nao vazio A é limitado superior e inferiormente, dizemos simplesmente

que A é limitado. Nesse caso, existem M e N tais que N < a < M,Va € A.

Exemplos 1.5.2 1. No corpo ordenado Q, o conjunto A = {11,13,17,19,23,29, 31, 37},
formado pelos niimeros primos entre 10 e 40 é limitado e os niimeros 10 e 40 sao respecti-

vamente um minorante e um majorante de A.

2. No corpo ordenado Q, considere o subconjunto

B:{%:neN}:{l,%,%,...}

1 . .. . .
Como — < 1,Vn € N, vemos que B é um conjunto limitado superiormente, e 1 é um majo-
n
rante de B. O conjunto B é também limitado inferiormente e 0 € um de seus minorantes,

ja que todos os elementos de B sao positivos.
Observe que os numeros 5, 10, 100, etc, também sao majorantes de A, assim como

—1,—2,—5,... sao minorantes de A.

Se A é um conjunto limitado superiormente e M é um majorante de A entao todo ntmero
R maior do que M também é majorante de A. De fato, como a < M,Va € Ae M < R, a
propriedade transitiva garante que a < R, Va € A.

2. Considere o conjunto B = {2n:n € N} ={2,4,6,8,...} C Q.

Como o conjunto B é formado apenas por nimeros positivos, B é limitado inferiormente

e 0 é um de seus minorantes.
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Por outro lado, B nao ¢ limitado superiormente, ja que, qualquer que seja o namero M > 0
que se tome, por maior que seja, existira um elemento de B maior do que M. VocA? sabe

dar uma demonstracao rigorosa para essa afirmacao?

3. Considere o conjunto C' = {25 :n € N} = {—%, —%, —%, ...} € Q. Como ;25 > 0,n,

temos que ——2— < 0,Vn € N. Logo, C' é limitado superiormente e 0 é um majorante de C'.
n+1

Por outro lado, como n < n+1,Vn € N, temos 25 <1,Vn € N. Logo, — 25 > —1,Vn €

N, o que nos permite concluir que C' é limitado inferiormente e —1 é um minorante de C.

Em muitas situagoes pode ser importante conhecer o menor dos majorantes ou o maior

dos minorantes de um conjunto. Esses niimeros recebem nomes especiais.

Definicao 1.5.3 Seja A um subconjunto nao vazio e limitado de um corpo ordenado K. O
menor dos majorantes de A (se existir) ¢ chamado supremo de A. O maior dos minorantes de

A (se existir) é chamado nfimo de A.

Assim, um ndimero s é supremo de A (escrevemos s = sup A) se e somente se valem as

duas afirmagoes a seguir:

~
&

N—

—
V3
@

¢ majorante de A): a < s,Va € A,
(b) (s é o menor majorante de A): se M é um majorante de A, entdao s < M.

De modo analogo um numero ¢ é um infimo de A (i = inf A) se e somente se valem
(c) i<a,Yae Ae

(d) se K <a,Va € A (ou seja, se K é um minorante de A) entao K < i.

Exercicio 1.5.4 Mostre que se s e t sao supremos de um conjunto A entao s = t. Em outras

palavras, o supremo de um conjunto, se existir, é¢ inico. O mesmo vale para infimo.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1. Em Q, considere o subconjunto A = {zx € Q|z < 4}.
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E claro que A é ndo vazio (por exemplo, 2 € A) e é limitado superiormente: M = 4 é um
majorante de A, ja que x < 4,Vz € A. Para provar que 4 é o supremo de A, basta mostrar

que 4 é o menor dos majorantes de A, ou seja, que s = 4 satisfaz (b).

Vamos mostrar, equivalentemente que s = 4 satisfaz:
(b’) se x < s entdo = ndo € majorante de A, isto é, existe a € A tal que = < a.

Seja x € Q tal que 0 < x < 4. Vamos mostrar que x nao é majorante de A. De fato,
tome m a média aritmética entre z e 4, m = x—;‘l. Entdao m € Q e m < 4 (de fato,
r<4d=x+4<8= “””Qﬂ < 4). Portanto, m € A. Logo, x ndo é majorante de A, ja que

z < m. (Confira esta tltima igualdade!)

Note que A nao é limitado inferiormente e, portanto, nao admite infimo.

n 123
E lo 2. Em Q, consid beonjunt B:{ N}:{—,—,—,...}.
xemplo m @, considere o subconjunto n+1\n€ 531

B é claramente nao vazio. Vamos provar que B é limitado: de fato, como 0 <n <n +1,
n
Vn € N, entao 0 < T < 1, Vn € N. Ou seja, 0 ¢ um minorante e 1 ¢ um majorante de
n

B.

Vamos provar que sup B = 1. Para isso, basta tomar b < 1, b € Q e provar provar que

existe um natural ng tal que 2= > b. Como —2- € B, poderemos entao concluir que b
no+1 no+1 ’

nao é majorante de B, o que nos permite concluir que 1 é o supremo de B.

Rascunho. (b < 25 < bng+b <ng < b <ng(l —b) < ng > )

Seja b < 1 (podemos supor b > 0) e escolha ng € N tal que

b
— 1.1
n0>1—b (1.1)

Entao, b < % € B, o que mostra que b nao ¢ majorante de B.

Observagao. A rigor, é necessario provar que tal ngy existe. Adiante, em 1.7.1, iremos

demonstrar que o conjunto N nao é limitado®.

3Se vocé acredita que isso é 6bvio e que ndo precisa ser demonstrado, talvez vocé esteja sendo influenciado
demais por seu conhecimento intuitivo. Noés estamos “passando a limpo” o conhecimento sobre niameros, com

base em axiomas e teoremas. Todas as afirmacoes precisam de justificativas rigorosas.
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Definigao 1.5.5 Seja A um conjunto de nimeros. O maior elemento de A, se existir, ¢ chamado
de mdzimo de A e, de modo analogo, o menor elemento de A, se existir, é o minimo de A. Esses

ntmeros sao indicados, respectivamente, por max A e min A.

Exemplos 1.5.6 1. Se A ={2,4,6,8,10} C Q entdo min A = 2 e max A = 10.

2. Se A={i 1 11

1 SO A L _1
515 % 5 C Qentdo min A = ;5 e max A = 3.

2

3.S5e A={r€Q:1<z<b}entdo minA =1e maxA=>5.

4. Se A={re€Q:1<z <5} entdo minA =1 e nao existe max A. (Por qué?) Note que A

tem supremo e sup A = 5.

E interessante observar que, para determinarmos o maximo de um conjunto, olhamos para
os elementos pertencentes ao conjunto e, quando precisamos determinar o supremo, olhamos para

fora do conjunto (para o conjunto dos majorantes). O mesmo acontece com minimos e infimos.

Exercicios 1.5.7 Determine, se existirem, o méaximo, minimo, supremo e infimo de cada con-

junto dado. Justifique todas as suas afirmacoes.
. A={r€Q:—2<ax <7}

2. B={z€Q:2*>+5x+6 <0}

w

. C={r€Q:2°+5x+6 <0}
4 D={ :neN}

5. E:{ﬁ:xé(@}
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1.6 O Conjunto dos Numeros Reais

Provamos anteriormente (veja 1.2.2) que “ndo existe z racional tal que x? = 27. E
importante compreender que essa afirmacao é diferente de “1/2 é irracional”, ja que esta tltima
pressupoe a existéncia de um namero, denotado por v/2, cujo quadrado é 2. Nés nao provamos
que esse numero existe!

Nosso proximo objetivo sera descobrir:
e Que propriedade distingue o conjunto dos racionais e o conjunto dos reais?
Vamos observar mais um exemplo:

Exemplo 1.6.1 Em Q, considere o subconjunto C' = {z € Q : x > 0, 2% < 2}

Temos:
1) C & nao vazio, ja que, por exemplo, z = 1 pertence a C: 1 € Q,1>0e 12 < 2.
2) C é limitado: De fato, todo z em C satisfaz 0 < x < 3.

3) C nao admite supremo! De fato, os majorantes de C' sao os elementos do conjunto D =
{r €Q:x>0,22 > 2}. Vamos provar que D niao tem um menor elemento, ou seja, que

nao existe o menor dos majorantes de C"

Seja p € D qualquer. Como provamos que nao existe racional cujo quadrado é igual a 2,

sabemos que p? > 2.
2

€ Q. Sendo p? — 2 > 0, temos que ¢ < p. Também temos:

p
Defina g = p —
1=» p+2

22 24 2p— (p? =2 1
p _rA-w =2 _,ptl g
p+2 p+2 p+2

q=p—

Logo, 0 < g < p.

o2
(p+2)
Portanto, ¢ € D. Assim, provamos que para todo p em D existe ¢ também em D tal que

Além disso, ¢ —2 =2 > 0 (confira as contas!).

g < p. Ou seja, o conjunto D nao tem minimo. Isso garante que C' nao tem supremo (em

Q).
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Axioma do Supremo. Todo subconjunto de K nao vazio e limitado superiormente
admite um supremo em K.

O exemplo 1.6.1 acima nos mostrou que o conjunto Q nao satisfaz o axioma do supremo.

O teorema a seguir sera apenas enunciado. Ele garante a existéncia de um corpo ordenado
que satisfaz o axima do supremo.

H& duas demonstracoes, ambas bastante longas e trabalhosas, para este teorema. Cada
uma das demonstracoes consistem em construir, a partir de QQ, um conjunto R que tem todas as
propriedades desejadas. O conjunto construido contém Q nao apenas como subconjunto, mas
como subcorpo, isto é, as operagoes de adigao e multiplicacao definidas em R, quando aplicadas
a elementos de Q, coincidem com as operacoes usuais de Q. E possivel provar também que o
conjunto dos racionais positivos sao elementos positivos de R.

E também possivel demonstrar que R ¢ o tnico corpo ordenado que satisfaz a propriedade
do supremo, a menos de isomorfismo.

Intuitivamente, o axioma do supremo é o que garante que R pode ser identificado com
os pontos da reta orientada, sem deixar buraquinhos. Por esse motivo, é possivel caracterizar o
conjunto dos niimeros reais como sendo o Unico “corpo ordenado completo”.

A primeira apresentacao rigorosa do conceito de numero real foi feita pelo matematico
alemao Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831 — 1916). H& uma outra maneira de construir o

conjunto R: por meio de sequéncias sequéncias de Cauchy.

Teorema 1.6.2 Existe um corpo ordenado que tem a propriedade do supremo. Além disso,

esse corpo contém Q como subcorpo.

Os elementos de R sao chamados nimeros reais. Também dizemos que um ntmero real
é 1rracitonal se nao for racional, isto é, se for um elemento do conjunto R — Q.
Podemos agora afirmar que é o axioma do supremo que distingue Q de R, ja que provamos

que Q nao satisfaz o axioma, mas R sim.

Exemplo 1. Determine, caso existam, o supremo e o infimo do conjunto

2 — 1
B:{xesz—go}
r+5
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Solucdo: Observamos que o 22=%

1 .
o < 0 se e somente se —5 < x < 3, 0 que nos permite

ver que —5 é o infimo de B e % ¢ o seu supremo. Note que, neste exemplo, o infimo nao

pertence ao conjunto B, enquanto que o supremo pertence a B.

Exemplo 2. Determine, caso existam, o supremo e o infimo do conjunto A = {27112 'n e N}

Solugao: Observamos que A = {}1, %, %, %, 5 } Vamos provar que inf A = 1 e que
sup A = =
2;:»2
n+1 n o 2n+1)°—-2n(n+2) 2 -0
2(n+1)+2 2n+2  (2n+4)2n+2)  (2n+4)(2n+2)

n - n+1
2n + 2 2n + 4

Consequentemente, o valor minimo de A é obtido fazendo n=1 na expressao dos termos

o . 1 1
de A. Assim, inf A = min A = T (Como 4_1 T2

Além disso, é o menor dos minorantes de A pois se x € um ntmero real tal que z > %p x

e, com isso, vemos que , para todo n € N.

,Vn € N, — é um minorante de A.

nao pode ser um minorante de A, ja que }l € A. Portanto, % é o infimo de A. )

n n __ 1 1y .
COHlO Snt2 < o 2,‘v’n € N, VEeImos que 3 € um majorante de A Para provarmos que

¢ o menor dos majorantes de A, vamos tomar um numero real x tal que r < % e mostrar

que r nao pode ser majorante de A. Isto é, vamos mostrar que existe um elemento de A

( 5nrs) que ¢ maior do que x. Como z < % vemos que 1 —2z > 0.

Logo, pela propriedade arquimediana, existe um nimero natural k tal que 1 < 1 — 2u.

2
Mas 1 <1—2£L‘ < 1——>2.7: <— k—>2x <—> ’“2—k>x Fazendon =%k —1, a

ﬁltima desigualdade torna-se > x, provando que x nao é majorante de A.

2(n+1)

Exemplo 3. Seja A um conjunto de niimeros reais nao vazio e limitado superiormente e seja b
um ntmero qualquer fixado. Defina o conjunto T'= {a + b : a € A}. Prove que existe o

supremo de T' e que supT = sup A + b.

Solucao: Para provar que o sup T existe, basta verificar que

e T' é nao vazio: de fato, como A é nao vazio, existe a € A. Logo, existe um elemento

a+bemT.

27



e T ¢é limitado superiormente: de fato, como A é limitado superiormente, existe um

numero M tal que a < M,Va € A. Somando b dos dois lados, obtemos

a+b<M+b, Va € A
T
(S

Isso mostra que M + b é um majorante de 1" e, portanto, 1" é limitado superiormente.
Portanto, pelo axioma do supremo, existe o supremo de 7.
Agora vamos provar que sup1T = sup A + b:

Para isso, precisamos mostrar que sup A + b € um majorante de T e sup A + b é o menor

dos majorantes de T'.

Vamos denotar s = sup A (é claro que, sendo A nao vazio e limitado superiormente, pelo

axioma do supremo, existe tal s).

e Sabemos que a < s,Va € A. Somando b dos dois lados da desigualdade, obtemos
a+b<s+0b, Va e A

Portanto, s + b ¢ um majorante de T'.

e Seja xr < s+b um ntmero real. Vamos provar que x nao é majorante de T, e portanto,

que s + b é o menor dos majorantes de 7.

Masx <s+b < x—b<s. Comos=supA,existea€ Atalquex —b < a <s.

Somando b, obtemos x < a + b < s+ b, ou seja, existe um elemento em 7', maior do

€T
que z. Logo x nao é majorante de T

Podemos assim concluir que s+b é o menor dos majorantes de 7', ou seja, sup A+b =sup T

Exercicios 1.6.3 1. Decida de cada afirmacao dada é verdadeira ou falsa. Se for verdadeira,

prove. Se for falsa, mostre um contra-exemplo.

(a) A soma de um nimero racional com um irracional é irracional.
(b) A soma de dois nimeros irracionais é irracional.

(c¢) O produto de um nimero racional com um irracional é irracional.
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10.

11.

(d) O produto de dois nimeros irracionais ¢ irracional.

. Determine um ntmero irracional entre 0,001 e 0, 002.

. Dé exemplos de infinitos irracionais entre 1 e 2.

Obtenha o supremo e o infimo de cada um dos subconjuntos:

A:{M:nEN}, B:{ﬂ:nEN} e C:{nl:neN}

n n

Justifique sua resposta.

n

k
— 10

9
. Prove que o supremo do conjunto {Z— €EQ |n € N} = {0,9;0,99;0,999;...} é

igual a 1. Interprete.

Nos proximos exercicios, A e B sao dois subconjuntos nao vazios de R.

. Prove que se A é nao vazio e limitado inferiormente, entao A tem infimo.

Prove que se A C B, entao inf B < inf A < sup A < sup B.

Sendo A+ B ={a+b:a€ A, be B}, mostre que sup(A + B) = sup A + sup B e que
inf(A+ B) = inf A + inf B.

Se A é limitado inferiormente, mostre que —A = {—z : © € A} é limitado superiormente
e sup(—A) = —inf A

Suponha que a < b para todo a € A e todo b € B. Prove que sup A < inf B. Prove ainda
que sup A = inf B se, e somente se, qualquer que seja € > 0, existem a € A e b € B tais

que b—a < e.

Seja A um subconjunto nao vazio e limitado superiormente de R. Prove que b = sup A se

e somente se b é majorante de A e para todo € > 0 existe a € A tal que b —e < a < b.
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1.7 Algumas Consequéncias da Propriedade do Supremo

Um fato bastante conhecido, e que foi mencionado anteriormente neste texto sem de-

monstracao, é que N nao é limitado. Vamos provar tal afirmacao.
Teorema 1.7.1 O conjunto N nao é limitado superiormente.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que N seja limitado superiormente. Como N é um

subconjunto nao vazio de R, N admite um supremo a € R, tal que n < a,Vn € N. Logo,
n+1 < a,Vn € N, jaque n+1 € N. Mas esta tltima desigualdade equivalean < a—1,Vn € N, o

que significa que a—1 é um majorante de N, menor do que o supremo «, o que é uma contradicao.
O

O teorema 1.7.1 é equivalente ao teorema a seguir, que é chamado por muitos autores de

propriedade arquimediana.

Teorema 1.7.2 Se x e y sao dois nameros reais e x > 0, entao existe pelo menos um nimero

natural n tal que nx > y.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que nx < y, para todo n natural. Entdao o conjunto

A = {nx : n € N} é limitado superiormente. A é ndo vazio pois z = 1 - x pertence a A. Logo,
pelo Axioma do Supremo, existe um nimero real s = sup A.

Como z > 0, tem-se que s — x < s. Logo, s — x nao é majorante de A. Isso significa que
existe um elemento ma € A tal que s — x < mx, ou, equivalentemente, s < (m + 1)z. Como
m + 1 é natural, (m + 1)z € A, o que contradiz o fato de s ser majorante de A.

Portanto, a afirmacao “nz < y para todo n natural” é falsa. Ou seja, existe um niimero

natural n tal que nx > y.

1
Corolario 1.7.3 Para cada x > 0 existe um natural n tal que — < z.
n

Demonstracao. Como x > 0, podemos afirmar, pelo teorema 1.7.2, que existe um nimero

natural n tal que nxz > 1.
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Corolario 1.7.4 Para todo real z existe um natural n tal que n > x.

Demonstracao. Sabemos que 1 > 0. Pelo teorema 1.7.2, existe um natural n tal que n -1 > .

g

A seguir, daremos uma demonstragao rigorosa para o importante e intuitivo fato que

entre dois reais quaisquer sempre existe um racional.
Proposicao 1.7.5 Se a,b € R e a < b entao existe r € Q tal que a < r < b.

Demonstracao. Como b — a > 0, a propriedade arquimediana garante que existe um natural

n tal que n(b — a) > 1. Além disso, usando novamente a propriedade arquimediana, existem
naturais s e t tais que s > na e t > —na. Portanto, —t < na < s. Logo, existe pelo menos um

inteiro m entre —t e s, tal que m — 1 < na < m. Temos:
na<m<1+na<nb
m . m
Como n > 0, tem-se a < — < b, 0 que prova a proposicao, sendo r = —.
n

n

g

Definigcao 1.7.6 Um conjunto A é denso em R se entre dois nimeros reais distintos existe um

elemento de A.

Uma vez estabelecida essa defini¢ao, a proposicao 1.7.5 poderia ter sido enunciada da

seguinte maneira: Q ¢ denso em R.

1.8 Intervalos

Alguns subconjuntos de nimeros reais desempenham um papel bastante importante na
compreensao de certas ideias da analise. Dentre eles destacam-se os intervalos.
Se a e b sao numeros reais tais que a < b, definimos:

o intervalo fechado [a,b] = {r € R:a <z < b},
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o intervalo aberto Ja,b|={xr € R:a <z < b},
além dos intervalos

la,b) ={z € R:a <z <b}, e
[a,b[={r €R:a <z <b}.

O comprimento de qualquer um desses invervalos é, por defini¢ao, a diferenca b — a.
O teorema a seguir é conhecido como Propriedade dos Intervalos Encaizantes.
Teorema 1.8.1 Sejam [ay, by, [az, bs], [as, bs],. .., [an, by, ... intervalos tais que
[a1,b1] D [ag,bs] D [as,bs] D ... D [an,by] D ...

Entao a interseccao de todos os intervalos é nao vazia.
Se, além disso, o comprimento dos intervalos tender a zero conforme n cresce, ou seja,

se lim (b, — a,) = 0, entao existe um tnico ponto a pertencente a todos os intervalos, ou seja,
n—oo
o

(lan, ba] = {a}.

n=1

Demonstra¢ao. Considere o conjunto A = {ay,as,as, ...} dos nimeros reais que sao as extre-

midades direitas de cada intervalo. Como os invervalos estao encaixados, temos
ay <ay<az3<...<b,, Vn

Assim sendo, o conjunto A é nao vazio e limitado superiormente e cada b, é majorante de A.
Pela propriedade do supremo, existe sup A = a.

Como « é um majorante de A, temos a,, < «, para todo n. Por outro lado, como a,, < b,
para todo n, podemos concluir que o < b, Vn. (Prove!) Logo, para cada n, vale a,, < a < by,
0 que mostra que « € [[an, by).

Além disso, no caso em que 7}1_)1130 (b, — ay,) = 0, podemos ver facilmente que « sera o tnico
namero real pertencente a intersecgao. De fato, se 5 € ()[an, by, teremos |8 —a| < (b, —ay,), Vn.

Fazendo n crescer indefinidamente, concluimos que 8 = a.

Exercicio 1.8.2 Nas condigoes do teorema acima, prove que também vale que:
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1. existe v = inf{by, by, b3, .. .};
2. a intersecc@o de todos os intervalos encaixantes é o intervalo [« 7].

Observacao 1.8.3 Para provarmos que o conjunto dos ntmeros reais satisfaz a propriedade
dos intervalos encaixantes usamos o fato que R satisfaz o axioma do supremo. Ocorre que a
propriedade dos intervalos encaixantes e o axioma do supremo sao equivalentes. Isto é, se um
corpo ordenado satisfaz a propriedade dos intervalos encaixantes, entao ele satisfaz a propriedade

que “todo conjunto nao vazio e limitado superiormente tem um supremo”.

Exercicio 1.8.4 Admitindo que um corpo ordenado K satisfaz a propriedade dos intervalos

encaixantes, prove que K satisfaz o axioma do supremo.

1.8.1 Existéncia de raizes

No ensino basico vemos alguns exemplos de néimeros irracionais, como por exemplo v/2
ou /5, definidos respectivamente como “o nimero cujo quadrado é 2”7 ou “o nimero cujo cubo
¢ 5”. Mas ha uma questao que nao é levantada: tais nimeros existem? Chegou a hora de
passarmos isso a limpo de modo rigoroso.

O objetivo desta sec¢ao é o de concluir que vale o seguinte:

Teorema 1.8.5 Para todo namero real a > 0 e todo natural n existe um tnico real b > 0 tal

que " = a.

O ntmero real b do teorema anterior é chamado raiz n-ésima de a e denotado por {/a.

Uma demonstracao geral desse fato esta esbogada no exercicio 1.8.7. A ideia dessa de-
monstracao é simples: construimos um conjunto especial de ntimeros reais, a saber, o conjunto
A={x € R |z >0ez" < a}, mostramos que ele é ndo vazio e limitado superiormente. Com
isso, o axioma do supremo garante que existe um nimero real b = sup A. A demonstracao fica
completa se provarmos que b" = a, o que é trabalhoso.

Vamos apresentar a seguir uma demonstracao de um caso particular, usando a propriedade

dos intervalos encaixantes ao invés do axioma do supremo.

Teorema 1.8.6 Existe um tnico real b > 0 tal que b* = 2.
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Demonstracao. Vamos comecar com a unicidade. Suponha que existam x > 0 e y > 0 tais que

r? =2 e y* = 2. Entao 22 — y? = 0, ou equivalentemente, (z — y)(z + y) = 0. Como x e y sao
ambos maiores do que 0, segue que z = y.

Para provarmos a existéncia, vamos construir uma sequéncia de intervalos encaixantes da
seguinte maneira:

Escolhemos [ag, by] = [1,2]. Observe que esse intervalo tem a seguinte caracteristica:
ai=12<2e bl =2%>2 (ouseja, a2 <2 < b3).

d+1

Escolhemos o segundo intervalo com o seguinte critério: a; = ag + 1% e b =ap+ 55,

com d € {0,1,2,...9} tais que af < 2 e b? > 2 (ou seja, a? < 2 < b}). Calculando os quadrados
dos ntimeros 1,1; 1,2; 1, 3, etc, concluimos que [ay,b;] = [1,4;1, 5], pois aF = (1,4)*> = 1,96 < 2

eb?=(1,5)2=225>2.

d+1

A seguir vamos escolher as e by tais que as = a1 + 15 € b2 = a1+ T5y 5

para um algarismo
d conveniente de modo que a3 < 2 e b3 > 2. Com um pouco de contas, chegamos a conclusao
que as = 1,41 e by = 1,42.

Procedemos de modo anélogo, indefinidamente: tendo o intervalo [a,,b,], definimos
Api1 = Qp + win e byy1 = a, + %, com d escolhido entre os algarismos de 0 a 9 de modo
que a2 ; <2<b2.,.

E facil entender que os intervalos sao encaixantes, ja que, por construcao, para cada indice
n vale

ap < Upy1 = Ay < byy1 = a, < b, =a, (Por qué?)

Além disso, os comprimentos dos intervalos tendem a 0, pois b, —a,, = 107", que tende

a zero conforme n cresce. Logo, pelo teorema 1.8.1, existe um tinico nimero real b tal que
a, <b<b, (%)

Note que b > 0. Resta provar que b é a raiz quadrada de 2, ou seja, que b? = 2.
Note que, de (*), vale que a? < b? < b2. (Por qué?)
Ora, os nameros a, e b, foram escolhidos de modo que a? < 2 < b2. Além disso, os

n

intervalos [a2, b2] também satisfazem a propriedade dos intervalos encaixantes, com lim b —a? =
0.

Portanto, a segunda parte do teorema 1.8.1 garante b* = 2.
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Exercicio 1.8.7 (Uma demonstracao do teorema 1.8.5).
Fixados a > 0 e n € N, considere o subconjunto A ={z € R |z >0 e 2" < a}.
1. Mostre que A ¢ nao vazio. (Sugestdao: considere o nimero %)

2. Mostre que A é limitado superiormente. (Sugestao: tome M =1+ a)

3. Conclua que existe (em R) o supremo de A, que sera chamado de b. Verifique que b > 0.

O préximo passo é provar que b"” = a, ou seja, que b é a raiz procurada. Para isso, nos

proximos itens usaremos o resultado a seguir, cuja demonstragao fica a seu cargo:

g =y = (r—y) (@ " Ry Yy < (m—y)na"t, Va,y eR|[0<y <z

4. Suponha que b" < a. Mostre que existe 0 < h < 1 tal que (b+h)" < aeb+h € A.

Conclua que isso nao pode ocorrer.

5. Suponha que b" > a. Mostre que existe 0 < r < b tal que se x satisfaz (b —r) < z < b,

entao x™ > a. Conclua que isso nao pode ocorrer.

6. Conclua que b™ = a e prove a unicidade.
Corolario 1.8.8 Sejam a,b € R tais que a > 0 e b > 0. Entao Vab = {/a/b.

Demonstra¢ao. Sabemos que as raizes Vab, /a e Vb existem, ja que a,b e ab sdo ndmeros

positivos. Basta mostrar a igualdade.
Por defini¢ao, V/ab é o (inico) ntmero cuja n-ésima poténcia é igual a ab. Mas usando a

propriedade comutativa da multiplicacao vérias vezes, obtemos
(a¥/b)" = (/a)"(Vo)" = ab

Logo, a unicidade da raiz n-ésima de ab nos garante que v ab = Q/E\/l_)
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1.8.2 E a sala de aula?

Tendo em vista que as representacoes decimais dos niimeros racionais sao finitas ou
infinitas e periddicas, costumamos encontrar a definicao de niimero irracional como sendo um
numero cuja representacao decimal é infinita e nao periédica. Também encontramos a defini¢ao
de que o conjunto dos niimeros reais é a reuniao dos racionais com os irracionais. Assim, um
ndamero irracional positivo é da forma o = a, c¢icacs ..., em que a é um inteiro positivo (a > 0)
e ¢; ¢ um namero inteiro entre 0 a 9 (¢; ¢ a j-ésima casa decimal de @), e com a restrigdo que
essa sequéncia de algarismos c¢; nao seja periodica.

Um aluno poderia perguntar: “Como ¢ feita a adi¢cao de dois ntiimeros como esse?” “E a
multiplicagao?”

E possivel operar com ntmeros que tém infinitas casas decimais? Por exemplo, seria
possivel somar ou multiplicar v/2 por 7 escritos na forma decimal?

Uma outra duvida, ainda mais bésica, que pode surgir ¢ “como saber se um ntmero ¢é
irracional?” Por mais casas decimais que possamos escrever, nunca teremos certeza se ha ou
nao uma sequéncia de casas decimais formando periodo a partir de algum ponto. Assim, apenas
observar as casas decimais nao nos permite decidir se um ntimero é ou nao racional. Isso precisa
ser muito claro para o professor e, caso um aluno pergunte, tem que ser esclarecido para ele
também. A demonstragao de que um numero é irracional é feita por absurdo, e nem sempre
é facil. Ja vimos como demonstrar que certos nimeros da forma {/z sdo irracionais. Veremos
adiante a demonstracao de que o namero e é irracional. A demonstracao de que m € irracional
¢ muito trabalhosa e s6 foi feita no século XVIII, apesar desse niimero ser conhecido desde a

antiguidade.

41387?

Exercicio 1.8.9 Depois de quantas casas decimais comega a parte periédica do ntimero 99000

Exercicio 1.8.10 Dé um exemplo de um ntmero racional em que o periodo s6 aparece depois

de 10 casas decimais.

Exercicio 1.8.11 Dé um exemplo de um ntimero racional em que o periodo s6 aparece depois

de 100 casas decimais.

O restante desta secao é opcional, embora bastante interessante, em minha opiniao.
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e Uma definicao alternativa para o conjunto R.

Vamos admitir que os nimeros da forma a = a, cycacs . .., em que a é um inteiro positivo

e ¢; ¢ um numero inteiro de 0 a 9, estejam bem definidos, isto ¢, vamos admitir que a soma

. . 1 Co C3 . .
infinita a + 10 + 100 + 108 + ... seja finita.
A esses niimeros daremos o nome de nimero real positivo.
4 1
P 1 ( d it 3+ttt ——=+—=+-—+-—+...
or exemplo, o numero 7 pode ser escrito como J + 10 + 102 + 103 + 104 + 105 +

Observe que os racionais cuja representacao decimal ¢ finita sao tais que ¢; = 0, a partir
0 0

de um certo indice. Por exemplo, 3,14 = 3 + 0 + 100 + 108 + 10t + ..., ou seja, ¢; = 0 para
J=>3.

Também ¢é interessante saber que o nimero 3,14 é uma aproximacao de 7, bem como
3,15. O primeiro é uma aproximacao por falta e o segundo, por excesso. Aproximagoes por falta
sao facilmente obtidas, bastando “truncar” o ntmero, isto é, apagar as casas decimais a partir
de algum ponto.

Sempre que aproximamos, cometemos um “erro de aproximacao”. No caso do exemplo
acima, tanto 3,14 como 3,15 sao aproximagoes de m com erro menor do que 0,01. Se precisarmos
de uma aproximagao com erro menor, basta acrescentar mais casas. Assim, 3,1416 é uma
aproximacao por excesso, com erro menor do que 1074

Sabemos também que, como 0,9 = 1, também & verdade que 0,49 = 0, 5; 0, 8369 = 0, 837
e assim por diante. Para evitar ambiguidades, vamos considerar os niimeros « definidos acima,
com a restricao que a sequéncia de algarismos cy, cs, ... nao tenha, a partir de um certo ponto,
s6 algarismos 9.

Com essa defini¢ao, um ntmero real é um objeto bem concreto.

Esbocaremos, em forma de exercicio, uma maneira de obter a estrutura de corpo ordenado:

1. Se a« = a,cicocz ... e B =0b,didads. .., defina o < B se a < b, ou se a = b e existe um n tal

que ¢; =d; paral < j <mnec, <d,.

(a) Dé exemplo de um par de ntmeros irracionais o < /8 que diferem apenas na terceira

casa decimal.

(b) Mostre que o conjunto de ntimeros assim definidos e com essa relagdo de ordem

satisfaz a propriedade do supremo.
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2. Seja a = a, cicacs . . . e defina o ntimero racional oy = a, cics . .. ¢k, ou seja, ay é o racional

obtido pelo truncamento de « a partir da k-ésima casa decimal. Note que dado um racional

da forma r = a, cics . .. ¢, podemos considerar o nimero real ' = a,cico...¢,000.. ., ou
seja, 1 = a,cdycy ..., sendo ¢, = ¢, para todo indice n tal que 1 < n < ke, =0, se
n> k.

Assim, podemos definir a soma e o produto de dois reais da seguinte maneira: Para

a=a,cicC3...e [ =0b,didyds..., defina
a+pB=sup{(ar+ ) :keN} e «a-p=sup{(a-fb) :keN}

E possivel verificar que todas as propriedades de corpo estdo satisfeitas (o que da um
enorme trabalho). Como exercicio para poder perceber quais sao as dificuldades envolvi-
das, prove apenas o axioma (A3): para cada ntumero real « existe um oposto (—a) tal que

a+(—a)=0.

Para um aluno do ensino médio, o que podemos dizer é que a soma e o produto de
dois ntmeros reais podem ser obtidos por meio de aproximacoes com quantas casas decimais
desejarmos. Veja, por exemplo, uma aproximagao por falta, com 5 casas decimais, da soma:
% + 7~ 0,31313+ 3,14159 = 3,45472. O valor correto é maior, ja que é uma aproximacao por
falta, e o erro cometido ¢ menor do que 107°.

Também é importante ensinar para os alunos que, quando fazemos contas, mesmo com
uma calculadora, usamos sempre niimeros racionais para aproximar os irracionais. As calcula-
doras usam muitas casas decimais, mas sempre héd um erro de aproximacao! Quando queremos
uma resposta exata, sem aproximagoes, deixamos indicado, como por exemplo, nas féormulas
4_.3

o volume da esfera de raio r é V = s7r?;

ensinadas: a area do circulo de raio r ¢ A = 7r?; 3

sen 3 = \/73; etc.

Exercicios de revisao
1. Prove que v/12 ¢ irracional.
2. Prove que log, 2 é irracional.

3. Prove que se p,q € N e p e ¢ sdo primos entao /pq € irracional. (Encontrado em [1], 2.1).
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. Prove que se = e y sdo irracionais tais que x? — y? é racional nao nulo, entdo x +y e v —y

sdao ambos irracionais. Por exemplo, v/5 + v/3 e v/5 — v/3. (Encontrado em [1], 2.1).

. Seja A = { ) :neNn> 2}. Determine, caso existam, o supremo, o infimo, o maximo

e o minimo de A. Justifique.

. Observe que o namero racional 0,999 pode ser escrito como -+ —|— 180 + = 1000 De modo geral,

099 g_ZkllOk

n

Considere o conjunto D = { hy- ik ‘n € N}. Prove que sup(D) = 1. Interprete.

. Seja (ay)ren uma sequéncia de algarismos (ax € {0,1,2,...,9}) e considere os nimeros

S= S

(a) Cada ntmero s,, é racional ou irracional?
(b) Mostre que o conjunto £ = {s,, : n € N} é ndo vazio e limitado superiormente.

(c) Conclua que s = sup(FE) é um namero real entre 0 e 1.
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