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“Perguntaram-lhe: Como pois se abriram os teus olhos? Respondeu ele: O homem
chamado Jesus fez lodo, untou-me os olhos e disse: Vai ao tanque de Siloé e lava-te.

Entao eu fui, lavei-me e pude ver.” Joao 9:10,11.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos algumas aplicagoes da teoria de perturbacao de fronteira de-
senvolvida por D. Henry em [5], provando a simplicidade genérica no conjunto das regioes
C*-regulares, com uma topologia apropriada, de todos os autovalores do problema de Di-
richlet para o Bilaplaciano ( mesmo quando tais regides sao Zg-simétricas) e de todas as

solucoes de uma equagao semilinear envolvendo o mesmo problema de valor de contorno.
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Abstract

In this work, we apply the theory developed by D. Henry in [5] to show the generic simplicity
in the set of the C*-regular regions of the eigenvalues of the Dirichlet problem for the
Bilaplacian ( even if the regions are Zo-symmetric) and of the solutions of a semilinear

equation with the Bilaplacian as its principal part.
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Introducao

O tema de perturbacdo do contorno para problemas com valor de fronteira em EDP’s foi
estudado por vérios autores sobre varios pontos de vista. Entre outros, podemos citar os

trabalhos pioneiros de Rayleigh [1] e Hadamard [2].
Citamos também os trabalhos de A. M. Micheletti [7], K. Uhlenbeck [9], Saut e Teman

[11], nos quais propriedades genéricas das solugdes de problemas de valor de contorno com

relagao a deformacao do dominio sao estudados.

Para tratar, entre outras coisas, problemas de perturbacao de contorno para EDP’s,
Daniel Henry desenvolveu em [5] uma espécie de célculo diferencial no qual a varidvel
independente é o domino onde os problemas de valor de contorno sao considerados. Essa
teoria nos permite utilizar teoremas cldssicos tais como o Teorema das Funcoes Implicitas
e o Método de Lyapunov-Shmidt. Em seu trabalho, Henry também prova uma versao mais
geral do Teorema da Transversalidade e obtém, como aplicacoes, varios resultados na teoria
de perturbacao de contorno para o operador de Laplace considerando varias condigoes de

contorno.

Mais precisamente, seja {2 C R™ um aberto, limitado, C™-regular. Uma C"™-perturba¢ao
de Q é dada por Q;, = h(f2) onde

h € Diff™(Q) = {h € C™(Q,R™) | h é injetiva e |det b (x)|~' é limitado em Q}.

Considere os seguintes operadores diferenciais nao lineares Fq e Bq definidos em C"(Q2) e

C™(00Q) respectivamente e dados por

Fo(u)(z) = f(x,Lu(z)), z € Q
Bq(u)(z) = bz, Lu(z), MNq(x)), x € 00

onde f e b sao fungoes, L e M sao operadores diferenciais com coeficientes constantes e Ng

é a normal unitéria exterior em 0.
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Nosso objetivo é estudar o comportamento das solugoes do problema de valor de con-

torno

f(z, Lu(z)) =0, x e
b(x, Lu(x), MNq(z)) =0, =€ 00

quando a regiao 2 é submetida a uma C™-perturbacao.

Surge uma dificuldade conceitual quando nos propomos a tal tarefa: Os espacos de
fungoes variam sempre que as regides de definicao do problema de valor de contorno variam.
Uma maneira de evitar este inconveniente é fazer com que o problema de valor de contorno

retorne a regiao de referéncia original.

Para isso, se h :  — R™ é um mergulho de classe C"™ e u é uma funcao definida em

h(£2), definimos a composigao (ou o pull back) h* de h por
h*u(z) = (uwo h)(z) = u(h(z)), v € Q.

Agora, se Fj(q) é um operador diferencial em h(2), podemos considerar o operador dife-

rencial h*Fh(Q)h*_l definido na regiao fixada ).

Essa abordagem nos permite trabalhar em espacos de fungoes que nao variam quando
a regiao é perturbada. Entretanto, precisamos provar a suavidade com relagao a h desse
operador e ser capazes de calcular sua derivada. A primeira tarefa é relativamente facil,

mas a segunda, na pratica, pode se tornar dificil se tentarmos uma abordagem direta.

Suponha que devessemos calcular a t-derivada ao longo de uma curvat — (h(t,-),u(t,-)) €
Diff* () x C™(Q), ou seja,

9 -1 -1

a (h (tah(t"))vLu(tah (t"))(h(ta )))

Podemos simplesmente aplicar a regra da cadeia, mas isto, em geral, nos levaria a uma longa
sequéncia de célculos. Seria mais facil calcular a derivada de f(h=1(¢,y), Lu(t,h=1(t,-))(y))
em um ponto fixo y pertencente a uma regiao perturbada h(t, {2), entretanto, teriamos que

permitir a variagao de nossas regioes ( e espagos).

D. Henry introduz entao, um artificio, que facilita os cédlculos enquanto mantemos a
regiao fixada. Esse truque consiste basicamente em introduzir a derivada anti-convectiva

b O\ —10h
)

ox) ot

que, quando aplicada ao operador h(t, -)* Fj,«q)h(t, ~)*71 numa regiao fixada, “corresponde”,

&:—-U@ﬂ%,U@ﬂ:(

em um certo sentido, a ¢-derivada aplicada ao operador Fj,(; o) numa regiao perturbada.

Mais precisamente temos
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Lema 1 Suponha que vy : R" xR — R e h: R x R* — R" sdo de classe C' e que h(t,")
¢ um difeomorfismo de classe C' sobre sua imagem Q(t) para cada t. Entdo

%).

paro=1e(%

Usando esta propriedade, nao é dificil provar os Teoremas 6 e 8 adiante, que sao essen-
ciais para o calculo das derivadas das aplicagoes que “representam” nossos problemas de

perturbacao de contorno.

Considere entao, o seguinte problema de Dirichlet para o Bilaplaciano

{ (A2 +Nu=0 emQ ()

u:%zo em Of).

Sabe-se que este problema admite uma sequéncia de autovalores negativos 0 > Ay > Ay >

.. — —oo com multiplicidade, isto é, a dimensao do auto-espaco associado finita.

Dizemos que um autovalor desse problema é simples se a dimensao do auto-espaco

associado é 1 e multiplo caso contrario.

E natural perguntar se, como no caso do problema de Dirichlet para o Laplaciano, é
possivel encontrar um subconjunto residual de regides (isto é: uma intersegao enumeravel de
abertos densos) em uma topologia adequada tal que em qualquer regiao €2 deste subconjunto

todos os autovalores de (1) sdo simples.

Em [8] Micheletti responde afirmativamente a essa pergunta. Em nosso trabalho, apre-
sentamos uma outra prova para este resultado, utilizando o Teorema da Transversalidade
de Henry. Provamos também, usando os mesmos métodos, que o resultado continua ver-
dadeiro se nos restringimos a regioes 2 que satisfazem uma condicao de simetria do tipo:

gQ = Q, onde ¢g é uma transformacao linear ortogonal satisfazendo: ¢ = Id, g # Id.

Entretanto, o mesmo resultado nao vale se outros tipos de simetria sao considerados.
De fato, exceto no caso Zs citado acima, existem autovalores miltiplos em qualquer regiao
simétrica. A prova dessa afirmacdo para o caso do Laplaciano foi dada por A. L. Pereira

m [22]. Argumentos similares se aplicam aqui. Resultados de genericidade envolvendo o
problema de Dirichlet para o Laplaciano em regides simétricas também podem ser encontra-
dos em [22]. E natural conjecturar resultados analogos para o Bilaplaciano. Pretendemos

investigar esse tema em trabalhos futuros.

Consideramos também a seguinte equagao semilinear com condigbes de contorno de
Dirichlet

A2u(z) + f(z,u(z), Vu(z), Au(z)) =0 z€Q
u(z) = 242) — z € 09
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onde f(z,\,y, 1) é uma funcio real de classe C* definida em R” x R x R™ x R satisfazendo
f(x,0,0,0) = 0 para todo z € R™. Nessas condigoes, demonstramos a existéncia de um
subconjunto residual de regides 2 C R™ nas quais todas as solug¢oes u do problema (2) sao

simples, isto é, a linearizacao

Lu):u — A%+ g(-,u, Vu, Au)At

op
of . Of _
+87y(’ u, Vu, Au) -V + a(',u, Vu, Au)u

é um isomorfismo. Segue diretamente do Teorema da Funcao Inversa em espagos de Banach

que, se todas as solugoes u de (2) sdo simples, tais solugoes formam um conjunto discreto.

E importante mencionar que, para a prova de nossos resultados foi necessario lancar mao
da forma generalizada do Teorema da Transversalidade demonstrada por Henry. Ao aplicar
esse resultado encontramos uma dificuldade técnica: demonstrar que certos operadores
pseudo-diferenciais nao tem posto finito. Para superar essa dificuldade Henry desenvolve em
[5] um método que permite obter condigoes necessédrias para que alguns desses operadores
relacionados a problemas de valor de fronteira para o Laplaciano, tenham posto finito.
No Capitulo 4 desse trabalho, estendemos o método para equacoes diferenciais elipticas

envolvendo o Bilaplaciano, obtendo assim resultados de genericidade para esse operador.



CapriTUuLO 1

Perturbacao de Contorno

No trabalho citado na introducao, D. B. Henry desenvolve uma espécie de calculo diferencial

onde a variavel independente é o dominio de defini¢cdo do problema com valor de contorno.

Neste capitulo preliminar vamos introduzir de maneira sucinta a técnica desenvolvida em
[5] (onde uma exposi¢ao completa pode ser encontrada) para tratar esse tipo de problema,

bem como notagoes e alguns resultados que serao necessarios nos proximos capitulos.

1.1 Definicoes, notacoes e resultados preliminares

Denotaremos um ponto x qualquer do espaco n-dimensional Euclidiano R™ por x = (z1, ..., ).
0\« o “ 9

(32) = e o,

onde a = (ai,...,ap) € N" e a |a] = ag + ... + ap,. De maneira andloga =% = z{"'...x0".

Usaremos também a seguinte notagao para derivadas parciais,

Dj = — e D* = DDA,

8xi

Seja f uma aplicacdo que assume valores reais m-diferencidvel em z € R™. A m-ésima

derivada de f em x pode ser considerada como uma m-forma linear simétrica sobre R"”,
h — D™ f(z)h™.
A norma |- | de D™ f(x) pode ser definida como o
mazp <1| D™ f(x)h"™].

Vale a pena observar que a m-ésima derivada de f em z pode ser considerada também

como a colecao das derivadas parciais de f até ordem m, ou seja,
D7) = {(2)" | ol = m)
- oz -

5
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Denotaremos por §2 um subconjunto aberto do R™ com fronteira 052 e fecho Q. Se E é
algum espaco vetorial normado, C™ ({2, E) é o espaco das fung¢oes limitadas m-diferencidveis
f definidas em ) com derivadas limitadas e valores em E cujas derivadas se extendem

continuamente a {2 com a norma usual

| fllem(@,E)y = mazo<j<msupzeal D™ f(z)].

No caso E = R, escreveremos simplesmente C"(€2).

Cy'(92) é o subeconjunto de C™(12) consistindo de todas as fungoes com suporte compacto

em ).

m
unif

derivada é uniformemente continua. Observe que se €2 é limitado, esse conjunto é o proprio

Cm(Q, B).

(Q, E) é o subespaco fechado de C™ (€2, E') consistindo das fungoes cuja m-ésima

C™%(Q, E) é o espago consistindo de todas as fungoes cuja a m-ésima derivada é Holder

continua com expoente o, 0 < o < 1, e norma

I flleme,p) = maﬂ?{\\f\\Cm(Q,E),Hg(Dmf)}

onde

[f(z) = f(y)]

HJ(f) = SUP{ P

]m#ye(l}.

Dizemos que um conjunto aberto Q C R™ é C"-regular se existir ¢ € C™(R™,R), que é

pelo menos Cim-f(R”, R), tal que
Q={zeR"|¢(x) >0}

e ¢(z) = 0 implica |V¢| > 1.

D. Henry mostra em [5] que, para abertos limitados, essa defini¢ao de regiao C"-regular
¢ equivalente as defini¢oes usadas por E. Browder [12] e Agmon-Douglis-Nirenberg [13] em

seus artigos sobre problemas de contorno para operadores elipticos.

Seja m um inteiro nao negativo, p um numero real > 1 e {2 um aberto limitado. Para

uma fungao u € C™ () definimos a norma

= ([ 3 1D"upas)

laj<m

D=

(1.1)

O espago vetorial C"™(€2) nao é completo sob a norma (1.1). O completado de C™(2) com
essa norma ¢ um espaco de Banach denotado por H™P(§2). Usaremos a notacao |- || gm.»(q)

para a norma (1.1) em H™P(Q).
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Introduzimos outro espaco linear W™P(Q)) da seguinte maneira. Uma fungao a valores
reais u pertence a W™P(Q) se u € LP(Q2) e se todas as suas derivadas fracas de ordem
menor ou igual a m pertencem a LP(Q2). Friedman prova em [17] que se 92 é C™-regular
entao W™P(Q) = H™P(Q). Quando p = 2 usa-se a notagao H™P(Q) = H™(Q).

De maneira andloga introduzimos os espagos H, """ (Q) e W;""(Q), onde H)""(Q) é o
completamento do espago CJ"(2) e Wy""(2) é o espago das fungdes u cuja m-ésima derivada
pertence a LP(12) satisfazendo D*u = 0 para todo |a| < 7§ em 0. [Quando estivermos
trabalhando com funcdes de valores complexos indicaremos por L%(Q,C), H* N Hg(Q,(C)
etc ... os espacos de funcoes a valores complexos que serao considerados espacos vetoriais

sobre C.]

Para fungoes ¢ definidas sobre 9€) introduzimos a classe de fun¢oes Wm_%’p (09), onde

¢ é o valor de contorno de fungdes v pertencentes a WP () cuja norma é dada por

[l = inf [[v[|yms(q)
onde o infimo ¢é tomado sobre todas as func¢oes v em W"P(Q) tal que v|pn = ¢.

Algumas vezes se faz necessario o uso de operadores diferenciais em hipersuperficies
S CR™

Seja S uma hipersuperficie C! em R" e seja ¢ : S — R de classe C' em uma vizinhanca
de S. Entao Vg¢ é o campo vetorial tangente sobre S tal que para cada curva z(t) C S de

classe C', tenha-se

2 6(a(1)) = Vso(a(t) - (1)

Seja S uma hipersuperficie C2 em R™ e @ : S — R” um campo vetorial C!. Definimos
divgd : S — R™ como a fungao continua tal que, para toda funcao ¢ : S — R de classe

C! com suporte compacto em 9,

/S(dwsa)¢— —/Sd.vm.

Finalmente, se u : § — R é C?, entdao Agu = divs(Vsu) ou equivalentemente, para toda

¢: S — R C!' com suporte compacto em S,

/5 PAgu = — /S V¢ - Vsu.

Teorema 2 1. Se S ¢ uma hipersuperficie de classe C' em R" e ¢ : R* — R ¢ C!
numa vizinhanga de S, entao, Vgp(x) € a componente do V(x) tangente a S em x,

ou seja, 5
Vso(a) = Vo) - oo

onde N € um campo vetorial normal sobre S.

(z)N
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2. Se S ¢ uma hipersuperficie C*> em R™ @ : S — R"™ é um campo vetorial C' numa
vizinhanga de S, N : R* — R" é um campo vetorial unitdrio sobre uma vizinhanca

de S, e N sobre S € o campo normal a S nos pontos de S. Entdo

d
105G = divd — (divN)G- N — —(a- N
divgd = divd — (divN)a 5 (a-N)

sobre S.

3. Se S é wma hipersuperficie C*, u : R® — R € C? sobre uma vizinhanca de S e N ¢é

um campo vetorial normal unitdrio a S no sentido de 2 acima. Entdo

L ou D% ON
ASU_AU_dZUNaW_W+VSUGW

sobre S.
Prova. Veja [4]. 1
Observagao 3 Seu € H*N HZ(Q) temos que Au = % em 0N). De fato, pelo Teorema 2
0 = Apqu
ou  0%u

. ON
= Au-— dzvNa—N—W—i-VaQu-a—N
2

= Au-— a—uz em OS2
ON
ja que Voou = Vu — %{,N =0 em 01).

Para obtermos nossos resultados de genericidade, necessitamos frequentemente do Teo-

rema de unicidade do problema de Cauchy para o Bilaplaciano.

Teorema 4 Sejam Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C*-reqular e B uma bola aberta
em R™ com raio positivo tal que BN OQ € uma hipersuperficie de classe C* . Suponha que
u € H*(Q) satisfaz

|A%u| < C’(|Au| + |Vu| + ]u\) g.t.p. em Q

para alguma constante positiva C e que

ou 0Au

Entao u necessariamente € identicamente nula.
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Prova. E uma aplicacio direta do Teorema 8.9.1 de [20].

Finalizando esta secdo de preliminares, provamos algumas identidades envolvendo o
Bilaplaciano e termos de ordem menor. Tais identidades sao necessarias em vérios calculos

realizados em todo o trabalho e nem sempre serao mencionadas.

Sejam 2 C R™ um aberto regular e u, v duas fungoes reais suaves definidas em 2. Entao

temos a seguinte relacao

0Au v 0Av ou
2 A2 _ _ g%
/Q{UAU ulA“v} /39{08]\7 Aua U + Av 5 }

De fato, pela segunda identidade de Greem temos que

/Q{UA(Au) — AvAu} = - {v N Aua—N

de onde obtemos que

/{UAQU —ulA*} = /{UA(AU) — AvAu + Aulv — uA(Av)}
Q Q

OAu ov OAv ou
= /m{”aNA“aN“aN FAvget

Sejam a : R" — R, b: R" — R" e ¢ : R® — R fungles suaves e considere o operador

diferencial
L=A%+a(z)A+b(z) -V +c(z) =R

Entdo o seu adjunto (formal) é dado por
L* = A? + a(x)A + (2Va(z) — b(x)) - V + (c(x) + Aa(z) — div b(x)) = € R™
De fato,
/QvLu = /QU{A2 +a(z)A+b(z) -V +c(z)}u

= /U{sz—i—A(a’U)—b-V’U—UdiV b+ cv}
Q

—i—/ {v%—Au@—uaAv Av %}
o0N

ON ON ON ON
ou d(av)
+/39{Cw8N_u8N +uvb-N}
de onde obtemos que
. aAu ov 0Awv ou
/Q{vLu—uLv} = / 8N_u8N Aa—N}

8(av)
s * N .
/8 ?} N + uvb }



CAPITULO 1. PERTURBACAO DE CONTORNO 10

1.2 CAlculo para perturbacgao regular de contorno

Consideremos o operador linear diferencial matricial formal

ou ou 0%u 0%u n
Lufa) = (u(@)s g @)oo g (0), G5 (@) g (@), ) w € R

com a quantidade de termos que se fizer necessdrio. Dada uma funcao f de varias variaveis

podemos definir um operador diferencial formal nao linear por
v(z) = f(x, Lu(z)), = € R™.

Mais precisamente, suponha que Lu(-) assume valores em RP e f(x,\) estd definida para
(z,A) em algum conjunto aberto O C R™ x RP. Para subconjuntos 2 C R" definimos Fq
por

Fo(u)(z) = f(x, Lu(z)), © € Q

para funcoes u suficientemente suaves sobre Q tal que (z, Lu(z)) € O para todo x € Q. Por
exemplo, se f é continua, ) é limitado e L envolve derivadas de ordem menor ou igual a
m, o dominio de Fg é um subconjunto aberto de C™(€), (talvez vazio) e os valores de Fg
se encontram em CY(€2). Outros espacos de funcdes podem ser usados com modificacoes

naturais.

Seja h : Q — R™ um mergulho m vezes diferenciavel, isto é, um difeomorfismo sobre
sua imagem h(£2) de ordem m. Definimos a aplicagdo de composicao (ou o pull-back) h* de
h por

R*u(z) = (uwo h)(z) = u(h(x)), z € Q

onde u é uma funcao definida em h(9Q).

Proposigao 5 h* : C™(h()) — C™(Q) : w — wo h é um isomorfismo com inversa
(e

Prova. Seja h : Q@ — h(Q2) um mergulho de ordem m, h*u € C™(2) para todo u €
C™(h(Q2)) pela regra da cadeia, portanto h* estd bem definido. Além disso h* é claramente
linear, injetora e sobrejetora. Observe também que h* é limitado, de fato, ||h*ullcmq) =
|uo hllem@) < cllullemn)) para algum ¢ > 0 ji que h € C™(Q,R"). Logo h* é um

isomorfismo ja que h* 7t = (h~1)*. 1

E importante observar que a proposicao anterior é valida em outros espacos de fungoes,
como por exemplo, os espacos de Sobolev, h* : H*P(h(Q)) — H*P(Q) 0 < k <m, 1 <
p < oo.
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Dado um mergulho h de uma regiao limitada €2 podemos considerar o operador dife-

rencial Fj,q) com dominio aberto Dp, ,, C C™(h(£2)). A aplicacao
Fy(9) : DFyq) € C™(W(Q)) — C°(h(9))

é chamada a forma Fuleriana do operador diferencial formal nao linear v — f(-, Lv(+))

sobre h(£2), enquanto
-1, 0
h*Fh(Q)h* : h*DFh(Q) cCc™(2) — C(Q)
¢é chamada forma Lagrangeana do mesmo operador diferencial formal nao linear. Os mesmos
termos sao usados para outros espagos de fungoes.

A forma Euleriana é frequentemente mais natural e simples para se fazer céalculos, a

forma Lagrangeana é usada para provar teoremas.

A vantagem da forma Lagrangeana é que ela age em espagos de funcbes que nao de-
pendem de h facilitando entao o uso de teoremas como o Teorema da Fungao Implicita e o

Teorema da Transversalidade. Entretanto precisamos garantir que
(u, h) — B* Fyyh*'u (1.2)

¢é diferenciavel e calcular derivadas com respeito a h. Isto pode ser visto no capitulo 2 de
[5], de fato, dados um aberto Q C R™ conexo, limitado, C*-regulars e f é uma funcio C”

ou analitica em O temos que a aplicacao
C™() x Diff™(Q) — C(Q) : (u,h) — h*Fyh*'u = f(h(),h*"Lh* " 'u)
¢ C" ou analitica respectivamente em seu dominio de definicao onde
Diff*(Q) = {h € C*(Q,R") | h ¢ injetivo e 1/|det h/(z)| é limitado em Q}

é um subconjunto aberto de C*(Q, R™). Outros espacos de funcdes podem ser empregados

e os resultados de suavidade sao essencialmente os mesmos.

1.2.1 Calculo da diferencial na forma Lagrangeana

Sabendo que
h — h* Fyoh* ',

é derivavel, para calcular a sua derivada, basta calcular a derivada de Gateaux, isto é, a
t-derivada ao longo de uma curva de mergulhos t — h(t,-) de classe C'. Suponha entao

que queremos calcular
0 0
aFﬂ(t)(U)(y) = af(yaL’U(y))
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com y = h(t,x) fixo em Q(t) = h(t,92). Para que y permaneca fixo devemos ter z = z(t),
y = h(t,z(t)) tal que

Oh  Oh Oh._,0h
0= + —a'(t) = 2/(t) = —(%=) "' =
ot T ae” W= =G0 5
ou seja, se U(x,t) = (%)*1%@‘, x(t) deve ser solugao da equagao diferencial ‘fl—f = —U(z,t).

Assim a derivada parcial com relacdo a ¢ na forma Eureliana com y = h(t, x) fixado corres-

ponde a derivada anti-convectiva Dy da forma Lagrangeana na regiao de referéncia €2

9 9 oh. _,0h

=5 Ul )z Ule,t) = (3)7 5

Dy ox ox

Mais precisamente, temos os seguintes resultados de [5] que nos permitem realizar os

célculos de derivagao.

Teorema 6 Suponha que f(t,y,\) € de classe C' num conjunto aberto de R x R* x RP, L
€ um operador diferencial com coeficientes constantes de ordem menor ou igual a m com
Lv(y) € RP. Para um conjunto aberto Q C R™ e funcoes v definidas em Q, seja Fo(t)v a
aplicacdo

y — f(t,y, Lv(y)), y € Q.

Suponhamos que t — h(t,-) € uma curva de mergulhos de um conjunto aberto @ C R™,
Q(t) = h(t,Q) e para |j| < m, [k| <m+1 (t,2) — 8,0Lh(t,x), OEh(t, x), Eu(t, x) sejam
continuas em R x Q numa vizinhanga de t = 0 e que h(t, ~)*_1u(t, -) estd no dominio de

Fo)- Entao nos pontos de €2
Di(h* Fooy (00" ™) (1) = (A" Fragoy (OB ™) () + (h* Flyy (0)h* ™) (u2) - Dy

onde Dy € a derivada anti-convectiva definida anteriormente,

Fo(t)o(y) = (1,0, Lu(y)
Fy(t)e-wly) = 03 1y, Lo(w) - Luly), y € Q

€ a linearizacdo de v — Fg(t)v.
Exemplos:

(634
1. Suponhamos que A =3, -, aa(y) (8%) ¢ um operador diferencial linear que nao

depende explicitamente de ¢ e h(t,x) = x + tV(x) + o(t) numa vizinhanca de t =0 e
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x € . Entao pelo Teorema 6 temos

0

* *—1 _ * x—1 —1 * *—1
o (" A u)‘tzo — Dy(h*Ah u)]t:0+hx RV (AR )|
ou
- A(a—V-Vu>+V-V(Au)
ou
- A% L wv.v,A
5 +[V -V, Alu

jé que %A =0. [V -V, 4](-) é chamado comutador e ainda é uma operador de ordem
m embora V - VA e AV -V sejam operadores de ordem m + 1. Portanto pode ser

calculado em funcées de classe C™.

2. Seja f(z, A, y, p) uma fungao suave definida em R™ x R x R™ X R e considere o operador

diferencial formal nao linear
Fo(v)(z) = A%0(z) + f(z,v(z), Vu(z), Av(x))

que nao depende explicitamente de ¢t. Como no exemplo anterior, suponha que
h(t,z) = = + tV(x) + o(t) numa vizinhanca de ¢ = 0 e z € 2. Entdo pelo Teo-
rema 6 temos

9 -1 -1

= (h Fua @) = DB Fuaph ™ @)]

= BB () Difu)

o~ P eV (1 Fa ™ )|

- h;lhtv(h*Fh(Q)h*’l(u)) ‘

t=0 t=0

= L(u)(?tt -V Vu)

V. V(A2u + f(z, u(x), Vu(z), Au(m)))
onde

8f(-,u, Vu,Au) -V + g(, u, Vu, Au).

of
L(u) = A% + =2 (. Au)A + =L
(u) + (-, u, Vu, Au)A + By B

o
De fato, % (FQ(’LL)) =0e F,(u) - w = L(u)w.
Precisaremos também diferenciar condigoes de contorno do tipo

b(ta Y, Lv(y)vMNQ(t) (y)) =0 paray € aQ(t)v

onde L, M sao operadores diferenciais com coeficientes constantes e Nq)(y) ¢ a normal
unitdria apontando para fora em y € 0€2(t), estendido suavemente a um campo vetorial em
uma vizinhanga de 9€(t). Escolhemos alguma extensao de N na regiao de referéncia e
entao definimos N = Np(,0) por

h* Nagea) (2) = Nugroy (b)) = — (1.3)
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para x préximo a dQ, onde (h;!)! é a transposta inversa da matriz Jacobiana h, e || - || é
a norma Euclidiana. Esta extensao deve ser entendida da seguinte maneira:
b(t,y, Lv(y), M N (y)) estd definido para y € € préximo a 02 e tem limite zero (em

algum sentido, dependendo dos espagos de fungoes empregados) quando y — 9.

Lema 7 Seja Q uma regigo C?-regular, Nq(.y um campo vetorial unitdrio C! definido numa
vizinhanca de OS2 que € o vetor unitdrio sobre 0L, e para wma fun¢io C? h: Q — R" defina
Ny(q) sobre uma vizinhanga de h(0Q) = Oh(S) como em (1.3). Suponha que h(t,-) é um

mergulho para cada t, definido por

gth(t,x) =V (t,h(t,x)) para x € Q, h(0,z) = x,

(t,z) — V(t,y) uma aplicagdo C?, Q(t) = h(t,Q) e Noy = Ni,0)- Entdo para x préozimo

a 00, y = h(t,z) prézimo a 0t), podemos calcular a derivada (0/0t)y—constante € Se€

y € 010,
0

5 Vo (y) = Di(h* Ny o)) (@) = —(Vaa(t)a +o

ORow )

onde 0 =V - Noy € a velocidade normal e Voo € o gradiente em 9 tangente a O€).

Teorema 8 Seja b(t,y, \, 1)) uma aplicacio C* sobre um subconjunto aberto de R x R™ x
RP x RY? e seja L, M operadores diferenciais com coeficientes constantes com ordem < m
com dimensoes apropriadas de maneira que b(t,y, Lv(y), M Now (y)) faca sentido. Assuma
que Q é uma regiGo C™ — regular, Nq(z) € um campo vetorial C™ prézimo & 02 que é
normal unitdrio sobre 9S) e defina Ny, q) como em (1.3) quando h : Q — R"™ é um mergulho
C™ L. Defina também By,q)(t) por

Byayv(y) = b(t,y, Lo(y), M Nog)(y))
para y € h(Q) prézimo a Oh(Q). Set — h(t,-) é uma curva C' de mergulhos de Q2 e para

7l < m, |kE] < m+1, (t,z) — (8t8§;h, 8§h,8t6£u,8§u)(t,m) sao continuas sobre R x €

proximo at =0, entao em pontos de Q prérimos a OS2

Dy(h*Broyh™ (w) = (W*Broyh* ) (w) + "B k™) (w) - Dyu

*8Bh(ﬂ) x—1 *
+(h a2 ) () - DA Nogy)

onde h = h(t,-), B’h(g) e B'yq) sdo definidos como no Teorema 6,

oB
8};\(/9) <v) ' U(y) - gz(tv Y, Lv(?/)? MNQ(t) (y)) ' Mn(y)

e Di(h*Nog)) 0 é calculada como no Lema 7.
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1.2.2 Mudanga de origem

Se a ‘origem’ ou regiao de referéncia para a variacao do dominio é €2, podemos facilmente
transferi-la para qualquer regidao 2 difeomorfa a Q. De fato, seja H : Q — Q um difeomor-
fismo e para todo mergulho h : @ — R" defina 0 mergulho h = ho H™! : {§ — R™. Sejam
i=H(x), s = H *u,

No(7) = N o) (H(2)) =

Entéo k() = h(),

usando a normal

Esta ‘mudanca de origem’ serd frequentemente utilizada nas préximas se¢oes. Ela nos
permite calcular as derivadas com relacao a varidvel h em h = iq, onde as formulas sao

mais simples.

1.3 O Teorema da Transversalidade

O Teorema da Transversalidade de Thom e Abraham [10] é uma ferramenta 1til em muitos
ramos da Geometria e Andlise. Em [5|, Henry provou uma versao generalizada desse
teorema visando aplicacoes em dimensao infinita com atencao especial para o caso de indice

negativo.
Antes de enunciarmos o Teorema precisamos de alguns resultados e definigoes.

Uma operador 7' € L£(X,Y) onde X e Y sao espagos de Banach é semi-Fredholm se a
imagem de T é fechada e ao menos um ( ou ambos, para Fredholm) dos ntimeros dim N (T')

e codim R(T") é finito; o indice de T é entao definido como

ind(T) = dim N(T) — codim R(T).
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Observe que o indice de um operador semi-Fredholm pode assumir valores inteiros, +o0o e
—00. Dizemos que T é left-Fredholm se ind(T) < +oc e dizemos que 1" é right-Fredholm se
ind(T) > —oo.

Varias resultados envolvendo os operadores semi-Fredholm sao enunciados e demons-

trados em [6], [25] e [5]. Usaremos frequentemente nos préximos capitulos os seguintes:

1. T € L(X,Y) é semi-Fredholm se somente se T € L(Y™*, X*) é semi-Fredholm. Neste
caso ind(T*) = —ind(T).

2. Se T € L(X,Y) é semi-Fredholm e K € L(X,Y) é compacto, entdao T'+ K é semi-
Fredholm e ind(T + K) = ind(T).

3. Sejam T; € L(X,Y;) i = 1,...,m e suponha T} left-Fredholm. Entao a aplicacao linear
limitada x +— (Tiz,Tox,...,Tyx) é left-Fredholm e possui indice —oo se algum Y;

(i > 1) tem dimensao infinita.

4. Sejam T € L(X,Y) e S € L(Y, Z) operadores semi-Fredholm cujos indices podem ser

somados ( excluindo somente o caso “co—o0”). Entao ST € L(X, Z) é semi-Fredholm

e ind(ST) = ind(S) + ind(T).

Dizemos que um subconjunto F' de um espacgo topolégico X é magro se F' estd contido
em uma unido enumeravel de conjuntos raros, ou seja, se F' estd contido em uma uniao
enumeravel de conjuntos cujo fecho nao possui interior. Segue da definicao de conjunto
magro que a uniao enumeravel de conjuntos magros é magro. Dizemos que F ¢é residual
se seu complementar é magro, ou seja, se F' é a intersecao enumeravel de abertos densos.
Dizemos ainda que um espago topolégico X é espaco de Baire se todo subconjunto residual

¢é denso.

Seja f uma aplicacdo C* entre espacos de Banach. Diremos que x é ponto regular de
f se a derivada f’(z) é sobrejetora e possui nicleo de dimensao finita. Se z nao é ponto
regular de f, x é chamado ponto critico de f. Em nossas aplicagoes o nicleo de f’ sempre
sera de dimensao finita, portanto, para x ser ponto critico de f serd necessario e suficiente
f'(x) ser ndo sobrejetora. Um walor critico de f é a imagem por f de algum ponto critico de
f. Todos os outros pontos do contradominio sdo chamados valores requlares de f, incluindo

todos os pontos fora da imagem de f.

Sejam agora X um espaco topolégico de Baire e I = [0, 1]. Para qualquer subconjunto
fechado F' C X e um inteiro m > 0, dizemos que a codimensao de F' é maior ou igual a
m (codim F > m) se o subconjunto {¢ € C(I"™, X);¢(I"™) N F é nado vazio } é magro em

C(I™, X). Dizemos que codim F =k se k é o maior inteiro satisfazendo codim F > m.
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Teorema 9 Sejam k, m inteiros positivos; X, Y e Z variedades de Banach de classe CF;
A C X XY wm conjunto aberto; f : A — Z wma aplicacdo de classe CF e um ponto € € Z.
Suponhamos que para cada (z,y) € f~1(¢):

1. %(az, y) : T, X — TeZ € semi-Fredholm com indice < k.

2. (a) Df(x,y): T, X xT,Y — TeZ ¢é sobrejetora
ou
~ RDf(zy) | < ; of
(B) dim {R( =9)) } >m + dim N (g (z,y)).

3]
2 (xyy

3 (z,y) — y : f7UE) — Y € o-propria, ou seja, f~1(€) € a unido enumerdvel
de conjuntos M; tais que (x,y) — y : M — Y € uma aplicagcao prépria para
cada j.[Dado (xn,yn) € M; tal que {y,} converge em Y, existe uma subsequéncia

convergente de {(xy,yn)} com limite em M;.]

Observamos que (3) se verifica se f~1(¢) é Lindelof, ou mais especificamente se f~1(£)

€ um espaco métrico separdvel, ou se X eY sdo espacos métricos separdveis.
Seja Ay = {z € X;(z,y) € A} e
Yerit = {y € Y; & € valor critico de f(-,y) : Ay — Z}.
Entdo Yer € magro em 'Y e se (x,y) — y : f~H&) — Y € propria, Yo também é

fechado. Se ind(%(m,y)) < -m <0 em f1¢) entdo 2() implica 2(3) e

Yerit = {y € Y;€ € f(Ay,y)}
tem codimensao maior ou igual a m em Y .[Note que Yo € magro em Y se somente se
codim Yerie > 1.]
Observagao 10 A hipdtese usual € a de que & seja valor regular de f, assim sempre temos

2(a). Se 2(B) se verifica em algum ponto, entao ind(g—i(x,y)) < —m neste ponto jd que a

RDS )Y
R(%@9)

Se o ind(%(w,y)) < —m e 2(a) se verifica, entdo 2(3) também se verifica. Portanto a

codim R(g‘;(x,y)) > dim {

hipétese 2(3) € mais geral para o caso de indice negativo.



CAPITULO 2

Perturbacao de Contorno para o

Bilaplaciano

2.1 Continuidade dos autovalores

Seja 2 C R™ um aberto, limitado, conexo, C*-regular. Mostraremos nesta secio a conti-

nuidade dos autovalores do problema de Dirichlet para o Bilaplaciano

{ (A24 A\ =0 em h(Q) 1)

=9 — em Oh()

em relagao a variacao de h € Diff4(Q). Mais precisamente, mostraremos que uma parte do

espectro de (2.1) formada por um nimero finito de autovalores varia continuamente em h.

Para isto, utilizamos a teoria descrita em 1.2, escrevendo o problema (2.1) como

h*(AZ + N h*tu =0 0
{ (A% + ) u em (2.2)

U = g—}\‘, =0 em 0f2
onde u = h*v. Observe que o problema (2.1) é equivalente ao (2.2). De fato, v é solucao

de (2.1) se somente se u = h*v é solugao de

h*(AZ + Vh* tu =0 Q0
{ (A% + ) u em (2.3)

U= h*%h*_lu =0 em 99

onde Nj,q) é a normal da regido h(§2). Agora, se y = h(x) para x €

(0 ) = S )
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= N - (h(2))b(x)Vu(z)

onde b;j(x) = (h;1')ji(z) [a i,j-ésima entrada da transposta da matriz jacobiana inversa de

h] e b(x) = (b;j)(x) para x € . Como u = 0 em OS2 temos que
ou

~ 0N
Observe que, para todo = € €, b(z) é uma matriz nao singular e como pode ser visto na

Vu N em 0f).

definicao (1.3), b(z)N(r) estd na mesma diregdo de Ny q)(h(z)). Logo

0 Pty =0em 00 — %:0em o0 (2.4)

" N ON

implicando que v é solugao de (2.1) se e somente se u = h*v é solugao de (2.2).

Observacgao 11 E importante observar também que a propriedade (2.4) implica que a
aplicagdo pull-back h* : HZ(h(Q)) — HZ(Q) estd bem definida. Assim, argumentando

como na Proposi¢cdo 5 podemos provar que de fato tal aplicagao € um isomorfismo.

O préoximo Lema é essencial na demonstragao da dependéncia continua do conjunto

finito de autovalores de (2.1) com relagao a h.

Lema 12 Dado hy € DiffY(Q) exziste wma vizinhanga Vi de hg em Diff*(Q) tal que, para
todo h € Vo euw € H*N HZ(Q)
[(h* A2R* Y = BE ARG ul 2 () < e(M)IBEA R ull r2(q)

com e(h) — 0 quando h — hg em C*(Q,R™).

Prova. Sem perda de generalidade podemos, supor hg = ig. Temos

L0 0
(h il 1u)(m) ARG Y (h())
= Z;Z(x)(h;l)ji(fﬁ)
j=1
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onde b;j(z) = (hz1)ji(z), ou seja, bjj(x) é a i,j-ésima entrada da transposta da matriz

Jacobiana inversa de h, = (%)?3‘:
J 2

L 0?2, o 0 /& ou
O L) h””mJE%mmﬁD

1- Portanto

“ “ a ou d*u

2U " u
- wau£%m+me%%w@ﬁ»

J,k=1 J,k=1

b
dysdyi” — Dz \9y?
n O
= bt (2)bir (2)bij(7) 75— (2)
0x;0x;0x
1,jk=1 Al
0 9%u
b b; —— (b5 —_—

—

—~

_l’_

_|_
i £ 0

—~

Q
'Sy
I
-
|
Q
T

>
*

h*

—~
8
~
|

s 2 0y; 2

*u
8$528$Z’2 (1')

0*u
1 — 0500 5 bs bST b7f ij 020110101
(1 = 65,104,k )bst () bsr () k(fﬂ)bj(x)axraxlaxjﬁxk (@)

O

>
J.k=

+ ) aa [bsl(x)bik(f)bw’(w)}bs’"(m)m(m)
Jk= T OOk
>
J.k=

3u
o2, [bik(u’ﬂ)bij(ﬂﬁ)}bsr(ﬂf)bsl(fc)(%gnm(93)
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n 0 Bu
+ > bsr($)bsl(‘T)bik(m)aim(bij(‘r))m(l‘)

+ zn: bsr(fﬂ)air [;{m(bij(if)bik(u’ﬂ))bsl(ﬂﬂ)}&f:ng

& ) ) d%u
+ r ljzk:1 bsT(x)bsl(x)% (bik(gj)aixk(bij(l‘)o D01, (z)
- G, 9 %u
bsr a_ bs bz a_ bl
+ 3 o, oo (2) 5= (035 @) 5 - )
- o 10 ) ou
bor (1) —— | — (b (1) =— (by; bo ()| =— ().
+ Wz];_l (z) oz, [&nl ( k(7) axk( ]($))) l(@} Ox; (z)
Assim obtemos que
ARy = A%+ LM (2.5)

onde L'u =" _ L.

s,1=1

Como b;; — &;; em C*(Q,R") quando h — ig em C4(Q,R™), temos que os coeficientes

de L" tendem a 0 uniformemente em = € Q quando h — iq em C*(,R"). Logo,
1L ull 2 () < e(R)IAul| 20 (2.6)

onde €(h) vai a 0 quando h — i em C4(Q,R™).

Teorema 13 Seja A um autovalor de (2.1) em 2 com multiplicidade m e I um intervlo

em R tal que A € o unico elemento do espectro em I.

Entao, dado n > 0 e um intervalo aberto J C I com A € J, existe uma vizinhanca V de
iq em Diff*(Q) (k > 4) tal que se h € V existem exatamente m autovalores A (h), ..., A (h)
de (2.1) em J contados com multiplicidade com X\;(iq) = X para todo 1 < i < m. Além
disso, a projecdo P(h) de L*(Q) sobre o auto-espaco associado a A1 (h), ..., \m(h) satisfaz
|P(h) = P(ig)ll <n em V.

Prova. Para provarmos este Lema, utilizaremos a teoria de perturbacao de operadores

ilimitados desenvolvida no capitulo IV de [6].

Pelo Lema 12, provado anteriormente, A, = h*A2h* =1 — A2 é AZ-limitado ( ou seja,
D(Ap) = D(A?) = H*N HZ(Q) em L?(Q) e [Apullr2) < e(h)||A2uHL2(Q) para todo
u € HY*N HZ(Q) com e(h) — 0 quando h — ig). Além disso, existe uma vizinhanca V de
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iq em Diff*(Q) tal que e(h) < 1 para todo h € V. Portanto, pelo Teorema IV 2.14 de [6],
temos que Ay + A% = h*A%h* ! ¢ um operador fechado em L?(Q) com

S(h*A2h* 71 A?) < (1 —€(h)) 'e(h) VheV (2.7)

onde & ¢ o gap entre operadores fechados definido em [6]. Se J é um intervalo aberto
satisfazendo as hipdteses anteriores, entao podemos encontrar uma curva fechada v em C
com int yNR = J. J4 que g(h*A2h*_1,A2) — 0 quando h — iq em C*, obtemos pelo
Teorema IV 3.16 de [6] que, se [lig — hl|ck(q) ¢ suficientemente pequeno, h*A2h* ! possui
exatamente m autovalores A1 (h), ..., Ay, (h) contados com multiplicidade no interior da curva
~. Sendo reais, temos que tais autovalores devem pertencer a J. Além disso, pelo mesmo

teorema podemos concluir que P(h) — P(ig) em norma quando h — iq em CF.

Corolario 14 O conjunto

Dy = {heDiffY(Q) | — M ndo ¢ autovalor de (1) em h(Q)

e todos os autovalores A\ € (—M,0) sao simples}

¢ aberto em Diff*(Q) para todo M € N.

Prova. Sejam hg € Dy e Ai,..., \x autovalores simples de A% em ho(Q) estritamente

maiores que —M. Seja também ~ um circulo de raio M com centro na origem.

Segue do Lema anterior que para cada 1 < i < k existe uma vizinhanca V; C Dif f4(Q)
de hg e fungoes continuas A; : V; — (=M, 0) tal que A;(h) é um autovalor simples de
h*A2p*~1 para qualquer h € V; com Ai(hg) = A; e os conjuntos A;(V;) sao dois a dois
disjuntos. Defina V = ﬂf:[) V; e observe que Yh € V, h*A2h*~! tem k autovalores maiores
que —M todos simples. Portanto, D;,s é aberto.

2.2 Perturbacao de autovalores simples

Sejam ©Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C*-regular e Ao um autovalor simples da

equagao

{ (A2 4+ Nu=0 emQ (2.8)

u:%zo em Of)

associado a autofuncéo ug com fQ ug =1.
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Consideremos a aplicagao
F:H'N H3(Q) x R x Diff!(Q) — L*(Q) x R

definida por

F(u,\, h) = (h*(A? +)\)h*_1u,/ u? det ).
Q

Pelas observagoes da segao 1.2 e 2.1 F' é analitica, estd bem definida e F'(u, A, h) = (0,1)
se e somente se v = h* 'y € H* N HZ(h(Q)) é solucio de (2.8) em h(2) com fh(ﬂ) v?=1.

Observe também que F'(ug, A, iq) = (0,1) e que o operador

OF
9(u, A)

(ug, No,i) : HYNHZ(Q) xR — L*Q) xR
@) = (8% x0)i+ a2 [ i)
Q
é um isomorfismo. De fato, dado (f,a) € L?(Q) x R, como
A% HYN HZ(Q) — L*(Q)

é auto-adjunto e Fredholm de indice zero e A\g é um autovalor simples de A2, existe solucao
em v de
(A% 4+ Xo)it+ Aug = f <= (A? + Ao)it = f — Aug

se somente se (f — Aug)Lug, ou seja, se

A:/Quof.

Nesse caso, todas as solugoes sao dadas por
u = Pug + w,
onde w € H*N HZ(Q) é a tnica solucio de
(A% + X)w = f — dug

satisfazendo w_lug. Como queremos

azQ/QUOiL:Q/Q{qu—{—ﬁu%}:Qﬁ

segue que 3 = 5. Portanto, a tinica solucao da equagao

(2.9)

(A2 + )\0)’& + /.\’U,() = f
2 [ uott = o
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¢é dada por
(0.3 = (Guo+w, [ wnf).
2 Q

Assim
oF

O(u, \) (

é uma bijecao continua e pelo Teorema do Gréafico Fechado um isomorfismo. [Observe

o, Moy i) ¢ (i1, A) — ((AQHO)uMuo,z/uom
Q

que a reciproca de tal afirmagdo também é verdadeira. De fato, se existir outra auto-

funcio vy de A? associada ao autovalor Ay com fQ upvg = 0 entdo obtemos que (vp,0) €
F .
N (52855 (o, Mo, i)

Logo, pelo Teorema da Funcao Implicita existe uma vizinhanca V de iq em Diff*(Q)

e fungoes analiticas u(h) e A(h) em V tal que F(u(h), A(h),h) = (0,1) para todo h € V.

oF
(u,A

seja, A\(h) é autovalor simples para todo h € V. Temos portanto o seguinte resultado.

Podemos afirmar ainda que 5 )(u(h),)\(h), h) é um isomorfismo para todo h € V, ou

Proposigao 15 Seja \g um autovalor simples de (2.8). Entdo, existe uma vizinhang¢a V' de
iq em DiffY(Q) e funcoes analiticas u(h) e A(h) de V em H*N HZ(Q) e R respectivamente,
satisfazendo a equacao (2.2) para todo h € V. Além disso, A(h) é um autovalor simples
para todo h € V- com A(iq) = Xo.

Seja agora h; uma curva analitica em Diffk(Q), k > 4, passando por i no tempo 0. Em
vista da Proposicao 15 podemos calcular a derivada %(O) da funcao analitica A(t) = A(hy).
De fato, pela Proposigao 15, se A\g é um autovalor simples de (2.8) associado a autofungao
up, existem fungoes analiticas u(t) e A(tf) numa vizinhanga I de 0 € R com A(0) = Ao e

u(0) = uyg satisfazendo

2.10
u(t) = 851(5) =0 em 0 (2:10)

{ hH(A2 + AE)hu(t) =0 em Q

e [qu(t)*det (ht), dv =1 para todo ¢ € I.
Seja k > 5. Pelo Teorema 6 temos que
0 = D (h;;(A? + )\(t))h;f_lu(t))‘

= (A% + X)) (Dyu(t))]i=0 + Aug
= (A% + o) (i — - Vug) + Aug

t=0

onde @ = Lu(t)|;—o, h = jtht’tfo el = L (t)|¢=0. Observe que u(t) = au(t) =0 em 092
paratodot € I, logo u = 8N =0 em 0. Note também que a escolha de k > 5 nos garante
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que uy € H5(Q) (veja por exemplo [13]) implicando que A - Vug € H*(Q). Multiplicando

por ug e integrando dos dois lados a equacao anteiror, obtemos que

A= /w
Q
_ _/UO(AQHO)(u—h.vuo)
Q

- /{(u—h-vuo)(A2+A0)u0—UO(A2+A0)(u—h.vuo)}
Q
_ . . 8’&0 8 8 . . 8’&0
0 . : 8’&0 8%0 . . 8?1,0
.0 ou . 0%y
= [ fgy e —au(gy —h NG
. 82u0

_ 9%ug

Pela Observagao 3 sabemos que Aug = oS em 01, logo
. 2 2.
/\:/ (a “g) h-N (2.11)
o0 NON
implicando que numa vizinhanca do 0 em R
2 2.
)\(t):)\0+t/ (8 “3) h- N+ O(t?). (2.12)
o0 NON

2.3 Simplicidade genérica dos autovalores

Suponhamos que P é uma propriedade que depende de um parametro z € X, onde X é
um espagco topoldgico de Baire. Dizemos que P é genérica (em x) se ela vale para todo x

em um conjunto residual de X.

Em nossas aplicacoes X sera a classe de regioes C"* difeomorfas a uma regiao fixa 2
de classe C™, ou seja,
X ={h(Q); h € Diff"*(Qp) }.

Introduzimos uma topologia em X definindo uma sub-base das vizinhancas de um Q € X
por

{h(Q); [|h = iqllemrn) < € € > 0 suficientemente pequeno}.

Michelleti prova em [7] que este é de fato um espago topoldgico metrizével, portanto de

Baire.
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De fato, o que provaremos nas aplicagoes é que a propriedade P vale para todo h fora
de um conjunto magro de Diff"™ ().

Entretanto nessas aplicagoes, o conjunto F' de mergulhos excluidos sera sempre definido
pelas propriedades da imagem do mergulho, (portanto é invariante por composi¢ao com
difeomorfismos de classe C™ de € em ). Isto implica (ver [5]) que o subconjunto das

regioes definidas por F' também é magro no nosso espago X.

Nesta secao, mostraremos através do Teorema da Transversalidade a simplicidade genérica
de todos os autovalores de (2.8) no conjunto das regices 2 C R™, n > 2, abertas, conexas,

limitadas, C*-regulares.

Com o objetivo de aplicar os argumentos de transversalidade, mostramos primeiro que
nossa propriedade genérica é equivalente a zero ser valor regular de uma aplicagao apropri-

ada. Mais precisamente temos

Proposigao 16 Todos os autovalores da equagao (2.8) sdo simples se somente se zero €

valor reqular da aplicacao
bo: H*NHZ(Q) x R — L*(Q)
definida por
ba(u, \) = (A% + Nu.
Prova. De fato, 0 é valor regular de ¢, se somente se para todo (u,\) € H*N HZ() x R
com ¢qo(u,\) =0

Doa(u,N)(i, A) = (A2 4+ N)i+

é sobrejetora. Agora, como o operador
(A2 4+ N\): HYnHE(Q) — L*(Q)
é um operador auto-adjunto, Fredholm de indice zero temos que
L*(Q) = R(A% +)) @ N(A% +)\) ( soma ortogonal ).
Logo, Doq(u, \) é sobrejetora se e somente se
R(A?+)) @ [u] = L*(Q),

ou seja, se e somente se A é autovalor simples de (2.8).



CAPITULO 2. PERTURBACAO DE CONTORNO PARA O BILAPLACIANO 27

1
Considere aplicagao
F:H'n HZ(Q) x R x Diff(Q) — L*(Q)
definida por
F(u, A\, h) = h* (A2 + \)h* .
Observe que 0 é valor regular da aplicacao
(u, A) = F(u, \, h) (2.13)

para h € Diff*(Q) se somente se 0 € L%(h(f2)) é valor regular da aplicagao bn(0) j& que h*
é um isomorfismo entre espacos de Banach. Como o problema (2.1) é equivalente a (2.2),
temos pela Proposigao 16 que todos os autovalores de (2.8) em h(£2) sdo simples se somente
se 0 € L%(Q) é valor regular da aplicacdo (2.13). Portanto, para provarmos a simplicidade
genérica dos autovalores do problema de Dirichlet para o Bilaplaciano é suficiente provar
que zero é valor regular de (2.13) para a “maioria” dos h € Diff4(Q), de fato, pelo Teorema
da Transversalidade é suficiente mostrar que 0 é valor regular da aplicagao F. Entretanto,
quando tentarmos levar a cabo este argumento, encontramos uma dificuldade: nao con-
seguimos mostrar que 0 é de fato valor regular da aplicagdo F. O que obtemos é que os
possiveis pontos criticos devem satisfazer certas propriedades especiais ( que no entanto nao
conduzem imediatamente a uma contradigao). A idéia entdo é mostrar que essas “propri-
edades especiais” sé podem ocorrer para um conjunto “excepcional” de regioes para entao
restrigir o problema ao complementar e aplicar o Teorema da Transversalidade nesse novo
conjunto de regioes. Essa mesma situacao ocorre frequentemente em nossos problemas. No
caso presente a “situacao excepcional” é caracterizada pela existéncia de autofuncgoes u e v
do problema satisfazendo a propriedade adicional AuAv = 0 sobre 9€). Para mostrar que

esta situacao é realmente “excepcional” consideramos a aplicacao
Q: H*NHAQ) x R x DiffY(Q) — L2(Q) x L3(Q) x L*(69Q)
definida por
O(u,v,\, h) = (h*(A2 R, (A2 4 AR, {h*Ah*_luh*Ah*_lva)

e entao utilizamos a condigao 2(3) do Teorema da Transversalidade. Observe que (u,v, A, h) €
Q71(0,0,0) se somente se u, v sdo autofuncoes de (2.8) em h(Q) satisfazendo AuAv = 0 em
Oh(£). Assim, mostraremos que existe um subconjunto aberto e denso em Diff(Q) tal que

a restricao de F' sobre este conjunto possui zero como valor regular, provando o resultado.
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Observacao 17 Sem perda de generalidade podemos trabalhar com regives C°-regulares
em vez de C*-regulares. De fato, pelo Coroldrio 14 temos que Dy € um subconjunto aberto
de Diff4(Q) para todo M € N. Se conseguirmos provar que tal subconjunto é também denso
em Diff4(Q) obtemos o resultado tomando intersecdo com M variando em N. Precisamos
provar entdo a densidade de tal subconjunto. Agora, para provar tal densidade podemos
trabalhar com regides de reqularidade maior (por exemplo C*) jd que regides de classe C*

podem ser aprozimadadas por regioes de classe C* com k > 5.
Para provar a excepcionalidade da propriedade acima precisamos do seguinte resultado:

Lema 18 Sejam 2 C R™ um aberto, conexo, limitado, C°-reqular comn > 2 e J C 92 um

subconjunto aberto nao vazio. Considere a aplica¢do diferencidvel
G : By x [~ M, 0] x Diff5(Q) — L*(Q) x H2(J)
definida por
G(u, A\, h) = (h*(A2 F AR, h*Ah*_lu‘J)
onde By = {u € H* N HZ(Q) — {0} | |lu|| < M}. Entdo o subconjunto
Cy; = {h € Diff*(Q) | (0,0) € G(By x [-M,0],h)}

¢ magro e fechado em Diff5(Q).

Prova. Aplicaremos o Teorema da Transversalidade para G. Observe que a G é

analitica em h pela secao 1.2 e linear, portanto analitica nas outras varidveis.

Inicialmente mostraremos que a aplicacao (u,\,h) — h : G~1(0,0) — Diff°(Q) ¢é
prépria, verificando a hipétese (3) do teorema e obtendo que C}\Z é fechado. Para isto
seja {(tn, Ay ) Ynen € G71(0,0) com h,, — hg = iq | 0 caso geral é andlogo]. Como
{tun}tneny C By e {A\n}neny C [—M,0] passando a subsequéncia existe pela compacidade
u € HZ(Q) e X € [-M,0] tal que u, — u em HZ(Q) e A\, — X em [—~M,0]. Na demons-
tracao do Lema 12 obtivemos que h*A%h* 1y = A%u + L u para todo h € Diff’(Q). Assim
temos que para todo v € H3(Q)

0 = lim [ ofh:(AZ+ N )RE u,)
n—oo QO
= lim [ o{(A%+ \)up + L, }
n—oo 9}
= lim [/AvAun—i-/v{)\nun—kLh”un}

= /{AvAu + Avu}
Q
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ja que u, — u em H2(Q), A\, — X em [~ M, 0], h,, — iq em Diff°(Q) e

‘/ oL | < il 2y 1L un | 12(q)
Me(hy)||lv]| L2 (0

A

com lim,_, €(hy,) = 0 (ver (2.6)). Entao, u é solugdo fraca, portanto forte, de (2.8).
Mostraremos agora que wu, converge para u em H* N Hg(Q) De fato, para todo n,m € N

temos que
0 = hn(A? + X)Ly = b (A2 4 A )b,
= A%y — ) + L' (u — ) + (L' = L Yy,
+/\”<un - um) + (/\n - )\m)um
implicando que
HAZ(un - Um)HL2(Q) = ||Lhn (Un _ Um) 4 (Lhn _ Lhm)um

Como {uy} C Bar, 4y, — uwem HZ(Q), Ay — X em [—M, 0], by, — ig em C?(Q,R"™) quando
n — 400 e || LMl f2q) < e(M)||ull anmz (o) com limp—;, €(h) = 0 temos por (2.14) que

1A% (u, — Um) |20y — 0 quando n, m — +oo0. (2.15)
Assim, como A% de H* N HZ(2) em L?*(Q) é um isomofismo, existe ¢y > 0 tal que

1A% (un = wm)llz2() > collun = umllganmz @)
obtendo por (2.15) que {uy, }nen converge em H* N HZ(Q) para u € H* N HZ() provando
que a aplicacio (u, A\, h) — h : G7(0,0) — Diff>(Q) é prépria.

Seja (u, A\, h) € G71(0,0). Como argumentamos em 1.2.2, podemos supor que h = iq.
A derivada parcial 0G/0(u, A)(u, A, i) definida de H* N HZ(Q) x R em L?(Q) x H%(J) é
dada por

oG VIR oG Y Te. o
a(uv)\)(u,)\,lﬂ)(u,)\) = (W)l\)(u,/\,lﬂ)(u,)\),a(%i\)(u,)\,lg)(u,)\))

= (A4 N+ Au, Adly).

Agora, DG(u, \,iq) definida de H* N HZ(Q) x R x C%(Q,R") em L2(2) x H%(J) é dada
por
DG(’U,, A, ZQ)(“? ).\a h)
- (DGl(u,A,m)(u,A,h),DGQ(u,A,m)(u,A, h))
0Au .

= (@4 NG = b Vo) -+ du A= b Vo) + RN ).
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De fato, pelo Teorema 6 temos que

DG1(u, N, ig) (i, A h) = (A2 Na+ [h-V, (A% + N]u + Au
= (A2 N (i —h-Vu)+ M+ h-V[(AZ + N
= (A?+N)(a—h-Vu)+Iu

ja que (A2 + Nu=0em Qe

DGa(u, Nia)(i A h) = {A(i—h-Vu)+h-V(Au)}|
il

- {A(u—h-VuH—h-Na—N

ja que Au|; = 0. Observe que a escolha de  C R™ C5-regular nos garante que u € H°({2)
( veja por exemplo [13]) e dai que h - Vu € H*().

Pela propriedade 3 para operadores semi-Fredholm enunciada na se¢ao 1.3, basta veri-

ficarmos que
G . 4 2 2
T = cH*NHF(Q) xR — L*(Q
L= oy (i) s HY H(@) x B~ 12(9)

¢ um operador Fredholm para concluirmos que a hipétese (1) do Teorema da Transver-

salidade é satisfeita pela aplicacdo . Para isto, observe primeiro que a codimensao da
imagem de T é finita e que portanto R(T}) é fechada em L2(Q2). De fato, Ty restrito a
{(@,0) | & € H*N HZ(Q)} coincide com o operador Fredholm de indice zero

(A2 4+ N\): HYnHE(Q) — L*(Q).

Agora, como
Ti(,A\) =0 <= (A24+Na+ =0

temos que, se (i, \) € N'(T1)

0 = /Q{u(A F A+ )

= [
Q
de onde obtemos que A = 0. Logo
(A24+N)a=0=ue N(AZ+\).

Assim

N(T1) = {(4,0) | & € N (A% + )}

¢ um subespaco de dimensao finita, de onde podemos concluir que 77 é um operador
Fredholm.
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Provaremos agora a hipdtese (2/3), ou seja, mostraremos que
R(DG(u, A, iq)) }_

dim
R85 (u, A, ia))

Suponha por absurdo que isto nao é verdade. Entdo, existem 61, ...,0,, € L?(Q) x H%(J)
tal que para todo i € C®(Q,R™) e 1, A € H* N HZ() x R existem 0,z € H*N HZ(Q) x R

e escalares cq, ..., ¢, tal que

DG (u, A, iq) (i, A, ) che + 5 (1 Ain) (0, ),

)

ou
m

DG(u, A, ig) (i — b, A — ji,h) =Y ¢85, 0; = (0],67).
j=1
Em particular temos que para todo h € C%(€2, R") existem @, A € H*NHZ(Q) xR e escalares

ci, ..., Cm tal que

DG(u, A, ig) (i, A, h) Zc] i
ou seja,

((A2+)\)(u—h-Vu)—I—).\U,A(u—h-Vu)—I-%h N) ch (2.16)

Consideremos o operador
Sazen: LA(Q) — H' N HF(Q)
definido por
v =S8n2iaf se (A2 + Nv — f € N(A? + ), vIN (A% +)).
Mostraremos na secao 4.1 que Saz2y estd bem definido.

Observe que em 0f) temos que

d d Au
aN(h Vu) = azv(h NaN)
0 ou . 0%u
- 6N(h N)aN h-NoNz
— h-NAu

9%u

ja que u € HZ(Q) e pela Observagio 3 Aulpg = N7 | o) Assim, se escolhermos h €

C5(Q,R™) identicamente nula em 9 — .J obtemos que

0

6N(u_h Vu) =0 em 01,
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ou seja, obtemos que @ — h - Vu € H* N HZ(Q).

Por outro lado, existe uma tnica solucao o de

(A% + N)o — Z cifi € N(A% + \) com 0 LN (A? + )
i=1
de fato, 0 = Sa24A (321", ¢i0;). Como @ — h - Vu resolve a mesma equagio temos que
W —h-Vu—oeN(A2+)\), ou seja,

l m
W= h-Vu=>Y &Guj+ Y _ c;Sa2:x0; (2.17)
j=1 j=1
onde {uj,...,u;} é uma base ortonormal em L?(Q) para o N(A? + \). Em outras palavras,
podemos resolver a primeira coordenada da equacao (2.16) médulo o subespago de dimensao
finita V' (Sa21x) = N(AZ+)) ja que Aul; = 0. Substituindo (2.17) na segunda coordenada
de (2.16) obtemos que

0Au .
O2u; ]
ON J

pertence a um subespaco de dimensao finita. Mas isto sé é possivel, no caso dim {2 > 2, se
0Au
—| =0. 2.18
ON lJ (2.18)

Assim, a solugao u satisfaz as condigoes do Teorema 4 de onde obtemos que u = 0. Como

u € H*N HZ(Q) — {0} temos uma contradi¢do, o que prova o resultado.

Observagao 19 O Lema 18 pode ser visto como a demonstracdo de que genericamente no

conjunto das regides temos unicidade para o problema

A? + Nu =0 em Q
u:g—ﬁ:g% =0emJ.

O proximo resultado mostra que a existéncia de duas autofungoes u,v com AulAv =0

é de fato “excepcional”.

Lema 20 Seja Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C°-regqular com n > 2. Considere a

aplicacao diferencidvel
Q: By x By x [-M,0] x Dy —  L*Q) x L*(Q) x L1(09Q)
definida por

Qlu,v, M\, h) = (h*(A2 F R, (A2 4 AR, {h*Ah*’luh*Ah*’lva)



CAPITULO 2. PERTURBACAO DE CONTORNO PARA O BILAPLACIANO 33

onde By = {u € H*NHZ(Q)—{0} | [[ul| £ M} e Dy = Diff*(Q) — O, [C? ¢ o conjunto

magro e fechado cuja existéncia € garantida pelo Lema 18]. Entao o subconjunto
Ey={h € Dy |(0,0,0) € Q(By x By x [—M,0],h)}

¢ magro e fechado em Diff>(Q).

Prova. Aplicaremos o Teorema da Transversalidade para Q.

A hipétese (3) do teorema pode ser verificada como na demonstragao do Lema 18, de
fato, a verificac@o de tal hipitese segue basicamente da compacidade de Bys e [—M, 0] em

H*N Hg(Q) e R respectivamente e do fato de todos os espagos envolvidos serem separaveis.

Seja (u,v,\,h) € @~1(0,0,0). Podemos supor sem perda de generalidade que h = iq.
A derivada parcial 0Q(u,v, A, iq)/0(u,v,\) definida de H*N HZ(Q) x H*N HZ(Q) x R em
L2(Q) x L*(2) x L'(99Q) ¢ dada por

0Q
d(u,v, A)

(uava)‘>i9)(') = (a(f;cif/\)(uavv)‘viﬁl)(')v8(2%(“7”7)‘7i9)(')7

0Q3 .
o o 0)

) . .
m(u,v,xm)(a,@,m = (AT+Ni+ \u

) . .
(MQUQ/\)(% v, A i) (1,0, ) = (A% + N+ v
_ 05 n i) (0, A) = {AuAimLAvAuH
I(u,v,\) 7 o 09

Agora, DQ(u,v,\,iq) definida de H* N HZ(Q) x H* N HZ(Q) x R x C3(,R") em
L3(Q) x xL*(Q) x L'(09) pode ser calculada como no Lema 18 e é dada por
DQ(U,’U,)\,Z'Q)(‘) - (.DQl(U,’U,)\,’iQ)('),DQQ(U,’U,)\,iQ)('),
DQg(U,U, )\aZQ)()>

DQ1(u,v, N, iq) (4,0, A\ h) = (AZ+ N (04 —h-Vu)+ I
DQs(u, v, N\, iq) (0, 0, A, h) = (AZ4+X)(0—h-Vv)+ v
DQs(u,v, A, iq) (0, 0, A\, h) = { u[A(v h-Vov)+h- V(Av)}
(d

—{—A’U[A i —h-Vu)+h-V(Au )} H@Q
Observe que a hipdtese (1) do Teorema da Transversalidade é facilmente verificada ja

que o operador %(u, v, A, iq) é um operador Fredholm.
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Provaremos entao a hipé6tese (23), ou seja, mostraremos que

RIDQUuvAvis) | _
0Q . -
R(W(U, v, )\, ZQ))

dim {

Suponha por absurdo que isso nao é verdade. Entao, argumentando como no Lema 18,
existem 61, ...,0,, € L*(Q) x L*(Q) x L'(dN) tal que para todo h € C%(Q,R") existem

u,V, A e escalares ci, ..., ¢, tal que

DQ(u,v, A\, iq)(u,, A, h ch i, 05 = = (0},6%,63),

J’]’J

ou seja,
(A2 4 \) (4 — h-Vu) + \u = chel (2.19)
7j=1
(A2 4+ XN) (0 — - Vo) + Ao = ;67 (2.20)
j=1

{AU{A(@—AW)%.V(M)}+AU[A(u—h V) +h-V Au]}’ che?’ (2.21)

Seja {u1,...,up} base ortonormal em L*(Q) para as autofungdes de (2.8) associadas ao

autovalor A e considere os seguintes operadores lineares
Apzyy s L2(Q) — HY*n HL(Q)
Cazyx : H2(0Q) — HY(Q) N HL(Q)

definidos por
w=Ap2 2 f +Cazing € H* N HF(Q)

se
(A2 +Nw — f € [ur, ..., up),
ow

wllug,...,up) e oy —Jem 9.

[Na segao 4.1 mostraremos que tais operadores estao bem definidos.]

Assim, das equagoes (2.19) e (2.20) obtemos que

p m
w—h-Vu= Z §juj + Z Cj.AALHﬂJl- —Ca24n (h . NAU) (2.22)
j=1 j=1

» o . ) .
ja que 8%(11— h-Vu)lag = —h-N%bQ = —h-NAu|spq e

l m
@—il-VU:Zniui+ZCjAA2+)\9]2-—CA2+A<h-NAU) (2.23)
j=1 J=1
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Jé que %(U - h VU)’aQ = —il- N%bg = —il ~NAU|3Q.

Substituindo (2.22) e (2.23) na equagao (2.21) temos que
{Au [h-V(Av)—A(cAm (h-NAv))}vtAv [h.V(Au)—A(cAQ+A (h.NAu))} })m (2.24)

pertence a um subsepaco de dimensao finita para todo h € C5 (9, R™).

Como i € Dy = Diff’(Q) — O temos pelo Lema 18 que Au nio é identicamente
nulo em 9. Assim, o aberto U = {x € 09 | Au # 0} de 92 é ndo vazio e como AuAv =0
em Jf) temos que Av =0 em U.

Escolha h € C®(2, R™) satisfazendo i = 0 em 9 — U. Nessas condicdes (2.24) implica

que

{Au(h : V(Av)) - AUA(CAQH (h . NAu))HaQ (2.25)

pertence a um subespaco de dimensao finita para todo h nas condicées acima. De fato,

para tais escolhas de h temos

CA2+)\ (h . NAU) = CA2+/\(0)
que pertence a um subespaco de dimensao finita e

Av (h : V(Au)) =0 em OQ.

Observe agora que

{Au (h : V(Au)) ~ AvA (CM+A (h : NAu)) }‘

Logo, pela equagao (2.25) obtemos que a aplicacao

. Au(h : V(Av)) ‘U.

Y:h— Au(h : V(AU)))U

definida para h € C%(Q,R") satisfazendo h = 0 em dQ — U possui posto finito. Como
Au # 0 em U, isso sé é possivel [no caso dim > 2] quando V(Av) = 0 em U C 99.

Como Av =0 em U, temos

0Awv
N V(Av) =0em U.

Assim obtemos que a autofungao v de (2.8) satisfaz

B O0Av
~ ON

ou seja, v satisfaz as hipéteses do Teorema 4, e portanto v = 0 em 2, de onde obtemos uma

Av

=0em U,

contradi¢ao provando o resultado.
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Teorema 21 O conjunto
{h € DiffY(Q) | todos os autovalores de (2.8) em h(Q) sdo simples }

¢ residual em Diff*(€).

Prova. Conforme argumentamos na Observaciao 17 podemos supor que a regido Q é C°-

regular. Considere a aplicagao
F : By x [-M,0] x Uy — L*(Q)
definida por
F(u, M\ h) = B*(A% + Mty

onde Uy = Dy — Eyy. Dy € o complementar do subconjunto magro e fachado do Lema
18 e E)js é o subconjunto magro e fechado do Lema 20. Observe que Uys é aberto e denso

em Diff4(Q). Mostraremos, através do Teorema da Transversalidade, que o subconjunto
{h €Uy | (u,A) — F(u, A, h) ndo tem 0 como valor regular }

é magro e fechado em Ujys. Assim, tomando a intersecao do complementar desse conjunto
com M variando em N obteremos pelo Teorema de Baire e pela Proposicao 16 que todos

os autovalores de (2.8) sdo genericamente simples em Diff*(€2).

As hipéteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade sao imediatas. Basta, portanto,

verificar a hipétese (2a).

Suponha por absurdo que exista (u, A\, h) € By x [=M,0] x Uy, F(u, A\, h) = 0 ponto
critico de F. Sem perda de generalidade podemos supor que h = ig. Entao, existe ¢ €
L?(Q) tal que

< DF(u, \,iq)(, A, h), ¢ >=0 (2.26)

para todo (@, A, ) € H* N H3(Q) x R x C*(Q,R") onde DF(u, \,iq) : H* N HZ(Q) x R x
C%(Q,R") — L*(Q) é dada por

DF(u, \,iq) (i, A\, h) = (A2 4+ X)(4—h-Vu)+ Au.

Fazendo A = h =0 em (2.26) temos que

/Qw(A? +ANu=0 Ya e H* N HZ(Q),
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ou seja, 1 € R(A? 4—)\)L = N(A? 4+ )\). Assim, como 09 é de classe C° temos que
Y € H5(Q) N CH*(Q) para algum a > 0 e satisfaz

(A2 4+ Ny = 0emQ
_
Y=aN

w0

Tomando agora A = @ = 0 e fazendo h variar em C°(Q,R") obtemos que

= 0 em 0.

Se h=1u=0e \ varia em R, obtemos

0 = /me + 0)(h - Vu)

_ /Q {(h - Vu)(A2 + N — (A2 + ) (h - Vu)}
. b o . 0 . . oY

- 89{(h.vu)87N(Aw)_Awa—N(h-Vu)—¢a—N(A(h~VU))+A(h-Vu)8—N
) ) o .

— 89{(h-vu)aw(ﬁ¢)—Awaw(h'VU)}
. _OAY du o /i . Ou

= | 0N ax ~ Mgy (e Ny )

= —/ h NMJ@ Yh € C°(Q,R™)
B 99 ON?2 T

Assim obtemos que
/ h-NAYAu=0 Yhe C°(Q,R")
o0

. 2 o
ja que Aulgn = %bg, implicando que

AYpAu =0 em 0f.

Mas iq € Uy, de onde obtemos uma contradicdo em vista da definicao de Uys e do Lema
20.

2.4 Simplicidade genérica dos autovalores em regioes simétricas

Considere o seguinte subgrupo I' do grupo ortogonal O(n) isomorfo a Zs:

I'={l,g}onde g #1eg®=1,
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ou seja, g € a rotacao de m em torno de um eixo ou uma reflexao em relagao a um hiperplano.
Dizemos que 2 C R"™ é I'-simétrica ou ['-invariante ou simplesmente simétrica ou invariante

se gf) = ) para todo g € I

Estudaremos nesta secao a simplicidade genérica dos autovalores de (2.8) em regides
simétricas ) C R™ invariantes por I'. A topologia considerada aqui é a restri¢ao da topologia

definida na secao 2.3 para regioes simétricas, ou seja, regides invariantes por I'.

Seja © C R™ um aberto, conexo, limitado, C¥-regular, k > 4, I'-simétrica e
Diff’;(Q) = {h € Diff*(Q) | h(gz) = gh(z) para todo = € Q}.
[Observe que se 2 é uma regiao invariante entao h(£2) também o é.]

Nesta secao mostraremos que, genericamente no conjunto das regioes {2 C R", n >
2, C*-regulares, abertas, conexas, limitadas, invariantes por I, todos os autovalores do
problema de Dirichlet para o Bilaplaciano sao simples. Para isso, mostraremos que existe
um subconjunto residual de h € Diff’;(Q) tal que todos os autovalores de (2.8) em h(£2) sao
simples. Como u o g é autofungio se u o é com |lu|z2(q) = |[u o g[|12(q) temos que se todos
os autovalores de (2.8) sao simples em h(€2), entao toda autofungdo u deste problema é par

(uog=u)ouimpar (uog=—u) em h(Q).

E importante observar que o mesmo resultado nao vale se considerarmos outros tipos
de simetrias. Nesse caso, pode-se mostrar como Antonio L. Pereira em [22], a existéncia de

autovalores multiplos em qualquer regido simétrica (exceto o caso Zz).

Proposicao 22 Sejam
LX) ={ue L*(Q) |uog=u em Q} e
LX) = {u e L2(Q) |uog = —u em Q}.

Entio L*(Q) = L>(Q)""" @ LQ(Q)impm como soma ortogonal.

Prova. De fato, dado u € L?() temos que u = ue+u, onde u. = 3(utuog) € L>(Q)"" e
U, = 3(u—uog) € LQ(Q)impar. Se ue € L2(Q)""" ew, € LQ(Q)impw temos que [, ucvo = 0 ja
que uev, € L2(Q)™P . Assim temos que a intersecdo dos subespagos L2(Q)" e LQ(Q)imp “
¢é o subespaco nulo, tais espagos sao ortogonais e além disso temos que fQ u? = fQ u?+ fQ u?.

Como o Bilaplaciano comuta com o grupo ortogonal (veja por exemplo [21]) temos que
os subsepacos H*N HZ(Q)P"" = {H* N HZ(Q)} N L2 Q)P e HAN HZ(Q)"™™" = {H*n

H2(OQ)IN LQ(Q)imp “" sdo invariantes para esse operador.
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Para obtermos nosso resultado de genericidade procederemos da seguinte forma: mos-
traremos separadamente em cada subespago (par e impar) que, genericamente no conjunto
das regices I'-simétricas, todos os autovalores de (2.8) sao simples. Posteriormente mos-
traremos que cada autovalor miltiplio de (2.8) deve bifurcar em autovalores simples por
pequenas perturbacoes simétricas. De fato, provaremos que se isto nao ocorresse existiriam

duas autofuncoes u e v de (2.8), par e impar respectivamente, satisfazendo
(Au)? = (Av)? em 09.
Mas tal propriedade (como veremos) é “excepcional”.

Para provarmos a simplicidade genérica de todos os autovalores nos subespagos par e
impar precisamos de resultados analogos aos Lemas 18 e 20. De fato, tais resultados valem

trocando Bj; por

par

BY = {ue H*n H3Q)™ — {0} | [lu]| < M},

e Diff>(Q) por Diffg(Q). A tnica diferenca nas demonstracdes é na escolha dos h em
C5(Q,R™). Na prova dos Lemas 18 e 20 escolhemos h identicamente nula em 9 — U onde
U é um subconjunto aberto de Q). Agora se faz necesséria a escolha de h identicamente nula
em dQ—{UUgU} pois as funcées h € C°(Q, R™) devem satisfazer também h(gz) = gh(zx) em

Q. Tais escolhas de i nio modificam o restante da demonstracio ji que u € H* N HZ (Q)P*"
satisfaz Au|y = 0 se e somente se Au|yy = 0.

Assim, as provas dos Lemas 23 e 24 seguem de perto a demonstracdo dos Lemas 18 e

20 respectivamente.
Lema 23 Sejam Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C°-reqular com gQd = Q, n > 2 e
J C 02 um subconjunto aberto mao vazio. Considere a aplicagao diferencidvel

G : B x [~M,0] x Diff3(Q) — L2(Q)"" x H2(J)

definida por
G(u, A\, h) = (h*(A2 F )R, h*Ah**lu‘J)

onde BY;" = {u € H*n HZ(Q)""" — {0} | |lul]| < M}. Entdo o subconjunto
C = {h e DIE(®) | (0,0) € G(BY" x [~M,0], 1)}
¢ magro e fechado em Diffg(Q).

Lema 24 Seja Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C®-reqular com g = Q en > 2.

Considere a aplicagao diferencidvel

Q: BY x BY" x [-M,0] x D, — L*Q)" x L*(Q)"" x L'(99)
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definida por
_ * 2 x—1 * 2 x—1 * x—1 * x—1
Qu,v, \ h) = <h (A2 + MR, h* (A2 + M) v,{h AR ub* Ah v}‘m)

onde DY, = Diﬁg((l) — 098534 [Cg% ¢ o subconjunto magro e fechado do Lema 23]. Entao

o subconjunto
E]gw ={he D% | (0,0,0) € Q(B%T X Bﬁ;r X [=M,0],h)}
¢ magro e fechado em Diffg(Q).

Observagao 25 Resultados andlogos aos Lemas 23 e 24 podem ser provados da mesma

maneira trocando Bﬁ/}" por
B = {u e Y0 H3(Q)7 — {0} | ul] < M}

e consequentemente 0s espacos de chegada.

Teorema 26 O subconjuto

{h € Diﬁ;(Q) | todos os autovalores de (2.8) em H* N HZ(Q)™"
[respectivamente H* N HZ(Q)"""" | sdo simples em h(Q)}

€ residual em Diﬁé(Q).

Prova. Vamos considerar aqui apenas o caso em que as solugoes da equagao (2.8) se

ar ’ 7 ’ . . ~ . .«
encontram em H* N Hg(Q)p , 0 caso impar é analogo. Considere a aplicacao diferenciavel

F:BY" x [-M,0] x U], — L*(Q)""
definida por
F(u, M\ h) = B*(A% + Mty

onde U3y, = DY, — EY,. DY, é o complementar do subconjunto magro e fechado definido
no Lema 23 e EY, é o subconjunto magro e fechado do Lema 24. Observe que UY, é
aberto e denso em Diﬁg(Q). Mostraremos, através do Teorema da Transversalidade, que o

subconjunto
{heUi, | (u,\) — F(u,\, h) nao tem 0 como valor regular }

é magro e fechado em U f/l. Assim, tomando a intersecao do complementar desse conjunto
com M variando em N obteremos pelo Teorema de Baire e pela Proposicao (16) que todos

os autovalores de (2.8) sdo genericamente simples em Diffg(ﬂ).
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As hipéteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade sao imediatas. Basta entao

verificar a hipdtese (2a).

Argumentando por contradi¢ao, obtemos como na prova do Teorema 21 a existéncia de

duas autofungdes pares nio nulas u e ¢ € H° N HZ(Q) de (2.8) satisfazendo
/ h- NAuAy = 0 (2.27)
o0

para todo h € C3(£,R™) com h(gx) = gh(x) em €. Agora, pelo Lema 27 abaixo podemos
aproximar a funcdo par AuAy por funcdes pares do tipo i+ N em L1 (09). Assim, (2.27)
implica que

AuAyp =0 em 012,

mas ig € U}, de onde obtemos uma contradigéo.

Observe que no caso em que ambas as autofungoes sdo impares o produto AuAy é
ainda uma funcao par. 1
Lema 27 Seja g> = I,g # 1,9(Q) = Q e seja f : 00 — R um funcdo continua par (
fog=1)

Entao eziste V : R™ — R"™ de classe C* com V(gx) = gV (x) em quase todo ponto de
Q tal que V - N|pq estd uniformemente prézimo a f. Se f € LP(0), 1 < p < oo, podemos

aprozimd-la em LP(0RQ).
Prova. Ver [5]. 1

O proéximo lema mostra que a existéncia de duas autofuncoes u e v de (2.8), par e impar

respectivamente, satisfazendo (Au)? = (Av)? em 9Q é “excepcional” em Diffg(Q).
Lema 28 Seja Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C®-regular. Considere a aplicagdo
diferencidvel
G: Bl x By x [-M,0] x 29, — LX) x L2(Q)"™" x L'(09)
definida por
Glu,v,\,h) = (h*(A2 F )R (A2 + AR, {(h*Ah**luﬁ - (h*Ah**lvf}]m)

onde Zf; = Diffy(Q) — C9%, By, = {u € H*n HF(Q)™" = {0} | [lul < M} e B}, = {v €
HY 0 Hy ()™ = {0} | [[o]| < M}. Entao o subconjunto

04, ={h € Z{,|(0,0,0) € G(B}; x Bi; x [-M,0],h)}

¢ magro e fechado em Diffg(ﬂ).
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Prova. Aplicaremos o Teorema da Transversalidade.

A verificagdo da hipétese (3) do teorema é feita como na demonstragdo do Lema 18
usando a compacidade de Bi;, B3, e [-M,0] em H*N HZ(Q)™", H*N HZ(Q)"™"" e R

respectivamente e pelo fato de todos os espagos envolvidos serem separaveis.

Seja (u,v, A\, h) € G71(0,0,0). Podemos supor, sem perda de generalidade, que h = iq.
A derivada parcial 9G (u,v, A, i) /0(u, v, ) definida de H* N HZ(Q)""" x H* N HZ(Q)""*" x
R em L2(Q)™" x L2(Q)"""" x L'(0Q) é dada por

0Go

oG ‘ _ G , ,
m(u,v, Avdg)() = (m(u, v, A, iq)(+), m(u’v7 A i0)(+),
0G3 .

m(ua Ua Aa ZQ)())
oG . -
m(u,v, Nig) (i, ,8) = (A% + N+ du
oG . ,
m(u,v,k,iﬂ)(ﬂ,l},A) = (AQ +)\)U+)\U
0G3 e e iy , _
W(Uﬂ% Aig)(,0,A) = 2{AuAu - AvAva

Agora, DG(u,v, \,iq) pode ser calculada como no Lema 18 e é dada por
DG(U7U7A>Z.Q)(') = (DGl(U,U,)\,’iQ)('),DGQ(U,U,)\,iQ)(‘),

DG (u, v, \, m)(‘))

DG (u,v, \,iq) (@, 0, \, h) = (A2 +N)(i—h-Vu)+ Iu
DGa(u,v, \,iq) (0,0, \, h) = (AZ+ N (6 —h-Vv)+ v
DG (u, v, Ny i) (i, 9, A h) = 2{Au[A(u—h-vu)+h.V(Au)}

~Av [A(o b Vo) + k- V(Av)} }‘
= {h- V((Au)2 - (AU)Q)
+2 [AuA(iL — - Vu) — AvA(D — h - Vv)] H

o

a0’

Observe que a hipdtese (1) do Teorema da Transversalidade é facilmente verificada ja

que o operador %(u, v,ig) definido de H* N HZ(Q)"" x R em L?(Q)P?" é Fredholm.

Provaremos entao a hipé6tese (2/3), ou seja, mostraremos que

i R(DG(U,U,)\,’LQ))
dim { > ) = oo
R(a(u,v,)\) (u7 v, A, 'LQ))
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Suponha por absurdo que isso nido é verdade. Entdo, existem 61, ...,0,, € L*(Q)"" x
L2(Q)™P % L1(8Q) tal que para todo h € C5(Q, R™) satisfazendo h(gz) = gh(zx) existem

u,V, A e escalares ¢y, ..., ¢y, tal que

DG (u,v, A, iq) (i, 0, \, h) Zc] ) = (0},63,03),
ou seja,
(A2 M) (i —h-Vu) + du=> ;0] (2.28)
=1
(A2 +X) (0 —h- Vo) +do =) "¢, (2.29)
=1

icjeﬁ - {h-v((Au)2_(Av)2)

i=1
+2 [AuA(u — i V) — AvA® — - W)} })m (2.30)

Seja {u1, ..., up, v1, ..., v; } base ortonormal em L?(£2) para as autofungoes de (2.8) associ-

adas ao autovalor A sendo {u1, ..., u,} autofuncoes pares e {vy, ..., v;} autofuncoes impares.

Observe que os subespacos par e impar de L?(£2) sdo invariantes pelos seguintes opera-

dores
Apzyy s L2(Q) — HY*n HL(Q)

Cazan : H3(09Q) — HY(Q) N HE(Q)

definidos por
w = Ap2 2 f +Cazrg € H N HF ()

se
(A% + Nw — f € [uy, ey Up, V1,5 .0y
ow
wllug, ..., up, V1, ..., € =— = g em Of.
De fato, podemos resolver o problema no subespaco par, por exemplo

AZXLZT‘JFA . 2(Q)par N H4 N H&(Q)par

Ry HE (0P — HY () N HE ()P

definidos por

D= ARG\ f+CRY g € HY N H ()P
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se
(A2 + N0 — f € [ug, ..., up),

- ow
Wllug, ..., upl e N = Jem [}9]

obtendo @ par. Mas w satisfaz o problema no espago todo implicando que w = w. [Mos-

traremos na segao 4.1 que tais operadores estao bem definidos.]

Assim, podemos resolver as equagoes (2.28) e (2.29) mddulo o subespaco de dimensao

finita [u1, ..., up, v1, ..., v;] obtendo
. p m .
w—h-Vu= Z{Zuz + Z CZ‘.AA2+>\9]1- —Ca24n (h . NAU) (2.31)
i=1 i=1
ja que %(u —h-Vu)|sgq = —h - N%bﬂ = —h-NAu|spq e
. l m .
0= h-Vo=Y Eui+ Y cildari 02 —Caziy (h - NAU) (2.32)
i=1 i=1
ja que 2 (0 — h-Vo)|oa = —h- N2%|s0 = —h - NAv|sa.

Substituindo (2.31) e (2.32) na equagao (2.30) temos que

{i- v [(au)? - (20| + 2| AvA (Cazex (b NAw) ) = Au (Cazps (b Naw) )| }(m

pertence a um subsepaco de dimensao finita para todo h € C°(Q,R"), h(gz) = gh(z).

Como
(Au)? — (Av)? = 0 em 09 (2.33)

podemos concluir que o operador

o(h) = {B-Na?v[(Au)Q—(Av)Q]
+2 [AUA (CAQ+A (h : NAU)) ~ AuA (CAQ+A (h - NAum Hm (2.34)

definido para todo h € C(Q,R") com h(gz) = gh(z) em Q possui posto finito.

Aparentemente © é um operador pseudo-diferencial de primeira ordem em £ jd que o

operador

A(Caran (i van) )

Agora, como estamos tratando o caso particular (Au)? = (Av)? em 9 temos pelo

Método das Solugoes Rapidamente Oscilantes, detalhado na préxima secao, que © de fato
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¢ um operador de ordem zero. De fato, mostraremos na secao 4.2 que se © é um operador

de posto finito entao é necessario que

3?\7 (Au)2 — (AU)Q] )89 =0. (2.35)

Agora, da equacao (2.35) obtemos que
(Au — Av)i(Au + Av) + (Au + Av)i(Au — Av) =0 em 02 (2.36)
ON ON B ‘ ‘

Como u e v sdo autofungoes par e fmpar respectivamente do Bilaplaciano satisfazendo

(2.33) e ig € Zf(/[ temos pelo Lema 28 que existe um aberto nao vazio U C 02 tal que
Au—Av #0em U. (2.37)

Consequentemente, temos que
Au+ Av=0em U. (2.38)

Assim podemos concluir pelas equagoes (2.36), (2.37) e (2.38) que

A(u+v):£VA(u+v)EOem U,

ou seja, a autofuncdo w = u + v de (2.8) satisfaz as hipdteses do Teorema 4. Logo po-
demos concluir que w = 0 em 2, ou seja, u = v = 0 em 2 ji que H4ﬂH&(Q)pw N
H*N HH(Q)"™*" = {0} de onde obtemos uma contradi¢do pois por hipStese, u e v sdo

autofuncoes nao nulas de (2.8).

Teorema 29 Os autovalores da equagao (2.8) sao genericamente todos simples em Diff;} (Q),
ou seja, existe um subconjunto residual F C Diﬂ'g(Q) tal que para todo h € F todos os au-

tovalores de (2.8) em h()) sdo simples.

Prova. Pela Observacio 17 podemos supor que 2 é C°-regular. Seja A um autovalor de
(2.8) em . Podemos supor também, sem perda de generalidade, pelo Teorema 26, que A
é um autovalor simples de (2.8) em L?(Q)"" e L?(Q)"""*". Entdo, existem autofuncdes u

e v de (2.8) associadas ao autovalor A comu =uoge —v=voy, [u?= [,v?=1.

Se permitirmos uma pequena perturbacao h(t,z) = x+tV(x) da regiao Q com V(gz) =

gV (z), obtemos pela Proposicao 15 dois ramos de autovalores simples Apor € Aimpar, per-

impar

turbacoes do autovalor A associados aos subespacos L?(Q)""" e L?(Q) respectivamente.
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De fato, nesses subespagos A é um autovalor simples e vale a expressao (2.12) para Apq, €

Aimpar Numa vizinhanca do 0 em R, ou seja,

Apar(t) = A+ /Q V. N(S;\Z)Q FO(2) e (2.39)
Aimpar(t) = A + t/Q V. N(SZJ\;)Q +O(t). (2.40)

Pelo Teorema 13 e pelas expressoes (2.39) e (2.40), A se bifurca em dois autovalores simples

pela perturbagao simétrica de §2 a nao ser, talvez, se

(Zu) = (Z0) e o

ON? ON?
Seja wy = u+vew_ =u—v. wiew_ sao autofungdes de (2.8) em Q com [, wi =
Jowr=2e¢

2 2 2 2 2 2
8w;8w2_ B (81;+81)2><81¢2_81)2) (2.41)

ON*“ ON ON ON“/ \ON ON

0%\ 2 0%v \ 2

B (GNQ) - <8N2> (242
= (Au)? — (Av)? =0 em 99 (2.43)

j4 que para u,v € H* N H2() temos 86—]\2[2]39 = Alpq. Observe que, pelo Lema 28, (2.43)
nao pode se anular genericamente em Diffg(Q). Logo, qualquer autovalor de (2.8) se bifurca

em autovalores simples através de pequenas perturbacoes simétricas de contorno.

Assim, em um subconjunto aberto e denso de h € Diﬂ'g(Q) todos os autovalores de (2.8)
em h(Q) com médulo < M sao simples. Logo, em um subconjunto residual de h € Diﬂg(Q)

todos os autovalores de (2.8) sao simples em h(2).



CAPITULO 3

Perturbacao de Contorno para um

problema nao linear

3.1 Genericidade da propriedade de isomorfismo para uma

classe de operadores lineares

Sejam a : R - R, b: R* — R" e ¢ : R” — R funcdes de classe C3, considere o operador
diferencial formal
L=A%+a(z)A+b(z)-V+c(z) =R

Mostraremos nesta secao que o operador

Lo:H'NnHX(Q) — L*Q) (3.1)

u — Lu

é genericamente um isomorfismo no conjunto das regices 2 C R™, n > 2, abertas, conexas,

limitadas, C*-regulares. Mais precisamente, mostraremos que o subconjunto

T = {heDiff*(Q)| o operador h*Lh(Q)h*_l de H* N H2(Q) em L*(Q)

é um isomorfismo} (3.2)

¢é aberto e denso em Diff4(Q). Observe que o operador h*Lh(Q)h*_l ¢ um isomorfismo
se somente se o operador Lyqy de H* N H§(h(2)) em L?(h()) é um isomorfismo jé que
h* e h*~! sdo isomorfismos de L?(h(R2)) em L*(Q) e H* N HZ(Q) em H* N HZ(h())

respectivamente.

Considere a aplicagao diferenciavel

K : H'n H3(Q) x DiffY(Q) — L*(Q)
(u,h) — h*Lh(Q)h*_lu.

47
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Pelo Teorema das Fungoes Implicitas (ver por exemplo [19]) obtemos que o subconjunto Z
é aberto em Diff*(Q). Assim, para concluirmos nosso resultado, basta mostrar a densidade
de 7.

Proposicao 30 Sejam a : R — R, b : R® — R”, ¢ : R® — R funcées de classe C?,
Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C*-regqular e h € Diff4(Q). Se zero € valor reqular da

aplicacdo

Kn:H'NHZ(Q) — L*Q)

u — h*Lh(Q)h*ilu,

entdo o operador h*Lh(Q)h**l € um isomorfismo.

Prova. Observe que 0 é valor regular de K} se somente se h*Lh(Q)h**l é sobrejetora.
Agora, o indice de Fredholm dessa aplicacio é zero, pois h* e h*~! sdo isomorfismos e o
indice de Fredholm de Ljq) ¢ zero. Logo h*Lh(Q)h*_l é bijetora e continua e entao, pelo

Teorema do Grafico Fechado um isomorfismo. |

Teorema 31 Sejam a:R” — R, b:R" = R" e c: R"” — R funcées de classe C3. Entdo
o operador Lq definido em (3.1) € genericamente um isomorfismo no conjunto das regioes
Q C R”, n > 2, abertas, conexas, limitadas, C*-requlares. Mais precisamente, se Q C R"

(n > 2) ¢é uma regido aberta, conexa, limitada, C*-regular, entdo o subconjunto I definido
em (3.2) € aberto e denso em Diff(Q).

Prova. Pela Proposicao 30 precisamos mostrar que 0 é valor regular de K em um subcon-
junto residual em Diff4(Q) para concluirmos que L é genericamente um isomorfismo no
conjunto das regides C*-regulares. Para isso, mostraremos através do Teorema da Trans-
versalidade que existe um subconjunto residual em Din4(Q) tal que zero é valor regular do

operador K, obtendo assim o resultado desejado.

Como sempre, a dificuldade para mostrar tal afirmagao é verificar a hipdtese (2a) do
Teorema da Transversalidade. Suponha por absurdo que exista (u,h) € K~1(0) ponto
critico. Sem perda de generalidade, podemos supor pela ‘mudanca de origem’ que h =
iq. Podemos supor também que © é CP-regular ja que regides de classe C* podem ser
aproximadas por regioes de classe C°. Sendo (u,in) ponto critico temos que existe v €
L?() tal que

/ vDK (u,iq) (i, h) = 0 para todo (u, h) € H* N H2(Q) x C°(Q,R") (3.3)
Q
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onde DK (u,ig) de H* N HZ() x C5(Q,R™) em L?(Q) é dado por
DK (u,iq)(t, h) = La(i — h - Vu).
Escolhendo h = 0 e fazendo © variar em H* N HZ(£2) obtemos que
/QULQiL = 0 para todo @ € H* N H3(Q)
de onde podemos concluir que v € H* N HZ(2) N C**(2) para algum « > 0 e satisfaz
Lov=0em Q
onde L de H* N HZ(Q) em L?(2) é dado por
Liv = A%v 4+ aAv + (2Va — b) - Vo + (¢ + Aa — div b)v.

[Note que u € H°(Q2) j& que 2 é C°-regular.]

Portanto, se escolhermos @ = 0 e variarmos h em C%(€, R™) na equacio (3.3) obtemos

que
0 = —/vLQ(h-W)
Q
- /{(h-vu)Lgv_vLQ(h-w)}
Q
g /;: ou : ou 0Av . ou\ Ov
= ég{maz\r(h'NaN)—h'NaNaN—A(h'NaN)aN}

+/(m{v£v(ah-N§;\‘7)—h-Nag‘\’[g\‘[—vh-N;l\‘[b-N}

. d%u
= /th-NAUaN2

= / h-NAvAu Yh € C°(Q,R")
o0

s 2 .
ja que Aulgo = % . Logo podemos concluir que
o0

AvAu =0 em 0f).

Portanto para concluirmos que Lg é genericamente um isomorfismo em Diff(Q), basta
mostrar que tal propriedade nao se verifica genericamente em Diﬁ4(Q). Para isso, conside-

remos a aplicagao diferencidvel
H : B2, x Diff5(Q) — L2(Q)° x L}(89Q)
definida por

H(u,v,h) = (K (u, h), h* Ly "~ o, h* AR~ ub* AR olag)
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onde B3, = {(u,v) € H* N Hg(ﬂ)2 | lu]l, [Jlv]] < M}. Mostraremos através do Teorema da

Transversalidade que o subconjunto
Hu = {h € Diff°(Q) | (0,0,0) € H(Bj, h)}

é magro e fechado em Diff5(Q) para todo M € N. Assim, o conjunto dos difeomorfismos

tal que existem solugdes u,v € H°(£2) de

Lu=20 em

 ou (3.4)
u-aN—O em 02

L*v =0 em ()

o (3.5)
v—aN—O em 02

satisfazendo
AvAu =0 em Of)

é magro e fechado em Diff?(Q) obtendo o resultado tomando unido com M variando em N.

A hipéteses (1) do Teorema da Transversalidade é imediata j& que %—f (u,ign) é Fredholm.
Basta entdo verificar que a aplicacdo (u,v,h) — h: H71(0,0,0) — Diff5(Q) é prépria e a
hipé6tese (23).

Inicialmente verificaremos que a aplicagio (u,v,h) — h : H~1(0,0,0) — Diff5(Q) é
prépria. Para isso, seja {(tun, Un, hn)tnen € H~1(0,0,0) uma sequéncia com h,, — iq em
Diff?(£2) (o caso geral é analogo). Como {(un, vs) }nen C B2, passando a uma subsequéncia,
existe por compacidade (u,v) € H3(Q)? tal que u, — u e v, — v em HZ(Q). Para todo

n € N temos
b (A2 FaA+b-V 4 c)h;—lun =0 = KAy, = —hE (aA TbhV A+ c)h;;—lun,
ou seja, para todo n € N temos que

un = —ht(A2)L (aA YbV c) h: ", (3.6)

j4 que A? é um isomorfismo. Pela secio 1.2 temos que o lado direito da equacdo (3.6) define
uma aplicacio analitica de HZ(Q) x Diff>(Q) em H* N HZ(Q). Tomando o limite de (3.6)

com n — 400 obtemos que u € H* N HZ() e satisfaz
A*u+ alAu+b-Vu+ cu = 0.
Mais ainda, por (2.5) temos que
1A (un = u) + LM (up = )2 = IR A% ™ (un — w20
= 1A% e By (0 4BV ¢y il (e
— HAzu—i—aAu—i-b‘Vu—l—cuHLz(Q) =0 (3.7)



CAPITULO 3. PERTURBACAO DE CONTORNO PARA UM PROBLEMA NAO LINEAR51

quando n — +oo j& que u, — u em HZ(Q) e hy, — ig em Diff’(Q2) quando n — +oo. Por
(2.6) temos também que
L7 (= )| 12() < 2Me(hn) (3:8)

ja que {(un,vn)} C B2, onde e(h,) — 0 quando h,, — ig em Diff’(Q). Assim, podemos
concluir pelas relagoes (3.7) e (3.8) que

| A2 (wu, — u)||2(q) — 0 quando n — +oo. (3.9)
Como o A? ¢ um isomorfismo de H* N HZ(2) em L?(Q) existe ¢y > 0 tal que

HAQ(un - U)HB(Q) > co|un — UHH4mHg(Q)

de onde obtemos que u, — u em H*N HZ(Q) e |]uHH4an(Q) < M jéa que ||UnHH4mHg(Q) <
M para todo n € N. Analogamente podemos provar que v, — v em H* N HZ(Q) e
Hv||H4mHg(Q) < M de onde obtemos que a aplicacio (u,v,h) — h: H~1(0,0,0) — Diff>(Q)
é propria.

Finalmente verificaremos a hipdtese (23) mostrando que

, R(DH (u,v,h))\ ~
an {R<%};I(u v h)) } B

para todo (u,v, h) € H=%(0,0,0). Suponha por contradicio que exista (u,v, h) € H~1(0,0,0)

tal que essa afirmagao seja falsa (pela “mudanca de origem”podemos supor que h = iq).
Entao existem 6y,...,6,, € LQ(Q)2 x L'(8Q) tal que para todo i € C5(Q,R") existem
w,0 € HY N HZ(Q) e escalares cy, ..., ¢, € R tal que

DH (u,v,ig) (i, 0, h) ZcZ i, 0= (6],02,67) (3.10)

1771771

onde DH (u,v,iq) : H*N HZ(Q)? x C5(Q,R™) — L?(2)? x L' (9Q) pode ser calculada pelo

Teorema 6 e é dada por
DH(u,v,ig)() = (DHi(u,v,i0)(-), DHa(u,v,i0)("),
DHs(u,v,i)(-))
onde

DH;(u,v,i0)(i,0,h) = Lo(t—h-Vu)
DHs(u,v,i0)(t,0,h) = L& —h- Vo)
DH;(u,v,i0) (i, 9, h) = {AvA(ﬂ—HVu)—i—AuA(@—h-Vv)

+h - Naa (AUAU)HBQ
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pois AuAv = 0 em 99 implica que V(AuAv) = %(AUA’U)N em 0f). Assim, temos por
(3.10) que

m

Lo(i—h-Vu) = ) b} (3.11)
=1

Ly —h-Vv) = >} (3.12)
=1

St = {AUA(u — i V) + AuA (o — b - Vo)
=1

.9
e NTN@UM)}]@Q. (3.13)

Seja {uq,...,u;} uma base para o nucleo de Lq e considere os operadores
Ap : L2(Q) — H* N HY(Q)
Cr,: H3(0Q) — H* N HL(Q)

definidos por
w = Ar(z) +CL(g)

onde Lw — z pertence a um subespago complementar de R(Lgq) em L?(Q) escolhido previ-
amente, g—]‘\u, =gem 9N e [owd =0 para todo ¢ € N(L). Seja também {vy,...,v;} uma

base para o nucleo de LY, e considere os operadores
Ap 1 LX(Q) —» H N H} (Q) e
Cr- : H2(0Q) — H*n HLY(Q)

definidos de modo andlogo. (Na secdo 4.1 provaremos que esses operadores estdo bem

definidos.)
Entao pelas equagoes (3.11) e (3.12) temos que

l m

’[L—h-VUZZfiui—i-ZCiAL@il —CL(hNAu) (3.14)
i=1 i=1
s o . 7 _ 7 82U _ 7
ja que gy (i —h- Vu)‘aQ = —h-Ngys . —h - NAu|pq e
. l m .
0—h-Vo=Y nvi+ Y A —Cre(h- NAv) (3.15)
i=1 i=1
ja que i(i}—h-V@)‘ = —h-N&Zy = —h- NAv|aq.
ON 90 ON?Z 90
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Substituindo as equagoes (3.14) e (3.15) em (3.13) temos que

{h : Na?v(AuAv) — [AuACL- (- NAv) + AvACL (i - NAu)} })89 (3.16)

pertence a um subespaco de dimensao finita para todo h € C >(Q,R™).

Seja U = {z € 90 | Au(z) # 0}. Pode-se mostrar como no Lema 18 que o aberto U é
nao vazio num subconjunto aberto e denso de regices difeomorfas a 2. A demonstragao é

essencialmente a mesma e nao a faremos aqui. Entdao Av|y = 0 ja que AulAv = 0 em 9.
Escolhendo / variando em C®(€2, R") com h =0 em dQ — U temos por (3.16) que

{h : Na%(AuAv) — AvACL(i - NAu)Hm (3.17)

pertence a um subespaco de dimensao finita para todo h nestas condicoes. De fato, para

tais escolhas de h temos que

AuACL-(h - NAv) = AuACr-(0)
pertence ao subespago de dimensao finita [AuAwvy, ..., AuAv;] onde {v1,...,v;} é uma base
para o nucleo de NV (L§). Portanto, temos que

{h : Na%(AuAv) — AvAC(h- NAU)HU _j.n2

G—N(AUAU) . (3.18)

pertence a um subespaco de dimensio finita para cada h € C5(£2,R™) com h=0emdQ—U.

Logo podemos concluir que a aplicacao
R AN )‘
— h+ N—(AulAv
ON U

tem posto finito. Agora, isto s6 é possivel ( dim Q > 2) quando

%(AUAU) =0em U. (3.19)

Logo, como Av|y = 0 e Auly # 0 temos por (3.19) que %%\;J‘U = 0, ou seja, a funcao v

satisfaz as hipdteses do Teorema 4 de onde obtemos que v = 0 em ). Mas v por hipdtese

é nao nula de onde obtemos uma contradi¢ao provando o resultado.

3.2 Simplicidade genérica de solugoes

Seja f(x, A\, y, ;) uma funcdo real de classe C* definida em R™ x R x R™ x R satisfazendo

f(x,0,0,0) = 0 para todo x € R™. Provaremos que, genericamente no conjunto das regioes
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Q C R”, n > 2, abertas, conexas, limitadas, C*-regulares, todas as solucdes u de

{ A%y ;Luf(x,u, Vu,Au) =0 em (3.20)
u=455=0 em Of)
sao simples, isto é, a linearizacao
L(u) : W A WFP(Q) — LP(Q)
U — A% + %(-,u, Vu, Au)Ad
I
—l—gg(-,u, Vu, Au) - Vi + g‘;\c(, u, Vu, Au)t

¢ um isomorfismo. Observe que isto independe do valor de p em [1, +00).

Trabalhamos com solugdes de (3.20) em WP N VVO2 () com p > % pois para tais
escolhas de p, WP N I/VO2 P(Q) c C**(Q) continuamente para algum o > 0.

Segue diretamente do Teorema da Funcgao Inversa em espacos de Banach que, se todas
as solucoes de (3.20) sdo simples, tais solucdes formam um conjunto discreto em W4P N
W02 P(Q1). Além disso, se ainda supusermos que f é uma fungao limitada, obteremos que o

conjunto das solugoes de (3.20) é finito.

Observagao 32 A fun¢ao nula € sempre solugdo de (3.20) ja que por hipétese f(x,0,0,0) =
0 em R". E conveniente estudar a simplicidade genérica dessa solucao separadamente. Se-
gue do Teorema 31 que existe um subconjunto aberto e denso em Diff* (Q) onde a linearizada
de (3.20) em uw = 0 € um isomorfismo, ou seja, onde a solugao nula de (3.20) é simples.

Basta, portanto provar a simplicidade genérica das solugoes nao nulas.

Proposicao 33 Sejam Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C*-regular e f(x, \,y, 1) uma
funcdo real de classe C? definida em R™ x R x R® x R. Se, para algum h € Diff4(Q) zero €

valor regular da aplicacdo
F: W2 aWw,P(Q) — LP(Q)
u — WAPR T4 B FC R e, VR b, AR T ),

entao todas as solugoes de (3.20) em h(Q)) sao simples.

Prova. Se 0 é valor regular de F}, temos que a sua linearizada h* L(h* ™ u)h* ™! é sobrejetora
para todo u € F;,~1(0). Agora, o indice de Fredholm de tal aplicacio é zero. Isso segue das
propriedades 2 e 4 da secdo 1.3 ja que h* e h* ! sdo isomorfismos de LP(h(f2)) em LP(Q)
e W4P N Wg’p(Q) em W4P N Woz’p(h(ﬂ)) respectivamente e L(h*1u) é uma perturbacio
compacta de A% (um operador Fredholm de indice zero). Logo tal aplicacdo é bijetora e

portanto um isomorfismo pelo Teorema do Grafico Fechado. 1
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Proposicao 34 Uma fungdo u € WP N WOZ’p(Q) € solugao simples de

{ h*A2h*_1U 4 h*f(’ h*_1u7 Vh*_IU, Ah*_lu) =0 em Q’ (321)

u:g—}\‘[:O em 0f)

se somente se v = h*"1u € solucdo simples de (3.20) em h(S).

Prova. Sejau € WP n WO2 P(€2), como h* e h* ! sdo isomorfismos temos que

REAZR "+ B FC R T, VR e, AR T ) = 0
— A a4 (R e VRS S, AR T ) = 0,

ou seja, u é solucao de (3.21) se somente se h*~'u é solucao de (3.20) em h(£2). Novamente
usando o fato de que h* e h* ! sdo isomorfismos temos que h*L(v)h* ™! é isomorfismo em
WP N Woz’p(ﬂ) se somente se L(v) é isomorfismo em WP N Wg’p(h(Q)). 1

A Proposigao 34 nos diz que estudar a simplicidade genérica das solugoes de (3.20) é
equivalente a estudar a simplicidade genérica das solugoes de (3.21). Portanto, de acordo
com a Proposigao 33, obteremos a simplicidade genérica de todas as solugoes de (3.20) se
mostrarmos que para a maioria das h € Diff4(Q) zero ¢é valor regular da aplicacao Fj,. Para

isso, mostraremos que zero é valor regular de

F: By x DiffY(Q) — LP(Q)
(u,h) — RN T+ B R T e, VR S, AR T ) (3.22)

onde By = {u € W4P N WOQ’p(Q) — {0} | |lu]] £ M} para todo M € N, verificando as
hipéteses do Teorema da Transversalidade. De fato, mostraremos que para todo M € N
existe um subconjunto aberto e denso em Diff*(Q) onde a restricio de F' a este conjunto

possui zero como valor regular, de onde o resultado segue pelo Teorema de Baire.

Observacao 35 Aplicando o Teorema da Fungao Implicita em (3.22) obtemos que

Fu = {heDiff4(Q) | todas as solugies u de

(3.21) com ”u"w4’pmwg,p(g) < M sao simples}

€ um subconjunto aberto de Diﬁ4(Q) para todo M € N. Se consequirmos provar que tal
subconjunto é também denso em Diff*(Q) obtemos o resultado tomando intersecio com M
variando em N. Precisamos provar entdo a densidade de tal subconjunto. Agora, para
provarmos tal densidade podemos trabalhar com regices de regqularidade maior (por exemplo
C™) jd que regives de classe C* podem ser aprozimadadas por regives de classe C* com

k>5.
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Como no capitulo anterior, se aplicarmos o Teorema da Transversalidade para F' definida

m (3.22), ndo obtemos imediatamente uma contradi¢gdo. O que obtemos é que os possiveis
pontos criticos devem satisfazer certas propriedades especiais. A idéia entao é mostrar que
essas “propriedades especiais” s6 podem ocorrer para um conjunto “excepcional” de regioes
para entao restrigir o problema ao complementar e aplicar o Teorema da Transversalidade
nesse novo conjunto de regides. No caso presente a “ situagao excepcional” é caracterizada

pela existéncia de uma solugao u de (3.20) e de uma solugdo v do problema

{L*( wv=0 em

v—aN 0 em 0N

satisfazendo a propriedade adicional AuAv = 0 sobre 0f2. Para mostrar que esta situacao

é realmente “excepcional” consideramos a aplicagao
Q : Apnrp X Appg x Diff?(Q) — LP(Q) x LY(Q) x L'(00)
definida por

Quv,h) = (AW ut B F(h T, VA AR ),
h*L*(h*’lu)h*’lv,h*Ah*’luh*Ah**lv‘ )
o0

onde Ay, = {u € W A WEP(Q) — {0} | ||ul < M},
Apg = {u € WHAWHI(Q) — {0} | ju] < M} e

L*(w) = A2+—( w, Vw, Aw)A

[ (l w,Vw,Aw)) - g(-,w, Vw,Aw)] Rv

ou dy
A[a (-, w, Vw Aw)] — div (%(-,w,Vw,Aw))
8 ( w, Vw, Aw)

e entao utilizamos a condigao 2() do Teorema da Transversalidade.

Para provar a excepcionalidade da propriedade acima precisamos antes do seguinte

resultado:

Lema 36 Sejam Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C°-reqular, n > 2, p > 5, J C 0Q
um subconjunto aberto ndo vazio e f(x,\,y, ) uma funcdo real de classe C? definida em
R" x R x R™ xR com f(-,0,0,0) = 0. Considere a aplica¢ao diferencidvel

G : Ay x DIff5(Q) — LP(Q) x W2 7(J)



CAPITULO 3. PERTURBACAO DE CONTORNO PARA UM PROBLEMA NAO LINEAR57

definida por
G(u, h) = (h*AQh**lu R R e, VR, AR ), h*Ah**lu‘J)

onde Ay = {u € W N WP(Q) — {0} | [|ul| < M}.

FEntao
Cfy.y = {h € Dff*(@) | (0,0) € G(Aw, )}

¢ um subconjunto magro e fechado em Diff5(Q).

Prova. Usaremos o Teorema da Transversalidade.

Observe que a aplicagdo G é diferenciavel. A diferenciabilidade em h é comentada na
secio 1.2 e a diferenciabilidade em u segue do fato de f ser uma funcio de classe C? e do
fato de p > % ( assim W*P N WOQ’p(Q) C C?%(Q) continuamente para algum « > 0).

DG(u,iq) de W4P N Woz’p(Q) x C°(Q,R™) em LP(Q2) x WQ_%’p(J) pode ser calculada

pelo Teorema 6 como no exemplo 2 da secao 1.2 e é dada por

DG(u,iq)(i, h) = (L(u)(u — k- V),
O0Au
{A(u—h Vu)+h- N H )
A verificagao das hipéteses (1) e (3) do teorema sao anélogas a feita na demonstragao

do Teorema 31. Logo, verificaremos somente a hipdtese (23) provando que

. R(DG(u,h))\ ~
dim {R(%S(u,h))} =

para todo (u,h) € G71(0,0). Suponha por contradicio que exista (u,h) € G~1(0,0) tal
que essa afirmacgao seja falsa (pela “mudanga de origem”podemos supor que h = ig).
Entao existem 61, ...,60,, € LP(Q) X Wz_%’p(J) tal que para todo h € C(Q,R") existem
we WHrn Wg’p(Q) e escalares cq, ..., ¢, € R tal que

DG(u,i0)( ch iy (3.23)
ou seja,
L(u)(i—h-Vu) = Z cif} (3.24)
i=1
0Au U
{A(u— heVu)+ - Na—NH = Y e (3.25)

i=1
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onde
L(u) = A + gi(, u, Vu, Au)A + g‘;(~,u, Vu, Au) -V + g{\(, u, Vu, Au). (3.26)
Seja {ui,...,u;} uma base para o nicleo de Lo(u) = L(u) - e considere os
operadores

Apgy : LP(Q) — W 0 W P(Q)
Cry : WP9(89) — WP N WY #(2)
definidos por
w = AL(u) (Z) + CL(u) (Q)

se L(u)w — z pertence a um subespaco complementar fixo de R(Lg(u)) em LP(£2), g—}\”, =g
em 0f2 e fQ w¢ = 0 para todo ¢ € N(L§(u)). (Nasegao 4.1 provaremos que esses operadores

estao bem definidos.)

Escolhendo i € C%(Q,R") tal que i =0 em 9 — J obtemos de (3.24) que

l m
0—h-Vu= Z&,uz + Z CiAL(u)(Qil) (3.27)

i=1 i=1
j& que para tais escolhas de h temos que @ — h - Vu € WP N Wg’p(Q).
Substituindo a expressao (3.27) em (3.25) obtemos que

. 0Au
h-N——-
ON 1J
pertence a um subespaco de dimensdo finita para todo h € C5(2,R").  Agora, como

dim € > 2 temos que isso s6 é possivel se

0Au
87]\[ =0em J.

Entao temos que a funcao u satisfaz

A%u+ f(-,u,Vu,Au) =0 em Q

u:%zo em {2 (3.28)
Au:%A—Nuzo em J.

Observe agora que u satisfaz as hipéteses do Teorema de unicidade do problema de Cauchy
(Teorema 4). De fato, como u € W*P(Q) N C**(Q) para algum o > 0 (p > %) e satisfaz a
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equacdo uniformemente eliptica A%u + f(-,u, Vu, Au) = 0 em € temos que u € W*P(2) N
C4e(Q). Além disso, u = g—;{, = Au = % =0em J C 00 e satisfaz

|A2u| < |f(,U,VU,AU)|
< ]f(,u,Vu,Au) - f<707070)‘
<

mgx{|Df(',u,Vu, Au)|}<]u| + |Vu| + |Au!>,
ou seja, existe cg > 0 tal que
A%] < coJul + |Vl + | Au])
uniformemente em 2. Logo temos que u = 0 obtendo uma contradigao. 1
Lema 37 Sejam Q C R™ um aberto, conexo, limitado, C°-reqular, n > 2, p~ '+ ¢ ' =1

comp> 5 e f(x, Ay, n) uma fungio real de classe C? definida em R™ x R x R” x R com
f(-,0,0,0) = 0. Considere a aplicagcdo diferencidvel

Q : AM7p X AM7q X DM,f — LP(Q) X Lq(Q) X Ll(aﬁ)
definida por
* A 27 x—1 * x—1 x—1 x—1
Q(u,v,h) = (h AR B F R, VRS, AR ),
h*L*(h**lu)h**lu,h*Ah**luh*Ah**lv‘ )
o2

onde Aprp = {u € WH N WFP(Q) — {0} | [lu] < M},
Aprg = {u € W AWEYQ) — {0} | Jull < M}, Dyry = Difi*(Q) — €39, C4 como no
Lema 36 e

L*(w) = A2+g£('7w,Vw,Aw)A

—l—[?V(gi(‘,w, Vw,Aw)) — g‘;(-,w, Vw, Aw)] -V
+A [gl{(-,w,Vw,Aw)] — div (g‘;(-,w,Vw,Aw))
—i-g‘;(-,w,Vw,Aw).

FEntao
EMJ = {h S DM,f | (0,0,0) S Q(AM,p X AM7q,h)}

¢ um subconjunto magro e fechado em Diff?(Q).
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(Observe que L*(w) é o adjunto formal de L(w) definido por (3.26).)

Prova. Como sempre aplicaremos o Teorema da Transversalidade. A diferenciabilidade
de @ é clara. De fato, a diferenciabilidade com relacao a h é comentada na secao 1.2 e a
diferenciabilidade com relacao as outras variaveis segue do fato dos espagos envolvidos serem

limitados e do fato de f ser de classe C3.

A aplicacdo DQ(u, v,iq) de WP NWEP(Q) x WHINWEY(Q) x C5(Q,R™) em LP(2) x
L(Q) x L'(09Q) pode ser calculada como no exemplo 2 da secio 1.2 e é dada por
DQ(u, v, i0) (@, 0, h) = (L(u)(a — I V),

oL* .
0 (u) -v) (4 —h-Vu),

{A(u — b V) A+ AuA (D — b Vo) + - Na?V(AuAv)}‘m)

()6 — b+ o) + (

onde %(u) -v é o operador diferencial de ordem 2 dado por

(aL*(u)m)z = (82f v+ ') -V +02fAv>Az

ow oA Oyou o’
+[2v(£28fﬂv+ 5{;; Vo +§Z’0A )
2 2 2
_<86)\6f gyfv Ut o af DIRE
2 2 2
[(%” + aaxgy Vet ai(;;m)
2 2 2
+A<aa)\éfﬂv+aiéfu Vo +8Mf )

. Of O*f O*f
— div <6)\3 v+ Wv v+ ayauAvﬂz.

(Acima escrevemos f em vez de f(-,u, Vu, Au) para simplificar a notagao.)

As hipéteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade podem ser verificadas como na

demonstragao do Teorema 31. Logo, verificaremos apenas a hip6tese (2(3) provando que

R(DQw v, ) | _
{R( 0Q (u,v,h))}_

dim

O(u,v)

para todo (u,v,h) € Q~1(0,0,0). Suponha por contradi¢io que exista (u,v, h) € Q~1(0,0,0)
tal que essa afirmagao seja falsa (pela “mudanca de origem”podemos supor que h = ig).
Entéo existem 61, ..., 0, € LP(€2) x LI() x L' (8Q) tal que para todo h € C*(, R") existem
w e Whrn Wg’p(Q), veWwhin Wg’q(Q) e escalares c1, ..., ¢y, € R tal que

DQ(u,v,iq)(, 0, h ZCZ iy
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ou seja, tal que

L(u)(i—h-Vu) = i”: cifl} (3.29)
=1

L*(w)(6 — b - Vo) + ( () 1}) (i—h-Va) = 3 e (3.30)
=1

e tal que
Z i = {A(u —h - Vu)Av + AuA (0 — h - Vo)
i=1

.9
we Na—N(AuAv)HaQ. (3.31)

Como na demonstragdo do Lema 36, sejam {ui,...,u;} uma base para o ntcleo de

Lo(u) = L(u) ) {v1,...,u;} uma base para o nicleo de

WaPNWEP(Q
L§(u) e considere os operadores

Apgy : LP(Q) — W AW P(Q)

Crp : W25P(090) — WA A WP (Q)
definidos por
w = Apw)(2) + Crw(9)
onde L(u)w—z pertence a um subespaco complementar fixo de R(Lg(u)) em LP(Q), 3—1“\} =g
em 0Q e [, wp =0 para todo ¢ € N(L(u)) e
Ape(uy : LYQ) — W N Wy 9(Q)

Crouy : W2 09(0Q) — W A WH(Q)
definidos por

t= AL*(u) (z) + CL*(u) (9)

onde L*(u)t — z pertence a um subespaco complementar de R(L{(u)) em L9(2), % =
em 0f) e fQ teo = 0 para todo ¢ € N (Lg(u)). (Na segao 4.1 provaremos que tais operadores

estao bem definidos.)

Pelas equagcoes (3.29) e (3.30) temos que

l m
i—h-Vu=>Y Gui+ > ciArw(0)) — Cruy(h- NAu) (3.32)
=1 =1
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S m
v — h Vv = vai + ZClAL*(u)(GZQ) - CL*(u)(h : NAU)
i=1 1=1

Apew ((aafu (u) ) (i~ h- V). (3.33)

Substituindo tais equagoes em (3.31) obtemos que

{h : Na%(AuAv) — AvA (cL(u)(h : NAu))

FAuA[ A, ((%ﬁ)

(u) - U>CL(u)<h ' NAu)> = Creuy (- NAU)} Hag

pertence a um subespaco de dimensao finita para todo heCP (©,R™), ou seja, o operador

T(h) = {h-N£V(AuAv)—AvA(CL(u)(h~NAu)> (3.34)
oL*

8 [ A (550 - 0) Cr (b NAW) ) ) = Cpegy (- NAW)| ]

definido para todo h € C5(2,R™) possui posto finito.

Mostraremos na secao 4.2 que se T é um operador de posto finito e dim €2 > 2 entao

aiN(AuAv) =0 em 01 (3.35)

Portanto temos que as fungoes u e v satisfazem

{ A%y 8—uf(-, u, Vu,Au) =0 em (3.36)
u= =0 em 02
L* =0 Q
(u()av em (3.37)
v=g5y =0 em 9Q
‘ 9
Aulv|gg = a—N(AuAv)‘aQ =0. (3.38)
Seja U = {z € 002 | Au(z) # 0}. Pela equagao (3.38) temos que
0Av
Av|y = =0.
vl ON lu 0

Observe que o aberto U é nao vazio, ja que ig € D?f e pelo Lema 36 a solucao u de
(3.36) nao satisfaz Au = 0 em 9. Portanto v € W44 N Woz’q(Q) satisfaz as hipéteses do
Teorema 4. De fato, v satisfaz a equagao (3.37) e existe um aberto nao vazio U em 9f2 onde
v = g—;{, =Av = %%}’ = 0. Logo, v =0 em 2 de onde obtemos uma contradi¢ao, provando

o resultado.
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Teorema 38 Genericamente no conjunto das regides abertas, conexas, limitadas, C*-regulares,

todas as solugoes de (3.20) sao simples.

Prova. Pela Observagao 35 podemos supor sem perda de generalidade que a regiao €2 é
CP-regular e pela Observacio 32 basta mostrarmos que as solugdes ndo nulas de (3.20) sdo

genericamente simples em Diff*(Q) para obtermos o resultado.

Considere entao a aplicacao diferenciavel
F . BM X UM,f — LP(Q)
definida por
F(u,h) = K*A2h* M+ b f (-, b, VR L, AR )

onde By = {u € W4:PQWO2’Z’(Q)—{0} | lull <M}, p>%eUny = Dung—Eny Dagéo
complementar do subconjunto magro e fechado do Lema 36 e Ey; ¢ o subconjunto magro
e fechado do Lema 37. Observe que Uy, é aberto e denso em Diff*(Q). Mostraremos,

através do Teorema da Transversalidade, que o subconjunto
{h € Unmy | w— F(u,h) nao tem 0 como valor regular }

¢ magro e fechado em Upsy. Assim, tomando intersecao para M € N do complementar
desse conjunto obtemos pelo Teorema de Baire e pela Proposicao 33 que todas as solucoes

de (3.20) sdo genericamente simples em Diff? ().

A verificagao das hipdteses (1) e (3) do Teorema da Transversalidade é simples. Vamos

entao verificar a hipdtese (2a).

Para isto, suponha por absurdo que exista (u, h) € F~1(0) ponto critico de F. (Podemos

supor sem perda de generalidade que h = iq). Entao, existe v € LI(Q) tal que
/ v DF (u,iq) (i, h) = 0 (3.39)
Q

para todo (@,h) € W4 N WZP(Q) x C5(Q,R") onde DF(u,iq) : W N WZP(Q) x
C%(Q,R") — LP(Q) é definida por

DF(u,ig)(u,h) = L(u)(t—h-Vu)
onde L(u) = A% + g—i(-,u, Vu, Au)A + g—g(-,u, Vu, Au) -V + %(-, u, Vu, Au).

Fazendo h = 0 em (3.39) temos que

/ v L(u) 0 =0 Vo e W nWiP(Q),
Q
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ou seja, v € N(L*(u)). Assim, como dQ é de classe C° e f é de classe C* temos que
v € WH4(Q) N CH*(Q) para algum a > 0 e satisfaz

L*(u)v= 0em )
{ ( )81) 0 (3.40)

V=g = em Of).

Se @ =0 e h varia em C%(Q, R") obtemos que

0 = —/Qv L(u)(h - Vu)
— /{(hVU)L*(u)v—vL(u)(hVU)}
Q
= AQ{(E.Vu)a(Av) —Ava(?v(h.vu) _v(jv(A(h'VU))-i-A(h-Vu)g;}
of o of

—i—/@ﬂ {vaa—N(h-Vu) — (hVu);])V(g/{v)} +/mv(h-Vu)8)\~N

- /BQ {h . Ng\‘m?v(Av) - Av£v(h : N(?Xf)}

- Lol N aw (500}

= —/ h-NAvAu Yh € C°(Q,R™).
o0

Assim obtemos que
/ h-NAvAu =0 Yhe C?(Q,R")
o0

implicando que
AvAu =0 em 99,

mas i € Uy y de onde obtemos a contradigao desejada.



CApPiTULO 4

O Método das Solucoes

Rapidamente Oscilantes

Quando estudamos problemas de genericidade envolvendo perturbagao de contorno para
Equagoes Diferenciais Parciais nos deparamos com tipos especiais de operadores (pseudo-
diferenciais) de posto finito. Como é bem conhecido, estes operadores devem ter simbolos

de qualquer ordem nulos.

Seria extremamente conveniente obter tais simbolos da teoria abstrata de operadores
diferenciais. Entretanto, isso nao parece disponivel na literatura, embora o “Calculo de
Boutef de Monvel” possa afinal se revelar o instrumento adequado para obté-los. Por outro
lado, D. Henry desenvolve em [5] um método que permite obter condigoes necessdrias para
que os operadores especiais de interesse para os nossos problemas tenham posto finito, base-
ado no comportamento dos mesmos quando aplicados a funcgoes “rapidamente oscilantes”.
Como o comportamento de operadores pseudo-diferenciais é especialmente simples quando
aplicado a tais fungoes, é inteiramente razodvel conjecturar que as condigoes obtidas sejam
exatamente a nulidade dos simbolos acima referida, mas o argumento aqui usado é inde-
pendente desse resultado. O que é crucial é que tais condigoes sao muitas vezes suficientes

para obter a contradicao procurada em nossos argumentos de “genericidade”.

O método provado em [5] (ou em [22]) foi aplicado originalmente a equagoes diferenciais
elipticas de segunda ordem. Nesta secao, estendemos o método para equacoes diferenciais
elipticas envolvendo o Bilaplaciano, obtendo assim resultados de genericidade para esse

operador.

65
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4.1 O Método

Nesta secao trabalhamos com fungoes definidas em abertos de R™ assumindo valores com-

plexos. Para uma dada funcao u deste tipo e um operador linear qualquer T" temos que
Tu = T[Re(u)] +iT[Im(u)]

onde Re(u) e Im(u) sao respectivamente a parte real e imaginaria de u.

Sejam a : R* — C, b: R" — C" e ¢ : R® — C funcoes suaves e considere o operador
diferencial
L=A%4a(z)A+b(x) V+c(z) zeR™

Procuramos inicialmente uma solucéo formal u(z) = e*5() Zk>0 2w)k de

Lu = (2w)?e™ F em
% = UG em 09 (4.1)
u = 0em 00

quando w — +o00 onde Uy é uma funcao suave assumindo valores complexos; 2 C R" é um

aberto, conexo, limitado, regular; N é a normal exterior;

Fi(x
Fla) = Y i,

k>0

Gr(x
6a) = Y- i),

k>0

F}, e G}, fungoes suaves assumindo valores complexos; S|gn = 0, Re( ) > (0 com 6 : 002 —
R suave tal que |Vpnf| = 1 na regiao de interesse. Observe que existe uma vizinhanga V'
de 0Q em R” tal que Re(S) <0 em V NQ. Assim obtemos que as fungdes u e (2w)?e¥ S F
tendem a zero rapidamente no interior de 2 quando w — 400 (exceto sobre ou muito

préximo a 0f2).

Como ulgn = 0 temos que Ug|go = 0 para todo k& > 0. Dai obtemos que

9 9 .
87;\?89 - 87N(6 Skzzo(;z]f)k)‘aﬂ

s Uk o
— w
S (wd Go)F T2 (Qw)k>‘a§z
k>0 k>0
oUy

_ w7,9 ON
= Z 2w em Of).
k>0
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Temos também que

A%y = A(Au)
_ [ wsz ( AUk VS VU, 1 ASU, 1 VS-VSU;C)}

2 Co)1 2wl 1 (2u)k?

. wsz [AQUk VS'V(AUk)+A(VS VUk) 1ASAUk+A(ASUk)

= (2w)k— 2 (2w)k—1
VS -V(VS-VU,) 1ASVS-VU,+ VS V(ASU)
- +5 -
(2w)k—2 2 (2w)k—2
E(ASFU]C + A(VS . VSUk)VS . VSAUk)
4 (2w)k—2
+1VS -VSVS VU, +VS-V(VS-VSUy)
4 (2w)k—3
1VS-VSASU, + ASVS - VSUy) 1 (VS- VS)2Uk
L A L1 )i
8 (2w)k=3 16 (2w)k—3

- ews{ [w4(VS VS)? + 20w ((vs VS)AS + VS - V(VS - VS))
1
14w (VS - VS)VS - V + 2u (V(VS V) + VS - VSA+SA(VS VS))} u

+3 [(2w)H [G(AS)Q + %vs . V(AS) + ASVS - v) Up + VS - V(VS- VUk)]

1
+(2w)1_k(§A25 +ASA +V(AS) -V + VS - VA) Uy

+(2w)! FA(YS - VU + (2u) FAM | |

alAu = aA(e®d
(o3 )
= ae”S [Z(Qw)—kAUk + > (2w)! (VS - VU + ASUL)
k>0 k>0

% > @uw)? Vs VS)Uk]
k>0

b-Vu = b- v(wsz U )
k:>0
ws /b VS Us b- VU,
- S( 2 Z(2w)k—1+kz>0 2uw)* >

k>0

Substituindo em (4.1) obtemos que

U, = 0
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oUj,

N~ Ok

em Jf) para todo k >0 e

0 = Lu— (2w)%e"F
- {[ 4VS-VS)?

1
+4w3(§(VS VS)AS +5VS-V(VS - VS) + (VS - VSVS- V)

2 VS . 1 . 1os. Uk
+ouw (v<vs VS)-V+VS- VSA+ ZA(VS - VS) + 5VS vs)}];)@w .

+3 2uw)** [AUk FTU,  + LU, g — Fk] }
k>0

em 2 onde U_1 =U_9 =0,

Ap = i(AS)% + %vs V(AS)p+ ASVS V¢ +VS-V(VS - Vo)

I'p = %AQSQS + ASA$ + V(AS) - Vo + VS - V(Ag)

FA(VS - Vo) + a(vs Vo + %ASQ&) n %(b - VS)o.

Escolhendo S com valores complexos satisfazendo
(VS)?=VS-VS=0 (4.2)
numa vizinhanca de 9€2 em R"™ temos, para todo k > 0 que

AUL +TU,_1+ LU, = F;
8U’° oo G, (4.3)
Uk|8Q =0

com U_1 =U_9=0.

Para encontrarmos solugoes aproximadas de (4.1) numa vizinhanga de 92 utilizamos
as “coordenadas normais” estudadas detalhadamente em [5] (Teorema 1.5 e Capitulo 8).
Tais coordenadas sao obtidas pelo difeomorfismo (y,t) — = = y+tN(y) definido de (y,t) €
082 x (=4, d) sobre uma vizinhanga de 992 em R™ (§ > 0 suficientemente pequeno e 9f2 pelo

menos de classe C?). Nessas coordenadas y é o ponto de O mais préximo a x e

. + dist (z,09?) se x € Q°,
| = dist (z,09Q) sex € Q.
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Se u(z) é uma func¢ao suficientemente suave numa vizinhanga de 02, temos nessa vizinhanga

(ver [5]) que

Vu(y +tN(y)) = (1 +tK(y)) ' Vaou(y + tN(y)) +w(y +tN(y))N(y)

Au(y +tN(y) = uu(y+tN () + M(t, y)u(y + tN(y))
+(1+tK (y)) 2 Ay(t,y) - uy(y + tN(y))
+ div go[(1+tK () 2uy(y + tN(y)))- (4.4)

Além disso, escrevendo

k
S(t,y) = S(x(y,t) = Sy +tN(y) = D Sk(ﬁ)t

k>0

em coordenadas normais para alguma vizinhanca de 92, temos na vizinhanga de 92

S(t,0) = S(z(y,0)) = So(y) = i0(y)

Re(%f(o,y)) = Re(?—i(x(y,O))) > 0.

Observe que alguma condigao sobre S deve ser imposta para determinarmos os coefi-
cientes Si(y). A condicao escolhida (4.2) tem a vantagem de simplificar os célculos em

termos de 6 e quantidades geométricas de 0f).

Agora

VS(a(y, 1) = (V)(y+tN(y))
= Sy +tN(y)N(y) + (1 +tK(y)" VoaS(y +tN(y))

(1+tK(y) ' =1—tK(y) + PK*(y) — P K>(y) + ...
de onde obtemos que
2
0 = (V) +tN )

= (VaaSo(y))? + (S1(y))?
+t(251(y)52(y) +2V90S0(y) - VaaS1(y) +2VaeaSo(y) - K (y)VaQSo(y)) + .

Escolhendo ainda |Vgaf(y)| = 1 na regiao de interesse obtemos recursivamente
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S2(y) = =Vaal(y) - K(y)Vaab(y),
e podemos assim calcular a quantidade de termos que se fizerem necessarios.

Desta maneira obtemos que

S(x(y,t)) = S(y+itN(x))

12 t3 t
= 0(y) +t = Za(y) + 5p5(y) + 7Say) + .. (4.5)
(VS)(z(y,t)) = N+iVaad— t(iKVaQG + qN)
t2
+5 (sgN — Voaq + 2iK2V399> (4.6)

t3
t5 (S4N + V0 S; + 3K Vaaq — 6z'K3V399) + oY

0
VS(y+tN(y))-V = iVsal-Vaoa+ —

ot
) 0

—I—t( — 2iKVyab - Vaa — q§>
+7§2(6'K2V 0- Voo — Voaq-V +SQ> (4.7)

91 1 o0 o0 o0q o0 38t .

t3 3 9,
+§ (V{mss Voo +6KVaqq - Voo — 24iK°Vyab - Vaq + 54§>
+0(tY)

t2 t3 A
(AS)(z(y,1)) = a(y) +tB8(y) + gp(y) + ga(y) + O(t") (4.8)

(A%S)(x(y,1) = ply) + Hi(y)B(y) + Asoaly)
(o) + Hi(y)p(y) — Ha(y)8() + Voo i (y) - Vooaly) (4.9)

+8s0B(y) - 2 divea(K(y) Vona(y)) ) + O(t?)

onde

e K(y) = DN(y) a matriz curvatura no espago tangente, K N = 0;

e q(y) = Vaal(y) - K(y)Voald(y);
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o Hy(y) = traco K™(y);
e a(y) = Hi(y) — q(y) +ilsald(y);
o B(y) = Ss(y) — Hi(y)aly) + i%41 (y) — 2i divoa(K(y) Vol (y)) — Ha(y):

o p(y) = Si(y) + Hi(y)Ss(y) + 2Ha(y)q(y) — 4K (y)Voad(y) - Voo Hi(y) — i%2(y) +
3i divaa(K2(y)Vaad(y)) — sDsaq(y) + 2Hs(y);

e \(t,y) =In[det(1+tK(y))] =>4 %thm(y) para t suficientemente pequeno;

e o(y) = Ss5(y) — 6Hu(y) — 6H3(y)q(y) — 3H2(y)Ss3(y) + H1(y)S4(y) — 3VanHi(y) -
Vanq(y) + 18iK2(y)VaoHi(y) - Vaab + AoaSs(y) + 6 divoa(K (y)Vaaq)
—24i divaa(K?(y)Vaald(y)) + 2iVaaHz(y) - Vaal(y) + 6iK (y) Voo Ha(y) - Vaab(y).

Escrevendo agora
a(z(y,t)) = aly+iN(y))
2

= afy) + e )+ aly)s + -

b(z(y,t)) = bly+tN(y))

= bo(y) + by}t + baly) 5 + -

Uk(z(y,t)) = Uk(y +tN(y))
2
= Wi + LU + Ui +.

Fip(z(y,t)) = Fply+tN(y))

— )+ R + SR +
e sabendo que
(1+tK)™? = (Q+tK) ' (1+tK)™!
= (1-tK+t*K? - ..)(1 —tK +t?K* - ...)
= 1-2tK +3t2K? — 43 K3 + O(t)

temos que
Uilon = Gy
AU, = (a—q+2z§9)U,§+U,§

I Ukl; (ioﬂ + %g‘; + 3ﬁ + Zaae 6iK Vol - Vaq — 2iq%
+Sg+q2—aq—z@ - (%22) + (a—i—?z'%—Bq)U,?—i-U}j
+0(t%)
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aHy + B — Hy + 20pq + 2iH1 2 )
U1 = . OH Ur—1
+S3 — 4iKVaab - Voa + 18791 — Hiqg+ ag

B
+(a + 2H, + 2, - 2q> U2, +2U3

3p+ SH1B + 3 Asoa — aHs + algg + Voo - Vg

+i 2 Noq + 2Hoq — 192 — 2iHy 8 + 3V Hy - Voo + 2H; + S
+H1S3 — 6 divoga (K Vaq(-)) — 21K Vsal - VaaHi [l
+ilpo s — 5Vaaq - Voo — Aoag — 29000 kot
¢ +18iK2Vyab - Voo — 6iH1 KV 900 - Voo

| tao(3a—q+idy) + a1+ 3bo - N+ §bo - Vaod |
+(20+ aHy +2iH) f + %8 — 31,

+2800 — 3¢Hy — 8iK Vol - Voo + 385 + a0 ) UZ.,

(o= dq+2id + 2 )UR_, + 204,

o

+0(t%)
2Hs3 + ApoH1 — 4 divoa(KVaa(+)) — H1Ho 1
LUk;_Q == Uk—2
+2H1Apo +4VoeaH: - Voq + agHi + by - N

+ (2Am —2H, + H? + ao) UZ_, + 2H U, + UL,

H3 — 12KV aqH, - Vog + 18 divaa (K2 Vaa(-)) — 2H2Apq ]

+2H1H3 — 4H, divaa(KVaq(-)) + VaaHi1 - Voo Hy

—5VaaHs - Vog — DpaHs + A2q — 6Hy — 2 divoa(K Ve Hi(+)) | Ui,

=2 divaa(KVaaH1) + 3H1VaqH1 - Vg

| +bo - Voq +b1- N —agHs + agApn + arHy + ¢

. ( 6VooH - Voo + 6Hs — 8 diven (K Vaa(+)) + aoH: ) 02
4+a1 +by- N —3HoH, + 2H1 Ay + ApgaH; -

\ <2AQQ — AH, + H? + ao) UP_,+2H UL, +UP_,

+0(t?).

+t

Assim podemos obter os coeficientes de Uy, para k > 0 substituindo tais expressdes em

(4.3) e comparando seus coeficientes. De fato, para k = 0 temos pelo sistema (4.3) que

AU, =F

ou;

N o0 Go

U ) —0
a0

implicando que

Uy = Go
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)
g = Fg—(a—q—i—%%)Uol (4.10)
0
Ug = F&—(a—Bq—sz%)US
[ 1P+ EG 38+ iady + S5+ ¢ o
—6iKVoal - Voo — 2iqd — aq —i%% — %

Se k£ = 1 temos
AU +TUy, =F

oUy
ON

o0

Ulj -
o0

de onde obtemos que

Ul = &
U2 = F{)—(a—q+2z‘3)U}
90
_<aH1+ﬂ—H2+2AaQ+2¢H1§9 )Ul
+S3 — 4iK Vool - Voo + i — Hyq ) 70
- F11_<}La2+;‘gg‘+§ﬁ+m§9+53+q2 )Ull

. . . 2
—6iKVonl - Voo — 2iq — aq —i%% — %

—(a—3q+2i%)U12 Ui~ (a—4q+2i% +2H1)Ug

_( 28+ aHy —3qH) ~8iKVoaf Voo | 2
V2iH 2+ i 3H, +20p0 +3S5 ) °

3p+ 3H1B+ L Asna — aHs + alpg + Vaga - Vg
+iZ Ao + 2Haq — %2 — 2iHy 25 + 3V Hy - Vg + 2H; + Sy
— | +H;S3 -6 divag(KVaa(-)) — 2iKVaql - Voo Hy Ug.
+ilpo s — 5Vaaq - Voo — Aoag — 20000
+18i K2V gqb - Vg — 6iH1 KV 500 - Vo

Desta maneira podemos calcular a quantidade de termos que quisermos, determinando

formalmente os coeficientes da solugao u de (4.1).

4.1.1 Demonstracao do Método

Precisamos mostrar que a solugao u de (4.1) formalmente encontrada, de fato, nos fornece

uma aproximacgao para “solugoes exatas” do problema.

Nesta direcdo, consideremos L como um operador de WP N WO2 P(Q,C) em LP(Q,C).

J4 que o Bilaplaciano é um operador Fredholm de indice zero quando definido de W4P n
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W02 P(Q,C) em LP(Q,C) e como L é uma perturbacao compacta deste temos que L também
é um operador Fredholm de indice zero. Assim a imagem de L é um subespaco fechado de

LP(Q,C) com codimensao finita m igual a dimensao do nicleo de L*.

Sejam {wj, ..., Wy, } uma base para um subespaco complementar de R(L) e {¢1, ..., om }

uma base para N (L) com base dual associada {1, ..., 7, }. Definimos
Ap : LIP(Q,C) — WP 0 W, P(Q, C)

Cr: WPTrP(99) — W A WP (Q, C)

por
v=Ar(f)+Cr(g) € W n Wol’p(Q,(C)
onde
Lv— f € wi,...,; wn],
ov
oy —gem o9
e

/vﬂ:Oparatodolgigm.
Q

Observemos que tais operadores estao bem definidos. De fato, como o operador L de
WP N Woz’p(ﬂ, C) em LP(£2,C) é Fredholm de indice zero temos que

LP(Q,C) = R(L) @ [wr, ..., wi).

Dado f = f1 + fo € LP(Q,C) com f1 € R(L) e fa € [wy,...,wy,] existe uma dnica v €

WP N Wol’p(Q,(C) tal que Lv = f1, g—]’\’, =gem e [,v7; =0 paratodol <i<m. (A

existéncia de v segue de [18] e a unicidade da condi¢do [, v7; = 0 para todo 1 < i < m).
Vamos agora mostrar que a solucao formal u de (4.1) encontrada, de fato nos fornece

uma aproximacao para

v=AL(f)+CL(9)

quando w — 400 numa vizinhanga de 02 e quando as fungoes f e g sao rapidamente

oscilantes.

Mais precisamente, suponha que

2w (2w)N
F(z) = (F0+§—w+. + (QZJ;N)
G(z) = (Go+%+.. + (Q(i]\)[ﬁ



CAPITULO 4. O METODO DAS SOLUCOES RAPIDAMENTE OSCILANTES 75

Uklaa = 0, %bg = G}, Ui, e Fj, fungoes de classe C*HN—F ¢ C2+N=F em Q) respectivamente
e G, funcao de classe C3TV=% em 90.

Suponha também que a regiao e a funcéo 6 sio de classe C°*V e que os coeficientes a, b
e ¢ do operador diferencial L sio funcdes de classe CVt2, CN*1 e CN em Q respectivamente.

Entdo, podemos escolher S(y + tN(y)) de classe C°T¥ tal que para algum ¢ > 0

(V8)? = O(t**™),

AU, +TUp_1 + LU, — F, = O(t**N—k)
Uy + LUNn_1 =0(t)

uniformemente em —0 <t = dist(z,0Q) <0 (0<k< NeU_o=U_1 =0).

Escolha uma funcao real x de classe C'°°, com suporte compacto em R", y = 1 quando
—6 < t = dist(x,0Q) < J cujo suporte esteja contido numa vizinhanga préxima a este

conjunto.

Mostraremos que
-N
I = llpasmzrae) = Ow™)

quando w — 400 se

N
F -
I = x@ue™ Y 7o l@e) = Ow™)
k=0

G
w k _
lg — e™? Z u)F lesaacy = O(w™™).
k=0

Pelos calculos e hipdteses descritas acima temos que

LN (VS)2)2 4 b2w) N (§(vS)2A8

+3VS - V[(VS)?] + (VS)?*VS -V u

- +4(2w)PN (VI(VS)2) - V + (VS)2A + FA[(VS)Y)
N (2w) 2N (AUk +TUg—1 + LUy—2 — Fk)

\ +2w (TUN + LUN—l) + LUy — Fy,
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(

V5)2)2 VS)2AS
T16(2wt)4+N((t4+)lV) i %(th):wrN(%( t3lN

VS-V[(VS)2 VS)2VS-V
w % t3+[(N ) ] ( t%+N u
= (‘Z’UJ)N 21( 'U)t)Q N( [(t2+;\f] (t2+)N 21 [15(2+N) })

N 2+N—k( _AU TUk_1 LUj_o F
+ 2o (2wt) * (t2+Nlik + @ F R T R

+(2wt)(% T Lﬁj—l) + LUy

J

Entao, como x é uma funcao C'*° com suporte compacto contido numa vizinhanga de

02, temos para algum C > 0 que

2 > Fiy(x) % ~ k
Lix(e)u@)] = (@)@ 3 G| < uw € 2 2wt}
k=0 k=0
e portanto
Lxu— f=0(w™) (4.11)

uniformemente em € e —§ <t < 0 quando w — +o00.

Como v = AL(f) + Cr(g) temos que existem escalares oy, ..., ay, € C tal que

Lv =f+>7", aw; em Q

g—]\’, = g em 0} (4.12)
v =0 em 002
com fQ v7; = 0 para todo 1 < i < m. Cada «; é unicamente determinado, de fato,

se {01,...,0m} é uma base de N(L*) (isto considerando L como um operador de W4 N
WOQ’p(Q, C) em LP(2,C)) temos para cada 1 < j < m que

Zai/a'jwi = /5j(LU—f)
=1 /O f
85j 0

_ 0 _

= LQ{UJMA”—A”mv‘”vaUJ
_ Ov _ Ov 0 , _ _
+AU]81V+QUJW—Uajv(ao'j)‘i‘?}o']b'N}—\/QO']f

= / Ac‘rjg—/&jf.
[219] Q

Assim, como as fungoes o;, g e f sao dadas, obtemos que os escalares oy, ..., &, S30 uni-

m
camente determinados se provarmos que a matriz [ Jo 6jwi] - ¢ uma matriz inversivel.
=

Para isto, sejam 1, ..., v, escalares tal que 2211 i fQ ojw; = 0 para todo 1 < j < m. Tal
condigdo significa que Y"1 viw; € N(L*)* = [o1, ..., o] t. Mas N(L*)+ = R(L), de onde
m

obtemos que y; = ... = v, = 0, ou seja, a matriz fQ ojwi;| ¢ inversivel.

,
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Seja entao
m
z=xu—v—>_ Bi;
i=1

onde os escalares (31, ..., B, € C sdo escolhidos de tal maneira que fQ 27j = 0 para todo

zj:ﬂi /fo’ﬂa‘ = /Q (xu)7j — /Q o7,

= /Q(Xu)fj.

m
Observe que a matriz [ fQ gbﬁ]} também é uma matriz inversivel, a demonstracao é
=1

1 <5 <m, ou seja,

4,j=
m
analoga a de que a matriz [ Jo &jwz} - ¢ invesivel.
Z?J:
Note que em Of2
0z 0 ( 0)
Ty —
oN ~ oN~
N
- G
_ w0l k _
= ¢ Z (Zw)k g
k=0
= O(w™)
uniformemente em 02 quando w — +oo.
Agora, pelo Teorema de Riemann-Lebesgue
m
Zai/@'wi = / A5jg—/5jf
= Ja G Q
N A N
= > (@uw)™* / " ATGE =Y (2w) R / ¢S5 (xFy) (4.13)
k=0 o0 k=0 o0
+O0(w™)
= O(w™)

é Bi /Q GiT;

_ /Q (Xewsi(;j)k)@ (4.14)
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quando w — 400 j4 que Fy, Gy e Uy sio respectivamente de classe C?HN=k C3+N—F ¢
CHN=k para 0 < k < N, ou seja, |ag| = O(w™) e |B;] = O(w™™) para todo 1 <i < m

quando w — 400.
Como Lz = L(xu) — Lv segue de (4.11), (4.12) e (4.13) que
Lz =O0w™N)em Q

g—]f, = O(w™N) em 99 (4.15)
z =0 em 0X2

quando w — 4o00.

Logo podemos concluir de (4.14) e (4.15) que

Iew = vllwsroe) = 2= Bwillwsr@e) = Ow™)
=1

quando w — +oo de onde segue o resultado.

4.2 Aplicacgoes

4.2.1 O operador O
Para concluirmos o Teorema 29 é necessario mostrar que se o operador

o(h) = {h.Na?V[(Au)Q—(Av)Q]

+2 [AUA (CAQ+A (h - NAU)) ~ Aul (cAz+A (h - NAum Hm
definido em (2.34) é de posto finito entao

(‘)?V [(Au)2 — (AU)Q} =0 em 09. (4.16)

Para isto vamos utilizar o Método de Solugoes Rapidamente Oscilantes descrito na secao

anterior e o seguinte Lema:

Lema 39 Sejam S uma variedade C'; A e B € L?(S) com suporte compacto; 6 uma funcdo
a valores reais C definida em S com Vg # 0 na unido dos suportes de A e B; E C L?(95)

um subespago de dimensao finita e u(w) € E para todo w € R onde
u(w) = Acos(w) + Bsin(wh) + o(1) em L*(S)

quando w — +oo. Entdio A=B=0emS.
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Prova. Ver [5]. 1

De fato mostraremos que o operador © de posto finito definido em (2.34) satisfaz

@(COS(U)G)) = cos(wf) 8?\7

quando w — +oo obtendo entao pelo Lema 39 a relacao (4.16).

(Au)? = (a0?]|  +0@™) (4.17)

Para mostrarmos (4.17), aplicaremos o método da segdo 4.1 calculando as solugoes

aproximadas de

| AUACAz (€ Av) = AuACaz (€7 Au)| ]aﬂ (4.18)

quando w — 400.

Da segao 4.1 ( usando as mesmas notagoes) temos que
Cazyn (ewwAu) ="y + O(w™Y)

numa vizinhanca de 09 N €. Dali,

0 0?

ACxz (e Au) )BQ = (Ha—N + W) (e=sup) ‘89 + O(w_l)

= (HO+ o) [e5 (US + Ust + o =+ -] LZO
+O0(w™)  (coordenadas normais)

e ((2w)U§ + HUS + UZ) + O(w™),

Escolhendo

Au k=0

temos que

ACp2, (ewwAu> ‘69 = ewi? (Au(2w) + [HAU + UgD ’69 +O0(w™h).

Analogamente obtemos que

ACpz ) (ewwAv> ‘ = vt (Av(2w) + [HAU + V02]> ‘89 + O(w™h).

o0

Logo podemos concluir que

|:A’UACA2+)\(€wieAv) - AuACAer)\(ewwAu)] )BQ =

— owif [(AU) 2w+ H) + A’UV02 — (Au>2(2’u} +H) - A’U,UOQ] ‘8(2 + O(w—l)

= ewit |:A’UV62 - Ang} ‘89 +O(w™) (4.19)
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ja que (Au)? = (Av)? em 9.
Pela relagao (4.10) podemos determinar UZ e ViZ, de fato,
0
2_ (. 5.9
Us = (q “ 2280>Au‘aﬂ ¢
VE = <q —a— ZiQ)Av‘ .
0 a0 00
Logo obtemos que
2 _ 2 _ _ 2 _ 2
(AUVO AuU(])‘aQ {(q a) [(Av) (Au) }
e 2 2
~2igg (8 — (o]},
= 2iV00 - Voo {(m)? - (Au)Q] )m
= 0em 0N
pois por hipétese (Au)? = (Av)? em 9Q. Assim obtemos que
[AUACAQJW\(GM&AU) - AuACAer)\(ewwAu)] )m = O(w™) (4.20)
quando w — 400.
Como
{AUACAQ_M(COS(IUH)AU) - AuACAz_M(COS(wQ)Au)} ]m -
Re{ [AUACMJF,\(@“”BAU) - AuAcAm(ew”Au)] ]89}
obtemos (4.17) de (4.20).
4.2.2 O operador T
Para concluirmos o Teorema 38 é necessario mostrar que se o operador
1) = {in- V-2 (Aurv) - AuA(Co (- NA
(h) = {h N (Bunv) = AvA (Cu(h- Naw))
oL* . .
8 [Ap (G50 - 0) Cr (b NAW) ) ) = Cpegy (- NAw)| |
definido em (3.34) é de posto finito entao
d

Para isto vamos utilizar o Método de Solugoes Rapidamente Oscilantes descrito na secao

4.1 e o Lema 39. De fato, mostraremos que o operador Y de posto finito definido em (3.34)

satisfaz 5
— 9 -1
T(cos(w&)) = cos(wh) N (AuAv) 0 +O0(w™ )

(4.22)
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quando w — +oo obtendo entao pelo Lema 39 a relagao (4.21)
Para obtermos (4.22) precisamos mostrar que
OL*
{AuA [.AL*(U) (( 5 (u) - v)CL(u) (cos(wﬁ)Au))) — Cp+(u) (cos(wd)Av)
_ _ ~1
AvA (CL(U)(cos(wQ)Au)> } ‘aQ O(w™) (4.23)
quando w — 400.
Para isto, sejam %’ Zk 0 GujF @ solugao aproximada de Cr,)(e e Au) definida pelo
sistema
AU, +TUg—1 + L(u)Ui—2 =0
Aulpo k=0
9| = 4.24
N lao { 0 k>0 (4.24)

Uklon =0
e eSS 07

Ve Gu)F 2 solucao aproximada de

AL« () ((aa[;)* (u) - v)CL(u)(ewwAu)» —Cr+(u) (e¥? Av)

definida pelo sistema

AV + TVioy + L*(u)Viy_p = (%Luj (u) - v) Us—2
) Avfpa k=0
o | 0

(4.25)
k>0
Vilag =0

A7
IN

seguindo as notagoes da se¢ao 4.1. (Lembre-se que U_o =U_; =0.)

Pelas coordenadas normais obtemos que

s (), = (i s 2

ON 8N2>( wSZ

Ul AU /7 NI

sz k k k —-N
(HZ +2wz(2 . Z(Qw)k>+o(w )

k:O k=0 k=0
= e (Au(2w) [HAU +13]) \m O™
pois em tais coordenadas
UL U Aulpq =0
kAN laa 0 k>0
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Analogamente obtemos que

(5 ) e (- e [+ ]}, 0t

pois

Vv

_% B —Avlpa k=0
~ ONlea ] 0o k> 0.

Logo podemos concluir que

{0 [0 ( (G 0 0) a6 80)) =gy (e 80)] - Ao (g8 |
= e[ AuVE — 2(Authv) (2w + H) — AU ]m +O0(w™)
_ owit {AuVOz _ AUUOQ:| ’aﬂ 4 O(w_l) (4.26)

ja que AuAv = 0 em 0f.

Pela relagao (4.10) podemos determinar UZ e Vi, de fato,

Ug = —(a —q+ 271889>Au‘89 e

G - (e (eread)s,
= (O‘ —at Qii)Av‘aQ

pois U_o = 0 numa vizinhanga de 92 em R™.

Portanto temos que

(AUV(? - AUU02> ‘89 = {(a — q)(AulAv) + QiAugAv

00
+(a — ¢)(AvAu) + 2iAnguH
00 Gi9)
.0
- QZ%mum)‘m
= 0em 00

ja que AuAv = 0 em 0.

Assim obtemos que

{AUA [.AL*(U) ((8811;: (u) - v) CL(U)(e“’wAu)) —Cre(u) (e“’wAv)]

—AUA(CL(U) (ew%u)) } ‘m = O(w™) (4.27)
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quando w — 4o0.

Como

{ A[.AL (( )CL(U)(cos(wH)Au)>) - CL*(u)(cos(wG)Av)}
—AvA(Cp(y) (cos(wb)Au) )HBQ

(
— Re{{AuA | Ap.q,) (( () - 0) Cruy (" Au) ) = Cpoguy (e Av) |
—AvA (Cr(e? ) )H N

obtemos (4.22) de (4.27).
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