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Resumo

A Teoria dos Jogos, especificamente o que diz respeito sobre a Teoria dos Jogos
Diferenciaveis, sempre foi o que muitos matematicos consideram como uma teo-
ria de ampla aplicagdo, mas com passagens dificeis e muitas vezes sem solucgao.
O presente trabalho oferece uma motivagdo ao estudo desta drea, que é bas-
tante fascinante, pois ela tem em comum resultados diretamente ligados com a
Programacao Dinamica, proposta por Richard Bellman, e mais diretamente ao
Principio do Méaximo, de Lev Semenovich Pontriaguin.

O Capitulo 1 deste trabalho pode ser considerado como uma extensao do capitulo
que comenta sobre controlabilidade, estabilidade e detectabilidade, no texto de
Jerzy Zabcezyk [1], e o prosseguimento da Teoria de Controle Otimo pela Teoria
dos Jogos é dado utilizando o ferramental proposto no Principio do Maximo,
que serd a tonica dos Teoremas propostos no Capitulo 3.

Neste trabalho é proposto o estudo de Jogos Diferencidveis utilizando conceitos
relacionados a Teoria de Controle Otimo, pois a grosso modo, um sistema de
controle (defini¢ao apresentada no capitulo 1) pode ser equiparado a um Jogador
que luta contra a natureza do Problema: o Jogador tem o intuito de maximizar
(minimizar) uma certa func¢do que representa seu ganho (perda), de acordo com
a regra proposta (sistema de controle) e com a estratégia escolhida (controle).

Sao oferecidos trés tépicos, que embora tenham um carater um tanto difer-
enciado de um para outro, apresentam resultados semelhantes que nos ajudam
a entender um pouco mais o estudo dos da Teoria de Jogos Diferencidveis.
No Capitulo 1, procuramos esclarecer o Principio de Bellman e comparé-lo
ao Principio do Maximo de Pontriaguin, que sera usado para a construcao de
um condigdo necessaria para que uma dada estratégia de um Jogador de um
Jogo Diferencidvel de Soma Zero de Dois Jogadores seja ¢tima (Capitulo 3). O
Capitulo 2 oferece uma breve descricao da classe de Jogo que serd estudada,
especificada na frase anterior. De uma maneira simples, apés o Capitulo 3,
efetuamos um breve comentéario, no capitulo 4, sobre o Problema proposto por
Rufus Isaacs: “The Homicidal Chaffeur Game” (algo como “O Jogo do Motorista
Assassino”); problema este que possui muitas aplicagoes.
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Capitulo 1

Teoria de Controle Otimo

1.1 Introducao

Neste Capitulo introduzimos dois métodos tedricos de solucao de problemas de
otimizacao de sistemas de controle: o Principio de Bellman e o Principio do
Maéximo de Pontriaguin. Ambos os Métodos foram muitos estudados a partir
do século XX, para o estudo em Célculo de Variagbes como para problemas
relacionados a Teoria de Jogos. Estes dois métodos possuem como objetivo de-
terminar uma estratégia 6tima para um dado sistema de controle, linear ou nao
linear, dado um conjunto de critérios. Antes de apresentarmos o problema prin-
cipal a ser estudado neste texto, vamos definir alguns conjuntos: U (conjunto de
entradas para o sistema de controle, U C R"™), Ugq (conjunto de controles ad-
missiveis u : [0,T] — U,u localmente integrdvel em R* ver [1], pdgina 14, para
um determinado sistema de controle) e E (conjunto dos estados do sistema de
controle, E C R"). Abaixo, apresentamos o problema que serd amplamente
estudado neste texto:

g(t) = f(y(®),u®) , y0) =z, z € E (1.1)

Para estudarmos o problema acima, com o objetivo de determinar uma es-
tratégia étima, utilizamos uma das fungoes de custo de trajetéria abaixo:

T
Jr(z, u(.)) :/0 g9(y(t), u(t))dt + G(y(T)) (1.2)

J(z,u(.)) = / " g(e), ult))dt (1.3)

De acordo com o conjunto de critérios e o tempo de andlise considerado, o
comportamento de uma estratégia 6tima @(.) para o problema 1.1, que minimiza
1.2 ou 1.3, serd da seguinte forma:

Jr(z,u()) > Jr(x,a(.) , Vu(.) € Uug (1.4)



Ou
J(x,u(.) > J(z,a(.)) , Vu(.) € Ugg (1.5)

Desta forma, fica apresentada a natureza do problema que iremos estudar,
incluindo algumas extensoes que, ao longo do desenvolvimento do texto, nos
fornecerd um conteiido mais preciso sobre estratégias étimas para problemas
deste tipo.

1.2 Principio de Bellman

Nesta secao apresentamos um dos primordios da Teoria de Controle Otimo: O
Principio de Bellman, enunciado no teorema abaixo.

Teorema 1.2.1 Seja W : [0,T] x E — R, W € CY([0,T] x E), e funcgoes g,
feCHE xU) com g > 0. W satisfaz a equacio abaizo.

Wt(tvx) = inf (g(x,u) + <Wm(t7x)a f(x7u)>) ) W(O,.T) = G(x) (16)

uelU

1. Seja y uma solugao continua em [0,T] de 1.1, entio Yu(.) € Uyq vale a

sequinte relagao:

2. Seja ©:[0,T] x E — U, satisfazendo a relagdo abaizo:
9(@,0(t, 2))+(Wa(t, ), fz,0(, 2))) < g(z,u)+(We(t, z), f(z,u)) Yu e U.

Seja ainda y solugao de:

S0(0) = £, 9T~ 6,5(1), 1 € 0,T)

9(0) = .
Entao, para o controle 4(t)=0(T — t,§(t)),vale:

W(T,z) = Jr(x,4(t))

Demonstragao 1.2.1 1. Sejo w(t) = W(T —t,y(t)), com [, 6] C (0,T) e
w € CH[a, B]). Como w é C*, temos:

w'(t) = =Wi(T = t,y(t)) + (Wa(T — t,y(1)),y'(1)).
Entao vale:

B B
w(B)—wla) = [ WOt = [ —WAT—t O Tty (0). o/ ()i

Porém:

Wi(t,x) = inf (g(z,u) + (Wa(t, ), f(2,u))) =

uelU



Wt(tyx) < g(x,u) + <W:r(t=x)7f(x7u)> =
—g(z,u) < =Wi(t, z) + (Wa(t, @), f(2,u))
Entao:

B
w(B) - w(a) > — / a(y(t), u(t)dt , Yu(.) € Una

(o3

Se8— Tea— 0, temos:

T
w(T) — w(0) = W(0,y(T)) — W(T,z) > — / a(y(t), u(t))dt =

T
. W(T,x) S/O 9y (@), u®))dt + G(y(T)) = Jr(z,u(.)) , Vu(.) € Uaa

2. Admitindo o comportamento de ¥ para i, temos:

Wt(t7x) = infU(g(JZ, u)+<W$(t,JJ), f(m,u))) = g(x,a(t))+<Ww(t,x), f(x7ﬁ(t))>

ue

FEntao:

T
W(0,y(T)) — W(T,2) = - / oy (), u(t))dt

T
L W(Ta) = [ u(e) )+ G(T) = Tr.a()) . e 0.7)
Desta forma, o teorema estd provado.

Observagao 1.2.1 A equacao 1.6 € chamada equagdo de Bellman e sobre cer-
tas condigoes W(T,x) nos dd o menor valor do funcional 1.4. W é chamada
de fung¢do de wvalor do problema 1.1. A fungao © seria wm seletor teérico de
controles para o problema 1.1, desta forma v € U(t, x), tal que U(t,z) C Uyq.

Como pode-se notar, o Principio de Bellman pode ser bem aplicado para a
procura de estratégias étimas para o problema 1.1, e de fato, ele é utilizado em
ciéncias bioldgicas e econdmicas, mas com um funcional de custo com algumas
propriedades especificas, veja o exercicio abaixo.

Exercicio 1.2.1 Seja W : [0,T] x E — R, W satisfaz a equagao abaizo:

Wt(t7x) = uuelfU(g(x’ u)—aW(t, Z‘)+<Ww(t,l‘), f(a:,u))) ) W(O,Z‘) = G(x) (17)

com um seletor O(t,z) € U(t,x). Desta forma, generalize o Teorema 1.2.1
utilizando a sequinte funcao de custo de trajetoria:

T
JT(%U(J):/O e g(y(t), u(t))dt + e~ T G(y(T)) (1.8)



Uma vez que:
U(ta :E) = {u € Uad/g(xvu) + <Wx(ta ZE), f(x,u))

= I}g{](‘g(l‘,u) + <W$(t,$), f(x7u)>)}

Solugao 1.2.1 1. Seja w(t) = e “W(T — t,y(t)), w : [a,b] — R tal que
[a,b] € (0,T) e w e C°[a,b]) Logo:

w(t) = e_at(_aW(T -, y(t)) - Wt(T -t y(t>) + <Ww(T -, y(t))> y(t)>)

entdo vale:

M@—M@:/dﬁw

b
- / (W (T — (1) — WilT — t,y()) + (Wa(T — t,y(t)), §(2)) ).
Porém:

Wit,a) = inf (9(w,0) = aW (t.2) + (Wa(t ), f(z,w)) =

Wit x) < (g9(z,u) — aW(t, ) + (Wa(t, 2), f(2,u))) =
—g(z,u) < (=Wi(t,z) — aW(t,z) + (Wa(t,z), f(2,u)))

b
.:MM—M@E—/e”@@@m@Mﬁ

Seb—T ea— 0 temos:

b
e TW(0,y(T)) — W (T, ) > — / e~ tg(y(t), u(t))dt

o W(Tyx) < / e~ g(y(t), u(t))dt + e~ TG(Y(T)) = Jr(x, u(.))

2. Admitindo o comportamento de ¥ para i(t) = (T — t,4(t)), de acordo com
o Teorema 1.2.1, temos:

Wi(t,2) = inf (9(w,0) = aW (t.2) + (Wa(t,2), f(z,w)) =

Wlt, ) < g,w) — aW (b, ) + (Walt,2), £ (2, 0)
Wi(t, z) + aW(t,z) < g(z,u) + (Wa(t, z), f(2,u))
Wi(t,x) + aW(t,z) < égg(g(x,u) + (Wo(t,x), f(z,u))) =

—g(4(t),a(t)) = —aW(t,§(t)) = Wi(t, §(t)) + (Wa(t, §(1)), f(§(t), @(t)))

{
{

=
=



Logo: .
e TW(0,§(T)) — W(0,2) = — / e~ g(§(t), ()t

T
S W) = [ e glg(e) ao)dt + e TGT) = Tr(e,a()
0
Chegando assim a conclusdo do Teorema 1.2.1.

O Teorema 1.2.1 e o Exercicio 1.2.1 sdo baseados em uma andlise no intervalo
de tempo [0,7]. Podemos procurar também estratégias Gtimas considerando
intervalos do tipo [0, +00), de acordo com o teorema a seguir.

Teorema 1.2.2 Seja g > 0, g € CO(E x U) e assuma que existe W : E — R,
com W € CH(E) que satisfaz a equagdo abaizo:

;ng(g(I,u) + <W9€(x)v f(I,U)>) =0,z€ek

Se, para um controle u(.) e sua saida correspondente y, lim;_, o W(y(t)) =0,

entao:
J(x,u(.)) > W(x).

Sev: E — U € uma funcao que satisfaz:
g9(z,0(x)) + (We(2), f(z,9(z))) =0, 2 € E

e g(t) € solugao de:

com limy_, oo W(g(t)) =0 e a(t) = v(y(t)), entdo:
J(z,a(.)) = W(x).

Demonstragao 1.2.2 Seja w(t) = W(y(t)), ¢t € [, B], com [a, 5] C [0,T] e
w € C([a, B]), desta forma, temos:

Entao vale:

Porém:

(Wa(x), f(z,u)) > —g(x,u)



T
W) < / g(y(t), u(t))dt + W (y(T)) = Jp(z, u(.))

Chegamos a mesma conclusdo do item 1. do teorema 1.2.1, mas levando em
consideragdo que limy_, oo W (y(t)) =0, temos:

T “+o00
W(z) < lim ( / g(y(t>,u<t>>dt+w<y<:r>>> - / oy (), u(®))dt = J(z, u(.))

T t—=+oo

Como 0(g(t)) = u(t) é uma fungdo, definida no enunciado do Teorema, temos:

Inf (g(z,u) + (Wa(2), f(z,u))) =0=

—g(9(t),a(t)) = Wa(5(t)), f(G(t), a(t)))

T
W (z) =/0 g9((t), a(t))dt + W (y(T)) = Jr(z,a(t))

Dessa forma chegamos a mesma conclusao do item 2. do teorema 1.2.1, mas
levando em consideragao que lim;_, o W(y(t)) =0, temos:

T—+oo

T “+o00
W(z) = lim ( / g<y<t>7u<t>>dt+w<y<T>>)= / oy (), u(t))dt = J(z,u(.))

Provamos o Teorema.



1.3 Problema Linear Quadratico

O Problema Linear Quadratico é de grande importancia para o estudo e en-
tendimento de estratégias 6timas para sistemas de controles em geral, pois é o
resultado da aplicagao da equagao de Bellman no sistema de controle abaixo:

§(t) = Ay(t)+Bu(t) , y(0) =2 / 2 € R" JA € Myyn(R), B € Muxm(R), (1.9)

com o funcional de custo de trajetéria abaixo:

T
Jr(z,ul) = / (Qu(s). u(s)) + (Ru(s), u(s))ds + (Poy(T),y(T)).  (1.10)

Antes de nos aprofundarmos no estudo de estratégias étimas para o problema
acima, temos que levar em conta que a solucao do Problema Linear Quadratico
esta diretamente ligada com a Equagao Algébrica de Riccati:

P=Q+PA+A'P— PBR™'B'P, P(0) = P, (1.11)

Com @ e R simétricas ndo-negativas, R é positiva definida e Q,Py € My, xn(R)
e R € Mywm (). Considerando o problema de minimizag¢ao do funcional 1.10,
apresentamos o Teorema abaixo.

Teorema 1.3.1 A Equagdo Algébrica de Riccati possui uma solugao global P(s),
s > 0. Para s > 0, a matriz P(s) € simétrica e ndo negativa, ver [1], pdgina
11. O walor minimo do funcional 1.10 é Jp(z,4(.)) = (P(T)z,x) e o controle
otimo e dado por:

a(t)=—R'B'P(T —t)j(t) , t € [0,T],
sendo §(t) solugcdo do problema abaizo:

S0t = (A~ BROBPT ~0)i(0) , (0) =, t€[0,T]

Demonstracao 1.3.1 FEsta demonstracao serd dividida em vdrios passos:

Passo 1.

Mostrar que a solu¢do de 1.11 possui uma unica solugdo, e que esta solugcao
€ simétrica.

Seja P uma solugao de 1.11, logo:
P=Q+PA+A'P—PBR'B'P=

P'=(Q+ PA+ A'P — PBR'B'P)!
=Q+P'A+ A'P' — PP BR™'B'P!



Como podemos notar, Pt também é solucdo de 1.11, mas 1.11 possui somente
uma solugdo, logo, a solucdo de 1.11 é uma matriz simétrica.

Passo 2.

Mostre que a funcdao de Bellman associada ao Problema Linear Quadrdtico €
da forma proposta.

Seja P(s) uma solugdo simétrica de 1.11. Temos:

inf (9(a,u) + (Walt, @), f(2,u)) =

infU(<Qx, x) + (Ru,u) + 2{P(t)x, Az + Bu)) =

ue

(Qz,x) + 2(P(t)z, Az) + l}g(fj((Ru,u) + 2(P(t)z, Bu)) =

(Qu, ) + (A"P(t)z, x) + (P(t) Az, ) + inf ((Ru,u) + (2B"P(t)z, 7))

Para prosseguirmos, precisamos provar o segquinte lema:

Lema 1 Se uma matriz R € My,xm(R) € positiva definida e a € R™, entdo
Yu € R™, temos:

1
(Ru,u) + (a,u) > —Z(R_la,@
e esta tgualdade se mantém se:

1
u = —§R_1a

O Lema acima tem uma demonstracao bastante simples:

(R(s—1t),s—1t) >0

(Rs,s) + (Rs,—t) + (—Rt,s) + (—Rt,—t) > 0

1 1 1 1
(Ru,u) + (Ru, =R 'a) + (za,u) + (za, =R~ 'a) > 0
2 2 2 72
1
U = —§R_1a

10



E isto prova o lema.

Desta forma, temos:

(Qr,z) + (PA+ A'P)x,z) + inf ((Ru,u) + (2B'Pz,u)) =

uelU

1
- Z<2R—1Btpgc, 2B'Pr) =

(Qr,z) + (PA+ A'P)x, z)
(Qz,z) + (PA+ A'P)2,2) — (R™'B'Px, B'Px) =
(Qz,z) + (PA+ A'P)z,z) — (PBR™'B'Px,2) =

((Q+ PA+ A'P — PBR™'B'P)x,z) = (Px, )

Portanto, a solugdo da equacdo 1.11 satisfaz a equacdo de Bellman associada
ao Problema Linear Quadrdtico, e ainda por cima, temos o seletor:

o(t,x) = —R™'B'P(t)x

Passo 3.

Considerando o Passo 2. como consequéncia direta do Principio de Bellman,
temos em maos o controle ¢timo dado por:

a(t) = —R™'B'"P(T — t)§(t)

Passo 4.

Para t € [0,T], T < Tp,a matriz P(t) é nao negativa e vale a segquinte rela¢io
abaizo:

(P)r.0) < [ Quals)ua(ods + (Fun(dhat®), (112
com ya(.) sendo solugdo da equagdo abaizo:
y=Ay, y(0)==z
O wvalor (P(t)x,x) € o valor minimo do funcional 1.10 e, além disso, a equagdo

1.12 s6 serd aceita se u(s) =0,s € [0,1].

11



Passo 5.

Para t € [0,t] e x € R™, temos como consequéncia direta do Passo 4.:

0<(P(t)z,z) < <</0t St(s)QS(s)ds + St(t)PoS(t)>x,x>,

com S(t) = et | t > 0. Utilizando o exercicio abairo, podemos garantir que
a solugao de 1.11 € limitada em M, «,(R) e nao decrescente e dessa forma o
teorema estd provado.

Exercicio 1.3.1 Mostre que se, para matrizes simétricas P = (p;;), S = (si5) €
Mysn(R), tais que 0 < (Px,z) < (Sz,x) , = € R", entdo:

1 1 ..

Solugao do exercicio:

0 S(P(ei + ej), €; + €j> < <S(€1 + €j), e; + €j>
0 <pii +pjj +2pij < sii + 555 + 2545
—(pii +pj5) < 2pij < sii + 855 — (Pii + pjj) + 2835
— (845 + 555) < 2pij < S5+ 855 — (Dii + pjj) + 2545, porque — i < —pi;
— (845 + 555) < 2pij < 84 + 855 + 2545, porque —p;; <0
logo :

1 1
—Q(sii +855) < pij < sij + 5(51‘1’ +555)

1.4 Estabilizacao do Problema Linear Quadratico

Na 1ltima secao vimos que a solugao de 1.11 nos dé uma ferramenta muito til
para a procura de controles 6timos para o problema 1.1. Além disso, oferece uma
forma bastante 1til para a estabilizagio de sistemas lineares, ver [1], pdginas 28
e 30. Esta forma estd diretamente ligada com a Equacao abaixo:

Q+PA+A'P—PBR'B'P=0, P>0. (1.13)

A matrix P é simétrica e nao negativa. Se existir uma solugao P da equacao
acima, e se P > P para todas as outras solugdes, entao P é uma solucao
minima da equagao 1.13. Além disso, iremos analisar o problema 1.9 no intervalo
[0, +00), para controles u(.). Desta forma, o funcional de custo de trajetéria do
problem 1.9 fica definido de acordo com a equagao abaixo:

+oo
J(2,u(.) = /0 ((Qu(s),y(s)) + (Ru(s), u(s)))ds (1.14)

12



Teorema 1.4.1 Se existe uma solugao ndo negativa da equagao 1.13, entdo
também existe uma solugao minima P da equacdo 1.18 e o controle u € dado

pela a equacdao abairo: R
a(t) = —R™1B'Py(t)

e o valor minimo do funcional 1.14 é dado por (Pz,zx).

Demonstragao 1.4.1 Primeiro vamos mostrar que se Py (t) e Pa(t) sao solugdes
de 1.11, e P1(0) < P2(0), entdo Py(t) < Pa(t) Vt > 0, veja:

Ji (x,u(.)) =/O (Qu(s),y(s)) + (Ru(s), u(s))ds + (P1(0)y(t), y(t))

Jf(waU(J):/O (Qu(s),y(s)) + (Ru(s), u(s))ds + (P2(0)y(t), y(t))-

Logo:
(Pr(0)y(t), (1)) < (P2(0)y(t), y(t))

De forma particular, se P1(0) =0 e P5(0) = P, solugdo de 1.13, entdo Py(t) =
P e Pi(t) < PVt > 0. Se torna resultado direto do teorema 1.3.1 que Py(.) é
nao decrescente, de acordo com a ordem de matrizes simétricas, e desta forma
sabemos que os limites abaizo serdo finitos:

Dij = t£+mooﬁij(t) , (Pij(t) = Pi(t) , t >0
Levando em consideragao a equacdo 1.11 também serdo finitos os limites abaizo:

) d
tllgloo @pij(t) = Vij

Os v;; na verdade serdo nulos, pois Pi(t) € limitada e ndo decrescente, logo é
claro que P < P.

Agora, seja §(.) a saida correspondente para o controle u(.).Pelo teorema 1.5.1,
temos:

T
(Pz,x) :/0 (Qu(1). §(t) + (Ra(t), a(t))dt + (Py(T), §(T)) =

(Px,z) > / (Qi(1), §(8)) + (Ra(t), at))di+ =

T — oo, J(z,a(.)) < (Pz,x)

Por outro lado:
T
(PL(T)z, z) S/O (Qy(1), 5(t)) + (Ra(t), a(t))dt < J(z,u(.)) =

<ﬁx,x> < J(z,u(.)) = (ﬁ’x,x) = J(z,a(.))

Isto prova o teorema.
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O teorema seguinte discute a unicidade e a estabilidade da equagao 1.13.

Teorema 1.4.2 1. Se o par (A, B) € estdvel (ver [1],pdginas 40 e 43), entio
a equacdo 1.13 tem pelo menos uma solugao.

2. Se Q = C'C e o par (A,C) é detectdvel (ver [1],pdgina 46), entio a
equacao 1.13 tem pelo menos uma solucao, e se P é solucao, entao a
matriz A — BR™'B'P ¢ estdvel.

Demonstragao 1.4.2 1. Como (A, B) € estdvel, entao existe K, tal que:
y(t) = (A+ BK)y(t) , y(0) ==

y(t) = e(ATBE)t y(t) — 0 quando t — 400
é

Como (A+BK) é estdvel, entao y(t) € exponencialmente estdvel e dessa forma:

J(z,u(.) = /OOO<Qy(t)7y(t)> + (Ru(t), u(t))dt

= /OOO<(Q + K'REK)y(t), y(t))dt < 400
Sendo Py(t) com Py(0) =0, solugdo de 1.11, e P solugdo de 1.13, entao:
(PL(T)z,2) < J(x,u(.)) < +oo,
e, desta forma:

lim Py(t) = P < 400

t——+oo

pois Py(t) é ndo decrescente, desta forma, o problema tem pelo menos uma
solugao (Consequncia do Teorema 1.4.1).

2. Primeiro provaremos o sequinte lema:

Lema 2 L1. Assuma que para algumas matrizes M > 0 e K de dimensdes
apropriadas para o problema abaixo:

M(A—-BK)+ (A— BK)'M + K'RK + C'C =0 (1.15)
Se o par (A,C) € detectdvel, entdo A-BK € estdvel.

L2. Se, além disso, P ¢é solucdo de 1.18, entao P < M.

Prova do Lema:

L1. Seja Sy(t) = eA=BE ¢ §y(t) = AL com L tal que A — LC seja
estdvel, e seja y(t) = S1(t)x, t >0, temos:

A—BK = (A—LC) + (LC — BK)
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entao:
y(t) = Sa(t)x + /0 Sa(t — s)(LC — BK)y(s)ds.

Temos agora que provar:

+o0 +oo
/ ICy(s)2ds < +oc / Ky (s)[2ds < +oo. (1.16)
0 0

Logo:
& (y(0), 9(0) =AM (1), (1)
= 2(M(A - BK)y(t),y(t))
= ((M(A - BE) + (A= BE)'M)y(t), y(1))
Aplicando este resultado, junto com 1.15, temos:

d
,%<

e, desta forma

My(t),y(t)) = (Cy(t), Cy(t)) + (RKy(t), Ky(t))

t t
(y(0)00) + [ 1Co6) s+ [ RIY(s), Ky(s))ds = (M)
0 0
Como a matriz R € positiva definida, fica provado 1.16, entao vale:

ly(®)] < |S2(t)z| +N/O [152(T = S)[(ICy(s)] + [Ky(s)[)ds.

Com N = max(|L|,|B]|),t > 0. Pela desigualdade de Young (ver [1], pdgina
250), temos:

“+oo “+o0 “+o0
/0 ly(s)[ds < N/O ISz(8)|d8</O (ICy(s) + [Ky(s)]) d8>

oo 1/2
+</ |52(s)|2d5> |z] < 400
0

Logo, segque que y(t) — 0 set — +o0o0 e A — BK € estdvel.

1/2

L2. Defina Ko = R™'B'P, com P solugdo de 1.18, logo PB = K}R, temos:
P(A—BK)+ (A-BK)'P+K'RK = —C'C + (K — Ko)'R(K — Kj)

M(A - BK) + (A—-BK)'M + K'RK = —C'C
Seja V.= M — P, entdo:

V(A—- BK)+ (A—-BK)'"V + (K — Ko)'R(K — Kp) = 0.
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Como A — BK € estdvel e:
+oo
M = / St(s)(C'C + K'RK)S, (s)ds

0
V' serd da seguinte forma:
+oo

V= [ S — Ko) RUK — Ko)Si(s) 2 0
0

logo M > P, e a prova do lema estd completa.

Para provar a parte 2. do Teorema, vamos assumir que P, > 0 e P > 0
sdo solucdes de 1.13. Defina K = R™'B'P. Entdo:

P(A-BK)+(A-BK)'P+C'C+K'RK = PA+A'P+C'C—PBR™'B'P =0

Pelo Lema 2, Py < P. Mas pelo mesmo caminho, possuimos Py > P. Portanto
P, =P, e o lema 2 implica a estabilidade de A — BK.

1.5 Principio do Maximo

Iremos estudar nesta secao um método bastante semelhante ao Principio de
Bellman. A priori analisaremos o Principio do Méximo de Pontryagin de uma
forma simples, obtendo resultados que poderao corroborar as se¢oes anteriores.
Ap0s isso serd oferecida uma aplicacao ,utilizando o Problema Linear Quadratico
e, finalmente mostraremos uma forma de estudo para problemas de tempo 6timo,
relacionados a Teoria de Controle.

Para problemas de controle com um tempo fixo, vamos considerar o problema
1.1, com as defini¢oes feitas na introdugao deste capitulo. Vamos considerar
também as derivadas em relagao ao vetor de estados x de f, g e G por f., g
e (,, respectivamente, e o conjunto de entradas serd definido por U C R™.
Oferecemos abaixo uma versao para o Principio do Maximo.

Teorema 1.5.1 Assuma que f, g, G, fz, g, € G, sejam continuas e que um
dado controle 4(.), limitado, com uma solugdo §(.) de 1.1 que maximiza o fun-

cional 1.2. Dessa forma, para t € (0,T) tal que “-4(t) = f(5(t),a(t)), a
desigualdade abairo se mantém:

(p(t), F(9(1), (1)) + 9(5(t), a(t)) = max({p(t), f(§(t), w)) + g(4(t),w)) (1.17)

uelU

com p(.) solugao de
p(t) = = f2(G(t), w(t)p(t) — g5 (5 (1), a(t))

p(T) = G=(9(T))
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Demonstracao 1.5.1 Veja abaizo.
Caso 1. g(x,u) =0

Seja para algum to, “=(to) = f(9(to),i(t)). Para um controle w € U e h > 0,
h pequeno, definimos a variacdo abaizo.

a(t), te{[0,to—h)}U{[to,T
u(t,h):{ a tego_oh’to)} {0, 71} (1.18)

Seja y(.,h) a saida correspondente a u(.,h), dessa forma temos:

d+
@G(y(T, 0)) <0, (1.19)

pois G(y(T,s1)) > G(y(T, s2)) se s1 < 83 ,Vs1,82 € RT. Vamos agora calcular
o valor de 1.19 utilizando as igualdades abaizo.

oh) = ylto =)+ [ pale ). a)r
itto) = itta =)+ [ (o). a0

Como limy—,0 §(to — h) = §(to) = limp—o y(to — h, h), y(to — h,h) = g(to — h),
para valores pequenos de h, logo:

to
y(to, h) = §(to — h) + - fy(t, h),u)dt
to
g(to) = 9(to — h) + - f(9(t),a(t))dt.
Dessa forma, temos:
+ .
Z—hy(to,()) :Sli%ﬂ y(to,s)s 9(to)
Lot _ OO

~tm | [ s6.ma- /t . an)

=f(4(to), ) = f(§(to), a(to))

Para t € [to,T], Ly(t,h) = f(y(t, h),a(t)) e como y(t,h) € C*((to,T) x R*)
(ver [2], pdginas 379, 380, 381 e 382), temos:

Lyt ) = Fy(e.h), i) , Vi € (10, T),

- (jtyu,h)) = Foult, ) 80) (1, ) = jt(jlywh))-
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Substituindo -&y(t,0) = q(t), temos:

q(t) = f=(9(t), a(t))q(t)

Seja F(t) uma solugao fundamental da equagdo acima, logo Vt € (tg,T), temos:

9 y0.0) = FOF (1) (7300 7) — £(0t0). (1)) (1.20)
i
E ZTL?/(T» 0) = F(T)F~*(to) (f(3(to), @) — f(§(to), alto))) (1.21)

Prosseguindo com o cdlculo de %G(y(T, 0)), temos:
dr dr
= <Gw(y(T7 0)), F(T)F~(to) (f((to), @) — f(§(to), @(to)))>
= <(F_1(to))tFt(T)Gw(y(T’ 0)), (f(9(to), @) — f(??(to)vﬁ(to)))>-

Como p(t) € solugao de:

P(t) = —fo.(§(t), a(t))p(t)

e como F(t) tem o comportamento abaizo:

d . d . d .
S FOF 1) = ZFOF 7 (t) + F(8) 2 F (1)
= fo(9(t), a(t)) + F(t)%F—l(t) —0
e AR TO) O]

Entio F~1(t)" € a solug¢do fundamental de p(t), logo, com a desigualdade 1.19
existindo, provamos o teorema para o Caso 1. .

Caso 2. g(x,u) #0

Basta reajustarmos o Problema:
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para

aplicando o caso 1, o teorema estd provado.

Observacgao 1.5.1 O resultado obtido pode ser reformulado mos termos da
funcdo Hamiltoniana:

H(z,p,u) = (p, f(z,u)) + g(z,u) , (z,u) € ExU, peR” (1.22)
i0) = S-H((O.p(0). () . 9(0) = 2 (1.23)
p(t) = *a%H( (t),p(t),ut)) , p(T) = Ga(y(T)) (1.24)
sujeito a condi¢do abaizo:
wma H(3(1),p(t),u) = H(G(0),p(0), (1)) , Vi€ (0.7)  (125)

O Teorema anterior pode ser utilizado para o estudo do Problema Linear Quadratico
com um controle 6timo dado pela seguinte férmula:

a(t) = —R™'B'P(T — t)§(t) (1.26)
Pelo principio do Méaximo, temos:

(p(t), Ag(t) + Ba(t))+(Qy(1),§(1)) + (R () a(t)) =
min((p(t), Ag(t) + Bu) + (Q4(t), §(t)) + (Ru, u)).

uelU

Desenvolvendo a equagao anterior, temos:

(p(t), Ag(t)) + (p(t), Bu(t)) + (Q4(1), §(1)) + (Rau(t), a(t)) =
(A'p(t) + Qi(t), 4(1)) + (B'p(t), a(t)) + (Ra(t), i(t))

e essa equacao sé terd valor minimo se o controle for escolhido de acordo com o
Lema 1, e a desigualdade comentada nesse lema sé serd mantida se

a(t) = —ER_lBtp(t). (1.27)

Uma escolha bastante l6gica para p(t) é 2P(T — t)g(¢). Isso serd provado pelo
lema, abaixo.
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Lema 3 Seja P(t) uma solugdo de 1.11, entdo
d
p(t) = 2P(T = 1)j(t) , —§(t) = (A= BR™'B'P(T —1))j(t) (1.28)
Prova do Lema.

Basta derivar p(t):

2~P(T — 1)§(1) + P(T — 1) 3(0)

=2(—(Q+P(T —t)A+ A'P(T —t) — P(T —t)BR™'B'P(T — t))j(t)+
P(T —t)(A— BR'B'P(T —t))j(t))
=2(-Qy(t) — A'P(T — t)y(t))
=— A'p(t) —2Qy(t)

E isso prova o lema.

p(t)

Agora, analisaremos a teoria proposta por Pontriagyn de uma outra forma:
uma minimizacao do tempo que um controle u leva um estado a a um estado b.
Para isso, precisaremos de trés teoremas que definem a Separacao de Conjuntos
Convexos. Seja E um espago de Banach com a norma ||| e seja E* o espago
de todos os funcionais lineares ¢ em E com a norma ||¢||. = sup,<1{llv(z)|}
(ver [1], paginas 244, 245, 246, 247 e 248).

Teorema 1.5.2 Seja K e L conjuntos disjuntos convexos de E. Se o Int(K) #
0 entdo existe um funcional ¢ € E*, ¢ # 0 tal que:

@) <oy, re€K, yel (1.29)

Demonstragao 1.5.2 Seja xg € Int(K) e yo € L. Entdo o conjunto M =
{z—y+yo—x0;2 € K,y € L} € convezo e 0 € Int(M). Desta forma, definimos:

p(e) =, ot (0 (1.30)

Esta funcdo tem as sequintes propriedades:

1. plax) = ap(z) , Vo € B, YVa € R, pois se p(x) = infzepri>o(t) e plaz) =
infezerreso(t), entdo ;55 = 57, logo p(ax) = ap( )-

2. p(x+y) <plz)+ply) , Y,y € E, pois como 0 € Int(M), M € convezo
eses€ M p(s) <1, logo temos:

+ eM , Vx,ye E
p
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logo:

Tty _ plz+y) o i
p<p(f”>+p(y)> = @) 1y S PEY) s p@) )

3. p(z) < c||z||, pois como 0 € Int(M), entdo mingep <|S|> > 0, logo se

min,cp (J}ég) =1.¢#0, temos:

Il

p(x)

Q|

, e E . p(z) <clz|

Agora, vamos definir um espago linear unidimensional {azp; 0 € R}, com zg =
Yo — o € um funcional o linear tal que po(azg) = a. Como zy ¢ M, entio
Va > 0:

p(20)

plazo) = ap(z0) > ap( - ) = a = po(az).

Se a < 0, entao:
vo(azo) <0 < p(az).

Pelo Teorema de Hahn-Banach, entdo existe um funcional ¢ tal que:
p(z) <p(z), z€E

Ou seja, pelas propriedades da funcao p e pela desigualdade acima, p € E*.
Ainda, se x € M,
o) <p(z) <1,

logo
e —y+yo—m0) =¢(x—y)+¢(20) <1< 9(20),

pois o subespaco considerado para o Teorema de Hahn-Banach é {azp; o € R},
e como ¢(z0) = wo(z0) = 1, p(x) < @(y). Este funcional separa os dois subcon-
juntos K e L, se a desigualdade 1.29 se manter.

Teorema 1.5.3 Seja M C E um conjunto convezo.

1. Se Int(M) # 0 e xo & Int(M), entdo existe p € E*, ¢ # 0 tal que:

o(x) < p(xg) , x € M.

2. Sexg € E exg¢ Fecho(M), entdo existe p € E*, o 20 e § > 0 tal que:

p(x) +0 < p(wo) , x €M
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Demonstracao 1.5.3 Veja abaizo:

1. De acordo com o teorema 1.5.2, se definirmos K = Int(M) e L = {x¢},
existe um funcional p € E*, ¢ # 0, tal que:

p(@) < plzo) , @ € Int(M)
Como M C Fecho(Int(M)), a desigualdade do item 1 se mantém.

2. Para algum r > 0, a bola fechada L = {y € E; ||y — xo|| < r} € disjunta de
M. Escolhendo K = M, nds temos do Teorema 1.5.2 que existe p € E*,
w # 0, tal que a desigualdade 1.29 se mantém. Como ¢ # 0 e m =
inf), 0 1<r(@(y)) < @(x0) € suficiente definir ¢ tal que 6 < p(xg) —m.

Teorema 1.5.4 Seja M C E = R", M convexo. Se xyg € M e xg ¢ Int(M),
entao existe um vetor p € R, p #£ 0, tal que:

<p’x> < <p7$0> , x € M.

Demonstragao 1.5.4 Se Int(M) # (), aplique o Teorema 1.5.3, caso contrdrio,
o menor espago linear By = {x € M,x—x¢}, entdo Ey # E. Desta forma eziste
© # 0 tal que p(y) =0, y € Ey. Portanto, p(x) = ¢(xg) para x € M. Como
@ € linear, podemos representar ¢ como p(z) = (p,z), z € R" e p € R". E isto
prova o teorema.

Agora que terminamos o estudo dos Teoremas de Separacao de Conjuntos Con-
vexos de um espago de Banach, podemos nos ater ao estudo dos Problemas de
Tempo Otimo. Esses problemas nao podem ser resolvidos utilizando a variagao
1.18, pois ela nao representa um controle admissivel para o problema. Sendo
assim, necessitamos de uma outra abordagem para a resolugao desse problema.
Vamos considerar o sistema linear abaixo.

§(t) = Ay(t) + Bu(t) , y(0) = 2 (1.31)

Vamos admitir que U C R™ seja convexo e compacto. Sabemos da Teoria de
Controle que um controle u : [0,T] — U leva o estado = ao estado Z em tempo
T se:

you(T)=z,T>0

sendo y**(.) solugdo do sistema 1.31. Ou seja, o problema abordado agora é
achar um controle que leve x a £ em um tempo minimo 7'.

Teorema 1.5.5 Veja abaixo:

1. Se existe um controle que transfere um estado x a um estado T, entdo o
problema de tempo dtimo tem solucao.
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2. Se 4 € um controle que transfere x a T num tempo minimo T >0, entio
existe A € R, A # 0, tal que para a solucao da equacdo abaixo,

Bp(t) = —A'p(t) , p(T) = A (1.32)
a igualdade
(B'p(t), i(t)) = max((B'p(t), u) (1.33)

se mantém para quase todo t € [O,T].

Demonstragao 1.5.5 Seja S(t) = e4t, t € R. A solugdo de 1.31 ¢ da forma
abaizo:

y(t) = S(t) <m + /Ot S_l(r)Bu(r)dr> , t>0. (1.34)

Para t > 0 definimos o conjunto R(t) C R":

R(t) = { /0 S1(r) Bu(r)dr; u(r) U}. (1.35)

Agora, para prossequirmos, necessitaremos de algumas propriedades do conjunto
R(t), formuladas no lema sequinte.

Lema 4 Veja abaizo.

1. Parat >0 o conjunto R(t) é convexo e compacto.

2. Se xpy, > a ety Lt comm?t 400 e xy € R(ty,) param € {0,1,2,...},
entdo a € R(t).

3. Se a € Int(R(t)) para algum t > 0, entdo a € R(s) Vs < t, s suficiente
prozimo de t.

Prova do Lema.

Nesta prova vamos precisar de um lema de Convergéncia fraca. Seja (hy,) uma
sequéncia de elementos de um espago de Hilbert H (ver [1], pagina 247), essa
sequéncia converge fracamente para h € H se para x € H, lim, 4 oo (b, )y =
(h,z)m, sendo (.,.)g o produto escalar no espago H.

Lema 5 Seja H um espago de Hilbert, separdvel. Qualquer sequéncia (hp,)
limitada de elementos de H contém uma subsequéncia que converge fracamente

para algum elemento de H.

Prova do Lema.
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Vamos considerar os funcionais lineares abaizo,
om(z) = (hpm,x)g , x € H, m=1,2, ... (1.36)

Como H ¢é separdvel, entao existe (pm, ) € Hy C H, Hy denso em H, tal que
a sequéncia (om, (z)) € convergente para x € Hy para seu limite o(x), x € Hy.
Ainda, como (hy,) € limitada, entdo existe ¢ > 0 tal que:

lp(z)| < clz|g , = € Hy (1.37)

Como @ € o limite da sequéncia (pm, ) em Hy, existe uma extensdo inica linear
@ em H. Pelo Teorema de Representacao de Riez (ver [1], pagina 247), temos
que existe h € H tal que:

¢(x) = (h,x) , v € H, (1.38)
com h sendo o limite fraco de (hy,,). Desta forma o Lema estd provado.

Prossequimos agora ao complemento da prova do Lema 4.

Seja U(t) = {u(s),u(s) € Uys € [0,t]} um subconjunto compacto e convexo
do espaco de Hilbert H = L2(0,t;R™). A transformacdo linear de H para R™ é
dada por:

() = /O S=1(s) Bu(s)ds, (1.39)

e ela mapeia o conjunto U(t) em R(t). Logo R(t) € convexo, portanto esta
tranformagdo também mapeia sequéncias que convergem fracamente em R(t), ou
seja, R(t) é fechado. Pelo Lema 5, R(t) € limitado, portanto R(t) é compacto,
logo, a parte 1 do lema 4 estd provada. Para provar a parte 2, lembre-se que:

t tm
Ty = / S™1(s)Buy,(s)ds + S~ (s)Buy(s)ds =z} + 22, (1.40)
0 t
para algum u,,(.) € U(ty). Comot,, L t, zl € R(t) ex?, — 0, e R(t) € fechado,
a € R(t). Para mostrar a parte 8 do lema 4, vamos assumir que a € Int(R(t))
mas para sequéncias ty, Tt e Ty — a, Ty ¢ R(ty). Desde que todo conjunto
R(tm) seja convexo, pelo teorema 1.5.4 existe um vetor p,, € R™, |pm| =1, tal
que:

Ou seja, podemos assumir que p, — p tal que |p| = 1. Com m — +oo, obtemos
(xz,p) < (a,p) para x € Fecho(U,R(ty)) eV € R(t). Como a € R(t), p tem
que ser nulo, uma contradicdo. Desta forma o lema 4 estd provado.

Agora, voltamos a prova do teorema 1.5.5. Seja:

2t) =8tz —x, t>0 (1.42)
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e T o infimo de todos t > 0 tais que 2(t) € R(t). Entdo eriste uma sequéncia
decrescente tp, | T tal que x,, = z(ty) € R(ty,). Pelo lema 4, z(T) € R(T),
entao desta forma existe uma solu¢do otima para o problema. Para mostrar

a parte 2 do teorema 1.5.5, defina a = 2(T'). Entio a € Int(R(T)). Se para
a € Int(R(T)), entdo pelo lema 4, existe um nimero t < T tal que z(t) € R(2),
uma contradi¢cdo com T'. Ou seja, pelo Teorema 1.5.4, existe A € R", A # 0, tal
que,

(x—2(T),\) <0, zeR(T) (1.43)
)

Seja 4(t) uma estratégia dtima para o problema e u(.) um controle qualquer com

valores em U. segue da equagao anterior que,

< /0 S ) (Bu(r) — Ba(r)dr )\> <o, (1.44)

ou

T
/ (BY(SH(r) I\, a(r) — u(r))dr >0 (1.45)
0
Desde que a funcio p(t) = (St(t))'A, t € [0,T] é uma solugdo de 1.32, a

relacdo acima se mantém e a relagao 1.33 também se mantém, logo o teorema
estd provado.
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Capitulo 2

Jogos Diferenciaveis

2.1 Introducao

O problema abordado neste capitulo trata do estudo de Jogos Diferenciaveis de
Soma Zero de 2 Jogadores, que podem ser resumidos pela a escolha de estratégias
u e v por dois jogadores que possuem uma dinamica de interesses variante com o
tempo entre si (estado), definido por um sistema de equagoes diferenciais de 1°
grau. A escolha das estratégias u e v pelos jogadores é baseada na informagao
gerada por uma Funcgao de Saldo (IT > 0), que gera uma perda para um jogador
e um ganho para o outro. Obviamente, este jogo tem soma zero pelo fato que
o ganho (II) de um jogador é exatamente o inverso da perda (—II)do outro
jogador. Logo, essa dinamica de interesses entre os dois jogadores gera um
problema de otimizagao a ser estudado.

2.2 Resultados obtidos da Teoria dos Jogos

Analisaremos nesta sec¢ao resultados gerais sobre a Teoria dos Jogos, que facili-
tarao o entendimento da teoria a seguir. Seja E7 o espago estratégico do Jogador
1 e E5 o espago estratégico do Jogador 2, sendo Fy e F5 conjuntos quaisquer. A
conseqiiencia ou saldo de uma escolha estratégica pareada (e1,es) € Ey X Fo é
dada por uma funcdo II definida em E; x F5 com valores em R, tal que o saldo
para o Jogador 1 serd dado por Il(eq,es) (ganho) e o saldo para o Jogador 2
serd dado por —II(ey, e3) (perda). E evidente que o Jogador 1 terd o interesse de
Maximizar IT e o Jogador 2 terd o interesse de Minimizar II. O Trio (Fy, Eq,II)
define um Jogo de Soma Zero entre dois Jogadores.

Uma situacao a ser analisada é quando os dois jogadores conhecem suas re-

spectivas estratégias 6timas e} e es, mas ndo conhece a do adversario. Se isso
ocorrer, entao vale:

Ve €F, H(elaez) < H(e;e;%
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Veo € By, TI(e],e5) <II(e],e2).

O valor 7* = II(e}, e3) serd chamado de Valor do Jogo (E4, Es,II) e existird se
ocorrer:
supinfII(eq, ex) = inf sup II(ey, e3), (2.1)

e €2 €2 ey
com a desigualdade abaixo sendo mantida:

supinfII(eq, e2) < infsupIl(es,eq). (2.2)

e1 ©2 €2 eq

Dessa forma, se torna natural e bastante importante a procura de pares de
estratégias (e}, e5) que satisfagam a seguinte desigualdade abaixo:

I(eq,e3) <Tl(ej,e3) <T(ef,e2), Veir € By eV ey € Es. (2.3)

Chamaremos o par (e}, e3) de Ponto de Sela do Jogo (E1, E2,1I).

2.3 Jogos Diferenciaveis de Soma Zero

Nosso objeto de estudo a ser considerado nessa segao se trata de uma mode-
lagem matematica que define um Jogo Diferenciavel de Soma Zero entre dois
Jogadores com tempo finito #;. Vamos definir assim como o conjunto de en-
tradas estratégicas do Jogador 1 por U C R™+, o conjunto de entradas es-
tratégicas do Jogador 2 por V' C R™v e o conjunto de estados deste jogo como
E C R". Chamaremos de Estratégia admissivel para um jogador funcoes lo-
calmente integraveis em R em sua imagem. Sejam U,y e V,q o Conjunto
de Todas as estratégias admissiveis para os Jogadores 1 e 2, respectivamente.
O jogo é realizado no intervalo de tempo [to,t1], de tal forma que V¢ € [to, t1],
(t,z(t)) € R C RTx E, e 0 jogo se encerra quando (¢,z(t)) € T = Fronteira(R).
Logo (t1,z(t1)) € T. As equagoes referentes aos estados sdo definidas abaixo:

2(t) = [t x(t), ut), v(t) , x(to) = 2o (2.4)

X Z[to,tﬂ — R"
u:fto,t1] > U, u € Uyq
v 2[t0,t1} -V , UE Vad ) [tﬂatl} - §R+

com uma func¢ao de Saldo:

P(to, x0)uv = h(t1,x(t1)) +/ 1 g(t, z(t),u(t),v(t))dt , P >0 (2.5)

to

g RxUxV =R
h:R— R,
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que o Jogador 1 tem um Saldo P(to,2o)u,w € 0 jogador 2 tem como Saldo
—P(to, 0)u,v- E bastante l6gico que o Jogador 1 quer Maximizar P e o Jo-
gador 2 quer Minimizar P.

O par (u,v) é escolhido partindo do principio que os jogadores 1 e 2 sé tem con-
hecimento de sua prépria estratégia, nao conhecem a estratégia escolhida pelo
adversdrio. Pela Teoria de Controle Otimo podemos definir seletores tedricos de
estratégias, chamados de Estratégias Puras do Jogo ou Classe Estratégica:

u(t,z) = (u'(t,x), ..., u™ (t,z)) (2.6)
v(t,z) = (v'(t, x),...,v™ (t,1))

Os Jogos, pelas suas naturezas estratégicas, podem possuir restri¢coes nos espagos
U e V, tais restrigoes podem ser definidas pelas transformacoes abaixo:

Qy :(t,z) = Qu(t,x), Q, CU (2.8)
Qy :(t,x) = Q(t,z), Qy CV (2.9)

Isto restringe os Jogadores 1 e 2 a efetuarem escolhas pareadas (u(t, z),v(t, x))
definidos em 2, x ,. Tais conjuntos costumam ser definidos pelas desigual-
dades:

Ki(t,z,u(t,z)) >0, i=1,..,d, (2.10)
Kl (t,z,v(t,z)) >0, j=1,...,d, (2.11)

Com essas consideragoes, podemos garantir a solugao do sistema 2.4 (de acordo
com o Teorema de Existéncia e Unicidade de solucao de sistemas de equagoes
diferenciais) e podemos prosseguir procurando solugoes para Jogos Diferencidveis,
através da existéncia de um Valor para o Jogo (Usq, Vad, P).-

2.4 Pontos de Sela

De acordo com a Segao 2.2, definimos o conceito de Ponto de Sela de um Jogo.
Ampliaremos agora este conceito para um Jogo Diferencidvel (Uyg, Vaa, P), definido
por 2.4 e uma Funcdo de Saldo P, definida por 2.5. Seja (u(t,x),v(t,x)) €
QX Q,, definiremos como solugao estratégica pura (u*, v*) do jogo (Uasd, Vad, P)

se P(to,0)y+ v+ tiver um valor inico e ainda se ocorrer:

P(tOvl'O)u,v* S P(t07$0)u*,v* S P(thxO)u*,v ’ v (U,U) € Uad X Vad~ (212)

O valor tnico P(tg, Zg)y*,»+ ¢ definido como o Valor do Jogo (Uuq, Vad) € 0 par
(u*,v*) como o Ponto de Sela desse Jogo. Como para cada ponto inicial (¢, z)
podemos ter estratégias 6timas diferentes, definimos a funcao Valor do Jogo
(Uad, Vaa, P) iniciado em (¢, ) abaixo:

W(t,z) = P(t,x)y~ o , Y(t,x) € R. (2.13)
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Vamos considerar agora o estudo de estratégias para jogos diferencidveis que
s6 dependam da posigao inicial. Sejam os espacos estratégicos Uyq e Vg4, tais
que o trio (Uug, Vaa, P) determine um jogo diferencidvel definido em R, com
Uady C Uqg € Vaa, C Vaa, sendo Ugg, € Via, conjuntos nao vazios de estratégias
dos jogadores 1 e 2, respectivamente, que sé dependam da posicao inicial do jogo.
Portanto, se analisarmos o jogo (Ugdy s Vad,, P) € €le possuir pontos de sela, entao
0 jogo (Uad, Vad, P) também o terd. Veja a demonstracdo abaixo. Seja U,a e
V.a conjuntos de todas as estratégias dos jogadores 1 e 2, respectivamente, que
s6 dependam da posicio inicial. Vamos supor que 0 jogo (Usg, Vaa, P) é vélido e
vamos levar em conta 2.8 e 2.9, tais que €, e ), sejam independentes do estado.

Lema 6 Se o par (4*,9%), com 4" € Udpa € 0* € V,q, formam um ponto de

sela do jogo (Ugd, Vad, P), entdo também formam um ponto de sela para o jogo
(Uach Vadv P)

Demonstragao:

A idéia desta demonstragao consiste em usar o fato que (@*,0*) € Uyg X Vaa,
p0is Ugqg C Uyq € Vog C Vo, € provar que ¥ u € Uyg eV v € Vg ocorre:

P(to, z0)u,5+ < P(to, x0)ax,5+ < P(to,z0)axv , ¥ (to,z0) € R. (2.14)

Sejam ¢, e ¢, solugoes de 2.4, considerando as estratégias u* e v € Vyq para
Gy, € 0" eu € Uyg para ¢,. Seja ainda © € Vyq e 4 € Uyq tais que:

0(t) = v(t, u(t)) € a(t) = u(t, du(t)) (2.15)

Como (u(t,x),v(t,x)) € Qu(t,x) x Qu(t,x), entao (u(t),v(t)) € Qu.(t,z) x
Q,(t, ), com ¢, e ¢, solugoes de 2.4. Dessa forma, temos:

.’L‘(t) = f(ta I(t),ﬂ*<t), 'E(t)) y ¢u(t0) = o (2'16)
z(t) = f(t,z(t),u(t),v*(t)) , du(to) = xo. (2.17)
De acordo com as definicoes de u e v,
P(to, x0)aw = P(to, zo)ax,s (2.18)
P(to,0)u,5- = P(to, 0)a,s (2.19)
portanto:
P(to,0)u,5+ < P(to, 0)ax,s+ < P(to, T0)ax v, (2.20)

e isso prova o Lema.

O lema acima nos fornece uma forma de investigacao local par a procura de
pontos de sela (solugbes) de um Jogo Diferencidvel de 2 jogadores com Soma
Zero. Seguimos agora ao capitulo seguinte, oferecendo uma condicao necessaria
para que uma estratégia de um jogador seja 6tima.
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Capitulo 3

Condicao Necessaria para
existéncia de Estratégias
Otimas

No capitulo anterior nos esforcamos para definir e entender Jogos Diferenciaveis
de Soma Zero entre Dois Jogadores e, apds este amplo estudo, podemos comen-
tar algo a mais sobre estratégias 6timas. Elaboramos a definicao de Ponto de
Sela de um Jogo Diferencidvel, que representa as escolhas 6timas dos dois jo-
gadores envolvidos. O que é preciso agora é prosseguir estudando este conceito,
propondo uma condigao necessaria para existéncia de estratégias 6timas, para
podermos elaborar um conceito mais amplo de solucao de um Jogo Diferencidvel.

3.1 Uma Condicao Necessaria

Nesta primeira se¢ao extendemos o estudo de Jogos Diferencidveis (Uyg, Vaa, P),
definidos por 2.4, com P definida por 2.5, para classes de estratégias C'(R) por
partes. Vamos considerar que as fungoes g e f sejam de classe C1(R x U x V)
e que o jogo tenha o seu término na superficie ' C Fecho(R), sendo T' definido
por:

sendo cada T; uma sub-superficie de T, parametrizada por (T;(0), X;(0)) ,0 €
K;, T; e X; de classe C'(K;), K; C E sendo um cubo. Vamos considerar
também que esse jogo possua uma série de restrigoes, de acordo com 2.8 e 2.9.
Para este problema especifico vamos definir uma regiao = contida num espaco
> como um conjunto aberto em 3.

Definicao 1 Uma colecao finita de subregices D1,...,D; de uma regigo D serd
chamada de uma decomposicao de D se ocorrer:
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1. Cada D; € conexo e tem uma fronteira com finitas superficies, todas elas
continuas e diferencidveis.

2. D;ND; =@, i+j.

Uma fungao definida em D serd C'(D) por partes se existe uma decomposicio
de D tal que esta funcio seja C'(D;), D; pertencente a alguma decomposicio
de D.

Para continuarmos, definimos o jogo (Uad,, Vad,, P), ¥V (¢, ) € R, tal que Uyq,
e Vaa, sejam familias de estratégias de classe C'(R) por partes, com funcoes
uw € Updgy # Fev € Voggo # D, u: R— Quev: R — Q, Os pontos
de descontinuidade de u e v podem nao coincidir, portanto, precisamos impor
condicoes que tratem dessas questao. Seja Ugq, € Vgq, um par maximal dos
conjuntos definidos acima , vamos assumir que Y(t,z) € R 0 jogo (Uad, s Vad, s P)
tenha um ponto de sela (u*, v*) e que este ponto de sela é independente de (¢, z).

Definigao 2 Seja R uma regido. Uma decomposicdo reqular de R serd uma
decomposicdo composta por sub-regioes Ry 1,...,R1 j,,...,R; ;,, com as condigoes
abairo sendo satisfeitas.

1. As regides R; sdo definidas por:
Ji
R; = | Fecho(R; ;) NR, (3.1)
j=1
de tal forma que Ry,...,R; seja uma decomposicao de R.
2. Para cadai=1,...,a, R; sempre serd adjacente a T; e R;UT, = @, 1 # k.
3. Para cada i = 1,...,a, Fecho(R;;,) N T; # @ e Fecho(R; ;) NT; = &,
J # Ji-
4. Para cadai=1,....,acej=1,....5; — 1, o conjunto

Mi)j = (Fecho(Ri,j) n FeChO(Ri’jJrl)) n Rl (32)

€ uma superficie orientada de dimensdo n e C’l(KM), com K; ; sendo um
cubo em E e M; ; parametrizada por:

t="T,;(0), =X (0), 0 € K; (33)

5. Cada superficie M; ; divide R; em duas regides disjuntas, tal que Fecho(M; ;)N
Fecho(M; ) =@, j # k.

6. Para cada conjunto de inteiros {iy,...,ip} C {1,...,a}, o conjunto N, . i3
definido abaizro

Ny, iy = (Fecho(R;,) N ...N Fecho(R;, ) N R (3.4)

pode ser vazio ou uma fronteira diferencidvel nao singular.
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Complementando a definigao acima, oferecemos as seguintes notagoes:

M, ;, =T,

M; o = Uniao de todas as regioes Ny, i3, $=1,...,«
RS, =R ; UM,

R ;=R UM;;

Rij=Rf,UR ; ,ie{l,..,a}, je{l,. j}.
Agora podemos definir as restri¢oes para (u*,v*). Como u* e v* sdo C'(R)
por partes, entao hd uma decomposicao regular de R associada aos pontos de
descontinuidade M, ;, tal que u* e v* sejam C*(R; ;) para cada R; j C R. Segue
abaixo as restrigoes para (u*,v*).

1. A decomposicao associada a (u*,v*) é uma decomposigao regular.

2.8 (r,§) e R, .,i=1,....4., j = 1,..., j;, entdo existe somente uma tra-

7
jetoria otima

¢*(t77-7 5) = ¢f(t777 g) em Ri7 T<t< ti;ji (35)

sendo ¢; j, 0 tempo que ¢* alcanca a superficie 7T;. Ainda: ¢* nunca serd
tangente a M;x, k € {j, ..., ji}, ou a algum Ng;, ;3.

O lema abaixo garante e reforca as restrigoes acima.

Lema 7 Seja (1,8) € R; ;, 1 < j < ji, e seja (tig,Tik) = (i n(T,8),xix(7,8))
uma representacdo de da intersecgdo de ¢* com a superficie My, j < k <
ji- Entao para cada j < k < j;, as fungoes ¢*(t,7,§), ¢i(t,7,§), ¢7(t,7,8),
q’)?(t, 7,6) e ¢ (t,7,€) existem e sdo continuas para (7,€) em R;j, comt;p_1 <
t < t;r e os valores das funcgoes acima em t = t; 1 et = t; sdo os lim-
ites, calculados do interior de R; . Ainda, se em pontos (7,€) € M1 ou

(7,€) € M, nés definimos para estas fungdes ,limites tais que (1,€) — (7,§)
do interior de R; ., tornando assim as fungoes ¢*(t, 7, &), ¢¢(t, 7, &), ¢7(t, 7,8),
¢§/(t,r,§) e qbf (t,7,€) definidas e continuas para (1,§) € R; ;.

Demonstracao do lema.

De acordo com a condi¢ao 1., temos que R possui uma decomposi¢ao reqular
para garantir que o par (u*,v*) seja um ponto de sela para o jogo (Usd, , Vad,, P),
de tal forma que, ao considerarmos uma regigo R; com (1,§) € R; ; para algum
1 < j < g, temos que ¢F(t,7,.&) = ¢*(t,7,§) € a trajetdria dtima em R; que
alcanca T;. Sabemos que em cada superficie M; j, ou u* ou v* possuem descon-
tinuidades. Para transpormos este obstdculo, vamos tratar de uma forma mais
local o problema estudado.
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*

: * ~ 1 * L. ;
Seja uj; e v;; extensoes C*(R; ;) de u* e v* em R;j, com j firo. Vamos

analisar o préglema abaizo:
&(t) = ftw(t), ui ;& (), vi (¢ 2(t)) , o(r) = ¢, (3.6)
com (1,€) € Int(R; ;). Como f € CY(Rx U x V), seque de (uf;,v};) e dos

Teoremas de Existéncia e Unicidade de solu¢des de Equacoes Diferenciais que
existe uma unica funcao w(t 7,€) que é solugdo de 3.6, deﬁmda no intervalo

(a(1,8),b(1,8)) C (tij—1,ti ;). Ainda, as fungdes Yje, V-, %5 e 1/1]7 existem e

e sdo continuas em Int(R; ;). Como uj; e v;; sio extensoes de u™ e v*, que

sao C*(R; ;). entio 1; € o (Ri,;), definida em [t; j_1,%; ;]. Logo, vale:
#(t) = [t (t), ui (8 2(t)),vi;(t (1)) = f(t,x(t),U*(tvx(t)),v*(t,l’(t)g) )
3.7

Para (1,§) € R; j, a funcio ¢*(t,7,€) € definida em 7 <t < t;(1,§), sendo t; o
tempo que ¢* alcanca T;. Como 1p; € CY(R; ;), entdo ; € C1(R; ;), logo:

¢*(ta7a€) :wj<t777€> ) te (ti,jflati,j) (38)
Se (1,€) € M; j—1 ou (1,€) € M, , t =t;,;_1 out =t;;, cada funcdo rela-
cionada terd o valor computado pelos limites partindo de Int(R; ;). Seja agora
(r,8) € Rij, 1 < j < ji. A trajetdria otima intercepta M; ; em:
(tij, wig) = (ti(7,8),2i,5(7,€)) = (Ti;(0), Xi (o). (3.9)
Portanto ¢* tem que satisfazer:
F(o) = ¢"(T;,;(0),1,&) — X, ;(0) =0. (3.10)
Sabemos que ¢* ird satisfazer 3.10, pois a matriz jacobiana de F' ndao € singular:
J(F(0)) = (tij,7,6)J(Ti5(0)) — J(Xi (o))
= (i o7 (0 + 1,78 ) (T (0)) = (X))

A matriz ,
1 hmh—»O‘ (b* (ti,j + h, T, 5) (3 11)
—J(T;5(0))* —J(Xi (o)) '
tem posto n + 1, pois ¢* nunca € tangente a M; ;. Como a matriz acima €
semelhante a: )
L limy - ¢ (i + R, 7,6)
G T 1
(s ~J(F(2)) | (312)

obviamente J(F (o)) tem posto n, sendo F (o) € C'(K; ;), sendo K; j um cubo
em I.

Como usamos v; acima, podemos considerar t; ; e z; ; como fungoes C* em
(r,8) € My j—1 ou (1,§) € M, ;, calculando assim t; ;(7,§) e z; ;(7,§) como
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limites partindo de 1:3”

Seja novamente (1,§) € R;;, supondo j < j;. Definimos a trajetdria étima
*(t,7,€) em Riji1, com (tijs1(7,€),2i501(7,€)). No intervalo t;; < t <
i j+1, temos:

¢* (t7T7 f) = ¢* (tati,j’xi,j)7 (313)

pois em R j11 existem ui ;1 € CY(Rij) e vy, € CY(Ryy ), tais que uf ;=
u* ev;; 1 =v" em R;ji1. Para(a,b) € R; i1, sejajii(t,a,b) a solugdo de:

z(t) = f(t,x(t),u;jﬂ(t,x),v;jﬂ(t,x)) , x(a) =b. (3.14)
Sabemos que Y1, V1, Vit1,a, Vit1,bs Vjga,e € Vjpr,p €TIStEm e sao continuas
em R; j11. Como visto anteriormente, temos:

¢ (t,7,8) = Vi1t tig, wig) = & (Lti g, i) 5 tig <<t 1. (3.15)

Pela a hipdtese de diferenciacio de v;y1, se (1,§) € M, ; ou (1,€) € M; 1,
novamente os limites de suas derivadas sdo calculados partindo do interior de
R; j, portanto:

. 0 9
Pe(t,7,8) = 1/)j+1,a(tati,j7mi,j)87§ti,j(7_u £+ 1/Jj+1,b(t,tz‘,jwi,j)affmi,j(ﬂ £).
(3.16)
Set=t;;, temos:

. . 0
Jim ¢ (tij +h,7,8) = Yit1.a(ti, tijs ﬂfi,j)a*gti,j (7,€)
0
+¢j+1,b(ti,j,ti,jwi,j)afgﬂii,j(ﬂ@- (3.17)
Temos como resultado da teoria de Equacoes Diferenciais Ordindrias que
:L‘(t) = f(t,.%‘(t), u:,j+1(t7w(t))7vzj+l(tﬂ x(t))) ) x(ti,j) =5 =
t
o(O) =i+ [ Fs(5)u 1 (5,0(9), 0 (5,2(5)) s =
tij
t
Yj+1(t,a,0) =b +/ f(s,2(8),ui j11(s,2(5)), 07 11 (s, 2(s)))ds =
9 +
9 Vi1t tig, wig) = —f(Zi;) =
0
%¢j+1(ti,j7ti,jaxi,j) =1,

sendo I a matriz identidade e Z;fj,

Z::j = (ti,jv Zij, U;j+1 (ti,j)v v;k,jJrl (tm)) (3.18)
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Substituindo em 3.17, temos:

0

s + 9 s(n). (319)

. e
dim 9 (ti; +h.1.6) = —(Z]) o€

Para calcularmos limy, - ¢¢(ti,; + h,7,§), substituimos o = o(7,€) em 3.10
usando 3.9,

F(Tv 5) = wj(ti,j(T7 g)aTa f) - xi,j(Ta 5) (320)

Calculando %F(T, €), temos:

0 -~ / 0

aifF(Tv g) = w] (tiJ (T7 5)7 T, g) ag ti,j (7—7 f)
0 0
+ 8*51%(7?1,](7’ 5)77-7 g) + %xIJ(Tag) =0. (321)

Como (1,€) € R” etij—1 <t <t ndes temos ¢*(t,7,§) = ¥;(t,7,§),
portanto:

0 0
hl_igl_ Ge(tij+h,7,8) = — (hl_igl_ ¢*(tij +h,T, f)) affti,j(ﬂ §) + 3*63%‘4‘(77 £).

(3.22)
Vamos definir agora
Z; ;= (tijswig,ui (g, i), 05 (b, i g)), (3.23)
e usando o fato que ¢* satisfaz 3.7, finalmente obtemos:
lm ¢g(t;; +h,7,8)=—f(Z; )gt (7,8) + ﬁx i(1,€) (3.24)
he—O— g\, sy by - .5 85 2,7\ 35 2,7\ . .

Com as consideragoes acima garantimos uma andlise das extensdes de ¢* em
R; ;, logo o lema estd provado.

No lema anterior conseguimos analisar todas as propriedades de ¢* que serao
importantes para o estudo da funcdo de valores W(7,£) em R. Definimos a
funcao de valores para o Jogo (Uaq,, Vad,, P):

Wne) = hitesoe) + | aodi+ S [ s (3.25)
JARCIED I B
g(t) = g(t, o™ (t),u™(t,¢"(t)),v" (t, 0" (t))). (3.26)

O teorema abaixo garante algumas propriedades importantes para o prossegui-
mento do estudo do problema abordado.
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Teorema 3.1.1 A funcgdo de valores W € continua em R. Para cada R; j, as
fungoes W, e We existem e sdo continuas e, além disso, possuem extensoes
continuas em R” Se M; ; € uma fronteira de descontinuidade de somente uma
das estratégias u* ou v*, entdo W, e W¢ sdo continuas em pontos de M; ;. A
funcdo W satisfaz abaizo, para todos os valores de RUT:

g(T,ﬁ,u,v*) + <W§(T’ g)?f(ﬂfauav*» <
—We(7,§) <g(7,&§,u”,v) + (We(7,€), f(7.§,u",v))

ut =u(r,§) , v =v"(1,€)
uel, , veV,
g(T7€7 U*a U*) + <W§(T7 5)7 f(7—7 57 U*v U*)> = _WT(T7 6)
Ainda, os valores de W, W¢, u* e v* como limites nos pontos em T, nas
fronteiras Ny, . ;. , e em fronteiras de descontinuidade M; ;
Demonstragao 3.1.1 Pela definicio de W e pelo lema 7, seque que W €
CY(R; ;). Logo, se (10,&) € M, ; ou (19,&0) € M; j_1, os limites

lim We(T,€) e lim W(r,&), com (1,€) € R; 5, 3.97
(1,£)—(70,80) E( g) (7,6)—(70,€0) ( 5) ( 5) 1,9 ( )

existem e as fungoes que calcularmos utilizando esses limites nos pontos (1o, &o)
s@o continuas em R; ;. Seja o conjunto N(7,£) com as sequintes propriedades:

1. N(’T,g) C Riyj
2. (1,§) € N(7,€)

3. Eziste v > 0 tal que o intervalo [7,T + 7] representa a projecdo de N(1,§)
na reta t.

4. A funcao

) _Jut(tx) , se (t,x) & N(7,8)
ot @) = {v(t,x) , se (t,x) € N(1,§) (3:28)

é, tal que ¥ € Vyq,

Seja (t) a trajetdria resultante da estratégia pareada (u*,?0), comecando em
(1,€), com T+ o tempo em que ¥ intercepta a fronteira de N(t1,§). Temos:

W(Ta 5) :P(Tv g)u*,v* < P(Ta g)u*,f) =
t
P(r.€)ue s =h(E,7) + / a(t)dt

_h(t,a‘:)+/T+6g(t)dt+/t g(t)dt

+4

R T4+9
:W(T+5,w(7+5))+/ g(t)dt,
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3(0) = gl D(t), ™ (6, D)), 8(2, B(1))) (3.20)
T+6
W(r.€) — W(r +6,0(r + ) < / a(t)dt. (3.30)

Agora, levando em consideragao N(1,&) — (7,€), implica 6 — 0. Como W, €
CY(Ri ;) e We € CH(R; ;), podemos aplicar o teorema do valor médio,

W (T,8) = W(r +6,(7 + ) = =W (7,)6 — We(7,)(d(7 +8) =€), (3.31)

(1 +06) — E=1(T+6) — (1) = f(1,6,u(7,£),9(7,€))d
)
= W) + Wer (6w (r &), omoNs < [ gltjat
Concluindo:

resultado mantido Yv € Vaq,. Podemos consequir um resultado andlogo Yu €
Uad1 J

=Wr(7,8) = g(1,& u,v™(7,8)) + We(r, ) f(7,& u, 0™ (7, €)). (3.33)
Combinando 3.82 e 3.33, temos:

g+ We(m O f Y < =Wo(r,8) < g" " + We(r,) £, (3.34)
com.
9(7, &, u,v*(7,€)) =
g(, &, u(1,8),v) =
f(r & u,v™(7,€)) :f“’”
f(r & ur(r,8),0) = f*
Logo, vale
B, B T WS = e g, AW (339
com B
g=9g(r.§&,u,v) , f = f(1,& u,v) e We =We(7,6). (3.36)

O resultado acima € um dos mais importantes desta se¢do, pois é uma condi¢Go
bastante forte para o entendimento de pontos de sela de um jogo (Ugd, , Vad,, P).

Agora vamos procurar mostrar de alguma forma que W é continua em R. Seja
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(1,6) € M; ;, tal que M, ; é uma fronteira de descontinuidade de u* ou v*. Os
limites

W (r,€) = (t*,xlfi?i(r,g) W-(t",27), (t7,27) € R; ;, (3.37)
We (1,6) = (t—,xl—i?l)(r,f) We(t™,27), (t7,27) € R, 5, (3.38)
WEHnE = | Jm W) (#,a7) € Rigia e (3.39)
Wgr(T, &) = lim We(tt,zt), (tT,27) € Ry j41, (3.40)

(tH,at)=(7,8)

representam o comportamento de W entre R; ; e R; ;11. Vamos supor que
v* € descontinua em M, ; e que u* seja continua. Seja (1,§) € M, ; e seja
(t(s),z(s)) € C'((—1,1)) uma curva contida em M; ; e (t(0),z(0)) = (7,£).
Seja w(s) = W(t(s),z(s)). Como M;; € CY(K;;) e W, W} e WT sdo
continuas em ]N%m'_H, seque que eriste w definida numa vizinhanga N de (1,€),
tal que para (t,z) € R; j11 NN, temos W (t,z) = W(t,z). Logo:

w(s) = W(t(s), z(s)) = W(t(s), z(s)). (3.41)

Ou seja, existe wl(O) tal que:

’

w' (0) = Wi(r, ) (0) + Wa(7, )2 (0) = Wi (r, ) (0) + W, (,€)2 (0). (3.42)
Por argumentos similares, temos que:

w (0) = W, (1, )t (0) + W, (7,€)z (0). (3.43)
Portanto:

(Wi (7,€) = W, (1, )¢ (0) + (W, (7,€) = W, (€)' (0) = 0. (3.44)

A equacdo acima nos leva a supor que (W, (7, &) =W, (1,&), W (1,6)—W (7,£))
¢ um vetor ndo nulo ortogonal a M;; ou W, (1,&) = W[ (1,€) e W (1,€) =

W, (1,€). Seja N uma vizinhanca de (1,€). Vamos elaborar estratégias vt e
v~ tais que:
ot t N
ot z) = 4 Van(BT) o (o) € (3.45)
v*(t, x) , (t,x) ¢ N
ot t N
’U_(t7 x) — vZ,j( ’z) ) ( 7x) E . (3.46)
v*(t,x) , (t,x) ¢ N
Como u* € continua em M; ;, temos:
u(1,€) = uj 5 (7,8) = uj j41(7,§). (3.47)
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Pelas desigualdades 3.34 e 3.35:

W (1,6) = g(7. &, u"(1,€),v™(1,€)) + W (1,€) f(7,€,u" (1,€), 07 (1,€))
< g(m.&u (7€), 07 (7,.€) + W, (7, ) f(7, £, u" (7, €),v7 (7, )
Wi (7,6) = 9(7, &, u™(7,€), 0™ (7, €)) + W, (1, ) (7, §, w" (7, ), 07 (7,€))
< g(m,6,u"(7,8), 07 (7, €)) + W, (7, ) f(7, £, u™ (7, €), v (7, §)).

~—

Logo:
W (r,8) = W, (7,6) < =(W,[ (7,) = W (1)) f (7,6, u"(7,€), v (7,€))
(3.48)
WtJr(Tvg) - Wti (7_7 ’g) > _(W:j (Tv g) - W; (7—7 f))f(Ta’g,U* (T’ g)a vi(,rvg))
(3.49)
(3.50)

Se (Wi (1,8) — W, (1,€), Wi (r,&) — W, (1,£)) € ortogonal a M, ; e for difer-
ente de zero, vale as duas desigualdades acima. Caso a igualdade ocorresse
em alguma das desigualdades acima, (1, f(t,z,u*,v")) ou (1, f(t,z,u*,v7))
seria tangente a M, ;j, uma contradicio. Portanto W (1,&) = W, (1,€) e
W (T, &) = W, (1,£), e isso prova o teorema.

Garantimos com o teorema anterior nao sé a continuidade de W em R como
garantimos sua derivabilidade nas regides R; ;. Um resultado incrivel deste
teorema é que W satisfaz a equagao de Hamilton-Jacobi:

H(t,z,u,v,\) = g(t, z,u,v) + Af (¢, z,u,v), (3.51)

que é equivalente a
H(t,z,u"(t,x),v"(t,x), Wy (t,z)) + Wi(t,z) = 0. (3.52)
Prosseguimos com um estudo mais elaborado sobre as relagoes de W com a

Hamiltoniana 3.52, e para isso enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 3.1.2 Seja ¢*(t, 7,&) uma trajetéria étima de um ponto (1,€) € R; ;.
Entdo existe uma fungio \(t,T,€) definida em t € [1,t; ;,(7,€)] et # tip, k €
{4,5+1,...,5; — 1}, de tal forma que as condi¢ées abaizo se mantém:
1. X € continua em seu dominio de definicdo e os pontos t; j, possuem limites
laterais )\,': e, .
2. As fungoes X\ e ¢* satisfazem o sequinte sistema de equacoes diferenciais:

a(t) :%(t,x(ﬂ,U*(t,x(t))vv*(tvx(t))%

‘ OH
)‘(t) = - ai(tv I(t), U*(t7 $(t)), ’U*(t, l‘(t))),
x
sendo H o Hamiltoniana 8.52 ,e para t = t;p, k € {4,5 +1,...,J; — 1},
estas equacoes se mantém para os limites laterais /\X e, .
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3. Se M, y,, k€ {j,j+1,....5; — 1}, é uma fronteira de descontinuidade de
somente uma das fungdes u* ou v*, entao A é continua emt =t; . Caso
contrdrio vale:

_ atiyk 78"Ei7k 8t¢7k aifi,k
com
ka = (tiks ik W (bigy i)y V' F (i Ti ), AL, (3.54)

4. Parat =1, ;,, vale:
0 1o}
ho (ti i (7, €), 235, (7, 5))%0(% &+ H(Pi,ji,)\ji)a?ti,ji (1,8) = Ajiiy, = 0.
(3.55)
5. Se x(t) = ¢*(t,7,8), t > 7, entdo:

Wa(t,z) = A(t, 7, 6). (3.56)

6. Para todo t € [1,t; ;] et #tik, k€ {j,....5: — 1}, vale:
max min H (¢, ¢* (¢, 7, &), u, v, A(t)) = minmax H (¢, p*(¢,7,§), u, v, A\(t))
= H(t,¢"(t,7,8),u"(t,0"(t,7,8)), 0" (t, 0" (¢, 7, €)), A(1)),

eemt =t k€ {4,...,5i— 1}, as equagdes acima se mantém para limites
laterais )\; e, .

Demonstragao 3.1.2 Vamos primeiro desenvolver We(t, x), de acordo com a
definicao de W e apds isso, provar um lema que facilitard a demonstracao deste
teorema,

We(r,€) = ho(te.(0), 215, (0) 2

0
8750-(7—7 5) + g(PiJi)aigti,ji (T’ 5)

Ji—1

3 (P - g(za;))f%ti,k(n )
k=3
+ / (@ (t) + Gu (0 (8, St 7€) + Gu(t)0l (1, Bt 7, €))L (1, 7, E)dt

+ ki /t+ (2 (t) 4+ Gu(t)us(t, ¢(t, 7,€)) + Go(t)vy(t, o(t, 7,€)))PE (t, T, €)dt,
j (3.57)
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com

g(t) =gt ¢"(t,7,8),u"(t, ¢ (t, 7,)), v" (£, 6" (¢, 7, €))), (3.58)
P’i,k = (ti,kv ¢* (ti,ka T, g)a U* (ti,fw QS* (ti,kv T, 6))7 ’U*(ti,ka d)* (ti,]m T, f)))a (359)
f)sz = (Sa ¢*(Sa T, 5)’U*(S7 ¢*<57T7 f)),’U*(S, QS*(Sa T, 5))) , S € [ti,kfla ti,k]; s — ti,k7

(3.60)
szk = (Sa ¢*(Sa T, 5)7 U*(Sv QS*(Sv T, f))7 ’U*(S, ¢* (53 T, 5))) , S € [ti,kv ti,k+1]7 s — ti,ka
(3.61)
0 0
ho (ti,ji (U)a Lij; (U)) :ah(ti,ji (U)v Lij; (0))87ti7ji (U) (362)
0 0

+8th(tz’,ji (0), 44, (U))afoxi,ji (o).

Como podemos ver, o cdlculo de W¢ envolve uma série de operagdes com-
plicadas que vdo depedender de certas condigcoes em cada uma das superficies
de descontinuidades de u* ou v*, ou seja, teremos que procurar alguma técnica
que nos ajude a transpor este obstdculo. Veja o lema abaizxo.

Lema 8 Eziste uma fungao A(t,,&) definida para (1,€) € R, ; e todos os in-
tervalos (t; k—1,tik), comk € {j,j+1,..., ji}, respeitando os resultados abaizo.

1. Para (1,€§) € R;j et € (tik—1,tik), A € uma fungdo continua de (t,T,§).
2. Os limites,

A = lim A(t,7,€) A0 = lim A(t,7.€&) e \;, = lim A(t,7,€), (3.63)
t_)ti_,k t jjlc t_)ti_,ji

sdo tnicos. Além disso, A e )\z satisfazem 8.54 e \j, satisfaz a equagdo

abaizo:

0 0
afgtm'i (7, 5)—>\ji(‘7§xi,yi =0.

(3.64)

0
he(ti g, (1,6), 45, (T, 5))6*50(7, §)+H(P; 5, Aj.)

3. Em cada intervalo [t; g—1,ti k], k € {4, i}, }\(t,T, &) existe e satisfaz a
equacao abaizo:

0

)‘(t) = 7%H(t7 ¢* (ta T, 5)7 u* (ta d)* (t7 T, 5))7 U*(t, ¢* (ta T, 6))7 )‘(t))’ (365)

com os devidos limites laterais em t; 1, calculados do interior de R; .

Demonstra¢ao do Lema.

Vamos aplicar o método dos Multiplicadores de Lagrange para acharmos um
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ponto em K;, um cubo em E, que define o término da trajetoria otima ¢*,
associada a W. Dessa forma, temos:

0 0 0
ho(tij, (7,6), i, (T, €)) + Q(Pz',ji)%Ti,ji +Aj <f(Pi,ji)8071‘,ji - %Xi,ji) =0
(3.66)

Pelo Principio do Mdzimo, se trocarmos f(P;;,) por ¢(tij,,7,§), a equagdo
acima define unicamente \;, como uma fungao continua de (1,€) em R; ;. Ree-
screvendo, temos:

0

0 0
ho(ti (7, €), i, (T, 5))8*50(7, €)+H(Pi,jw\ji)3*£ti,ji (, 5)—/\ji8*€$i7ji (1,6) = 0.
(3.67)
Aplicando mais uma vez o Principio do Mdzimo para X em [t; j—1(7,€),t: 5, (T, &)],

considere a equacgao diferencial abaizo,

At) = %H(Mb*(tm ), ur(t, ¢"(t,7,8)),v"(t, 67 (¢, 7,€)), At),  (3.68)

sujeito as condi¢oes iniciais:

Altig,) = N,

(3.69)

Novamente pelo Principio do Mdximo, sabemos que 3.68 é um sistema linear
em A com uma condicdo inicial, logo possui uma solu¢do unica definida em
[tij—1,tij,] € como \j, ety ;. sdo fungies continuas de (7,€) € R; ;, temos:

A= A(t7ti7ji7Aji) = )\(t,T, {), (370)

com A(t,T, 5) continua em (t,T, 5) S [ti,j—lvti,ji] X Ri,j~

. + _ + . . . . .
Agora, seja A1 = )\(ti7ji_1, 7,€). Considere o sistema linear abaizo:

_ _ 0 0
—Ajio1 (f(Pi,jil)ao_TiJil - %Xujil) = (3.711)
_ 0
(Q(Pi,jﬁl) - g(Pi-,i_jifl))aio_E;ji—l

0 0
— A (f(Pfji_l)%Tz‘,jil - %Xi,ji1>

Como hmt—m,ji_l *(t,7,8) = f(Pi-,i_j,i—1
(7,€) de At j;—1,7,§), segue que o sistema acima define \;, _; de forma inica

como fungao continua de (7,€) € R; ;. Logo, para a condigao inicial

), pelo lema 7 e pela continuidade em

Altigi-1) = Aj,_1 (3.72)

a equacdo 3.68 possui uma solugcdo dnica no intervalo [t; j,—2,ti j,—1]. Ainda, a
solugio \(t,7,€) € uma solucdo continua em [t; j,_a,ti ;1] X Ry ;. E bastante
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trivial checar que a equacdo 3.71, pode ser escrita utilizando a notacdo da fung¢do
Hamiltoniana H:

_ 0 _ 0 0 0
H(Hi,ji_l)%Ti,jﬁl—Aji_l%Xi,jﬁl = H(Hf,ji_l)%Tz‘,jﬁl—)\ﬁq%)@,ji—h
(3.73)
com
ka = (ti,k7$i,kaU*i(ti7k7$i,k)7v*i(ti,kal'i,k))
W=y, W =gy
R— v;,ﬂ_l , v = vfk
Checando a relagao 3.71 e adaptando para k, temos:
= | f(P )ET - —X; = (3.74)
k ik 9o i,k o ik | — .

(g(Pijk) - g(PiJrk))*

0 0
— A (f(Pfk)aaTzk - UXi,k>

Retrocedendo no tempo, até k = j, e multiplicando 3.74 por g—‘g(r, £), provamos
o lema.

Retornando para a relagdo 3.57, com A sendo uma fun¢do de acordo com o lema
anterior, temos que:

0

/\(t) = 7%H(tv d)* (ta T, 5)7 u* (ta T, 5)7 v* (ta T, 5))

= —(G2(t) + gu (D)L (t) + Gu(O)2(1) — AO)(fa(t) + fu(t)Tr (1) + fo(O)TL(L))-
Logo:
30 (t) + gu ()@ (8) + go ()05 (8) = =(A) + MO (o lt) + fu(B)as (5) + Fo ()05 (1))

Ou seja, a relagdo 3.57 fica da sequinte forma:

(r,€) + g(Pry) 2

0
WE (7—7 5) = he (ti,jq‘, (U)a Lij; (0)) aigt

9’ i.3:(1:6)

Ji—1

0
+ (9(Pr) — 9(Ph)) 7 ztin(T,€)
z(g )~ 9P 5gti(6))

4 / U + A8 + RO + FOos0)6 (1,7, ©)dt
Ji—1

+ / TGO A O + FOu0) + RO T ©)de.

k=j tik
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Como:

O*(t,7,€) = f(t, 67 (8, 7,6), u™ (1,07 (¢, 7,€)), 0" (1, 6" (¢, 7, €))), (3.76)

e pelo lema 7, seque que para t € [t; k,tix1], k € {4, ..., Ji},

$re(t,7,6) = O (t, 7€) = (fult) + Fult)a(8) + Fo ()0, (£) 92 (8, 7,€). (3.77)

Ou seja:

We(r:€) = bt (0),0,(7) 5 () + 9P ) 5t (7.6
Ji—1 a
+3 ((ar - g(P;k»agti,k)
'
-
+ Z MOt 7€) = N bt 7€)
- )\ji¢§( i,ji0 T ’f) + )‘(7—7 T, £)¢E(T’ T, 5)
Pelo lema 7, temos que:
. « 0 0
tll)ré}:j¢€(t77—7§):_f(P+)a£ZJ+ g
_. 0 8
tljf;n ¢§(t Tf) f(Pz,_])ag zg+ §
Logo:
0
We(T,§) = ho(ti (o), iy, (0))550(77 £)
0 = 0
+ g(f’i,ji)a?ti,ji +) ((g(Pi,k) - g(Pfk))aEtuk)
k=j
= ) 0 ) )
> (8 (- 1 gt ) =0 (= 1 gt + )
0 0
—/\ji<— f(f’z‘,ji)ﬁfgti,g e ) + AT, 7€)
= )\<7—7 T, g)a
resultado garantido por 3.54 e 3.66. Ou seja, para t > T, vale:
Wa(t,z) = At,t, z), (3.78)

pois seja & = o*(7,7,§), para T > T, entdo para t > T wvale ¢*(t,?,f) =
o*(t,7,£). Esta mesma regra € aplicdvel a A. Desde que W, seja continua em
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nas fronteiras de descontinuidades de somente uma das funcoes u* e v*, para
(1,€) fizo, A é continua em valores t; ., logo, se (t,z) € um ponto da trajetéria
(t, 0" (t,7,€)), entdo seque de 3.35 e de 3.78 a relagdo abaizo:

min max H (¢, 2, u,v,\) = maxmin H (¢, z, u,v,\) = H(t,¢*,u*,v*,\) = =Wi(t, x)
(3.79)
E isso prova o teorema.
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Capitulo 4

Comentarios sobre um
exemplo intuitivo

4.1 Introducao

Neste capitulo finalizaremos o estudo sobre Jogos Diferenciaveis de Soma Zero de
Dois Jogadores dando um ponto de vista intuitivo, para a andlise de uma classe
especial de problemas: Jogos de Perseguicao. Dentro deste tema, estudaremos
condigoes geométricas para estratégias étimas para um Perseguidor P e um
fugitivo E para o problema proposto por Rufus Isaacs, em seu livro (ver [5]).

4.2 0O Jogo

O Jogo do ”"Motorista Assassino” (Homicidal Chauffeur Game), consiste em dois
Jogadores em movimento no plano %2, um fugitivo £ (com velocidade constante
wg e uma dire¢do com um angulo de abertura ¢ em relagio ao eixo y) e um
perseguidor P (com velocidade constante wp e uma dire¢do com um angulo de
abertura 6 em relagao ao eixo y, sendo que a manobrabilidade de P é restringida
por um raio de curvatura minimo r), P tem o objetivo de capturar E, e E tem o
objetivo de fugir de P. A vantagem de P neste jogo é sua velocidade (wp > wg),
enquanto que a vantagem de E é justamente a restricao de manobra de P. As
equagoes de estados sao dadas abaixo:

i’p =wp sin(@)
yp = wp cos(6)
ij = ’LUESin(w)
YE = wg cos(1))
j_ wr
0= . 1)

(@p(r),yp(7), 26(7), yp(1)) = ¢
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Yv:R—=>%R, ¢:R—=[-1,1]eb: R—>R.

Note que as funcoes de controle ;i e ¢, dependem apenas do estado atual

]

—N

Figura 4.1: Descri¢ao do Problema

do Jogo (R C R5 é o conjunto de estados do problema). Como as ”escolhas”de
direcao dos dois jogadores podem mudar drasticamente, de acordo com a posigao
no espago de estados R, as funcoes 6, 1 e ¢ terao um carater de descontinuidade,
revelando assim a necessidade de utilizagao do ferramental proposto no iltimo
capitulo, As escolhas dos jogadores serdo fundamentadas de acordo com uma
funcao de saldo deste jogo, que dependera do tempo de captura de P por E,

W(r, &) = / ds =1t -, (4.1)

sendo t o término do jogo. O jogador P quer minimizar W, enquanto que E
quer maximizar W. A superficie terminal deste jogo serda dada por:

T= {(xp,yp,xE,yE,G) eER: \/(CUP —zg)?+ (yp —ygp)? = 6} (4.2)

sendo € a distancia maxima entre P e E para ocorrer a captura.

O espago R poderd ter a sua dimensao reduzida, para facilitarmos o entendi-
mento e a procura de uma solugao para o problema proposto. Vamos chamar
de a= wp, b= wg e z= wpdr—“ Se considerarmos o Jogo, do ponto de vista do
perseguidor P, podemos ”fixar” P na origem: dessa forma o objetivo de P seria
de "trazer” F para a superficie terminal T', que seria uma circunferéncia de raio
[ = €, centrada na origem, e o objetivo de F seria de fugir desta superficie. Para
maior entendimento da reducao de espago que iremos efetuar, substituimos ¢
por u e ¥ por v, veja a figura abaixo. O centro de curvatura de P neste caso, é
o ponto (r/u,0), com E a uma distancia d de (r/u,0). Ou seja, a rotacao de P
ao longo de (r/u,0) seria idéntica a uma rotagdo do eixo x ao longo de (r/u,0),
com uma velocidade angular de mesmo mdédulo, mas de diregdes diferentes. De
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Figura 4.2: Descrigao do Problema, utilizando um Espaco Reduzido

acordo com a rotagao efetuada na figura 4.2 temos:

g=_2LP yu + wg sin(v) (4.3)
T
g = OP o — wp + wg cos(v)
T

(2(7),y(7)) = ¢
Nessa reformulagao do nosso problema, podemos chamar R C R? o novo con-
junto de estados do problema e T' C R2 a nova superficie terminal:
R={XecR:|X| >¢} (4.4)
T={XeR:|X|=¢

Pelo teorema 3.1.1, pelo conjunto de equacoes de estados 4.3, temos:

WT(T’g) =-1, (46)
<W§(§), f(T,§7u,’l)*)> <1< <W5(§)> f(T>§7U*7 ’U)>7 (47)

com u* e v* estratégias étimas para o problema. Ou seja, para escolhas 6timas
de estratégias v pelo perseguidor P, (W, f) < 1, e para escolhas 6timas de
estratégias u pelo fugitivo E, (Wg, f) > 1, sendo assim o argumento acima
uma condigao necessaria para que uma estratégia seja 6tima para o problema
proposto.
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4.3 Conclusoes

O problema do ”Motorista Assassino”oferece um carater fortemente ligado ao
estado do jogo, desconsiderando o tempo em que o jogo se inicia. Em seu
livro, Rufus Isaacs vai além da condigao acima e define classes de superficies
que garantem a solucao do problema, embora o ferramental proposto por Isaacs
estd além das consideracoes propostas aqui neste texto, uma vez que o enfoque
desse trabalho é na elaboracao de condigoes necessarias para que uma estratégia
seja 6tima para um dado jogo diferencidvel qualquer.
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