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Prefacio

O objetivo deste trabalho é apresentar uma breve introducao aos métodos matematicos
para a precificacao de opcoes. Muitas escolhas sobre o que incluir e o que nao incluir
foram tomadas na construcao deste texto. Tendo em vista o escopo de um trabalho
de formatura e as restricoes de tempo, optamos por tratar principalmente de opgoes
européias e adotar um tratamento mais informal onde seriam necessarias ferramentas
matematicas mais finas como medida e teoria de martingais. Nos pontos onde tais
teorias fazem-se necessarias para uma discussao mais rigorosa, colocamos referéncias a
literatura para o leitor que estiver interessado.

Nos dois primeiros capitulos apresentamos uma sucinta introdugao ao mercado finan-
ceiro e as hipdteses que usaremos para construir o modelo matemaéatico de mercado que
serd usado nos capitulos seguintes. No capitulo 3, estudamos um modelo de mercado
em tempo discreto culminando na férmula de Cox-Rubinstein para a precificacao de
uma opc¢ao. O capitulo 4 trata de um modelo continuo e sao desenvolvidas ferramen-
tas tedricas para que no capitulo 5 seja possivel apresentar uma derivacao da famosa
equagao da Black-Scholes. Ainda no capitulo 5, apresentamos uma revisao de conceitos
bésicos de equagoes diferenciais parciais para justificar a existéncia e unicidade do preco
de uma opcao que é dado pela solucao da equacao de Black-Scholes.
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Introducao: Mercados e Opcoes

Neste trabalho vamos estudar modelos matematicos para os mercados financeiros, anal-
isando quais sao seus objetos de valor e como estes sao comercializados. Os tipos mais
comuns de mercado sao:

> Mercado de commodities

{> Mercado de cambio de moedas

> Mercado de bonds

< Mercado de agoes

{» Mercado futuro ou mercado de opgoes

Nos mercados de commodities os produtos comercializadas sao bens fisicos de con-
sumo como ouro, petréleo e eletricidade. No mercado de cambio sao comercializados
moedas de outras nacgoes. Ja os bonds sao contratos emitidos por instituicoes governa-
mentais e financeiras e que podem ser pensados como investimentos ou empréstimos
feitos em um banco com taxa de juros bem definida. Exemplos e mais esclarecimentos
sobre estes tipos de mercado serao feitos ao longo do texto quando for necessério.

Vamos agora dar um pouco mais de atengao para o mercado de agoes. Ac¢oes sao
documentos legais que podem ser pensados como “pedacos” de uma empresa. O investi-
dor que possuir as agoes lucrard quando a empresa crescer e se valorizar e por outro
lado tera prejuizos quando a empresa estiver indo mal. No mercado de agoes portanto,
sao comercalizadas agoes de empresas e o prego destas agoes dependem (além de varios
outros fatores) do que os investidores acham dos dividendos que a empresa pode gerar
e do quanto ela pode crescer. O mercado de opgoes é o objeto principal aqui e serd
tratado na proxima secao.

1.1 O mercado de opgoes

Devido a diversos fatores economicos, politicos e culturais, os mercados citados anteri-
ormente se expandiram e se sofisticaram. Dessa maneira, fez-se necessario criar outros
tipos de contratos mais complexos do que a simples compra e venda de um ativo. Esses
contratos ou documentos de valor sao conhecidos como derivativos e estao amarrados
sempre a algum produto financeiro mais fundamental, o chamado ativo objeto (under-
lying asset) que geralmente pertence a algum dos mercados comentados anteriormente.
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Como era de se esperar, no mercado de opc¢oes sao comercializadas as opgoes e elas
constituem o exemplo mais comum de derivativo.

1.1.1 Opcoes de compra

Os exemplos mais comuns de opgoes de compra (call options) sao as chamadas op¢des
de compra européias e as op¢des de compra americanas (estes nomes nada tem a ver com
geogréfia, sdo apenas convengoes!).

Uma opcao de compra européia é um contrato no qual estao especificados um ativo
(asset), uma data (futura em relacdo a data de emissdo do contrato) conhecida como
data de vencimento e uma quantia monetaria chamada de strike price ou prego de exercicio.
Fica definido entao que o detentor do contrato tem o direito (mas nao a obrigagao) de
na data de vencimento comprar do emissor do contrato o ativo especificado com preco
igual ao preco de exercicio. Como a opcao oferece ao seu detentor um direito mas nao
uma obrigacao é natural que ela tenha uma preco. Chamamos este valor de prémio.

A diferenca entre uma opgao européia e uma americana que ¢é na ultima o detentor
pode exercer seu direito em qualquer momento até a data de vencimento.

Neste trabalho a énfase serda dada nas opgoes do tipo européia e estaremos sempre nos
referindo a ela salvo mencao explicita em contrario. Recomendamos o leitor interessado
a consultar [10] ou [22] para saber mais sobre outros tipos de opgoes.

1.1.2 Opcoes de venda

Uma op¢do de venda (put options) é um contrato no qual o emissor se compromete a
comprar um determinado ativo por um preco e data bem determinados. O detentor do
contrato tem a opcao de vender ou nao o ativo na data estabelecida. Ao contrario da
opg¢ao de compra, o detentor de uma opc¢ao de venda torce para que o prego do ativo
diminua ja que assim, ao exercer a sua op¢ao, ele pode vender o ativo acima do preco
de mercado. Vale notar que a diferenca entre a opcao de venda européia e a opgao de
venda americana é a mesma do caso das opgoes de compra.

1.1.3 Um exemplo

Quanto deve valer uma opc¢ao? Vamos apresentar uma abordagem intuitiva com algumas
hipdteses simplificadoras que serao relaxadas ao longo do texto. Suponha que estamos
no dia 11/07/06 e uma opgao de compra européia da o direito ao seu possuidor de
comprar uma agao de uma determinada empresa no dia 12/02/07 por R$130,00. Vamos
supor que no dia 12/02/07 sabemos que esta acao valerda ou R$70,00 ou R$210,00
com igual probabilidade. Caso o valor da acao aumente, o detentor da opgao poderd
exercé-la, isto é, comprar a agao do emissor por R$130,00 e vendé-la imediatamente no
mercado por R$210,00 obtendo um lucro de R$80,00. Caso o valor da a¢ao diminua para
R$70,00 nao ha motivos para exercer a opcao e nao hé lucro algum para o investidor.
E razoavel esperar que o pre¢o da opgao (prémio) seja da ordem do lucro esperado que
ela possa gerar. Assim, suponha que o preco da opc¢ao seja % x 0+ % x 80 = 40 reais
e vamos considerar dois cenarios: O investidor que compra op¢ao de compra européia
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referente a uma determinada acao e o investidor que compra a acao por R$130,00 no
dia 11/07/06. No primeiro cendrio se o prego da agao aumentasse, o lucro liquido obtido
corresponderia a 100% do investimento inicial; se diminuisse o prejuizo corresponderia
a 100% do investimento inicial. No segundo cendrio se o preco da agdo aumentasse,
o lucro obtido corresponderia a aproximadamente 61,5% do investimento inicial e se
diminuisse, o prejuizo corresponderia a aproximadamente 41% do investimento inicial.
Percebe-se com isso que as opgoes respondem de maneira exagerada as mudancas dos
precos dos ativos aos quais elas estao amarradas. Esse efeito é conhecido como efeito
alavanca (gearing effect).

1.1.4 Do que deve depender o valor de uma opgao?

Refletindo sobre o exemplo visto acima, vemos que quanto maior for o preco da acao
na data de vencimento maior sera o lucro do detendor da opgao. No mercado real é
impossivel determinar o preco futuro de uma acgao, porém é razoavel supor que se o
prego da acao é alto hoje entao é provavel que esteja alto no futuro e assim o valor de
uma opcao hoje depende do valor da agao subjacente hoje. O prego da opgao também
deve depender do prego de exercicio (quao mais baixo ele é, maior é o prego da opgao),
do tempo até a data de vencimento (quao menor esse tempo for, mais facil prever o
preco futuro do ativo objeto), da volatilidade do prego do ativo e das taxas de juros
bancarias. A dependéncia deste 1ltimo fator se da pois a compra de uma acao na data
da emissao do contrato e o recebimento dos lucros obtidos na data de vencimento deve
refletir o lucro que seria auferido ao investir o valor da op¢ao em um banco na data de
emissao e retirar o dinheiro acréscido dos juros na data de vencimento.

Nota-se que dos fatores discutidos acima, o preco S do ativo ao qual a opcao esta
atrelada e o tempo ¢ até a data de vencimento inevitavelmente mudam durante o tempo
de vida do contrato da opgao, assim essas quantidades sao chamadas de variaveis. Os
outros fatores que afetam o preco da opcao sao chamados de parametros.

1.2 O problema da precificacao de uma opcao

Vamos encerrar este capitulo colocando de forma um pouco mais precisa o problema
central que vamos estudar neste trabalho. Sejam K o preco de exercicio, T a data de
vencimento e S(t) o prego do ativo objeto no instante t. Temos que valor Vy de uma
opcao na data de vencimento é dado por

Vi = (S(T) — K)*, para opgoes de compra;
T (K —S(T))*, para opgoes de venda.

Sendo p o prémio referente a opcao, o ganho total Pr de um detentor de uma op¢ao na
data de vencimento t = T é dado entao por

(1.1)

P (S(T) — K)* —p, para opgdes compra;
e (K —S(T))" —p, para opgoes de venda.
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Opcgao compra Opcao de venda
Figura 1.1. Gréafico de ganho total para opgoes
Do que foi discutido na secao 1.1.4 sabemos que o preco da opcao V no instante ¢

depende do preco do ativo objeto nesse instante e da variavel temporal. Assim escreve-
mos

V=V(S(t),t).
Nossa tarefa é determinar esta funcao estabelecendo um modelo de equagoes difer-
enciais parciais. O problema da precificacio de uma opgao é achar V. = V(S,t)

(S € [0,400[,t € [0,T)), tal que
V(S,T) = (S—K)*, para opgoes de compra;
o (K —S)*, para opgoes de venda.

Em particular, se o pre¢o da ac¢ao na data da emissao da opgao (t = 0) é Sy, queremos
saber quanto deve ser pago pelo prémio p = V (S5, 0) =7.
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O principio da nao-arbitragem

O principio da nao-arbitragem ¢ o alicerce da teoria da precificacao de opgoes. Usando
apenas este principio é possivel obter algumas importantes propriedades qualitativas
para o preco de uma opcao.

2.1 Modelo de mercado

Neste capitulo vamos considerar um mercado com as seguintes caracteristicas:

Ativos livres de risco. Estara disponivel um bond B, atrelado a uma taxa de juros
r constante.

Ativos com risco. Estarao disponiveis n ativos de risco (S1,...,S,).

Instantes de comercializagao. Os instrumentos financeiros disponiveis no mercado
s6 poderao ser comercializados em instantes bem definidos e denotados por t,,,
m € N*.

Venda descoberta. E permitido efetuar vendas descobertas (short sellings).

Para ativos com risco, venda descoberta significa a venda de um ativo em um instante ¢,,
que o investidor nao possui e assim terd a obrigagao de no préximo instante t,,,1 repor a
acao para o seu titular original. Para ativos livres de risco, a venda descoberta é a venda
de bonds e tem o mesmo efeito de tomar um empréstimo do banco. O investidor tem
a obrigacao de no proximo instante de comercializagao pagar o valor do bond acrescido
de juros.

2.2 Portfdlios e estratégias de investimento

Definigao 2.1. Um portfdlio construido em um instante de comercializa¢ao t,,, @, =
(a(tm), p1(tm), - -y Ou(tm)) € uma n+ 1-upla de nimeros reais, onde |a(t,,)| € a quan-
tidade de bonds e |¢;(ty)| € quantidade de ativos do tipo S; (i € {1,...,n}) que um
investidor escolhe para possuir no instante t,,. Observamos que os ativos com venda
descoberta tem valores negativos no vetor portfolio.

Definigao 2.2. Definimos o valor de um portfélio ®;, no instante t pela func¢ao Vi(Py,,)
dada por
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Vi(@1,,) = altm) B(t) + Y 6iltm)Si(1).
=1

Defini¢ao 2.3. Uma estratégia de investimento é uma familia de portfdlios {Py,, }men
indexadas pelos instantes de comercializacao t,,.

Avisamos o leitor que quando usarmos a notagao V;(®) estamos nos referindo a V;(®;).

Das hipdteses sobre o mercado feitas na secao anterior e das definigoes acima, temos
que os elementos do vetor portfolio sao escolhidos em um instante t,, e devem ser
mantidos constantes durante o intervalo (,,t,,+1). Vamos agora introduzir um conceito
importante para a teoria que sera desenvolvida adiante.

Definicao 2.4. Seja I um intervalo de tempo fizado. Uma estratégia de investimento
{D:,, tmen+ € dita ser auto financiadora em I quando o portfélio construido em t,, € I
¢ totalmente financiado com o wvalor (calculado no instante t,,) do portfslio con-
struido em t,,_1 € I, para todo m tal que [t,,_1,t,] € I. Em outras palavras, dados
B(tm), atm—1), Si(tm) € ¢i(tm—1) com i € {1,...,n}, uma estratégia é dita auto fina-
cionadora quando sao escolhidos a(ty,—1) e ¢i(ty,), comi € {1,...,n} de modo que seja
valida relacao:

altn1) Bltn) + 3 6:ltn1)Si(tn) = Vi, (@)

Vamos ilustrar esses conceitos através do
Exemplo 2.5. Suponha n = 2 e considere o seguinte cendrio:
B(0) =

S1(to)
SQ (to)

—_

00, B(1)=110, B(2)=12

—_

Y

60) S1<t1) = 657 S1<t2) = 757
20, SQ(tl) = 15, SQ(tQ) = 25

No instante ¢ , escolhemos @;, = (5, 20, 65) e assim V;, (P;,) = 5x100+20x604+65%x20 =
3000. No instante t1, Vi, (Py,) = 110 x 5+ 20 x 65 + 65 x 15 = 2825. Se escolhermos
Dy, = (4,15,94) temos que Vi, (P;,) = 2825 ou seja, o portfélio antigo financiou to-
talmente o portfélio novo e portanto a estratégia {®;,,P:,} ¢ auto financiadora. No
instante t5 terfamos Vi, (®y,) = 4 x 121 4+ 15 x 75 + 95 x 25 = 3959 e portanto, para a
estratégia continuar autofinaciadora devemos escolher («(t2), ¢1(t2), ¢2(t2)) de tal forma
que ata) X 121 4 ¢1(t2) X 75 + ¢o(ta) x 25 = 3959.

A partir deste ponto, a menos de mencao explicita, as estratégias de investimento
consideradas nesse texto serao auto financiadoras.

2.3 Arbitragem

Definicao 2.6. Dizemos que uma estratégia auto financiadora tem uma oportunidade
de arbitragem em [0, T se existir T* € [0, T tal que
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1. Vipu (@) = 0.
2. Vp(®) > 0.
3. P{Vp(®) > 0} > 0.

Onde P{E} € a probabilidade de ocorrer o evento E.

Definicao 2.7. Dizemos que wm mercado obedece o principio da ndo-arbitragem no
periodo de tempo [0,T] se nenhuma estratégia de investimento auto financiadora em
[0,T] possui uma oportunidade de arbitragem em [0, T).

Teorema 2.8. Suponha que vale o principio da nao-arbitragem em [0,T] e &' e &? sio
portfélios auto finaciadores que satisfazem

V(1) > Vi (9%); (2.1)
P{VT(Qpl) > VT<@2)} > 0. (22)

Entao
V(') > Vi(®?),Vt € [0, T]. (2.3)

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que exista t* € [0, 7] tal que

Vi (D) < Vi (0%).

Seja A = Vi« (®%) — Vi« (') > 0 e considere o seguinte portfélio: ¢* = @ — P2 + %*A(B)B.
Onde B é o bond disponivel. Temos entao que

Vi (%) = Vi (') — V() + — Vjo(B) = 0

Vi-(B)
Vp(®?) = V(D) — Vip(D?) + Vt*(B)VT(B)
= Vi(#) — V(@) + S

= V(') — Vp(D?) + Ae"T=1) > 0.
Agora, como também temos que
P{Vy(®?) > 0} > P{Vp (D) — Vir(d?) > 0} > 0,

resulta pela definicao 2.6 que o portfélio @2 possui um oportunidade de arbitragem em
[t*,T] o que contradiz o fato de valer o principio da nao-arbitragem. O

Corolario 2.9. Suponha que vale o principio da nao-arbitragem no periodo [0,T] e no
instante T" vale a igualdade

V(D) = Vip(D?).

Entao temos
V(') = Vi(9?), Vt € [0,T]. (2.4)
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Demonstracao. Seja € > 0 e considere a estratégia de investimento $* definida como
P = @' — P* +€B.
Segue imediatamente da hipotese que
Vr(®%) = eVr(B) > 0.
Pelo teorema 2.8, temos que para qualquer ¢ € [0, 7] vale
Vi(P°) = Vi(®') — Vi(9?) + €Vi(B) > 0

e portanto
Vi(®') > Vi(2?) — eV(B).

Fazendo € — 0 resulta
V(@) > Vi(9?)

Utilizando um argumento semelhante para o portfélio $* = @2 — P! +eB, chegamos em
Vi(®') < Vi(9?),

donde segue o resultado. []

2.4 Consequéncias do principio da nao-arbitragem

Vamos assumir nesta se¢ao que vale o principio da nao-arbitragem, a taxa de juros para
investimentos sem riscos (bonds e transagoes bancérias) r é constante e as agoes nao
pagam dividendos para seus titulares.

2.4.1 Limites para o preco de opgoes

Teorema 2.10. Sejam S; o preco da acgao, ¢; o preco de uma opgao de compra européia,
p: 0 preco de uma opc¢ao de venda européia, K o preco de exercicio dessa op¢ao e T a
data de vencimento. Valem entao as sequintes desigualdades:

(S, — Ke"T9)" < ¢, < 8;; (2.5)

(Ke ™9~ 8)" < p, < Ke "T0), (2.6)

Demonstra¢ao. Vamos provar (2.5). Se fosse ¢; > S; entao teriamos uma oportunidade
de arbitragem. De fato, emita e venda uma opcao de compra e com este dinheiro compre
a agao. Invista o que sobrou isto é, ¢g — Sy no banco a taxa r de juros. Na data de
vencimento vocé obterd min(K, St) + (co — Sp)e"? > 0 o que é absurdo segundo o
principio da nao-arbitragem e esta provado um sentido da desigualdade (2.5).

Vamos agora provar o outro lado. Em primeiro lugar, é evidente que ¢; > 0, caso
contrario “comprar” a op¢ao nés daria lucro sem risco e agora, sem nenhuma obrigacao



2.4 Consequéncias do principio da nao-arbitragem 9

futura. Sejam @' e ®* dois portfélios construidos em ¢ = 0. #* é constituido de uma
opcao de compra européia e um investimento no banco de Ke™"", $? é constituido de
uma acao (a mesma relacionada & op¢ao do portfélio @?). Para t = T, temos

VT(@I) = VT(C) + VT(KG_TT)

=Sy —K) "+ K
o ST7 se ST 2 K? (2 7)
| K, se Sr< K. '

Como Vp(9?) = Sy, temos por (2.7) que

Vi (') > Vi (9%),

P{Vy(®') > Vp(d*)} = P{K — Sy > 0} > 0.

Assim, de acordo com o teorema 2.8, devemos ter para qualquer ¢ € [0,T[, Vi(®!) >
V,(®?) e assim obtemos que ¢; + Ke "% > S, Como ¢; > 0, resulta o que querfamos
provar. A demonstracao de (2.6) é andloga. [J

Exemplo 2.11. Considere uma opcao de compra européia de uma acao que nao paga
dividendos, cujo preco atual ¢ R$100,00 com preco de exercicio R$98,00 e vencimento em
seis meses com taxa de juros livre de risco 7 = 10% ao ano. Da desigualdade (2.5) temos
que um limite minimo para o preco da opgao é (S; — Ke_T(T_'f))Jr = 100 — 98¢~ %1(05) ~
R$6, 80.

2.4.2 Paridade compra-venda

Vamos demonstrar agora a chamada paridade compra-venda. Ela mostra que dada uma
opcao de compra européia e uma opcao de venda européia ambas com mesma tempo
para o vencimento e preco de exercicio, basta saber o preco de uma para determinar o
preco da outra.

Teorema 2.12. Sejam ¢; o preco de uma op¢ao de compra européia, p; 0 preco de uma
op¢ao de venda européia, v a taxa de juros livre de riscos, K o preco de exercicio e S;
o preco da a¢ao ao qual as opcoes estao atreladas. Vale entao a paridade compra-venda

¢+ KG_T(T_t) =p: + St. (28)

Demonstracao. Considere em t = 0 dois portfélios. ¢! = ¢ + Ke T, ou seja, uma

opc¢ao de compra e um investimento bancério (ou bond) de Ke™™" e &2 = p + S, isto
é, uma opcao de venda e uma acao. Temos que os valores destes portfélios na data de
vencimento sao

VT(@I) = (ST — K)Jr + K = maX{K, ST},
Vp(®?) = (K — Sr)* + Sy = max{K, Sr}.
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Isto é
Vi (@) = Vip(D?).

E assim, pelo corolério (2.9), devemos ter
Vi(@') = Vi(9?),Vt € [0, T,
donde resulta o teorema. []

Quando a paridade compra-venda é violada nao é dificil identificar uma oportunidade
de arbitragem. Este é o objetivo do préximo exemplo.

Exemplo 2.13. Com as mesmas notacoes do teorema 2.12, sejam ¢; = R$5,09; p, =
R$7,78; K = R$24,00; T = 0,5; Sy = R$20,37 e r = 7,48%. Uma oportunidade de
arbitragem pode ser atingida considerando a seguinte estratégia de investimento @:
No instante t = 0:

e Emita e venda uma opgao de compra por R$5,09;
e Tome um empréstimo no banco de R$23,06;

e Compre uma acao por R$20,37;

e Compre uma opcao de venda por R$7,78.

Temos assim que Vo(?) = 0. Quando t = T = 0,5, se Sr > K venda sua agao por
R$24,00, se S7 < K exerca sua opcao de venda e venda sua acao por R$24,00. Pague o
empréstimo bancario cujo valor é 23,06 x e%9748%05 ~ 23 93 e portanto Vi (P) = 0,06 > 0.
Como P{Vp(®) > 0} = P{Sr > K ou Sy < K} > 0, estd constituida a oportunidade
de arbitragem.

2.4.3 Dependéncia do prego de uma opcao com o preco de exercicio

E razoavel esperar que entre duas opcoes de compra com mesmo ativo objeto e mesma
data de vencimento, aquela que tiver maior prego de exercicio deverd ser mais barata ja
que deixa seu detentor com menos espaco para lucro. Analogamente, entre duas opgoes
de venda com mesmo ativo objeto e mesma data de vencimento, a que tiver maior preco
de exercicio devera ser a mais cara. O proximo teorema mostra isso e também que a
diferenca entre os pregos das opg¢oes nao pode ser superior a diferenga dos precos de
exercicio.

Teorema 2.14. Sejam ¢,(K) e p(K) o preco de uma opgao de compra e de venda
respectivamente e K o prego de exercicio. Considere ¢(Ky),c(K2),p(K1),p(K2) duas
opcoes de compra e duas opcoes de venda todas com a mesma data de vencimento.
Nessas condicoes, se K1 > Ky temos

0 < () — eo(Ky) < Ky — Ky (2.9)

0 < pi(K1) — pe(K2) < Ky — Ky (2.10)
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Demonstragao. Vamos mostrar (2.9).
12 parte: 0 < ¢;(K3) — ¢;(K7). De fato, fixe t = 0 e suponha por absurdo que ¢(K7) >
co(K3). Considere a seguinte estratégia @:

e Emita e venda uma opg¢ao de compra com prego de exercicio Kj;
e Compre uma opgao de compra com prego de exercicio Ky;
e Invista a diferenca co(K;) — ¢o(K2) em um banco.

Temos assim V(@) = 0. Na data de vencimento ¢t = T, o detentor da op¢ao pode (caso
I) ou nao (caso II) exercer o direito de comprar a agao.

No caso I devemos comprar uma opcao por St e vende-1a por K. Para esta operacao
precisamos da quantia (Sr — K;)". Para isso, exerga a op¢ao e compre a agao por Kj
obtendo (St — K3)" de lucro. Como Ky < K; vem que (Sp— K)t > (Sp— K;)T. Agora
saque o dinheiro investido e com isso garantimos que Vy(®) > 0. No caso II basta sacar
o dinheiro investido e obtemos também que V(@) > 0.

Agora, como P{Vp(®) > 0} = P{I ou I/} > 0, temos que o principio da nao-
arbitragem foi violado, o que é absurdo.
2¢ parte: ¢;(Ks) — ¢;(K;) < Ky — K,. Considere dois portfélios no instante ¢:

P! = c(Ky) + Ky,
P* = o(Ky) + K.
Na data de vencimento temos:
V(@) = ep(Ky) + K" = (Sp — Kyt + Ky e"TY,

Vi (9?) = ep(Ky) + Koe" T = (Sp — Ky) T+ Kype" T,
Vamos estudar os trés casos possiveis:

I) St>K1:

V(@) = Sy + Ky)(e" 77D —1)
> ST + KQ)( n(T=t) _ 1)
= Vp(®?).

II) K2 < ST < Kli

VT<@1) _ K 61”(T—75)

VT<@2) St + KQ(@T( ) 1)
V(@) — Vi (@%) = (K1 — Kp)e' ™™ ( — 57)
> (K1 — Kp)e™

III) ST < Ky:
V(@) = K1e"™™ > Koer ™™D = Vip(9?).
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Portanto em ¢ = T' temos
V(@) > Vi (D?)

P{Vy(®') > Vi (d*)} =P{I ou I ou [T} > 0.
Assim, pelo teorema 2.8 para todo ¢t < T' devemos ter
Vi(2') > V(%)

ou seja
Ct(Kl) + Ky > Ct(Kg) + Ko,

de onde segue o resultado. A demonstragao de (2.10) é andloga. [

Teorema 2.15. O preco de uma op¢ao de compra c;(K) e de uma opgao de venda p,(K)
s@o funcoes convezras de K, isto €, para K1 > Ko e Ky = K1+ (1-M)Ky (0< A< 1)
valem:

c(Ky) < Ae(Kq) + (1= Ne(Ks) (2.11)

Pe(Kx) < Ape(Kq) + (1 = A)pe(K). (2.12)

Demonstragao. Vamos mostrar (2.11). A demonstracao de (2.12) é andloga.
Considere dois portfélios em t = 0:

D' = Ae(K1) + (1 — N)e(Ko)

?* = ¢(K))

Em ¢t =T temos:

V(@Y = AM(Sp — K1)+ (1 = \) (S — Ky) ™t

Vi (®*) = (Sr — Ky)*.
Vamos analisar os quatro casos possiveis.

I) Sy > Kj. Neste caso temos

Vi(®') = NS — AK| + St — Ky — ASt + A\K>
= S7 — MK + Ka(1 = ))
= Sr — K,
= Vi (9?).
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II) K\ < Sy < K;. Neste caso temos

Vi(@') = (1= 2)(Sr — Ko)

V(9 = Sp — Ky = Sp +ASp — ASp — MK — (1 — MK,
= ANSr — K1)+ Sr(1— X)) — Ky(1 = \)
= \(Sp — K1)+ (1 = \)(Sp — K5)

Vi (D) > Vip(D?).

III) Ky < Sty < K. Neste caso temos

IV) Sy < K,. Neste caso temos
Vi(®') = Vp(9?) = 0.

Assim, para t = T temos Vy(®') > Vip(®?) e P{Vy(P') > Vi(d!)} = P{K, < Sy <
K} > 0 e portanto pelo teorema 2.8 temos que para t € [0, 7]

Vi(2') > Vy(2)

isto €
Ao (KG) + (1= Ne(Ky) > a(K)).

O que conclui a demonstragao. [

Ky K Kz K

Figura 2.1. A convexidade de um opgao em relagdo ao prego de exercicio.
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Modelos discretos para a precificacao de opcoes

3.1 Modelo binomial de um periodo e dois estados

Um dos modelos mais simples para o movimento de precos dos ativos com risco é o
chamado modelo binomial de um periodo e dois estados. Baseado neste modelo, vamos
estudar como precificar opcoes respeitando o principio da nao-arbitragem.

Considere um mercado onde estao disponiveis uma acao S e um ativo livre de risco B.
No modelo binomial de um periodo e dois estados, os ativos podem ser comercializados
apenas no instante inicial ¢ = 0 e no instante final ¢ = T". No estado final, o preco do
ativo S pode assumir apenas dois valores: S% = Syu ou S¢ = Spd, com u > d. Além
disso, devemos ter 0 < P{Sp = S%} < 1,0 <P{Sp = 54} <1eP{Sy = S} +P{Sr =
Sd} =1,

Considere o seguinte problema: Seja Sy o preco do ativo com risco S em t = 0 e
em t = T duas alternativas para o preco, a saber, S* ou S¢. Um investidor em ¢ = 0
adquire uma opc¢ao de compra A com preco de exercicio K e data de vencimento T
Suponha também que a taxa de juros do ativo sem risco B seja r no periodo [0, 7.
Isso significa que By = pBy, com p = e"T. Desejamos encontrar o preco Ay da opcao
no instante ¢t = 0. Para isso, considere agora a posi¢ao do lancador da opgao. Suponha
que o ativo em questao seja uma acao cujo preco S; é uma variavel aleatoria e portanto
o langador esta sujeito a um risco. Para controla-lo é comum utilizar uma estratégia
chamada de A hedging que funciona da seguinte maneira: Se vocé é o titular de uma
opcao de compra, é porque espera que o preco da acao suba acima do preco de exercicio.
Isso no entanto pode nao ocorrer. Para compensar este risco, vocé toma uma posi¢ao
contraria em relacao ao ativo objeto, isto é, vende uma certa quantidade de acoes e se
no futuro o preco dela cair voce estard protegido. Vamos resumir e generalizar esta idéia
na proxima

Definig¢ao 3.1. (A Hedging) Dada uma op¢ao A e seu ativo objeto S, comercialize A
acoes S na direcao oposta de forma que o portfolio resultante II = A — AS seja livre
de risco.

Suponha entao que exista A de tal forma que II seja livre de risco. No nosso modelo
simplificado, isso quer dizer que

Vr(IT) = pVo(II). (3.1)
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Sabemos que Vr(IT) pode assumir apenas dois valores, a saber A% — ASy, onde A} =
(Sou — K)* ou A4 — ASE, onde A4 = (Spd — K)*. Assim, de (3.1) temos

A4 — ASyu = p(A — ASp)

Resolvendo esse sistema obtemos:

/l"—/ld
A=_T T 2
So(u — d) (32)
¢ 1 d
_ - p— u U—pP 4

Assim precificamos uma opcao através da estratégia de AHedging. E natural neste ponto
se perguntar se este valor cria ou nao uma oportunidade de arbitragem no mercado.
Vamos analisar isso nas proximas segoes.

3.2 Mercados de risco neutro

Definicao 3.2. Um mercado financeiro onde o retorno esperado de um ativo com risco
emt =T € igual ao retorno de um bond livre de risco é chamado de mercado de risco
neutro.

Teorema 3.3. Nas mesmas notacoes da secao anterior, suponha que
d<p<u (3.4)
e defina uma nova medida de probabilidade Q da sequinte maneira:

p—d

4. =PofSr=Sp} =" — (3.5)
u—p
qa = PQ{ST = S%} = u—d (36)

Nessas condigoes temos que 0 < q, <1, 0<qga <1l eq,+q=1.
Demonstracao. Imediata. [

Vamos denotar por Eq(Ar) o valor esperado da variavel aleatéria Ar sob a medida de
probabilidade Q. Temos assim que (3.3) pode ser escrita como

1
Ay = —Eq(Ar) (3.7)
P
Teorema 3.4. Com as mesmas notacoes da se¢ao anterior e sob a medida de prob-

abilidade Q definida no teorema 3.3, temos que o mercado simplificado que estamos
considerando é de Tisco neutro.
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Demonstracao. Sejam S o ativo com risco e B o bond livre de risco e Sy, B; 0s respectivos
precos no instante t. Devemos verificar a definicao 3.2, isto é

EQ(ST) — So . Br — By
So B,

Para isto, observe que
St 1
Eq | = | =— (q.5% S4
Q(BT) B (q T 1+ da T)
1

:—(p_d50u+u_p50d)

u—d u—d

b p—d u—p
= (80 [ =)

_&(up—du—i—ud—pd)
p(u —d)

com isso resulta que

St
EQ(ST) — So o ]EQ (B_T> BT B SO o %Z;SO - SO BT — BO
S() SO BO 7

So
como queriamos. []

Chamaremos assim a medida de probabilidade () de medida de risco neutro e o preco de
uma opcao dado por uma medida de risco neutro serd chamado de preco de risco neutro.

Teorema 3.5. Em um mercado constituido de um ativo com risco S e um ativo livre de
risco B, a condi¢ao (3.4) é vdlida se e somente se valer o principio da ndao-arbitragem.

Demonstragao. Suponha que (3.4) fosse falso. Vamos supor que valesse p > u (a demon-
stracao para o caso p < d é analoga) e considere o seguinte portfélio:

So
b=-5S+—08
+ By
Temos que em t = 0,
Y
Vo(®) = =Sy + =By = 0, (3.8)
By

jd em t = T temos dois valores possiveis para Vi (®P):

V(@) = —=Sou+ 2pBo = (p — u)Sp > 0

V(@) =
T( ) {Vfi(@):—Sod+§_?)p30:<p—d)50>0
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e portanto Vp(@) > 0. Agora, como P{Vy(®) > 0} > P{Sr = S%} > 0, temos pela
definicao 2.6 que existe uma oportunidade de arbitragem para o portfélio @ o que é
absurdo.

Reciprocamente, suponha que vale (3.4). Vamos mostrar que vale o principio da nao-
arbitragem. Devemos mostrar entdo que Y(«, ) € R x R se V4(®) = aSy + By = 0
e Vr(®) = aS; + 6By > 0 (%) entao Vp(P) = aSy + SBr = 0 (xx). De fato, seja Q a
medida de probabilidade definida no teorema 3.3. Calculando o valor esperado de Vi (®)
temos:

Eq(Vr(®)) = ¢,V (D) + qaVi (D)
p—d u—p
= m(asou + BpBo) + m(asod + BpBo)
= p(aSy + BBy)
= pVo(P) e usando (3.8) resulta
Eq(Vr(2)) = 0.

Agora, de (x) temos que VA(P) > 0 e VA(P) > 0, das contas acima temos que g, V3 (P) +
qaVA (@) =0 e como 0 < q, < 1,0 < qg < 1 temos que VH#(®) = V(D) = 0, isto 6,
P{Vr(®) > 0} = 0. Assim (xx) vale e estd provado o teorema. [

3.3 O método da arvore binomial

Vamos nesta secao desenvolver o método da arvore binomial para precificar uma opgao
européia que nao paga dividendos. Para isso, vamos dividir o tempo de vida da opc¢ao
em N intervalos iguais 0 = tg < t; < ... < ty = T e supor que o preco do ativo
objeto em cada intervalo de tempo [t,,t,41], (0 < n < N — 1) seja descrito de acordo
com o modelo binomial de um periodo e dois estados. Com isso, as possibilidades do
preco do ativo objeto S pode ser representado através de uma arvore binomial como
na figura (3.1). Para fixar as idéias, considere que /A é uma opg¢ao de compra com ativo
objeto S e preco de exercicio K e vamos introduzir as seguintes notagoes:

S™ = Sou""d" (3.9)

AT = (S"— K)* (3.10)

estas notagoes valem para cada 0 < n < N fixado e 0 < a < n. Veja a figura (3.2).
Vamos definir também & = max{a | Spu™~2d* — K > 0,0 < a < N} e assim temos a
arvore binomial dos pregos da opcao A representada na figura (3.3)

Vamos agora resolver o seguinte problema: Dados {AY}Y_ | determinar A5 que é o
preco da opgao em ¢ = 0. Para isso, perceba que podemos determinar {AY ’1}2[:_01 da
seguinte maneira: Para cada elemento em {AN~1}V-! aplique o método binomial de um
periodo e dois estados (ver figura (3.4)). Assim, defina Q - a medida de risco neutro

como no teorema 3.3 e sejam



3.3 O método da arvore binomial 19
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Figura 3.1. Modelo binomial de prego de uma acao
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\
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A; |

Ay |
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A A |
A ‘

\
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Figura 3.3. Arvore binomial de precos de uma opgao

Utilizando (3.7) temos que

AN = % gAY + (1 — )AY,,]

0<a<N-1).

Por indugdo, pode-se mostrar que para qualquer h € {1,2,... N} :
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h
e > <h) "1 = g)t A (0<a<N-—h) (3.11)
« ph l a+l = = : .
=0

Esta férmula tem uma simples interpretagao combinatdria para os coeficientes de A% e
Para ver isso, considere N = 3. Temos a seguinte arvore de precos da opgao A:

Al
Al
Al A
A A
Aj A
A
Al
Figura 3.5.
Suponha que seja dado {A3}2_ . Fixando h = 2, podemos, de acordo com a fér-

mula (3.11) determinar A} e Aj. Temos entao

Ay = % Ki) ¢*(1—q)° A5 + G) (1 — A} + @) ¢"(1— q)z/l?é}

A= % Kg) ¢*(1—q)°A% + G) (1 — )43 + @) ¢'(1 - q“ﬂ -

Perceba que partindo do né A}, podemos chegar somente aos nés A3, A3 e A3. Para
chegar ao n6 A3, o preco da agao deve aumentar duas vezes (¢*) e nao diminuir nenhuma
((1 — q)°) e hé apenas um ((3)) caminho de A} até A3. Para chegar ao né A3, o prego
da acdo deve aumentar uma vez (¢*) e diminuir uma vez ((1 —q)!) e existem dois ((3))
caminhos de Al até A3. Da mesma maneira, pode-se interpretar os coeficientes do termo
A3,

Vamos agora melhorar a férmula (3.11) tendo em vista a defini¢ao de &. Quando

a+1 < @, temos A, = SN, — K e assim

- 1 a—a h -
T DM G IIEIIENE S 312
=0

e quando a + 1 > @,
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AN = .

De acordo com a nossa notagao, temos que SY,, = SV"u"~'d’". Assim, para a +1 < a,

(3.12) pode ser escrita como

I Ry =y A h\
Al = F (Z (l>qh ‘1 —q) s ud — (l>qh l(l—q)lK>
Kd
o
l

—a L )
q 1 o q Sﬁlhuhldl) (l)qh l(l o Q)l
0

2 o) ;
(“j('z) L) S (oo
ot

L |l

o~

Seja agora
. qu

)
Pela identidade qu + (1 — ¢)d = p, temos que

q=

d
-(1—q)=1-—4q.
P

Substituindo (3.14) e (3.15) em (3.13) temos que para a < &:

Ay =S (Z ()i —q>l> S () a-a

1=0
Seja m > n e defina

O(n,m,p) = i (77)19’"’(1 -p).

=0

Assim, chegamos finalmente na expressao:

«

K
AT =877"0(6 — a, b, g) — (& —ahq).

Em particular para h = N e a = 0:

. N K
A = Spf(a, N, ) — p—NO(a,N, q)-

7) { ] { 1—pf])d} > _ %1: (};)q“(l—q)l-

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Resolvemos entdao o problema proposto no inicio desta segao. A expressao (3.18) é
conhecida como férmula de Cox-Rubinstein e fornece o preco de uma opcao de compra
européia com preco de exercicio K e data de vencimento depois de N instantes de

comercializagao, segundo o modelo binomial.
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Vamos agora derivar uma expressao andloga a (3.17) para opgoes de venda utilizando
a paridade compra-venda (Teorema 2.12). Perceba que na equagao (2.8) o fator B, =
e (Tt ¢ o0 quanto deve ser depositado em um banco no instante ¢ (¢ < T') para que em
t = T possa ser sacado R$1,00, considerando taxa de juros r composta continuamente.
No modelo binomial, entretanto, as transagoes sao feitas em tempo discreto e portanto
os juros devem ser compostos em tempo discreto. Assim, sendo p a taxa de crescimento
do bond isto é, B,,1 = pB, temos, com as mesmas notacoes do teorema 2.12 a forma
discretizada da paridade compra-venda:

K
cN=h 4 = p 4 SR (3.19)

Substituindo (3.17) em (3.19) obtemos

K
P = SN = ki) = 1)+ 2(1 = 0(a — s i)

Definindo

n(n,m,p) = i (77)#”’(1 —p) (m>n+1)

I=n+1

temos que 1 — 0(& — a, h,q) = n(& — a, h, q) e portanto a férmula para a precificagao
de uma opcao de venda pelo modelo binomial é dada por

_ K ho .
Py :ﬁn(a_a7h7Q)_Sg h77<05_057h7q>7

com 0<h<NelO0<a<N-h.
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Movimento Browniano e o Calculo de Ito

No capitulo anterior conseguimos precificar uma opc¢ao ao impor um modelo discreto, o
modelo binomial, para o movimento do preco de um ativo. O objetivo neste capitulo é
apresentar um modelo continuo (movimento Browniano geométrico) para o movimento
dos pregos dos ativos e a ferramenta bésica (cdlculo de It6) para a precificacao de
derivativos.

4.1 Movimento Browniano

No inicio do século XIX, Robert Brown, um botanico escocés estudava o movimento
de graos de polén em suspensao. Espantado com a velocidade e a aleatoriedade desses
movimentos, Brown chegou a supor que os graos estivessem vivos!. Em 1900, o franceés
Louis Bachelier analisou o movimento dos precos das agoes de Paris e o comparou com o
movimento dos graos de polén observado por Brown. Batizado de movimento Browniano,
é hoje um dos modelos mais usados para descrever o movimento dos pregos de uma acao.

Podemos entender o movimento Browniano como o processo limite de um movimento
mais simples - O passeio aleatério. Na teoria de probabilidade, o movimento Browniano
e o passeio aleatdrio sao exemplos de processos estocasticos. Para definir estes processos,
vamos fixar um espacgo de probabilidade (§2, F,P) (veja o apéndice sobre probabilidade)
e assim temos a seguinte

Definigao 4.1. Um processo estocdstico (unidimensional) € uma familia de varidveis
aleatorias denotada por {X (t,w) : t € I} definidas em um mesmo espaco de probabili-
dade, onde o conjunto de parametros I é um subconjunto da reta real.

O conjunto de parametros I é usualmente chamado de dominio de definicao do pro-
cesso {X(t,w) : t € I'}. Quando I = N, = {0,1,...} dizemos que o processo ¢ discreto
e quando I é um intervalo da reta real dizemos que o processo é continuo.

Da defini¢ao (4.1) temos que para cada t € [ fixo, X(t) = X(¢,+) é uma variavel
aleatéria definida em 2. Por outro lado, para qualquer w € {2 fixo, X (-,w) é uma fungao
definida no conjunto dos parametros com valores na reta. Chamamos tais fungoes de
realizagBes ou trajétorias do processo estocastico { X (t,w) : t € I}.

Vamos agora voltar aos passeios aleatorios. Para construir um, vamos considerar
o experimento que consiste em lancar uma moeda honesta 4 vezes. Cada langamento
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consome uma unidade de tempo. Com o resultado deste experimento, construimos o
processo estocdstico R, andando uma unidade para cima quando é observada cara (C)
e uma unidade para baixo quando é observada coroa (K). Aqui {2 é o conjunto formado
pelos 16 possiveis resultados dos 4 lancamentos de uma moeda. Como exemplo, suponha
que o resultado do experimento foi w = CKKC', temos

R(0,w) =0; R(1l,w) =1; R(2,w) =0; R(3,w) = —1; R(4,w) = 0.

O caminho formado pela interpolacao desses pontos esté ilustrado na figura abaixo.

e

-0.5

Figura 4.1. Exemplo de passeio aleatério

Alterando convenientemente os parametros do passeio aleatério é possivel visualizar
a transi¢ao para o movimento Browniano. Vamos entao considerar um experimento que
consiste em lancar 400 vezes uma moeda honesta e agora, para cada cara observada
andamos 1/10 de unidade para cima e para cada coroa 1/10 de unidade para baixo.
Vamos considerar também que cada 100 lancamentos consomem uma unidade de tempo.
Dado um resultado possivel deste experimento, o caminho formado pelo passeio aleatério
é apresentado na préxima figura.

o
/ W\J\ A, i [

\K‘\/W & \\/\/\

A\
L

Figura 4.2. Exemplo de passeio aleatdrio
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Vamos a seguir apresentar a definicao formal de movimento Browniano e estabelecer
a sua relacao com o passeio aleatorio. Lembramos o leitor que vamos denotar pela

expressao X ~ N(u,o0) quando X é uma varidvel aleatéra de distribuigdo normal com
média p e variancia o.

Definicao 4.2. Dizemos que o processo estocdastico {W(t,w) : t € [0,T]} € um movi-
mento Browniano ou um processo de Wiener quando estao satisfeitas as sequintes
condicoes:

(B1) W(0,w) =0, para todo w;

(B2) Para cada w fizado, W (-,w) € fun¢ao continua de t na reta;

(B3) Para cada t fizado, W(t,-) ~ N(0,t);

(B4) Se 0 <ty <ty...<ty, entao osincrementos W (to,-), W(ty,-)—W(ta,-), W(ta, )—
Wi(ti,-),...,W(ty,-) — W(tk_1,-) sio independentes e W (t;,-) — W (tj_1,-) ~ N(0,t; —
ti—1) para todo j.

(2, F,P)

Figura 4.3. Movimento Browniano

O movimento Browniano pode ser visto como uma versao do passeio aleatorio em
tempo continuo no qual diminuimos o tamanho dos passos e aumentamos velocidade dos
experimentos de uma forma conveniente. De maneira mais precisa, seja {X(n),n > 0}
uma familia de varidveis aleatérias independentes tal que E(X (n)) = 0 e Var(X(n)) = 1.
Defina o passeio aleatério por S(0) =0 e paran > 1, S(n) = X(1)+ ...+ X(n). Com
isso, defina o processo estocéstico continuo W), (t) por

5D, )

onde [z] é o maior inteiro menor ou igual a x.
Temos entao o seguinte resultado.

Wi, (t) =

Teorema 4.3. Com {W,(t)} definido como em (4.1) e 0 <t; < ... <t temos

W, () 2 W(t), quando n — oc.
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A prova deste teorema pode ser encontrada em [13]. O simbolo 2, denota convergencia
em distribuicao. Para distribui¢oes de dimensao finita isso significa que para qualquer
keO<t; <...<tpeux,..., T, reais temos

Prova-se que o movimento Browniano tem também como caracteristicas ser um pro-
cesso de Markov e ser um martingal. Em poucas palavras, isso significa respectivamente
que se 0 < s < t sao dados, condicionado pelas informacoes obtidas observando o movi-
mento Browniano até o instante s, a distribuicao de W (¢, -) depende apenas do valor de
W (s,-) e a esperanca de W(t,-) é igual a W (s, -). Para uma discussao mais profunda a
respeito recomendamos [19].

A variagdo quadréatica de um movimento Browniano tera um papel importante no
desenvolvimento do caculo de It6. Vamos agora definir este conceito.

Definicao 4.4. Seja [0, T| um intervalo fitado e P : 0 =ty <t; < ... <ty =T uma

particao qualquer deste intervalo. Seja também |P| = [Jmax 1|tk+1 — tg|. Definimos

a variacdo quadratica Q(P,w) em relacdo a particdo P de um movimento Browniano
{W(t,w):t€[0,T]} como

QP.w) =D (W(tsr,w) — W(ts,w))*.

E definimos a variagdo quadratica de um movimento Browniano como o limite

Q(w) = lim Q(P,w).

|P|—0

E um resultado conhecido em andlise que a variagao quadratica de uma funcao
diferencidvel é nula. Prova-se ([8]) que o movimento Browniano é nao diferencidvel em
nenhum ponto do seu dominio para quase toda realizacao w. Assim é evidente que sua
variacao quadratica é nao nula. O préximo teorema reafirma isso e mostra qual é o
valor da variagdo quadratica de um movimento Browniano. Antes, precisamos de um
resultado de célculo:

1 +OO 4 7322 d 9 ( )
r ezt dxr = 3t°. 4.2
V27t /_Oo

De fato, seja g(a) = fj;o e~ dz. Como esta integral converge para todo a, a derivada

. ~ 2z . ‘ ; +00 —ax?
parcial com relacao a variavel a do integrando é continua em R e ffoo %e " dx con-
verge uniformemente para qualquer ¢, podemos derivar sob o sinal de integral e assim

g”(a):/ e dy.

[e.9]

3y/m

1577, logo temos que

Mas, sabemos que g(a) = /T entao ¢"(a) =
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4a5/2'

/+00 e dy = VT

o0

Usando esse resultado, tome a = 1/2t e assim temos que

1 +00 —z2 1 3
/ rre2r dr = . 1\/?/2 = 3¢2.
Vot o Vort A(x)

Lema 4.5. A variagdo quadrdtica Q(w) do movimento Browniano {W(t,w) : t € [0,T]}
€ wqual a T.

Demonstracao. Devemos provar que

Jim E(Q(P,w) = T) =0 (4.3)

|71>i|r£o Var(Q(P,w) —T) = 0. (4.4)

Para isso, perceba que

N-1

QP,w)—T = Z(W(thrl) — W(te)* — (te1 — te)

k=0

De acordo com (B3) da defini¢ao (4.2), temos que
E(QP,w) =T) =) E[(W(tk1) = W(te)*] — (terr — tr)
= Var(W(tesr) = W(ts)) + EW (tes1) = W(t))?) = (trgr — t)

=) (b — tr) + 0 = (ter — 1)

e portanto (4.3) estd provado. Vamos agora provar (4.4). Para simplificar a notacao
considere Dy = W (tyy1) — W{(tg) € 0x = tgy1 — t. Temos

Var(Q(P,w) —T) = E((Q(P,w) — T)?)

N-1
= > E((Dj = &) (D} — &)
k,1=0
N-1 N—-1
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Como Dy, e D; sao independentes, D? e D? sao independentes também (veja o apéndice
sobre probabilidade). Portanto

E((D} — 0) (D} — &) = E(D} — 0,)E(D} — &).
Por outro lado, temos
E(D; — &) = E(D}) — &
= Var(Dy) + (E(Dy))? — 6

=0p +0— 0
=0.

Donde resulta

E((Di — ) (D} — &)) = 0.

Concluimos assim que

F

Var(Q(P,w) — T) {E(D}) — 26,E(D}) + 67}

ol
Ll

{E(Dy) — 26, (Var(Dy) — E(Dy)*) + 6 } -

>
I

Como Dy tem distribuicao normal com média zero e variancia oy

N-1

S {EDY) - 263 + 62}

Var(Q(P,w) —T)

Eol
[en]

=

{E(D;) — 6, } - (4.5)

i

Como Dy ~ N(0,tr41 — tx), temos, utilizando (4.2) que

BDf) = [ ¢ T i = 80— 1)
— 00 27T<tk+]_ - tk)

Substituindo o resultado acima em (4.5) temos

Var(Q(P,w) —T) = Z {3(52) - 513}
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donde resulta

lim Var(Q(P,w) —T) < 2 lim |7>\Z trgr — i) = 0

|P|—=0 [P|—

e estd provado o teorema. [

4.2 O calculo de Ito

Suponha que no instante de tempo ¢ o preco de um ativo seja S(t) e considere um
pequeno intervalo de tempo dt no qual o pre¢o S(t) muda para S(t) + dS(t). Queremos
um modelo mateméatico para retorno % deste ativo. O modelo mais comum que tem
como origem o trabalho de doutorado de Louis Bachelier (1900) foi melhorado por Paul
Samuelson em 1964 e decompde esse retorno em duas partes. A primeira é deterministica
e dada por udt onde p é uma medida da média da taxa de crescimento do preco do
ativo e é chamado de drift. Caso sé tivéssemos essa componente terfamos a seguinte
equagao diferencial modelando o retorno

ds(t)
S(t)

Resolvendo esta equacao, chegamos em

S(t) = S(0)ert=to),

= pdt.

A segunda parte é responsavel pelas mudancas aleatorias do preco da agao em resposta a
eventos externos. Um exemplo é a mudanca brusca do prego dos combustiveis afetando
os pregos das agoes de uma companhia aérea. Escrevemos esta segunda componente
como

odW (t)
onde dW(t) é o incremento obtido em um processo de Wiener, isto é, uma varidvel

aleatéria de distribuicdo normal e ¢ é um parametro chamado de volatilidade. Assim,
o modelo do retorno de um ativo proposto por Samuelson é dado por

asit)

S0 = odW (t) + pdt. (4.6)

Como vimos na secao anterior, W (t) é uma fungao nao derivavel e portanto (4.6) nao
pode ser encarada como uma equagao diferencial. Para resolver este problema Kiyosi
It6 deu um significado rigoroso para (4.6) escrevendo-a da seguinte maneira

t

t
S(t) = S(to) + 0 / S(r) dW () + s / S(r)dr
to to
e trabalhou para atribuir um significado preciso a integral fti S(7)dW (1) que nao pode-
ria ser tratada através da teoria de Stieltjes devido a nao regularidade e ao caratér
estocastico de W (t).
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4.2.1 A integral de It6

Vamos comecar a discussao sobre a integral de Ito6 estudando a classe funcoes Ito-
integravais.

Definigao 4.6. Dizemos que uma fun¢do (ou um processo estocdstico) f(-,w) é ndo-
antecipadora em relagdo ao movimento Browniano {W(t,w) : t € [0,T]}, quando para
todo 0 <t <T comw € {2 fixado, o valor da funcao f(t,w) é determinado pelos valores
tomados pela trajetoria W (-,w) até o instante t.

FExemplo 4.7. Considere as fungoes f; e fo definidas por

0, se maxW(s) < 1;

/) — 0<s<t
fild) 1, se maxW(s) > 1,
0<s<t

0, se maxW(s) < 1;
lt) = =)
1, se maxW(s) > 1,
0<s<1
E facil perceber f; é nao-antecipadora mas fs nao, pois para calcular valor de f, em
qualquer instante ¢ < 1 a informagao obtida pelo conhecimento de W (t) para s <t é

insuficiente.

Definigao 4.8. Seja f nao-antecipadora, f(-,w) continua e P : 0 =ty < t; < ... <
ty =T uwma parti¢ao do intervalo [0,T]. Definimos a soma de Ité de f com respeito a
P pela expressao:

=

LIf, Pl = ) f(te)[W(tksr) — W (ti)].

0

i

Teorema 4.9. Se f satisfaz as condigcoes da definicdo anterior, entdo existe o limite
em L?,

lim I |f,P|.

L T1f.7)

Tal limite € chamado de integral de It6 de f e é denotado por

1(f)(w) = / £t w) dW (t,w).

Nesse texto o conceito de funcao nao-antecipadora foi dado informalmente. O trata-
mento mais rigoroso das condigoes de existéncia da integral de [to envolve conceitos de
medida e processos estocasticos que nao serao discutidos aqui. O leitor interessado pode
consultar por exemplo [15] pagina 25.

Cabe notar que além da integral de Itd ser uma varidvel aleatoria e a de Riemann
ser um numero uma outra diferenca entre essas duas integrais é que na de It6, na soma
que a define, a funcao f por ser nao-antecipadora deve ser calculada na extremidade
inferior do intervalo [t, tx+1] € na definicdo de Riemann a funcao f pode ser calculada
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em qualquer ponto deste intervalo. Para deixar isso mais evidente, vamos mostrar no
proximo exemplo que pode muito bem ocorrer que escolhendo pontos distintos em
uma mesma particao, duas somas de It6 de uma mesma funcao convirjam para valores
distintos.

Ezemplo 4.10.Seja P : 0 = tg < t; < ... < ty = T uma partigao de [0,7]. Vamos
calcular

T ST W)V (650) - W (1) (@7)
T 37 W (t500) W (1520) — W(t) (43)

Para calcular (4.7) vamos utiliar a identidade a(b — a) =

" W)W (1)~ W) = & S (W (t)? — W) — 5 S (Witya) = W)
= Ly 1N_1Wt W(t;))*
= L) LS (W)~ W)

Pelo lema 4.5 resulta

fim ST W)V (100) = W) =

Para (4.8) vamos usar b(b — a) = 3(b* — a®) + 1(a — b)?. Assim temos que

=

i
i

W(tj)(W(tj) —W(t;) =

<
I
o
<.
Il
o
<
I
o

4.2.2 A formula de Ito

Se W (t) fosse uma fungao de classe C' tal que W(0) = 0 terfamos que

w(T)?

/OT W) dW (1) = — >
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Agora, pelo exemplo anterior, sendo W (¢) um processo de Wiener, chegamos em

N-1

/ WOV = lim, 57 W0V ) = W (1) = W(QT)Q _g.

Perecebe-se entao a clara diferenca de resultados quando consideramos a integral de 1t
e a integral de Stieltjes. Da equagao anterior, podemos escrever

1 1
W(t)dW (t) = §dW2(t) — §dt
ou ainda

dW?2(t) = 2W (t)dW (t) + dt (4.9)

Nota-se que no céalculo de It6 a regra da cadeia é diferente!.

O proéximo teorema pode ser provado utilizando teoria da medida e processos estocés-
ticos e exige a introducao de diversos conceitos e defini¢oes. A demonstracao rigorosa
deste resultado esta além do escopo deste trabalho; por este motivo, apresentaremos
um argumento heuristico apenas.

Teorema 4.11. (A férmula de Itd) Sejam p e o fungées de duas varidveis, { X (t,w) :
t € I} um processo estocdstico satisfazendo

dX(t) = w(X(t),t)dt + o(X(t),t)dW(t)
e V(X,t) uma funcao diferencidvel com respeito a ambas as varidveis. Entao vale que

dV (X (t),t) = (%‘: + ,u(X(t),t)g—)‘; + %JQ(X(t),t) gX‘g) dt + o(X(t),t )g—)‘?dW( ).

O argumento heuristico consiste no seguinte: Lembre que W(t + At) — W(t) ~

N(0, At). Considere entao Z = %A)t_w(t). Temos que Z ~ N(0,1) e com isso

AtAS = At [u(X (t), ) At + o (X (£), ) AW (2)]
= u(X (1), t)(At)? + o(X(t),t) AtAW (2)
= (X (1), 1) (At 4+ o (X (t),1)Z At3/?
= 0(A*?). (4.10)

Agora, fazendo a expansao de Taylor de V' e ignorando termos em At de ordem maior
do que 1, temos

AV(X (1), 1) = V(X (£) + AX (), t + At) — V(X (t), 1)

2
:a_VAX() a_VAt 10V

< o 533 (AX (D) (4.11)

Perceba que o termo que envolve as derivadas mistas desaparece por (4.10). Perceba
também que
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= u(X (1), t) At + (X (1), t) AW ()
— W(X (1), 1) At + o(X (1), 1) [W (t + At) — W ()]
= u(X(t), ) At + o(X (), t)VAL Z,

(4.12)
E portanto
(AX (1)) = o2(X(t),t) At Z* + O(AL?)

Agora, como E(AtZ?) = At e Var(AtZ?) = O(A#?*) afirmamos que quando At —
0, AtZ? torna-se nao estocdstico e igual ao seu valor esperado. Desta forma pode-se

escrever
(dX(t))* = oc*(X(t),t)dt, (4.13)
assim, fazendo At — 0 e substituindo (4.13) em (4.11) ficamos com
ov v 1, 0*V
dV(X(t),t) = a—XdX(t) + Edt +30 (X(t)’t)ﬁXth

finalmente, substituindo a expressao de dX (¢) na equacao acima resulta

VXD, 0) = (X (0.0 Tt + (X)) 00w (1) + 2t + Lo x (0.0 20

0X 0X ot 2 d.

Agrupando os termos de forma conveniente resulta a férmula de Ito.
Exemplo 4.12. Seja V(W (t),t) = W?2(t). Temos que
dW (t) = 0dt + 1dW (t)

e portanto da férmula de It6 vem
1
dV (W (t),t) = (0 + 52)olt + 2W (t)dW (t),
ou seja

dW?(t) = dt + 2W (t)dW (). (4.14)

Note que usando a férmula de Ito, recuperamos com facilidade o resultado do exem-
plo 4.10.

4.2.3 A formula de Ito e o modelo de Samuelson

Considere agora o modelo para o retorno de um ativo proposto por Samuelson

dS(t) = S(t)udt + S(t)odW (t) (4.15)
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e com S(ty) = so > 0. Vamos utilizar a férmula de It6 para obter uma expressao para
S(t). E natural procurar solugdes da forma S(t) = V(W (t),t). Assim, da identidade

AW (t) = 0dt + 1dW (t)

temos, pela férmula de It6

v 1PV oV
dS(t) = <E +3 aWQ) dt + —dW (t). (4.16)

ow
Comparando os coeficientes de (4.15) e de (4.16), devemos encontrar V(W (t),t) que
satisfaca

oV 106%V
W0 = 5+ 5 5m
(S
5%

Uma solucdo para esta tltima equacdo é dada por V(W (t),t) = eV ®+9®) onde g é

uma funcao arbitraria. Substituindo essa expressao de V' na primeira equacao, vemos
que g deve satisfazer ¢'(t) = p — %02. Com isso determinamos uma solugao particular
de (4.15)

S(t) = S(0)el2o)toW(), (4.17)

Prova-se ([15] ou [19]) que esta solugdo é tnica. Um processo definido por (4.17) é
chamado de movimento Browniano geométrico e ¢ o processo aleatério mais usado em
finangas e economia.
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Difusao e a equacao de Black-Scholes

5.1 Preludio

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes munidos do modelo de movimento browniano
geométrico para o preco de um ativo com risco visto anteriormente,

dS(t)

—= = pdt + odW (1), 5.1

o) =" ) (1)
desenvolveram a equacao diferencial parcial que governa o preco de uma opcao. Para
isto, eles utilizaram um argumento baseado na estratégia de A hedging e as seguintes
hipéteses sobre o mercado que também que assumiremos nesse capitulo

H1) A comercializacao de instrumentos financeiros é feita em tempo continuo.
H2) A taxa de juros livre de risco r, é conhecida e constante.

H3) Os ativos nao pagam dividendos.

H4) Nao hé custos de transagdo ao comprar as agoes e opgoes.

5) E possivel comercializar qualquer fragao dos ativos.

6) Vale o principio da nao-arbitragem.

aaggan

5.2 A equacao de Black-Scholes

Seguindo o trabalho original de Black e Scholes, vamos determinar um modelo de pre-
cificagado de opgoes via uma equacao diferencial parcial utilizando A hedging.

Sejam entao V uma opgao e S seu ativo objeto. Considere IT = V — AS um portfélio
com A escolhido de forma que IT seja livre de risco em (¢,t + dt). Temos assim:

Mg — 1,
7 = rdt
Iy qr — 1y = r1ldt
V(t+dt) — AS(t+dt) —V(t)+ AS(t) =r(V(t) — AS(t))dt

dV (t) — AdS(t) = r(V(t) — AS(t))dt (5.2)



38 5 Difusdo e a equagado de Black-Scholes

Agora, de (5.1) vem que

dS(t) = pS(t)dt + oS(E)dW (1) (5.3)
Como V =V (S(t),t) temos da férmula de Itd
AV (S(1), 1) = {%‘tf uS(t )gg Lsry )g SVQ} dt + oS(t )g—gdW( H (54)

Substituindo (5.3) e (6.4) em (5.2) vem

W OV 1,00 oV B
(5.5)

Como o segundo termo de (5.5) é livre de riscos, o coeficiente do termo aleatério do
primeiro termo deve ser zero e para isso,

oV
A= (5.6)

Este é o A que satisfaz a condicao de hedging. De fato, se assim nao o fosse, o portfélio
II nao seria livre de riscos, criando assim uma oportunidade de arbitragem. Portanto,
com essa escolha de A temos

OV 1,0 OV B
at SW—F S% ’f’V—O,

que ¢ a chamada equacao de Black e Scholes.
Assim, para determinar o preco de uma opc¢ao, devemos resolver

OV(S,t) o2S2 2V (S,t) +rsav(g’ )
ot 2 052 B

— + ~ )

V(S,T) = {(S K)*  para opgoes de compra;

—rV(S,t) =0, (S,t)€l;
(B-S)

(K —S)™ para opgoes de venda.
Aqui usamos I'" = [0, +o0) x [0, T

5.3 A equacgao de difusao

Nesta secao vamos estudar algumas propriedades fundamentais sobre a equacao da
difusao em sua forma mais simples e posteriormente tratar a equacgao de Black e Scholes
com os resultados obtidos aqui.

A equacao de difusdo ou do calor

ou  0%u

ot da?
tem sido estudada ha mais de dois séculos como modelo de propagacao de calor e outros
processos como a difusao de particulas. A préxima definicao e os proximos dois teoremas

serao apenas enunciados. Para os detalhes veja [12] ou [9]
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Defini¢ao 5.1. A funcdo k: (0,+00) x R +— R definida por

2

—x

e 4t

K(t,z) =

1
VAart
é chamada de ndcleo do calor.

Teorema 5.2. O nucleo do calor possui as sequintes propriedades:

(a) k(t,z) >0,z € R,t >0 .
b)rk € C®((0,+0) x R e = &n eR,t>0.
( t ox

t

5, T
(c) [kt —y)dy=12€Rt>0.
Teorema 5.3. Seja ug: R — R, ug € C(R) tal que
lug| < AePlel’

Onde A, B e p < 2 sao constantes reais e seja u: (0,00) X R — R definida por

ult, z) = / " oyt z —y) dy.

Entio u € CH((0,+00) x R) e
ou  du
ot oz
parat > 0,z € R. Além disso, u(t, z) pode ser estendida continuamente para [0, +00] xR

de modo que
u(0,x) = up(x), Ve € R.

Dos resultados acima, temos uma solugao para o problema

ou  0*u
P){ ot~ 922 (t,x) € (0,400) x R

u(x,0) =ug(xr) =z e€R

(5.7)

onde u € CH?((0,+00) x R) N C([0, +00) x R). Vamos agora estudar a unicidade da
solugao de (P). O primeiro passo serd provar o

Teorema 5.4. (Principio do mdximo para a _equacgao do calor. )
Sejam 2 ={rx eR| A<z < B} eueC(0,T] x 2)NCH((0,T) x 2) tais que

ou 0%u
E(tal’) < @(ux) V(t7ZL’) < (O7T) x {2
Entao
max 4 = maxu (5.8)
0,T]x 2 w

onde w = (0 x 2) U ([0, T] x 092).
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Demonstracao. Fixe 6 > 0 e seja v(t, x) = u(t,x) — 6t. Por hipdtese, temos que

v 0%
E(t,x) < 92 —(t,x) V(t,xz) € (0,T) x 2 (5.9)
Seja agora 0 < T" < T e maxv = v(tg, xp). Vamos analisar os dois casos possiveis.

[0,71x02
1) Se (tg,z0) € (0,T") x £2 entdo 2% (ty, z0) < 0 e @ to, 7o) = 0 donde ﬁg to, 10) <
oz or
%(to, xo) o que contradiz (5.9).

(2) Se (to, o) € {T"} x 2 entdo 2%(T",zp) < 0 como antes e (1", z9) > 0 pois
se néo fosse assim, existiria 7”7 < 7" de modo que v(T",x¢) > v(1”, ). Logo, temos
que & (T’ o) < (T, z0) 0 que também contradiz (5.9).

Assim, dos dois casos analisados, resulta

max v(t,z) = maxv(t,x) (5.10)
[0,7]x 2 W’

onde w' = (0x 2)U([0,T"] x 12). Agora, da continuidade uniforme de u em ([0, 7] x §2)
temos que as fungoes
T' — max v(t,z)

[0,T)x 2
T" +— maxv(t, )
sao continuas para qualquer 7" € [0, T]. Fazendo entao, T' — 0, temos de (5.10)

max v(t, x) = maxov(t, x)
[0,T]x 2 w’

donde

—0T + max u(t,r) < max {u(t,z) — ot} = max{u(t x) — o0t} < maxu(t x)
[0,T]x 2 [0,T]x£2

Da arbitrariedade de 0, resulta (5.8). O

Combinando o teorema anterior e o proximo, temos a chave para a unicidade da
equacao do calor.

Teorema 5.5. (Unicidade de solugcdo para a equagdo do calor.) Seja u €
C'2((0,400) x R) NC([0, +00] x R) e suponha que existam constantes C' e B tais que

u(t, z)| < CeP V(t,z) € [0,4+00) x R (5.11)
Se u satisfizer
u 0%u
el < - .
5 (t,x) < 92 (t,2) V(t,x) € (0,400) x R (5.12)

e seu(0,z) <0V € R, entdo

u(t,z) <0 V(t,x) € [0,+00) x R
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Perceba que nas condigoes desse teorema, se g e h fossem duas solugoes distintas de (P)
satisfazendo (5.11), entao a fungao v = g—h também satisfaz (5.11) e além disso vale que
9h — % em (0,400) xR e h(0,z) = 0,Vx € R. Assim terfamos que h(t,z) < 0,V(t,z) €
[0,4+00) x R e pelo principio do méximo resultaria h(t,z) = 0,V(¢,z) € [0,400) x R e
portanto g = h o que significa a unicidade da solucao.

Demonstracao. Em primeiro lugar note que basta provar que existe um 7" € R fixado
tal que as hipéteses implicam que u(t,z) < 0,V(¢t,z) € [0,7] x R pois se tomarmos
t' =t — T as hipéteses do teorema continuam validas e podemos concluir que u(t, z) <
0,V(x,t) €[0,7] x R.

Seja entao T' < BLB fixado e considere a seguinte funcao auxiliar definida por

) (@—y)?
v(t,x) = u(t,x) — i D
(2T —t)
onde 9 > 0 e y € R sao paramétros arbitrarios fixos. Verifica-se que v — u satisfaz a
equagao do calor e por (5.12) vem
v 0%
a(t,x) < @(t,x) V(t,z) € D(y, h)
onde D(y,h) = {(t,x) | 0 <t < T,y —h < x < y+ h}, com h > 0 arbitrario. Pelo
principio do maximo, resulta
max v(t,x) = maxv(t, x)
(t,x)eD d
comd=(0x(y—h,y+h))U(0,T] x {y—h,y+h}). Agora vamos estudar o compor-
tamento de v em d.
Parax=y+he0<t<T, temos

v(t, z) < CeBPWth?® Leﬁiﬂ
(2T —t)
< CveB(y+h)2 _ 0 6%

Como B < SAT7 podemos escolher hgy de tal forma que para qualquer h > hy tem-se

v<0.Parax=y—he0<t<T, chegamos na mesma estimativa.
Pela definicao de v e por hipdtese

v(0,2) <wu(0,2) <0

e portanto v(t,z) < 0, (t,z) € d para h > hg. Pelo principio do maximo resulta entao
v(t,z) <0 V(t,x) € D(y,h),h > hg
isto é
) (@—v)?
u(z,t) — ——=e3T-0 < () V(t,z) € 10,T] x R. (5.13)
(2T —t)
Como a regiao onde (5.14) independe de §, fazendo 6 — 0 resulta
u(z,t) <0 V(t,z) € [0,T] xR (5.14)

O



42 5 Difusdo e a equagado de Black-Scholes

5.4 Resolvendo a equacao de Black-Scholes

Com as ferramentas desenvolvidas na se¢ao anterior, estamos quase prontos para re-
solver a equacao de Black-Scholes. Este “quase” deve-se ao fato de na secdo anterior
termos estudados resultados para a equagao parabdlica mais simples possivel, isto é
Uy = Uze. Vamos entao, estudar técnicas que permitirao reduzir a equacao de Black-
Scholes e finalmente resolvé-la.

Como primeiro passo, suponha que u(t, x) satisfaga u; = u,, e considere a fungao v
tal que

u(t, r) = e Phy(t, )

Temos 5 P
8_1;“’ r) = e Py (t, ) + ea”ﬁta—z(t, )
e
u 2 attft ot+pt dv ottt v
@ = ﬁ e v(t,x) + 266 %UJ,I) +e @(t, I)
Como u; = Uy, resulta
% = % + 26% + (8% — a)v (5.15)
v(0,7) = e P*u(0, 1)
E portanto uma solugao do problema (5.15)é dada por
v(t, x) = u(t, x)e”(@+5) (5.16)

O préximo teorema garante a existéncia de solucoes para equacoes parabdlicas mais
gerais do que a considerada na segao anterior.

Teorema 5.6. Sejam a > 0,b e ¢ constantes. O problema

av 821) av
5 = 93 Thgy tev () €(OT] xR (5.17)
v(0,2) = Y(z) z€R

—t(b% —4dac T +oo s
v(t,x) =e B /_OO ﬁ(t,% - s)eQVbEw(s\/E) ds.

Se |y(z)| < AePll” com A, B e p < 2 constantes arbitrdrias.

Demonstragao. Seja y = px e vamos escrever v(t,x) como w(t,y). Temos

va(t, @) = pwy(t,y) € Ve (t, @) = Py, (t,y).

Chegamos assim, no seguinte problema
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wy(t,y) = pPawy,(t,y) + pbw,(t,y) + cw(t,y) (5.18)
w(0,y) =1(%)
Escolhendo p? = %, ficamos com
wi(t,y) = wyy(t,y) + \/%wy(t, y) + cw(t,y) (5.19)
w(0,y) = ¥(yva)
e portanto, da discussao anterior, identificando 25 = \/ia e 3 —a=cousejaa = bz;—:‘”
e = #&7 temos por (5.16) e do teorema 6.3 que
(b2 —dac\,_ b +o0 b
w(t,y) =e SR (a))y/ r(t,y — s)eV@P(s\/(a)) ds.
Finalmente, usando o fato que v(t,x) = w(t, \/ia), segue o resultado. [J
O préximo teorema trata da unicidade da solugao.
Teorema 5.7. Considere
%:a%—kbg—;%—cv (t,z) € (0,T] xR (5.20)
v(x,0) =0 reR '
com v € CH?((0,4+00) x R)NC([0, +00) x R) e satisfazendo
o(t, z)| < AeP” V(t,z) € [0,T] x R (5.21)
entao
v(t,z) =0 V(t,z) € [0,T] xR (5.22)

Demonstracao. Pelo teorema anterior e pelo o que foi discutido no comecgo desta secao,
existem constantes «q, 3y, 70 de modo que a fungao

u(t, z) = ey (¢, yor) (5.23)

satisfaz a equagao bésica da difusdo u; = u,, e por hipdtese, satisfaz também u(0, z) =
0,Vx € R. Por (5.21), existem constantes Ag e By tais que u satisfaz

lu(t, )| < AgePo?”.

Pelo teorema 5.5 concluimos que u(t,z) = 0 e portanto, por (5.23) resulta u(t,z) =
0,%(t,x) € [0,T] x R O



44 5 Difusdo e a equagado de Black-Scholes
Vamos voltar ao problema de Black-Scholes:

oV (S,t) o252 9*V(S,t) oV (S, t) _
Y 5 552 +7rS 55 —rV(S,t)=0, (S,t)el’

V(S.T) = {(S — K)* para opgoes de compra;

(B-S)
(K — S)t  para opgoes de venda.

Percebe-se que (B-S) é um problema com condigao final ao invés de uma condigao
inicial e para adequar o problema a teoria desenvolvida até agora, é natural fazer uma
mudanca de variavel para reverter o tempo. Fazemos entao

T=T—t. (5.24)

Uma outra coisa que nos incomoda é o fato dos coeficientes da equacao diferencial acima
nao ser linear. Isso é resolvido aplicando outra mudanca de variavel, a saber

x =logS. (5.25)
Assim, escrevendo V (z,7) = V(S, t), temos pela regra da cadeia

oV 9vas ovat av ,

0_§ = %% + E%— ﬁe (5.26)
ov. oV oS oV ot ov
ar ~asor T ater ot (5.27)
e também
ox2  Ox | 9S 0S
1982 9xr  OxdtOx oS
RV . oV

Agora, fazendo a mudanga de varidveis (5.24-5.25) e usando os resultados acima,
chegamos em

oV (r,7) 0*0V(r,7) (r - a_2>8V(:c,7')
or 2 Ox? 2 ox
V(z,0) (e* — K)* para opgoes de compra,
x,0) = N
(K —e*)™ para opgoes de venda.

—rV(z,7) =0, (z,7)€Rx(0,7T];

zeR

(5.29)
Temos que (5.29) é um problema da mesma forma do enunciado no teorema (5.6) com

1 1
a=-0>,b=r——-c’ec=—r.
2 2
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Vamos trabalhar com opgao de compra. Segue do teorema (5.6) que

b2 ) +oo s s
V(z, 1) = D T / K(T, L. s)ewba (eva — K)* ds.

o0 \/a

Fazendo a mudanca v = \/ia — s e restringindo o dominio de integracao para onde o

integrando é nao nulo, isto é, y — uy/a > log K, ou melhor, u < =952 log K obtemos:

y—log K

y—log K
i — x va Vva —ub
V(iz,7)=e Gt -5 [ / k(T u)e" <2f+f du — Ke3 / K(T,u) 62\1} du

Usando

/a K(T,s)e P ds =™ ® (\/% + ﬁ@) ;

—00

onde

e lembrando que S = e”, simplificando e coletando termos, chegamos em

o (e () £+ 507 g (108 () +(r =507
s (S ) g ()0l

Que é a famosa equacao de Black-Scholes.
Para a opcao de compra, segue da paridade compra-venda (2.12) que
Pt = C¢ + Keir(T?T) — St

log (£) + (r — o)t log (£) + (r + 202t
e () e ()

Teorema 5.8. (Unicidade no problema de Black-Scholes) Considere

{% = —%0%2% —rzde+rv (t,z) € (0,T] x (0, +00) (5.30)
v(T,z) =0 x> 0.
com v € CH2((0,T] x (0,+00)) NC([0,T] x (0,400)) e satisfazendo
v(t, z)| < AeBlos” () V(t,z) € [0,T] x [0, +00), (5.31)
entao
v(t,x) =0 V(t,z) € [0,T] x [0, 400). (5.32)

Demonstracao. Sabemos que qualquer solugao v(¢,z) de (6.31) pode ser escrita como
u(r,y) onde 7 = T — t, y = log(z) e u satisfaz a equagdo de difusdo com coeficientes
constantes. Como v(7T,z) = 0 para todo x > 0 temos que u(0,y) = 0 para todo
y € R. Além disso, como v satisfaz (5.31) temos que as hipdteses do teorema (5.7) estao
satisfeitas e portanto vale que u(7,y) = 0 para todo 7 € [0,t] e todo y em R. Como
consequencia, v também é identicamente zero e estd provado o teorema. []

] |
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Apéndice: Probabilidade

O objetivo deste apéndice é relembrar o leitor de forma rapida, os conceitos de prob-
abilidade que permeiam este trabalho. Para um tratamento completo, recomendamos

3].

Definicao 6.1. Seja 2 um conjunto arbitrdrio. Dizemos que uma familia F de subcon-
juntos de {2 € uma o-dlgebra quando estao satisfeitas as sequintes condigoes:

(1) @ e 2 pertencem a F.

(2) Se A pertence a F, entao seu complementar também pertence.

(3) Se (A,) € uma sequéncia de conjuntos de F, entao |J,—, A, pertence a F.

Uma exemplo importante de o-algebra é construido da seguinte maneira: Seja A a
colecao de todos os intervalos abertos de R. Existe a menor o-algebra de subconjuntos
de R contendo A. Tal o-algebra é chamada o-dlgebra de Borel e qualquer conjunto que
pertenca a esta o-dlgebra é chamado de um conjunto de Borel. O leitor interessado pode
consultar [2] para mais detalhes.

Suponha que estamos fazendo um experimento. O espago amostral {2 é o conjunto de
todos os resultados possiveis deste experimento. Um evento é um subconjunto de §2. Ao
fixar uma o-algebra F dos subconjuntos de {2, determinamos os eventos que estamos
interessados em medir, isto é, atribuir uma probabilidade. De modo mais preciso, temos
a seguinte

Definicao 6.2. Dizemos que uma fun¢ao P definida em F ¢ uma medida de probabili-
dade quando

(1) P(2) =1.

(2)0<P<1.

(3) Se {A1,As, ..., Ay, ...} € uma colecao finita ou enumerdvel de eventos tais que

Aie FeANA =0 parai+#j entao P (U2, Ai) = > P(A4).

A terna (£2, F,P) é chamada de espa¢o de probabilidade. Para a discussao que se segue,
vamos considerar o espago ({2, F,P) dado e fixado.

Definicao 6.3. Uma varidvel aleatéria (unidimensional) X ¢é uma fung¢io X : 2 — R
tal que o evento {w € 2| X(w) < z} pertence a F para qualquer x em R. Em outras
palavras, X deve ser F-mensurdvel.
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Neste apéndice todas as variaveis aleatorias estarao definidas em (2.

Definicao 6.4. Definimos a fungcdo de distribuicdo de probabilidade de uma varidvel
aleatoria X por
Fx(z) =P{we 2| X(z) <z})=P(X <uz).

Exemplo 6.5. Um dos exemplos mais importantes de fungao de distribuicao de proba-
bilidade é a dada por

1 xX
Fy(z) = / o~ (s-2/(20) g

210 J o

onde p e 0% sao constantes reais denominadas média e varidncia. Quando uma var-

iavel aleatéria X tem esta funcao de distribuicao de probabilidade, dizemos que X é
normalmente distribuida com média p e variancia o2 e escrevemos X ~ N(u, 0?)

Definicao 6.6. Seja X wuma varidvel aleatoria. Definimos o valor esperado, ou média,
de X como

Ep(X) = / X dP. (6.1)
Q
E a varidncia de X € definida pela expressao

Varp(X) = Ep[(X — Ep(X))?].

Observamos que quando o conjunto {2 é discreto, a integral (6.1) é apenas a soma dos
produtos dos valores de X pelas respectivas probabilidades de X assumir estes valores.

A partir deste ponto, vamos escrever [E ao invés de Ep pois um tnico espaco de
probabilidade foi fixado.

Definicao 6.7. Sejam X1, Xs, ... varidveis aleatorias definidas no mesmo espaco de
probabilidade. Dizemos que X1, Xs, ... sao independentes se para qualquer inteiro k > 2
e qualquer escolha de conjuntos de Borel By, ..., By C R valer

P(X, € By, X5 € Ba, ..., Xy, € By) = P(X; € B))P(X5 € By) -+ P(X, € By).

De maneira intuitiva, duas variaveis aleatorias sao independentes quando o valor as-
sumido por uma independe do valor assumido pela outra. Por exemplo, no experimento
que consiste em lancar uma moeda honesta n vezes, se X; for definida como

X {0 se o resultado do i-ésimo lancamento for cara;
P =

1 se o resultado do i-ésimo lancamento for coroa.

é facil ver que X; e X, sao independentes.

Teorema 6.8. Se X e Y sdo varidaveis aleatorias independentes entdao para quaisquer
funcoes h e g,
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Uma demonstragao deste fato estd em [17] pagina 328.

Teorema 6.9. Sejam (2, F,P) o espaco de probabilidade, X uma varidvel aleatoria tal
que E(|X|) < 0o e G uma sub-o-dlgebra de F. Entao eziste uma varidvel aleatdria Y
que satisfaz as sequintes propriedades

(1) Y é G-mensurdvel.

(2) E(]Y]) < oc.

(3) Para cada G € G, temos

/YdIP:/Xd]P’, VG € G.
G G

O resultado acima é provado utilizando o teorema de Radon-Nikodym. Para os detalhes,
recomendamos [20].

Definicao 6.10. Chamamos uma varidvel aleatoria Y com as propriedades dadas no
teorema 6.9 de esperanga condicional de X dado G e a denotamos por E(X|G).

Vamos agora considerar o intervalo de tempo [0, 7], com 7" um valor fixo em [0, 00).

Definicao 6.11. Chamamos de filtragdo e denotamos por (Fi)i>o a familia de sub-o-
dlgebras de F indexadas port € [0,T] que é crescente. Isto €, para cada s et no intervalo
[0,T] com s < t, temos Fs C Fs.

Se o indice de tempo assumir valores discretos, isto é se t € {0,1,...,T} a filtracao
é a familia {F,t =0,1,...,T} tal que Fo C Fy... C Fr.

De maneira intuitiva, a filtracao mantém um registro das informagoes disponiveis
até cada um dos instantes de tempo t € [0, T]. Para cada t, a o-dlgebra F; diz quais os
eventos que podem ter ocorrido até o instante t.

Defini¢ao 6.12. A colegao M = {M,;, F;,t € [0,T]}, onde cada M; é uma varidvel
aleatoria e F; é uma o-dlgebra, é chamada de martingal quando as sequintes propriedades
estao satisfeitas para todo t € [0,T):

(1) M; é Fi-mensurdvel.

(2) E(M|Fs) = My para qualquer s <t em [0,T].

(3) E(|My]) < 0.

Um exemplo de martingal é um jogo de apostas honesto. Seja X, o capital de um
jogador depois de n apostas com Xy = 0. O dinheiro obtido na n-ésima aposta é dado
por AX, = X,, — X,,_1. Se o jogo for honesto, esperamos que depois da (n — 1)-ésima
aposta e antes da n-ésima jogada ser realizada seja vélido que E(AX,,|F,-1) = 0. Aqui,
Fi. pode ser entendida como as informagoes dos resultados até a k-ésima aposta. Em um
jogo honesto, o ganho esperado depois de uma jogada deve ser 0 e portanto constitui
um exemplo de martingal (discreto).
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