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Resumo

Um dos campos em rapida ascensao nos tempos atuais é o campo da Aprendizagem
de Maquina. Suas técnicas tém semostrado cada vez mais eficientes, e com o auxilio da

tecnologia atual, este campo tem se aprimorado continuamente.

O problema explorado neste trabalho é o da classificacao binaria, em que a técnica
proposta para resolvé-lo é uma combinagao de Redes Neurais (estruturadas popularmente

utilizadas na Aprendizagem de Méaquina) com Classificadores Binarios que usam Segmentos

de Retas (Classificadores SLS).

Este trabalho procura desenvolver e explorar esta nova técnica, detalhando alguns
procedimentos e explicando algumas decisoes tomadas no decorrer de seu desenvolvimento,
assim como testé-la e exibir resultados obtidos com os modelos resultantes deste algoritmo.
E finalmente pontuar algumas alteragoes a implementacao que possivelmente pode melhorar

a performance do mesmo.
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Resumo

Machine Learning is undoubtedly within the fields with the fastest growths in
recent times. Its techniques and tools have been proving their worth in terms of efficiency
which, paired with the latest achievements in technology, has proved that this field is and

will continue to ascend steadily.

In this thesis, it is desired to solve a Binary Classification problem. In order to
fulfill this objective, the proposed technique combines Artificial Neural Networks (which
are already a popular choice in the Machine Learning realm) and Straight Line Segments

Classifiers (SLS Classifiers).

The main objective of this thesis is to develop and exploit the proposed technique,
providing with the details to certain procedures and the reasons for certain decisions taken
along the development of this algorithm, as well as testing the models obtained through this
method and displaying the results given a set of training data and another set of testing data.
And finally, a few modifications that could possibly improve said algorithm’s performance

will be pointed out.
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1 Introducao

Recentemente, o interesse pela a area de Aprendizagem de Maquina tem aumen-
tado devido a grande disponibilidade de dados (big data). Em particular, técnicas para o
aprendizado supervisionado (classificacdo binaria) sao bastante estudadas devido a grande
variedade de aplicagoes tais como: diagnoéstico de tumor benigno ou maligno a partir de
imagens médicas, recomendar ou nao um determinado produto a um cliente a partir de seu
perfil, classificar se uma determinada pec¢a em uma linha producao é ideal para uso ou nao,
entre outros. Além disso, a area tem sido alvo de muitos incentivos nos ultimos anos, pois
o hardware atual finalmente é capaz de suportar a carga computacional exigida por essas
técnicas; haja vista as grandes empresas produtoras de processadores tém promovido o uso

de suas pegas especificamente para este tipo de atividade.

Ha varios métodos e diferentes técnicas usadas para classificar um conjunto de
dados. Uma das formas mais intuitivas para classificar um objeto é encontrando a menor
distancia entre este e um conjunto de objetos ja classificados. No caso particular deste traba-
lho, lidaremos com a classificacao binéria, utilizando-se de segmentos de reta para representar
as caracteristicas dos grupos ja classificados. Essa técnica é chamada de aprendizado por seg-

mentos de reta, ou simplesmente SLS (do Inglés, Straight Line Segment) |7, 8, 9, 10, 11, 12].

Neste trabalho, iremos propor uma extensao desse classificador implementando-o
em uma Rede Neural de uma camada oculta com n nés de forma que cada n6é da rede neural é
um classificador SLS. Intuitivamente, a estrutura de uma Rede Neural seria capaz de otimizar
o problema de classificacao binaria, neste trabalho sera desenvolvida a proposta de uma nova

técnica, seus resultados e pontos que podem ser aprimorados.

A implementagao do modelo foi feito inteiramente na linguagem R, com o auxilio
de pacotes como stat e dplyr, usados para tratar com os dados envolvidos nas operagoes e

procedimentos do programa.



2 Motivacgao

Num problema de classificagao bindria em que os dados envolvidos sao tais que
(x,y) € R* x {0,1}, com d sendo um némero natural “suficientemente grande”, um classifi-
cador SLS deve otimizar pelo menos 2-2-d- N parametros (N é a quantidade de segmentos
de reta presentes em cada classe), visto que ha duas classes, cada qual com N segmentos de

reta, os quais sdo definidos por duas extremidades p, q € R**.

Considerando os valores citados acima, é possivel assumir que este problema de
otimizacdo tem complexidade muito superior a um problema cujos dados estdo em R? ou
IR?, por exemplo. Tendo isso em mente, foi entdo concebida a ideia de organizar uma série
de classificadores SLS cujos dados nao tém dimensao superior a 3 (ou seja, pertencem a IR?
ou R*) em cadeia, de forma semelhante a uma Rede Neural, estrutura com a qual é muito

comum resolver problemas de otimizagao/aprendizado.



3 Objetivo

Como observado acima, o método proposto tem potencial para apresentar alguma

melhora sobre o algoritmo de classificacao binaria por segmentos de reta tradicional.

Este projeto tem como objetivo principal o desenvolvimento e a implementacao de
um algoritmo que, dado um conjunto de amostras, seja capaz de encontrar a melhor Rede
Neural em que cada né é um Classificador SLS de acordo com o critério da minimizagao do

erro quadratico.

A partir dos modelos obtidos pelo algoritmo proposto acima, deseja-se encontrar
os limites de sua eficiéncia e precisao, com o auxilio de alguns conjuntos de treinamento e

teste gerados a partir de fungoes conhecidas.

Se o algoritmo implementado nao se mostrar suficientemente eficaz ou preciso como
o esperado, seré apresentada uma lista pontuando algumas modificagoes que podem ser feitas
no c6digo para melhorar o seu desempenho. Modificagoes estas que nao foram implementadas
pelo tempo limitado imposto para o desenvolvimento deste trabalho, mas que foram obser-
vadas durante o processo de implementacao e portanto merecem um destaque na conclusao

deste trabalho.

Com este trabalho espero conseguir ao menos intrigar aqueles que tém interesse
em experimentar novos formatos e combinagoes de técnicas para Aprendizagem de Maquina,

abrindo assim novas portas para possibilidades ainda nao exploradas.



4 O Método

Na primeira parte deste capitulo deseja-se apresentar de forma genérica e superficial
o funcionamento de algumas estruturas e algoritmos que sao utilizados ou mencionados no
decorrer deste trabalho, assim como contextualizar o leitor de forma suficiente para prosseguir

com leitura deste trabalho.

A segunda metade ¢é dedicada a apresentar o novo algoritmo, proposto para efetuar
a classificacao binaria de objetos. Também serao apresentados maiores detalhes quanto aos

procedimentos e escolhas tomadas ao longo de desenvolvimento deste trabalho.

4.1 Conceitos preliminares
4.1.1 O algoritmo do k-médias

O k-médias (k-means) é um algoritmo que particiona um conjunto de dados de
forma a minimizar um critério de agrupamento (a soma de disténcias euclidianas é popular-
mente utilizada como este critério). Suponha que dado um conjunto X = {xy, ...,x,} em que
todo x; € R?, deseja-se particiona-lo em M agrupamentos (clusters) Ci,...,Cyy, de forma
que a soma do quadrado das distancias Euclidianas entre cada ponto x; e o centroide my, da

classe C} que ele pertenga sejam minimizadas |1, 2|.

N M
E(my, ... ZZI (x; € Cp)|x; — my|? (1)

i=1 k=1

em que,

1, se b é verdadeiro
I(b) =

0, caso contrario

O método visa encontrar os centroides my, ..., my; que minimizam o erro denotado

acima como F(my,...,my).



O algoritmo ¢é inicializado tomando-se k£ pontos aleatorios, estes servirao de pro-
totipos dos centroides dos k agrupamentos desejados. Com base nestes centroides, os dados
do conjunto X sao rotulados de acordo com o centroide mais proximo (segundo a fungao
da Equacao 1), formando assim as k parti¢goes dos dados. Uma vez que X foi particionado
e os protoétipos dos k agrupamentos foram formados, os centroides sao entao atualizados,
tomando-se como novo valor a média dos pontos que compoem o agrupamento em questao.
E novamente os pontos sao rotulados, mas agora de acordo com os novos centroides. Este
processo ¢ entao repetido até que, de um passo a outro, a configuracao dos agrupamentos
nao tenha mudado, ou seja, supondo que no j-ésimo passo os k agrupamentos sao 0s Mesmos
obtidos pelo (7 + 1)-ésimo passo, o algoritmo é interrompido e os centroides obtidos pela

iteracao mais recente definem o particionamento dos dados.

Por este algoritmo nao ser o centro deste trabalho, optamos por utilizar a fungao

k-means do pacote stat da linguagem R no lugar de implementé-la por completo.

Figura 1: Exemplo de como o 3-médias pode atuar no conjunto de pontos ilustrados



4.1.2 Otimizagao com o Gradiente Descendente

O Gradiente Descendente (Gradient Descent), ou como o chamaremos neste tra-
balho, GD, é muito utilizado em diversos problemas de otimiza¢ao cuja funcao objetivo é
continua e diferenciavel. Trata-se também do algoritmo mais utilizado no campo de Apren-

dizagem de Maquina [3, 5.

A funcao objetivo do problema deve ser necessariamente continua e diferenciavel
pois o algoritmo consiste no uso do gradiente desta como orientacao para os ajustes dos
parametros da funcao de forma iterativa, e dessa forma atingir um minimo local, como
ilustrado na Figura 2. Com o auxilio do gradiente, é possivel mensurar o quanto um ajuste

influencia o valor final, e logo, o quanto esse ajuste influencia no retorno da func¢ao objetivo.

Dada a dire¢@o (pelo gradiente da fungao objetivo), é necessario entao determinar
o tamanho do passo a ser dado nesta direcao, a taxa de aprendizado. Esta taxa dita o quao

rapido ou lento o algoritmo avanca ao longo de suas iteragoes.

Considere, por exemplo, uma fungao continua E(py, ..., p,) como a fungao objetivo.
A taxa de aprendizado serd denotada por « e o posicionamento inicial dos parametros é
E(p1,...,pn), deseja-se ajusté-los de forma a levar a fungao objetivo ao minimo. O gradiente

desta funcao é definido por:

OE
dp1

VE(pla 7pn) -
OF

Opn”’
Até que a fungao objetivo (erro) atinja um valor minimo desejado ou um nimero

méximo de iteracoes seja atingido, os parametros sao ajustados da seguinte forma:

. oFE
= — —
Pk = Dk Opn



ponto inicial

/7 - gradiente

minimo

Figura 2: Ilustragao simples do funcionamento do algoritmo do GD.

4.2 Classificacao Binaria com Segmentos de Reta

Uma das formas mais tradicionais e intuitivas de classificagao de dados é por meio
da avaliacao da distancia de um dado (i.e. um ponto) e as classes dentre as quais desejamos
classifica-lo. Realisticamente, é invidvel mensurar a distancia entre um ponto todos os da-
dos jé classificados para concluir a qual classe este pertence; disso surgiu a necessidade de
encontrar bons ‘“representantes” para conjuntos de dados, principalmente quando sao extre-
mamente volumosos. Estudos exploram as varias formas que estes "representantes” podem

assumir e como isso pode influenciar na precisao de um classificador.

A Classifica¢ao Binaria usando Segmentos de Reta (Straight Line Segment Binary
Classification), ou classificagdo SLS, é um método que consiste em classificar dados entre
duas classes (neste trabalho as chamaremos de classe 0 e classe 1) usando N segmentos
de reta para ‘“representar” cada uma dessas classes. Cada segmento é definido pelo par de
coordenadas de suas extremidades (os quais chamaremos de p € R e q € IRd“). Este
método tem como objetivo encontrar a configuracao dos N segmentos de reta de cada classe

que minimiza o erro de classificacao.



O posicionamento inicial dos segmentos de reta para uma classe ¢ parte de um
conjunto de dados ja classificados como ¢. Com o auxilio do k-médias (em que k = N),
sao encontrados N agrupamentos, dos quais sao tirados os segmentos de reta ao aplicar o
2-médias. Fm outras palavras, no primeiro momento é aplicado o N-médias para que o
posicionamento geral de cada segmento seja obtido; desses agrupamentos sao entao tiradas

as extremidades p e q por meio do 2-médias.

IRd+1

Dados os dois pontos p,q € , um segmento de reta pq C R & definido

CcOomo:

Pa={xcR™:x=X-p+(1-X)-q, Ae[0,1]}.

Rd+1

A distancia (Euclidiana) entre dois pontos p,q € | ¢é definida como:

dist(p,q) =

Note que na Figura 3, a distancia que é considerada para a analise (e para a

classificacao) é denotada por pdist(x, segmento). Esta distdncia de um ponto x € R? & um

Rd+1

segmento de reta pq C | é definida como:

dist(xe, p) + dist(X.,q) — dist(p, q)
2 )

pdist(x,pq) = x. = (x,0).

Dados dois conjuntos de segmentos de reta Ly e L1, rotulados como das classes 0

e 1, respectivamente, definimos a fun¢ao discriminante Ty, ¢, : RY — IR como:

Ty, (x) = lim ( > pdist(x,pq) — ) pdz’st(xﬁ)) (2)

0
pacly paclo



pdist(x, p,q,)

pdist(x, p,q,) °

pdist(x, ﬁ‘)

Figura 3: Exemplo de um classificador SLS. Note que neste caso cada classe possui dois
segmentos de reta para representa-la.



A funcgao de ativagao ¢ : R —]0, 1] é definida como:

1

M) = e

(3)

Um classificador SLS a fungao fr,r, : R —]0, 1] definida simplesmente como a

composicao da funcao discriminante com a funcao de ativacao, ou seja,

froc,(x) = d(Trg c,(x)) (4)

E finalmente, a func¢io de classifica¢io yr, r, : R* — {0,1} ¢ definida como:

0 se fro.c,(x) <0.5;
Yro,L1 (x) = ’ . (5)
1 caso contrario.

4.3 Redes Neurais

Baseadas em estruturas neurais biologicas, as Redes Neurais (Artificial Neural
Networks, em inglés) s@o estruturas popularmente utilizadas na Aprendizagem de Maquina,

principalmente nos campos de reconhecimento de imagem e de fala [5].

Uma Rede Neural é composta de neurdnios, que por sua vez sao organizados em
camadas. Cada camada pode conter um ou miltiplos neurdnios, e sua posicao na rede
neural dita a qual classe ela pertence: camada de entrada, camada oculta ou camada de
saida. A primeira e a tltima camada sao classificadas como camada de entrada e camada de
saida, respectivamente. Toda e qualquer camada entre as camadas de entrada e de saida é

considerada como camada oculta.

Um exemplo simples de rede neural pode ser encontrado na Figura 4. Neste caso,
a camada de entrada é composta de trés neurdnios, a camada de saida de um neurénio, e sua

tnica camada oculta tem quatro neurénios.

10
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/ HRHK AN
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Camada de Entrada Camada Oculta Camada de Saida

Figura 4: Exemplo de uma Rede Neural simples.

Um modelo basico de um neurénio é descrito pela aplicacao de uma funcao de
ativacao ® sobre uma combinacao linear F' dos dados de entrada, x1,xo,...,x4 , com seus
pesos correspondentes, wy, ws, ..., Wy, € uma constante bias, b. Obtendo assim a saida y tal
que y = ®(F), em que F'=0b+ Z?Zl w;x;. Esta saida é entdo passada junto com as demais
saidas desta camada como dados de entrada para a proxima camada; esta cadeia é perpetuada

até que a saida final é gerada pela camada de saida.

O modelo de neurénio mais conhecido é chamado de neurdnio sigmoide, cuja fungao

de ativagao ® é a funcao sigmoide, ou seja ®(F) = He;_np, e portanto a saida y ¢ calculada

da seguinte forma:

1
V= 1 4+ e Xl wizi—b

A popularidade do neurdnio sigmoide se dé pela facilidade de se obter a derivada
parcial desta fungao, uma vez que a técnica utilizada por muitos para o ajuste dos pesos e

do bias é o GD. Estes ajustes sao feitos pelos processos de backpropagation e feed-forward.

11



Xy

Wy

W3
X3

Figura 5: Exemplo de um modelo simples de um neurénio.

O termo backpropagation vem de “backward propagation of errors”, ou seja, 0 mé-

todo propaga o erro obtido na saida do sistema para as etapas anteriores.

A fim de obter uma Rede Neural capaz de identificar caracteres escritos & mao, por
exemplo, é de suma importancia que um conjunto de dados de treinamento e um conjunto
de dados de teste sejam providos; no exemplo dado, estes dados poderiam ser imagens de
caracteres escritos & mao ja rotulados com o caractere que elas representam. Os dados de
treino sao entdo utilizados para ajustar os parametros (os pesos e as constantes bias) do
sistema, uma vez que o seu resultado esperado ja é conhecido. Uma vez que o sistema
estd completamente ajustado, os dados de teste, que por sua vez sao diferentes dos dados
de treinamento, sao alimentados ao sistema ja ajustado e verifica se estes objetos foram

devidamente rotulados [3, 4, 5, 6].

No momento do treinamento do sistema, é calculado o erro entre a saida obtida e o
valor que o sistema idealmente geraria para aquela entrada em especifico, o qual chamaremos
de valor esperado. Essa funcao de erro também é chamada de fungao de custo, a qual

indicaremos por C(w,b ), e seus parametros sao os pesos @ = (wj, w3, ...,w") e as constantes

12



bias b = (b', b2, ..., b")

A funcao custo C(, b ) cumpre o papel de indicar o quao proximos ou distantes
estao os parametros do ponto ideal (minimo) para que as saidas do sistema atinjam os valores

esperados. Os ajustes dos parametros sao feitos com auxilio do GD, dessa forma:

. 0CWs,b)
3= ow'

J
B=b =

em que w§ representa o valor atual do peso no j-ésimo peso no i-ésimo neurdnio, b representa,
o bias no i-ésimo neurénio do sistema e 7 é a taxa de aprendizado utilizada no GD. A este
processo de ajustamento dos parametros da-se o nome de backpropagation. Note que estes
ajustes podem potencialmente causar mudangas na saida de alguns neurdnios, no entanto

nesta etapa as atualizagOes sao feitas todas sem considerar a atualizacao de valores de saida.

Assim que os parametros sao ajustados, os valores de saida sao entao atualizados
com o feed-forward, o qual é responsavel por recalcular as saidas de todos os neurénios e
finalmente obter valor da fun¢ao C(, b ) com os parametros devidamente ajustados. Caso
o erro obtido seja suficientemente pequeno, o algoritmo é terminado e os parametros w e b
obtidos sao os que configuram a Rede Neural que melhore resolve o problema de interesse.
Caso contrario, o algoritmo volta a ajustar os parametros e verificar o erro gerado pelos

mesmos até que a fungao C(w, b) retorne um valor desejavel.

4.4 O algoritmo da Rede Neural de Classificadores SLS

Neste trabalho é proposto um novo método que explora a estrutura de Redes Neu-
rais aplicada a classificadores SLS, o qual chamaremos de Rede Neural de Classificadores SL.S,
ou simplesmente Rede SLS. O algoritmo a ser descrito em seguida é dito como Classificador
dentro dos diferentes algoritmos em Aprendizagem de Maquina [3] uma vez que sua finalidade

¢ encontrar a qual categoria pre definida um objeto pertence.
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input,
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input,

inputlout

(Loout’ Llout)

inputy

(Lohl' Llhl) .
input,®

Figura 6: Esboco da rede SLS que sera utilizada neste trabalho.

Uma Rede SLS utiliza-se da estrutura de uma Rede Neural em que cada neurdénio
é um Classificador SLS, como definido na Equacao 4, além disso sua tltima camada tem
somente um neurénio. Um esbogo de um neurénio SLS pode ser encontrado na Figura 6.

Note que o par de conjuntos de segmentos de reta (Lo, £1) define completamente um neurdnio

SLS.

O exemplo ilustrado pela Figura 6 sera utilizado junto ao fato de que quantidade
de segmentos de reta N por classe sera fixada em N = 1 ao longo do desenvolvimento deste
trabalho a fim de simplificar os exemplos utilizados e as equacoes que serao exibidas. Note
que nesse exemplo o vetor de entrada x = (1, T2, 3, 24)7 foi dividido em 2 partes, (21, z2)T
e (w3,24)7, de forma que cada parte ¢ entrada de um dos neurdnios da primeira camada.
Dessa maneira, problemas maiores (por exemplo, de tamanho d) sdo divididos em problemas
menores (nesse caso, em problemas de tamanho d/2). Dessa forma, o uso de redes neurais
SLS em problemas de Aprendizagem de Méaquina é motivado pelo paradigma de divisao e

conquista.

Formalmente, uma rede SLS pode ser definida como um grafo dirigido R = (V, E)
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em que o conjunto de vértices é composto por neurénios N; = (L4, L}), para i = 1,...,n,
e os arcos indicam como os neurdnios de uma camada se conectam a neurdnios da camada

seguinte (veja um exemplo na Fig. 6).

A classificacio de um ponto x € R? (ou seja, o ato de rotular um objeto como
membro da classe 0 ou da classe 1), ponto este que ¢é entrada da rede SLS R = (V| E), é
obtida pela aplicacao da fungao de classificagao, dada pela Eq. (5), no resultado do tnico

neurénio da camada de saida de R = (V, E) e sera denotada por yr(x).

4.4.1 Inicializacao do algoritmo

No primeiro momento é necesséario definir o posicionamento inicial dos segmentos de
reta em cada um dos nos (neurénios) da rede. De forma anéloga ao algoritmo de classificacao

SLS, a inicializagao dos segmentos de reta é feita com o auxilio do k-médias.

Tomando o exemplo dado anteriormente, ilustrado pela Figura 6, os dados de
entrada sdo providos como pares ordenados & primeira (e tnica) camada oculta e a funcao
de ativagdo ¢(Ty, r,(x)) ¢ aplicada as mesmas. Para melhor compreensao do procedimento,

neste primeiro momento a constante g sera fixada em g = 1.0.

Suponha que um dos dados de entrada ¢ o € R* tal que a = (ay, ag, as, o). Estas
coordenadas sdo divididas em dois pares o' = (a1, as) e o = (a3, ay), que sdo alimentados
aos nos ocultos hidden; e hiddens, respectivamente. Este procedimento é repetido para todos
os demais dados de entrada, culminando numa colecao de dados de entrada para o n6é hidden,,
input™, e outra para o nd hidden,, input?. Os conjuntos de entrada sdao submetidos ao k-
médias em seus respectivos nos, em que k = 2- N = 2-1 = 2 para cada uma das classes, o que
significa que para classe havera dois centroides, os quais sao tomados como as coordenadas

iniciais das extremidades p e q do segmento de reta.

E importante notar que neste caso, os dados de entrada sao bidimensionais, mas
os segmentos de reta sao alocados no espaco tridimensional. Para que este feito seja pos-

sivel, os dados de input sdo completados com uma terceira coordenada (fixada em 0), e as
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extremidades dos segmentos de reta sao inicializados com a tultima coordenada em 1.

Para a inicializagao dos segmentos de reta presentes no né de saida out é necessario
primeiramente obter as saidas dos nos da camada oculta, uma vez que os mesmos formarao as
entradas para a camada de safda. Diz-se entdo que input®® = (input?,input,0), em que
input{" = qﬁ(Tﬁgl’ o (input™)) e inputg® = ¢(T£327 h (input”?)). Perceba que, novamente os
dados informados na entrada desta camada sao bidimensionais, porém os segmentos de reta
sao posicionados no espago tridimensional, o que requer que as entradas sejam completadas
em sua terceira coordenada. De forma semelhante aos nos ocultos, as extremidades dos
segmentos sao resultados do 2-médias aplicado aos dados de cada classe. Uma vez que os
segmentos de reta da camada de saida estao inicializados, o erro inicial do sistema é calculado

e utilizado como base para as proximas iteracoes da otimizacao.

O procedimento descrito acima esté transcrito no pseudo-codigo a seguir para me-

lhor compreensao das etapas.
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N=1

g =1
input_hl = (input|,1] , input[,2] , 0)
input_h2 = (input[,3] , input[,4] , 0)

%% Inicializacao dos nos ocultos %%
hidden = (hidden 1, hidden 2)

input = (input_ hl, input h2)
saida_h = (saida_hl, saida h2)

Para 1 de 1 a 2:

SLS da classe 0 de hidden[i] = kmeans(input|[i] em que classe = 0)

—_
~—

SLS da classe 1 de hidden[i]| = kmeans(input[i]| em que classe
saida_h[i] = phi(input[i], SLS hidden[i])
input o = (saida_hl, saida_h2, 0)
SLS da classe 0 de output = kmeans(input o em que classe =— 0)
SLS da classe 1 de output = kmeans(input o em que classe — 1)

saida final = phi(input o, SLS output)

err inicial = MSE(val esperado, saida_ final)

4.4.2 Verificagao do Erro

Para avaliar o desempenho da rede SLS optamos por usar o erro quadratico médio

(MSE, Mean Squared Error).

Dado um conjunto de amostras Sy = {(x;,4;) € R* x {0,1} :i € {1,2,...,N}}, o

MSE avalia o erro de treinamento de uma rede SLS R = (V, E) por:

N
1
MSEg, (R _NZ — yr(x:)]? (6)
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No entanto, é importante notar que é possivel que o MSE indique um erro alto,
mas que o classificador esta devidamente rotulando os objetos. Para avaliar este critério foi
definido o erro BIN, que fornece uma taxa de precisao da classificacao, no entanto é crucial
informar que este erro foi criado com o intuito de observar o comportamento da rede ao longo

de seu treinamento, e nao foi utilizado no treinamento propriamente dito.

BINEg,(R) = %Z L(yi, yr(xi)) (7)
em que
1, sea=b;
T(a,b) = (8)

0, caso contrario.

4.4.3 Treinamento usando Gradiente Descendente

Dado que as funcoes envolvidas no sistema sao todas conhecidas, as derivadas
parciais da fungdo M SFEg, (R) em fungao das coordenadas das extremidades p e q de todas
os segmentos de reta presentes no sistema foram calculadas com o auxilio do Sympy. As

derivadas parciais calculadas podem ser encontradas em detalhe no Apéndice deste trabalho.

Uma vez calculados o gradiente
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V(MSEs, (R)) =

e posicionamento corrente dos segmentos de reta

~h1

~h1

~h1

=5
I

~ho

~out

sout

pclasso

qclasso

qcla551

pclasso

pclasso

| qcla351 i

OMSEs,, (R)

h1
pclasso
OMSEs, (R)
hy
qclasso
dMSEs,, (R)
h
apcllassl
OMSEs, (R)
h1
qclassl

OMSEs,, (R)
h
cr’pclzasso

dMSEs, (R)

out
pclasso

OMSEs, (R)

out
qclassl

o ajuste dos segmentos de reta é feito usando o GD:
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[ oMSEs, (R) ]
_ - - - i h
hl Ahl apcllasso
Deiassy DPetasso OMSEs, (R)
h1 ~h1 hy
qclasso qclasso Qelassg
8MSE5N (R)
hy Ah1 B R
pclassl pclassl apclassl
i ~h1 BMSESN(R)
qclass1 qcla531 h1
qclassl
R= ho - ~hao - OMSEs, (R (9>
pclasso pclasso h—sN()
8pcl2ass
= 0
out ~out
pclasso pclasso OMSEg,, (R)
g out
pclasso
out sout
L qcla531 | L qcla531 | BMSESN (R)
qout
classq a

Simulando o funcionamento do algoritmo, no momento da inicializacao pode-se
afirmar que o erro obtido é o menor erro encontrado até o momento, e portanto a rede SLS

R;,; obtida na inicializacao é considerada como o melhor resultado corrente.

Supomos que ao ajustar os segmentos de reta com o GD (descrito pela Equagao
9) o MSE obtido é maior que o erro obtido no momento da inicializagdo. Isso pode ser uma
indicagao de que a taxa de aprendizado 7 estd maior que o ideal. O resultado obtido é entao

descartado e o ajuste é refeito, no entanto com n = 0.517.

Supondo que ajustando o valor de 7 foi possivel atingir um erro menor que o erro
inicial (considerado até entdo o menor erro). Assim a rede ajustada R é tomada como o melhor
modelo e passa a ser a referéncia para as proximas iteragoes. O valor de n também sofre um
ajuste a partir do momento que um novo minimo é encontrado, n = 1.57, uma vez que a
diminui¢ao na fung¢ao custo indica que o algoritmo esté avangando na diregao correta e, como
em qualquer algoritmo de otimizacao, deseja-se encontrar o minimo na menor quantidade de

iteracoes possivel.

O algoritmo prossegue com novas iteragoes a menos que o MSE obtido seja menor

que uma constante suficientemente pequena (ERRMIN) ou até que o ntmero de iteragoes
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atinja um limite maximo (MAXITER).

No entanto, um problema que foi frequentemente observado em simulagoes se deu
pelo fato dos dados de entrada da camada de saida mudar sempre que os ajustes na camada
oculta eram feitos, e em alguns casos essa mudanca ocorria de forma drastica e o ajuste feito
nos segmentos de reta na camada de saida nao era suficiente para manté-los dentro do escopo
dos dados. Este problema é muito bem ilustrado pela Figura 7, em que é claro verificar que

os segmentos de reta estao muito distantes dos dados.

Uma solugao simples proposta para contornar este problema foi o uso do 2-médias
em cima dos novos dados de entrada de cada classe na camada de saida. Isso entao gera
uma nova rede SLS R cujo erro ¢ possivelmente diferente do erro obtido anteriormente. E
entao verificado, depois deste reposicionamento dos segmentos de reta, se o MSE obtido
diminuiu ou nao para determinar se este modelo serd tomado como o melhor. Em seguida,
para verificar se é possivel obter um erro ainda menor, é feito o ajuste dos segmentos de
reta reposicionados (somente na camada de saida) usando o GD, conforme descrito pela
Equagao 9), porém somente com os parametros presentes na camada de saida. Novamente,
se o MSE obtido for menor que o minimo encontrado até o momento, o modelo ajustado
depois do reposicionamento é tomado como o melhor e referéncia para as futuras iteragoes.

Um exemplo de resultado obtido com o uso desta solucao pode ser visto na Figura 8.

Ambas as figuras s@o de resultados da otimizagdo na camada de saida e provém
do mesmo contexto, sendo a tnica diferenca o uso do reposicionamento com o 2-médias
caso o erro obtido no ajuste seja maior que o menor erro encontrado até entdo. E importante
observar que o MSE obtido no caso ilustrado pela Figura 7 foi de aproximadamente 0,25, e seu
erro BIN foi de 0,5. Ja no caso representado pela Figura 8 obteve MSE de aproximadamente

0,19 e erro BIN de 0,2625.
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Dados de entrada e SLS (OUTPUT)
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Figura 7: Caso em que os dados modificaram muito depois de um ajuste, mas o ajuste dos
SLS neste no foi insuficiente.
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Dados de entrada e SLS (OUTPUT)
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Figura 8: Caso em que a correcao usando o k-médias foi utilizada.
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%% Nos da rede SLS depois da inicializacao %%
best R = R = (hidden 1, hidden 2, output)
best ERR = MSE(R)
eta = 0.1
ERRMIN = 0.0001
MAXITER = 100
iter = 1
enquanto (best ERR > ERRMIN) OU (iter < MAXITER)
R = backpropagation (best R)
Para i de 1 a 2:
saida_h[i] = phi(input[i], SLS hidden[i])
input o = (saida hl, saida h2, 0)
saida _final = phi(input_ o, SLS output)
se MSE(val esperado, saida_ final) <= best ERR
best R = R
best ERR = MSE(val esperado, saida_ final)
eta = 1.5xeta
senao

repos SLS da classe 0 = 2—medias(input_o em que classe

repos SLS da classe 1 = 2—medias(input o em que classe

saida _final repos = phi(input o, SLS output reposicionado)

R = ajuste _na camada de saida(R_repos)
saida final repos ajust =

phi(input o, SLS output reposicionado e ajustado)
se MSE(val esperado, saida final repos) <

MSE(val esperado, saida final repos ajust)

R = R _repos

erro corr= MSE(val esperado, saida final repos)
senao

R = R_repos_ajust

erro corr= MSE(val esperado, saida final repos ajust)
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se err corr <= best ERR
best R = R
best ERR = err corr
eta = 1.5xeta

senao
eta = 0.5*xeta

iter++

4.4.4 Valor da variavel g

Um problema demasiadamente recorrente nas simulacoes do algoritmo era que o
MSE calculado tinha o minimo muio proximo de 0,25. Observando o comportamento da rede
SLS em cada etapa do algoritmo, foi possivel concluir que isto se dava pelo fato das saidas da
camada oculta serem muito proximas de 0,5 (note que a distancia de 0,5 para 0 é a mesma
que para 1, e este valor na poténcia 2 resulta em 0,25, proximo do valor MSE obtido em

muitas simulagoes).

Ao inspecionar as equagoes com mais cautela, foi possivel observar que isso ocorria

pois o termo —g-Tp, », (x) da Equacao 3 resultava em valores muito proximos de 0, e portanto

1

1
¢(T£0751(X)) ~ 1+ e = 5

Este problema, por sua vez, decorria do fato dos valores retornados pela fungao
Tro.z, (x) serem demasiadamente pequenos em alguns momentos. Dessa forma, foi decidido

que o valor de g seria ajustado em funcao dos valores de Ty, £, (x), especificamente:

1
~ por¢do mais densa do histograma de |7y, ¢, (x)|’

E importante notar que g deve ser positivo, uma vez que o sinal do termo —g¢ - Troz, (%), €

25



logo, de Ty, £, (x), determina se ¢(Ty, r, (x)) estarda mais proximo de 0 ou de 1.
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5 Resultados

5.1 Simulacoes

Para a realizacao de simulagoes é necessario ter uma quantidade significativa de
dados. Para tanto, dados artificiais foram gerados a partir de distribui¢oes de probabilidades

definidas pelas somas de M normais bidimensionais, conforme descrito em [7]:

M
p(x,y =C) =>_ Normal(x, u{, =), (10)

i=1

em que C' é o conjunto de classes, C' = 0,1, uf € IR? descreve o centro da curva Normal,
) M , . e . )

P; ¢ um escalar tal que Y ;" P° =1 e X é a matriz de covariancia (2 x 2), cujo formato é

descrito por:

2
07 pPO102

2
pPo102 g5

em que p ¢ a correlagao entre as variaveis x; e 9 e o é o desvio padrao.

Foram entao elaboradas quatro distribuigoes: Simples, distX, distS e distF, cada

qual definida conforme as descri¢goes abaixo.

5.1.1 Distribuicao Simples

P =P =1
:u(l) = (076;076) :u% = (074;0’4>
0 0,01 —0,009 1 0,01 0,009
1= 1=
—0,009 0,01 0,009 0,01
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5.1.2 Distribuicao distX

P)=P)=0,5 Pl =Py =0,5
12 = (0,25;0,25) p1 = (0,25;0,75)
ud = (0,75;0,75) usy = (0,75;0,25)
o 0,04 0 ,
Y. = C=0;1ei=1;2
0 0,04

5.1.3 Distribuicao distS

P)=P' =P)=P =0,5

:u(l) = (074;074) :ug = (074;0’8)
= (0,6;0,2) 1k = (0,6;0,6)
c 0,02 0 .
7 = C=01ei=1;2
0 0,01

5.1.4 Distribuicao distF

P) =P} =0,574 P)=P) =P, = P; =0,213
1 = (0,125;0,5) ui = (0,875;0,5)
ps = (0,5;0,375) us = (0,5;0,125)
us = (0,5;0,875) us = (0,5;0,625)

28



n{ =
0 0,04
0,012 0
%y =
0 0,01
0,012 0
Y = C =051
0 0,01 o

Exemplos de dados gerados pelas distribui¢oes Simples, distX, distS e distF podem

ser vistos na Figura 9.

Como este algoritmo é completamente dependente dos dados fornecidos como en-
trada, ¢ evidente que os resultados variam dentre os diferentes tipo de entradas geradas pelas
distribuicoes listadas acima. Os resultados que serao apresentados nesta secao vao exibir o
posicionamento dos segmentos de retas nas camadas oculta e de saida, assim como os dados

de entrada para os dois nds ocultos e tnico né de saida.

A evolugao do MSE e do erro BIN obtidos pelo algoritmo em suas 10 primeiras
iteracoes também sera exibido em tabelas. Estas informam o MSE obtido depois do back-
propagation se o mesmo apresentou uma melhora comparado ao menor erro até o momento.
Caso contrario, o MSE obtido depois do reposicionamento feito com 2-médias e o MSE obtido
depois do backpropagation aplicado somente a camada de saida dado o reposicionamento sao
exibidos. E finalmente, a taxa de aprendizado n utilizada na iteracao também consta na

tabela.
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Figura 9: Dados gerado pelas ditribuigdes (a) Simples, (b) distX, (c) distS, e (d) distF.
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5.1.5 Resultados com a distribuicao distF

Utilizando-se da configuracao descrita pelas Figuras 10, 11 e 12 para classificar o
conjunto de dados de teste (ndo utilizado para o treinamento) para esta distribui¢ao, o MSE

e o erro BIN obtidos foram proximos de 0.07227 e 0.09733, respectivamente.

Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

1.0

0.8
|

y
0.6
|

0.4

0.2
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 10: Disposicao dos dados gerados pela distribui¢ao distF e segmentos de reta do

neurdnio oculto hidden;.
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Dados de entrada e SLS (HIDDEN)
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Figura 11: Disposicao dos dados gerados pela distribuicao distF e segmentos de reta do
neurdnio oculto hiddens,.

Dados de entrada e SLS (OUTPUT)

S ]

-

0

@

©o

© |

>

<

S .o

~ .—/“

S o

o | i b rt e o b e miarh

o
T T T T T T T
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Figura 12: Disposicao dos dados resultantes das operagoes feitas sobre os valores gerados
pela distribuigao distF' e segmentos de reta do neurdnio de saida.
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Iter MSE(b) MSE(b+r) MSE(btr+b) BIN n

1 0.09461 - - 0.105 le-04

2 0.06646 - - 0.0775  le-04

3 - 0.16435 0.10646  0.075  0.00011
4 - 0.18226 021841  0.0775  5.5¢-05
5 - 0.16547 0.13499  0.075  2.75¢-05
6 - 0.16384 0.13513  0.0775  1.375¢-05
7 - 0.1647 0.14238 0.08  6.875¢-06
8 - 0.17622 0.21851 0.08  3.4375¢-06
9 - 0.17635 0.21858 0.08  1.71875¢-06
10 - 0.16546 0.149 0.08  8.59375¢-07

Tabela 1: Progresso do algoritmo com os dados de treinamento gerados pela distribuicao

distF.
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5.1.6 Resultados com a distribuigao Simples

Utilizando-se da configuracao descrita pelas Figuras 13, 14 e 15 para classificar o
conjunto de dados de teste (ndo utilizado para o treinamento) para esta distribui¢ao, o MSE

e o erro BIN obtidos foram proximos de 0.03639 e 0.04996, respectivamente.

Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

0.8
|
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0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 13: Disposicao dos dados gerados pela distribui¢cao Simples e segmentos de reta do

neurdnio oculto hidden;.
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Dados de entrada e SLS (HIDDEN)
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Figura 14: Disposicao dos dados gerados pela distribui¢cao Simples e segmentos de reta do
neurdnio oculto hiddens,.

Dados de entrada e SLS (OUTPUT)
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Figura 15: Disposicao dos dados resultantes das operagoes feitas sobre os valores gerados
pela distribuicao Simples e segmentos de reta do neurdnio de saida.
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Tter MSE(b) MSE(bir) MSE(b+r+b) BIN 1

1 0.0412 - - 0.015 le-04

2 - 0.37172 0.18357 0.485 le-04

3 - 0.18832 0.22331 0.045 2e-05

4 0.03347 - - 0.045 2.5e-05

) - 0.16217 0.11371 0.0225  2.75e-05

6 - 0.16384 0.13513 0.0775  1.375e-05
7 - 0.15566 0.10675 0.0075  6.875e-06
8 - 0.16767 0.14857 0.015  3.4375e-06
9 - 0.17017 0.23143 0.015 1.71875e-06
10 - 0.1689 0.23134 0.015  8.59375e-07

Tabela 2: Progresso do algoritmo com os dados de treinamento gerados pela distribuicao
Simples.
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5.1.7 Resultados com a distribuicao distS

Utilizando-se da configuracao descrita pelas Figuras 16, 17 e 18 para classificar o
cojunto de dados de teste (nao utilizado para o treinamento) para esta distribuigao, o MSE

e o erro BIN obtidos foram proximos de 0.18548 e 0.26129, respectivamente.

Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

1.0

0.8

0.6
|

0.4

0.0
|

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 16: Disposicao dos dados gerados pela distribuicao distS e segmentos de reta do

neurdnio oculto hidden;.
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Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

1.0

0.8
|

0.6

0.4
|

0.2

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 17: Disposicao dos dados gerados pela distribuicao distS e segmentos de reta do
neurdnio oculto hiddens,.

Dados de entrada e SLS (OUTPUT)

1.0

0.2

0.0
|
r
£
$
&
".
=
;
:

T T T T T T T
0.47 0.48 0.49 0.50 0.51 0.52 0.53

X

Figura 18: Disposicao dos dados resultantes das operagoes feitas sobre os valores gerados
pela distribuigao distS e segmentos de reta do neurénio de saida.
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Iter MSE(b) MSE(b+r) MSE(btr+b) BIN n

1 0.18445 - - 0.265 le-04

2 0.18037 - - 0.24 le-04

3 - 0.24901 0.23852 0.5 0.00011
4 - 0.24899 0.23968 0.5 5.5¢-05
5 - 0.24895 023935 0445  2.75¢-05
6 - 0.24895 0.23896 036 1.375¢-05
7 - 0.24898 0.23954  0.3075  6.875¢-06
8 - 0.24902 0.24 0.2875  3.4375¢-06
9 - 0.24894 0.23928  0.2675 1.71875¢-06
10 - 0.18037 0.23968 0.26  8.59375¢-07

Tabela 3: Progresso do algoritmo com os dados de treinamento gerados pela distribuicao

distS.
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5.1.8 Resultados com a distribuigao distX

Utilizando-se da configuracao descrita pelas Figuras 19, 20 e 21 para classificar o
conjunto de dados de teste (ndo utilizado para o treinamento) para esta distribui¢ao, o MSE

e o erro BIN obtidos foram proximos de 0.18558 e 0.25455, respectivamente.

Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

1.0

0.0 0.5 1.0

Figura 19: Disposi¢ao dos dados gerados pela distribui¢ao distX e segmentos de reta do

neurdnio oculto hidden;.
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Dados de entrada e SLS (HIDDEN)

1.0

0.0
|

-0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 20: Disposi¢ao dos dados gerados pela distribui¢ao distX e segmentos de reta do
neurdnio oculto hiddens,.

Dados de entrada e SLS (OUTPUT)

1.0

0.4

Figura 21: Disposicao dos dados resultantes das operacoes feitas sobre os valores gerados
pela distribuigao distX e segmentos de reta do neuronio de saida.
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Iter MSE(b) MSE(bir) MSE(birib) BIN 7

1 0.28053 - - 0.5 le-04

2 - 0.24999 0.49928 0.5 le-04

3 - 0.25137 0.26311 0.5 oe-05

4 - 0.26311 0.2109 0.5 2.5e-05

) - 0.31166 0.45385 0.5 6.05e-05

6 - 0.31158 0.3112 0.5 3.025e-05
7 - 0.49541 0.34886 0.4875  1.5125e-05
8 - 0.48817 0.23385 0.375  7.5625e-06
9 0.186876 - - 0.2625 3.78125e-06
10 - 0.28598 0.33055 0.5  4.159375e-06

Tabela 4: Progresso do algoritmo com os dados de treinamento gerados pela distribuigao
distX.
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5.2 Desafios encontrados na trajetéria desse trabalho

Além das dificuldades relacionadas & decisao do valor da variavel g e a brusca
mudanca dos dados de entrada no né de saida depois de certos ajustes (ja citados e detalhados
em segoes anteriores), outras dificuldades foram observadas no processo de implementacao e

idealizagao do projeto, dos quais os mais importantes serao detalhados nesta secao.

5.2.1 Dados de entrada

Muitas vezes um dos maiores desafios na esfera de Aprendizagem de Maquina
é encontrar uma coletanea de dados para treinamento e teste de um sistema que sejam

apropriados para o algoritmo.

No caso deste trabalho, estes dados foram fabricados a partir das distribuigoes
distF’, Simples, distS e distX definidas anteriormente e organizados de forma arbitraria em
pares ordenados, o que no primeiro momento aparenta ser razoavel, mas isto pode ter com-

prometido com o desempenho do algoritmo.

Ao julgar pelos resultados obtidos nas camadas ocultas, ha de se admitir que o
método demonstrou certa eficiéncia em identificar as classes e suas principais caracteristicas,

principalmente nos nés ocultos, onde as entradas sao os proprios dados gerados.

5.2.2 Funcao T do classificador SLS

A funcao descrita na Equagao 2 consta na sua defini¢ao original [7, 8, 9, 10, 11, 12]

COo1mo:

e—0

Troc, (x) = lim ( Z pdist(x,pd) Z m) : (11)

pPgeLy PaeLlo

No entanto, por se tratar de uma cadeia de classificadores SLS, houve uma preo-
cupagao com relagao as derivadas parciais do MSE em fungao as extremidades de segmentos

de reta de camadas ocultas. A fim de simplificar as contas a serem feitas no GD foi proposta
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a Equagao 2, deixando de ser uma soma do inverso da funcao pdist(x,pq) para ser a soma

dessas mesmas fungoes.

Nota-se que em termos praticos, a fun¢ao nao teve o seu papel ou o seu significado
comprometido. Quando o objeto se encontra mais proximo da classe 0, o retorno da Equacao
2 tem sinal positivo, assim como na Equacao 11. E quando o objeto a ser classificado esta mais
proximo da classe 1, o retorno da Equagao 2 é negativo, o que também pode ser verificado

na Equacao 11.

5.2.3 Aleatoriedade no k-médias

Como foi citado anteriormente, pelo fato do k-médias nao ser o objeto principal
deste trabalho e ser usado simplesmente como uma ferramenta de apoio, foi decidido que o

trabalho se utilizaria da implementagao ja existente da fungao kmeans do pacote stat do R.

No entanto, sem o proprio cuidado o uso desta funcao acarreta em resultados
inconsistentes entre diferentes execugoes, o que torna a verificagao e correcao do algoritmo
dificil. Isso se da pelo fato do algoritmo ser sensivel & escolha de pontos iniciais para a

otimizacao, o qual é feito aleatoriamente.

Para manter as simulagoes consistentes, foi necessario fixar o seed do gerador de
valores aleatorios, dessa forma a inicializacao dok-médias é sempre feita da mesma forma,

logo, as particoes e seus centroides também sao mantidos.
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6 Possiveis aprimoramentos no algoritmo

Nesta secao algumas das ideias discutidas nas reunidoes com o orientador serao

expostas, porém as mesmas nao foram implementadas, seja por falta de tempo ou viabilidade.

6.1 Otimizagao da variavel g pelo GD

O valor da variavel g influencia diretamente na funcao de ativagao ¢, e logo nos
erros obtidos pelo MSE. Atualmente o seu valor é ajustado de acordo com os valores obtidos
na funcao 7', porém é possivel que o desempenho do algoritmo melhore se g também for

treinado como auxilio do GD.

Para tanto, sera necessario calcular as derivadas parciais do MSE em respeito aos

g’s do sistema.

6.2 Valor da constante N

Um dos pontos discutidos no contexto de classificadores SLS é a questao da quan-
tidade de segmentos de reta N ideal para cada classe, de forma a obter a melhor desempenho
possivel do classificador. No entanto, esta mudanca influenciaria diretamente na comple-
xidade do algoritmo, visto que N esta diretamente ligado ao tamanho e componentes do

—

gradiente V(M SE).

Apesar da implementacao ideal parecer fora de alcance, um experimento que pode
ser conduzido futuramente é repetir os testes realizados com N # 1, observando o posiciona-

mento final dos segmentos e como a quantidade N pode influenciar na precisao do método.

6.3 Inicializacao com k-médias

Em sua implementacao atual o algoritmo tem o seed do gerador aleatério fixado

numa constante arbitraria, o que torna os retornos da fungao kmeans consistentes, fator
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desejavel principalmente na fase de testes e verificacao do algoritmo e o desempenho do

classificador resultante.

No entanto, em termos praticos, quanto mais proximo ponto inicial dos parametros
estiver do minimo global, mais rapida serd a convergéncia do erro para o minimo. Consi-
derando este ponto, é possivel fazer a chamada da fungao kmeans um nimero arbitrario de
vezes sem que o seed esteja fixado, e assim escolher a inicializagao que retorna o menor MSE.
Apesar de nao haver meios de garantir que o ponto inicial adotado é ou esta préoximo do
minimo global, este procedimento pode trazer mais estabilidade & inicializacao sem ter que

limitar o gerador de valores aleatorios.
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7 Conclusao

H& muitas formas de se implementar um classificador binario. Nesse trabalho,
propomos um novo classificador baseado em distancia a segmentos de reta dispostos em uma
rede neural. Resultados preliminares utilizando dados simulados a partir de distribuigoes de

probabilidade conhecidas indicam a viabilidade do método.

Apesar dos resultados obtidos nao serem tao bons quanto o esperado, os mesmos
tém potencial de serem melhorados com estudo e a implementagao de novos métodos. Dessa
forma, concluo esse trabalho, com a satisfacdo de ter implementado e explorado algo que
ainda nao era conhecido, com a esperanga de que algum leitor h& de se intrigar com essa

experiéncia e motivar-se a explorar novas possibilidades.
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1 Apéndice A: Derivadas parciais calculadas

E importante ressaltar que estas derivadas parciais foram calculadas para a rede
SLS descrita por 6. A seguir, as derivadas parciais serao apresentadas por classe, observe

que —2 — denota a derivada parcial de err em funcao da coordenada i na extremidade

node
86xt7“emclassi

extrem do no node desta rede SLS.

1.1 Classe 0 do no6 de saida

667“7“ _ _290ut y N ]_ e—goutT(input""t,ﬁ"“t)
apgut (1 + e_go1LtT(inputout7£out))2 1 _I__ e—goutT(inputOUt’L"out)
W) (w8 — inputl™)
2dist(pg™, qg™t)  2dist(input°wt, pdut)
867’7“ _ _Zgout y B 1 6—goutT(i7lPUtDUt,»Cout)
ap(o);l,t (1 + e*ggutT(’inpUtOUt,Em"t))2 1 + e*goutT(inputO“t,EO“t)
(g —aget) (gt — inputst)
2dist(pgt, qq ) T 2dist(inputont, pge)
8€TT _ _2gout Yy — 1 6—goutT(input°“t,£°“t)
apgut (1 + e~ GoutT(inputout Lout) ) 2 1 + e—goutT (inputout,LoU)

) (g — inpu)
2dist(pg™, qg™)  2dist(inputet, pdut)
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Oerr

_2gout

1

aqgut -

T

derr

|

(Pge — ag)

(1 + e—9out T (inputout Lout) )2

out

2d’[8t(p0 » 40

out

_290ut

)

out

2dist(input°®, g8

|:y B 1 + e_gouzT

(gg" — inputgt) ]
)

(inputout Lout)

1

aqoout -

Y

(vt — a8

(]_ + @_goutT(inputout7£0ut

(qgft - inputZ“)

2d'LSt<p0 , 4o

out

out

)+

2dist(inputout, gqut)

)>2 |:y B 1 —+ e_goutT

(inputout Lout)

1

derr 200t
aqggt B (]_ + 6_90utT(inputOUt7£out))2
(e = ag") (g — imputz)
Qdist(pgwf, qgut) Qdist(inputout’ qgut>

49

|

|:y B 1 + e_goutT(inputﬂutyﬁout)

1 e*goutT(’inputf’“f 7[:Out)

:| e_goutT(inputOUt Lout)

:| e_goutT(input"“t’L‘,Out)



1.2 Classe 1 do no6 de saida

867"7‘ _ _290ut y . ]_ e—goutT(inputO“t,EO“t)
ap?ut (1 + e_goutT(inputout7£out))2 14+ e—Yout T (inputort Lout)
(7 —apt)  (pre — inputg™)
2dist(pgt, ¢ft)  2dist(inputert, pgut)
86?“7“ _ _Zgout y B 1 6—goutT(i7lPUtDUtyﬁout)
apcl)ut (1 + efgoutT(inputO“t,Eout))Q 1 + e*goutT(inputO“t,[,O“t)
v
(e —aget)  (pget — imput™)
2dist(pgt, qft)  2dist(inputeut, pgut)
867’7“ _ _Zgout y _ 1 6—goutT(iTLp’U/tout,£out)
apcl)ut (1 + e,goutT(mputoutﬁout))? 1 + e—goutT (inputout,LoU)
(P —grt) (P — input2™)
2dist(py™, qft)  2dist(inputot, pgut)
867"7‘ o _ngut . 1 e—goutT(input"“t,EO“t)
8qf“t - (1 + e_goutT(inputout7£0ut)>2 Y 14+ e—goutT(input"“t,Eout)
o —at) (g — inputg)
2dist(pgt, qft)  2dist(inputert, gvt)
86?“7“ o _Zgout _ 1 e—goutT(inPUtout7Lout)
anSt - (1 + efgoutT(inputout,EO“t)>2 Y 1 + 6*goutT(inpUtout,£out)
(v =) (o — inputy)

2dist(pgtt, gt 2dist (inputoet, govt)
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derr _ —2Gout 1
aq?gt (1 + e*goutT(inputout,[,O“t)>2 y - 1 + e—goutT(inpUtOU‘t L:out)‘| eigoutT(’inputOua[:Out)
(et —at) (g — input2™)
2dist(py™, qft)  2dist(inputot, g9ut)
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1.3 Classe 0 do primeiro né6 da camada oculta

867“7" _2gout 1 6—goutT(input°"t,ﬁ°“t)
M

apgi (1 +€,goutT(inputout7£out) 1 +€*goutT(inputO“t,E°“t)

. 2 _ i h1 rhi
(anutgut) e gn1T (input™1 L1

B 2dist(ph, b)) 2dist(inputh, ph*)

h1 h1 h1 . h
Do, — 0, Do, — mput,* ]

(—pggt + inputi“t) (—q(‘)’;‘t + inputg“t) (—pﬁ‘t + @'nputg“t) (—qf:t + inputg“t)
2dist(inputovt, pd*t)  2dist(inputot qg*t)  2dist(inputet, py*t)  2dist(inputowt, ¢ut)

— 1 + efgoutT(inp’U«tout:Lout)

867“1” _ _QQOUt y —_— 1 e—goutT(inpUtout7»Cout)
apg; (1 + e*goutT(inputout’Eom))Q

t(mt) 2 efgth(inputhl ,Lh1)
x

(inpu gn1

b — Pb, — inputy;’
2dist(pgl , qgl) 2dist(inputh pgl)

(=pg + input™) (—gg™ + input™) (=pg" + input™) (=" + input™) ]

2dist(inputort, pgt) T 2dist(inputort, qgt)  2dist(inputout, pt)  2dist(inputort, ¢ovt)

867“7“ _2gout 1 e—goutT(inputO"tﬁO”t)
7L

hi S jout fou - S o T
apozl (1+e—goutT(znput t Lout) 1_|_€ Gout T (inputout Lout)

. 2 _ i h1 rh1
(anutgut) e gn1T (input™1 L")

B 2dist(ph, gb')  2dist(inputh, pht)

hi h1 h1 . h
Po. — 0. Do, — mputt ]

(—pggt + inputg“t) (—pj’:t + inputgm) (—qggt + z'nputg“t) (—q‘f;‘t + inputg“t)
2dist(inputovt, pd*)  2dist(inputowt, pg)  2dist(inputo®, qg*t)  2dist(inputot, ¢7vt)

— - 1 + e*goutT(inp'U«toutvﬁout)

867’”’" _ —2gout y 1 e_goutT(inpUtout7LOUt>
8ng1: (1 ‘I‘ e_goutT(inputout’ﬁout))Z

tout) 2 efgth(inputhl ,Lh)y
x

(inpu gn1

P6. — do; o, — inputy!
2dist(pg1 , qgl) 2dist(inputh, qgl)

(—pggt + inputff”t) (—qgi‘t + inputg“t) (—pﬁ‘t + z'nputg“t) (—qf;‘t + mputg“t)
2dist(inputovt, pd*t) — 2dist(inputot, gg*t)  2dist(inputet, py*t)  2dist(inputowt, ¢ut)
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aGTT _2gout ]. 7goutT(inputout7£out)
H )

aqul - (1 + efgoutT(input"“t,ﬁout) 1 + e—goutT(inputOUt,Eout)

. 2 _ ; h1 rh1
(anut;ut) e gn1T (input"™1 L1

Iht 2dist(pl, qb*)  2dist(input™, ¢i)

h1 _ _h hi . h1
Do, — 4o, qo, — tnput, ]

(—pggt + mputg“t) (—qgjt + inputg“t) (—pﬁ‘t + inputg“t) (—q‘l’:t + mputg“t)
2dist(inputovt, pg*t)  2dist(inputet, gd*t)  2dist(inputout, p*t)  2dist(inputewt, ¢7t)

— - 1 + e—goutT(inPUtouta‘COUt)

867“7“ - 290ut 1 —goutT(inputO“t ’Eout)
g N (1+ e—gomT(mmnf““t,E‘”“))2 Y ‘

tOUt) 2 efgth(inputhl ,Lh1)
T

(inpu gn1

e dy bt it
2d2’st(pg1 , qgl) 2dist(inputh, qgl)

(=pg + input™) (—g8"™ + input™) (=p¢" + input™) (=™ + input™)
2dist(inputovt, pdt)  2dist(inputot, qg*t)  2dist(inputot, ps't)  2dist(inputo®t, ¢9vt)
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1.4 Classe 1 do primeiro n6 da camada oculta

h y ou ou 2
apli (1+67g0utT(znput t Lout)

867“7" o _2gout - 1 6—goutT(input°"t,ﬁ°“t)
) y 1 + efgoutT(inputOUty‘cout)

. 2 _ i h1 rhi
(anutgut) e gn1T (input™1 L1

P —al P = inputh
2dist(p, ¢ 2dist(inputhr, pi)

( OUt+anutOUt) ( OUt+anutout) ( OUt—f—anUtOUt) ( out +anutout)
2dist(inputowt, pgt) " 2dist(inputout, qqUt)  2dist(inputot, pt) 2dzst(mput0“t qoet)

— 1 + efgoutT(inp’U«tout:Lout)

867“1” _ _QQOUt y —_— 1 e—goutT(inpUtout7»Cout)
ap’f; (1 + e—gout T (inputout Lovt) ) 2

. 2 _ i h1 rhi
(anutgut) e gn1T (input™1 L")

=g pi, — inputy’
2dist(pl, qM)  2dist(inputhr, pi)

(=pg" + input?™)  (=gg™ + inputd™)  (=p" +inputd™) (=™ + inputd™)
2dist(inputort, pgt) T 2dist(inputort, qgt)  2dist(inputout, pt)  2dist(inputort, ¢ovt)

867“7“ _2gOUt y — 1 e—goutT(inputO"tﬁO”t)
ap’le (]_ + e_goutT(inputout’Eout))Z

) 1 —|— efgoutT(inputOHt,cout)

. 2 _ i h1 rh1
(anutgut) e gn1T (input™1 L")

pr—al = inputh
2dist(p, ¢ 2dist(inputht, pi)

( out_i_anutout) ( out+anutout> ( out_|_anutout) ( out +anutOUt)
odist(inputent, pgt) " 2dist(inputout, gty 2dist(inputort, pt) 2dzst(mput0“’5 gty

h 1 ou ou 2
aql; (]__l_e—goutT(znput t Lout)

867’”’" o _2gout . 1 e_goutT(inpUtout7LOUt>
) y 1 + e*goutT(inputO“t,ﬁ"“t)

. out\2 —gp1T(inputhl, £h1
(ZnPUt:p ) e 9mT(inp )ghl

M —al o —input)
2dist(plt, q")  2dist(inputh, )

( out_i_lnputout) ( out+anutout> ( out_|_anutout) ( out +anutout)

2dist(inputent, pgt) " 2dist(inputout, gty 2dist(inputort, pt) 2dzst(mput0“t qoet)
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aGTT _2gout ]. 7goutT(inputout7£out)
H )

aq?yl - (1 _i_e*goutT(inpUtOUt,ﬁout) 1 _|_€—goutT(input°“t,E0ut)

. 2 _ ; h1 rh1
(anut;ut) e gn1T (input"™1 L1

2dist(p}',ql)  2dist(inputh, ¢]")

hi _ hi _ h1
p1, — 41, qy, — nput, ]

(—pggt + mputg“t) (—qgjt + inputg“t) (—pﬁ‘t + inputg“t) (—q‘l’:t + mputg“t)
2dist(inputovt, pg*t)  2dist(inputet, gd*t)  2dist(inputout, p*t)  2dist(inputewt, ¢7t)

— - 1 + e—goutT(inPUtouta‘COUt)

867“7“ - 290ut 1 —gout T (inputout L£out)
6q?1 N (]_ + e_goutT(inputOUt7£0ut))2 Yy e

tOUt) 2 efgth(inputhl ,Lh1)
T

(inpu g

I R Mt )
2dist(plt, ¢")  2dist(inputh, )

(=pg + input™) (—g8"™ + input™) (=p¢" + input™) (=™ + input™)
2dist(inputovt, pdt)  2dist(inputot, qg*t)  2dist(inputot, ps't)  2dist(inputo®t, ¢9vt)
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1.5 Classe 0 do segundo n6 da camada oculta

867“7" - ngut 1 —goutT(inputO“t ’l:out)
H )

apgj (1 +€—goutT(inputOUt,£0“t) 1 +e—goutT(input"“t,£"”t)

. 2 _ i ha rho
(anUtZUt) e gnoT (input"2 ,L"2)

I o dist(ph, %) | 2dist (inpuths, pi)

ho ho ho . h
Do, — 4o, Do, — tnput,® ]

(—pSZt + inputg’“t) <—q8;’“t + mputzut> (—p‘l’gt + inputZ“t> (—qi’;‘t + z'nputg“t)
2dist(inputort, pgt) " 2dist(inputort, ¢g*t)  2dist(inputout, pt)  2dist(inputet, gout)

— - 1 + e*goutT(inPUtOUt1£out)

(967“7” _2gout 1 —goutT(input"“t,E"“t)
81)82 N (1 + efgoutT(input"“t,Cout))z Y ‘
Y

tout) 2 efghgT(inpuch ,Lh2)
Yy

(inpu 2

Pl @, Po, — input;y?
2dist(ph?, qb?)  2dist(inputhz, p}?)
(—pggt + inputZ“t) <—q8;” + input;j“t> (—pﬁft + inputZ“t) (—q‘l’gt + inputZ“t)

odist(inputont, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputott, pit)  2dist(inputort, ¢t

867”’/’ _290ut 1 eigoutT(inputoua[’out)
H

6p67422 (1 +€—gouzT(input0“t,E°"t) 1+€—goutT(input0“t,£0ut)

. 2 _ i ha rho
(anutzut) e gnoT (input"2,L"2)

- +
h Qdist(pQQ, q32) 2dist(inputh2, p’52)

ha ha ho . h
Do, — 0. Do, — wnput;? ]

(—pSZt + z'nputgut) (—qu‘t + inputZ“t> (—p‘l’gt + inputZ“t> (—qi”;t + inputZ“t>

2dist(inputowt, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputot, pit)  2dist(inputoet, o)

o6



aGTT _2gout ]. 7goutT(inputout7£out)
H )

aqgj - (1 +€*goutT(input°“t,£°“t) 1 _|_€—goutT(input°“t,E0ut)

e go> — inputh?

2dist(pl?, qb?)  2dist(inputhz, qh?)
(—pgzt + z'nputZ“t> (—qé’;‘t + inputZ“t> (—p‘fgt + inputZ“t> (—qfst + mputZ“t>
2dist(inputost, pg ) " 2dist(inputont, ¢qut)  2dist(inputowt, p?t)  2dist(inputoet, ¢out)

. 2 _ i hg prha
(anutzut) e gnoT (input"2 L )gh2

— - 1 + e_goutT(inputout,Eout)

867“7“ _290’11,15 1 —goutT(inputout,ﬁ()Ut)
6(]32 B (1+ e—goutT (inputout, Lout) ) 2 |Y €
Y

. out\2 —gpoT(inputh2 £h2
(mputy ) e~ 9n2T (inp )gh2

Po; — do, Go, — inputyy’
2dist(pl?, qi?)  2dist(inputh?, ?)

(—pSZt + inputZ“t) <—q8;”t + mputZ“'t> (—p‘l’;‘t + inputZ“t> (—qi’;‘t + inputZ“t)
2dist(inputovt, pgt) — 2dist(inputo®, qg*t)  2dist(inputot, pst)  2dist(inputot, ¢ot)

(967“7” _2gout 1 e—goutT(input‘mt,Co“t)
H

aqug (1 + eigoutT(inputout,Lout) 1 + efggutT(inputOUtyﬁout)

(input‘mt) 2 e—ghzT(inputh2 ,Lh2)
Yy

Gh2

P — 4o go? — input!?
2dist(ph2, qb?)  2dist(inputhz, ¢?)

(—pggt + mputZ“t) (—qu‘t + inputgm> (—pi’zt + mputZ“t> (—qut + mputZ“t>
2dist(inputowt, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputot, pit)  2dist(inputoet, ¢ovr)
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1.6 Classe 1 do segundo n6 da camada oculta

867“7" - ngut 1 —goutT(inputO“t ’l:out)
H )

ap’fj (1 +€—goutT(inputOUt,£0“t) 1 +e—goutT(input"“t,£"”t)

. 2 _ i ha rho
(anUtZUt) e gnoT (input"2 ,L"2)

In2 2ist(ph, q*)  2dist(inputh, pl?)

ho ho ho . h
P, — 4, D1, —wnput,? ]

(—pSZt + inputg’“t) <—q8;’“t + mputzut> (—p‘l’gt + inputZ“t> (—qi’;‘t + z'nputg“t)
2dist(inputort, pgt) " 2dist(inputort, ¢g*t)  2dist(inputout, pt)  2dist(inputet, gout)

— - 1 + e*goutT(inPUtOUt1£out)

(967”7” _ _2g0ut 1 e—goutT(inpUtout,Eout)
apij (1 + e*goutT(mputout,Lout))z Y

tout) 2 efghgT(inpuch ,Lh2)
Yy

(inpu 2

PR pi - inputy
2dist(pl?, qi?)  2dist(inputhz, pl?)
(—pggt + inputZ“t) <—q8;” + input;j“t> (—pﬁft + inputZ“t) (—q‘l’gt + inputZ“t)

odist(inputont, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputott, pit)  2dist(inputort, ¢t

867”’/’ _290ut 1 eigoutT(inputoua[’out)
H

6p’17422 (1 +€—gouzT(input0“t,E°"t) 1+€—goutT(input0“t,£0ut)

. 2 _ i ha rho
(anutzut) e gnoT (input"2,L"2)

Ih2 2ist(p)?, q?)  2dist(inputh>, pi*)

ha ha ho . h
Py, — 4y, p1. —input;? ]

(—pSZt + z'nputgut) (—qu‘t + inputZ“t> (—p‘l’gt + inputZ“t> (—qi”;t + inputZ“t>

2dist(inputowt, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputot, pit)  2dist(inputoet, o)

o8



aGTT _2gout ]. 7goutT(inputout7£out)
H )

aq{f - (1 +€*goutT(input°“t,£°“t) 1 _|_€—goutT(input°“t,E0ut)

. 2 _ i hg prha
(anutzut) e gnoT (input"2 L )gh2

PP =g g —input?
2dist(ph?, ¢'*)  2dist(inputhz, ¢})

(—pgzt + z'nputZ“t> (—qé’;‘t + inputZ“t> (—p‘fgt + inputZ“t> (—qfst + mputZ“t>

2dist(inputost, pg ) " 2dist(inputont, ¢qut)  2dist(inputowt, p?t)  2dist(inputoet, ¢out)

— - 1 + e_goutT(inputout,Eout)

86’/”7« —290ut 1 — gour T (inputut LOut)
6(]?2 (1 + e_goutT(inputOUt7£0ut))2 ) e T
Yy

. out\2 —gpoT(inputh2 £h2
(mputy ) e~ 9n2T (inp )gh2

Copal ql —inputy?
2dist(p)?, q"?)  2dist(inputhz, ¢)

(—pSZt + inputZ“t) <—q8;”t + mputZ“'t> (—p‘l’;‘t + inputZ“t> (—qi’;‘t + inputZ“t)

2dist(inputovt, pgt) — 2dist(inputo®, qg*t)  2dist(inputot, pst)  2dist(inputot, ¢ot)

(967“7” _2gout 1 e—goutT(input‘mt,Co“t)
H

aq?ZQ (1 _i_e*goutT(input"“t,ﬁO“t) 1 +€*goutT(input°“t,£°ut)

(input‘mt) 2 e—ghzT(inputh2 ,Lh2)
Yy

h2

P-4 g —inputl?
2dist(pl?, q"?)  2dist(inputhz, ¢?)

(—pggt + mputZ“t) (—qu‘t + inputgm> (—pi’zt + mputZ“t> (—qut + mputZ“t>

2dist(inputowt, pgt) " 2dist(inputort, gty 2dist(inputot, pit)  2dist(inputoet, ¢ovr)
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