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Resumo

Maia,J. V. A Transicao de Fase para os Modelos de Ising e de Potts
na Arvore de Cayley. 2018. Trabalho de Conclusao de Curso - Instituto de

Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

O objetivo deste trabalho é caracterizar a transicao de fase para os modelos
de Ising e de Potts na arvore de Cayley. Inicialmente, definimos as medidas de
Gibbs (DLR) e enunciamos alguns teoremas importantes e conhecidos. Depois,
seguindo [1], mostraremos que para os modelos de interesse todas as medidas de
Gibbs extremais sao cadeias de Markov e assim conseguiremos definir as medidas
extremais em funcao do que chamaremos de leis de fronteira. Usando essas re-
sultados iremos mostrar os valores da constante de acoplamento J > 0 e campo
externo h € R para os quais existe a transicao de fase no modelo de Ising, mais
ainda, caracterizaremos totalmente o conjunto das medidas de Gibbs extremais
invariante por translacdo . Por ultimo, seguindo [2, 3], assumindo campo ex-
terno nulo mostraremos para quais temperaturas o modelo de Potts apresenta

transicao de fase.

Palavras-chave: Arvore de Cayley, Modelo de Ising, Modelo de Potts, Tran-

sicao de Fase, Cadeias de Markov.
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Abstract

MATA,J. V. Phase Transition for the Ising anf Potts models on the
Cayley Tree. 2018. Trabalho de Conclusao de Curso - Instituto de Matema-
tica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2018.

The aim of this work is to characterize the phase transition region for the
Ising and Potts models on the Cayley Tree. We begin by defining the (DLR)
Gibbs measures and presenting some known and important theorems about
then. After that, following [1], we show that, for the models we’re intrested in,
all the extremal Gibbs measures are Markov Chains and then we are able to
define this measures by what we’ll call a boundary law. Using this properties,
we’ll express the values of the interaction J > 0 and the external field h € R
such that there is phase transition for the Ising model. Moreover, we’ll fully
caracterize the set of translation invariant extremal Gibbs measures. Lastly,
following [2, 3], assuming a null external field we show for which temperatures

occurs phase transition for the Potts model on the Cayley tree.

Keywords: Cayley Tree, Ising Model, Potts Model, Phase Transition, Markov
Chains.
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0.0 CONTEUDO 1

Introducao

A Mecénica Estatistica é o ramo da fisica que tenta explicar o comporta-
mento de objetos macroscopicos baseando-se em seu comportamento microsco-
pico. Um exemplo de objeto de estudo sao os metais ferromagnéticos. Podemos
imaginar um metal ferromagnético, o ferro por exemplo, como uma colegao de
atomos dispostos em uma rede onde cada um desses &tomos possui um momento
magnético, o spin. A orientagao dos spins é aleatoria, mas certamente nao é in-
dependente, ela estd sujeita a influéncia da iteragao spin-spin que favorece o
alinhamento de spins vizinhos & mesma direcao. E é essa iteragao microscopica
que dita o comportamento macroscopico do metal, a existéncia ou nao da mag-
netizagdo espontanea. Sobre esse objeto podemos inserir um campo externo que
age sobre este metal influénciando os spins a se alinharem em uma determinada
diregao.

Uma pergunta natural é: ao introduzir um campo externo, os spins sempre
se alinham na direcao do campo? Mesmo quando a intensidade do campo é
pequena, o obejto ainda sente sua influéncia? Neste trabalho, tentaremos res-
ponder a estas perguntas quando consideramos que os atémos do sistema estao
dispostos em um grafo regular, a arvore de Cayley, quando a interagdo dos spins
¢é dada pelo modelo de Ising e quando é dada pelo modelo de Potts.

Apesar de as fundagoes da mecanica estatistica datarem do século XIX, o
estudo rigoroso dos sistemas infinitos se iniciou apenas no final dos anos 60 com
os trabalhos de Dobrusin, Lanford e Ruelle, que introduziram o conceito basico
de medidas de Gibbs. Com essa nogao, podemos traduzir os fenémenos de tran-
sigao de fase como a existéncia de mais de uma medida de Gibbs. No segundo
capitulo iremos introduzir o formalismo matematico que permite a construgao
dessas medidas e mostrar também como os modelos de Ising e de Potts podem
ser descritos usando esse formalismo.

O principal modelo da mecénica estatistica, que descreve justamente os me-
tais ferromagnéticos, € o Modelo de Ising, introduzido por Lenz em 1920 e
estudado por Ising em 1925 [4]. Nele, assumimos que os spins podem assumir
duas diregoes {—1,+1}. Ja o modelo de Potts, introduzido por Renfrey Potts
em 1951, é uma generalizacao do modelo de Ising onde agora assumimos que os
spins assumem ¢ diferentes posigoes {1,...,q}. Dedicaremos o primeiro capitulo
deste trabalho a definir estes modelos e o conjunto das medidas de Gibbs. Enun-
ciaremos alguns resultados importantes, em especial resultados considerando a
presenca de um campo externo nao nulo.

Como o conjunto das medidas de Gibbs é convexo, provar que que existe mais
de uma medida é provar que existe mais de um ponto extremal no conjunto.
Para mostrar a existencia de mais de um desses pontos, seguindo [1],iremos in-
troduzir o conceito de cadeias de Markov e mostrar que tanto o modelo de Ising
quanto o de Potts na arvore podem ser visto como cadeias de Markov e com
isso conseguiremos mostrar a existencia de um campo critico para o modelo de
Ising na arvore de Cayley fixados a temperatura e a constante de acoplamento.
Isso sera feito no segundo capitulo.
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Finalmente, no ultimo capitulo, demonstraremos a existéncia de transicao
de fase para o modelo de Potts sem campo externo conforme [2, 3|. Levantamos
entao a pergunta: para o modelo de Potts na arvore, existe transigao de caso
quando o campo constante? Existe um campo critico assim como no modelo de
Ising?



Capitulo 1

Medidas de Gibbs

1.1 Modelos de Spin

Os primeiros ingredientes de um modelo de spins sdo um grafo G = (V, L)
conexo, infinito porém localmente finito, um espago métrico compacto E que
chamaremos de espago de estados e uma o-algebra £ em E. Neste trabalho,
consideraremos sempre V = Z% ou V =T, d € N, onde I'* denota a arvore
de Cayley de grau d, i.e., uma arvore direcionada infinita d + 1-regular. Ja os
espagos de estado mais importantes serao E = {—1,+41} para o modelo de Ising
e E=1{1,2,...,q} para o modelo de Potts. Nesses casos particulares onde F é
finito, assumiremos sempre & = P(E), a o-algebra das partes.

Denotaremos por Q = EV o espago das configuracées e chamaremos de
configuragao cada elemento o = (0;);ey € Q. Além disso, se A C V, definimos
Qx = E? e denotamos os elementos desse conjunto por op = (0;)iea. Usaremos
este mesmo simbolo para denotar a restricgdo de uma configuracao o € Q a
um subconjunto A C V, isto é, o|p = op. Usaremos opwpe para denotar a
concatenagao de duas configuragoes:

( ) oi, sei €A
OANWAe )i = .
’ w;, sei€ A

Precisamos agora definir a o-algebra dos cilindros pois é sobre essa que
iremos construir as medidas de Gibbs. Para cada i € V, A € £ defina C#* =
{0 €Q:0; € A}. Os cilindros sao os conjuntos da forma

m ca, com A C V finito
icA

Denotaremos por F a o-dlgebra gerada pelos cilindros. Observe que vale F =
c({CAieV,Ac&}).

Também estamos interessados em definir eventos que dependem apenas de
um subconjunto de V. Assim, para A € V', defina

Ch={C:icAAcE})

Denotaremos por Fp a sub-o-algebra de F gerada por Cp. Note que, usando
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esta notagdo, Fy = F. O conjunto C(, Fa) é o conjunto das fungdes Fa-
mensuraveis e continuas f : @ — R. Chamaremos de £ o conjunto dos subcon-
juntos finitos de V' e por vezes usaremos a notagao A € V para dizer que A € L.

Um potencial é uma familia

o = (q)A)AEL, onde &4 € C(Q,fA)

Usaremos o potencial para descrever o sistema de spins, no sentido de que
® 4 nos diz como as particulas em A interagem entre si. Dizemos que o potencial
é absolutamente somdvel quando para todo ¢ € V existe ¢; > 0 tal que

> P allee < e

AeLl
i€EA

Para cada A € V definimos o Hamiltoniano do sistema como

Hy(o)= > @a(o0).
AEV
ANA#D

O Hamiltoniano, como usual na fisica, representa a energia do sistema. Va-
mos agora exibir os dois principais modelos que serao abordados neste trabalho.

Exemplo 1 - Modelo de Ising

No modelo de Ising, consideramos o espago de estados E = {—1,4+1} e o
potencial
—Jojo;, se A={i,jle <i,j>
by = —hoy, se A = {i}
0, c.c.

onde < 7,7 > denota que 7 e j sao vizinhos no grafo. Com este potencial o
Hamiltoniano do sistema é

Hp(o)=—J Z Uiaj—hZUi—J Z 0i0;.

i,jEA i€EA i€EA
<i,j> JEA®
<i,j>

Exemplo 2 - Modelo de Potts
No modelo de Potts, o espago de estados é F = {1,2,...,q} e o potencial &

_J(So'io'ja SeA:{i,j}e <Z,]>
®p =< —hi1,, seA={i}

0, c.c.
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onde d;; ¢ o delta de Kroneker usual

{1 sei=j
dij = .
0 seiz#j

e assim o Hamiltoniano do sistema é

Hy(0) ==J > o0, =hY 016, =T Y b0,

i,JEA iEA i€EA
<i,j> JEA®
<i,j>

Em ambos os exemplos, quando a constante de acoplamento J é positiva,
dizemos que o modelo é ferromagnético. Este sera sempre o caso neste trabalho.
Nestes modelos, h é chamado de campo externo. Para evidenciar a dependéncia
do Hamiltoniano com relacao a h, quando o campo nao for nulo escreveremos o
Hamiltoniano como Hjy .

Observe que em ambos os modelos cada spin s6 interage com seus vizinhos
mais proximos. Os potenciais que satisfazem essa propriedade sao denominados
nearest neighbour:

Defini¢ao 1.1.1. Um potencial ® = (P 4)ac, € dito nearest neighbour quando
d, =0 sempre que A & L.

1.2 Especificacao Gibbsiana

Definicao 1.2.1. Sejam (€2, F) um espago mensuravel e A € V. Um nicleo de
probabilidade &€ um mapa va : F x Q — [0, 1] que satisfaz:

e Para cada w € Q, yA(- | w) é uma medida de probabilidade em (€2, F)

e Para cada A € F, ya(A | -) é Fae-mensuravel.

Além disso, se
YA (B | w) = 1p(w) VB € Fje,
dizemos que o ntucleo de probabilidade é prdprio.

E facil ver que um nucleo de probabilidade préprio também satisfaz
YWANB|w)=1g(w)y(4]|w) VB € Fpe, A€ F.
Dessa maneira, se considerarmos o conjunto
YN={oce€e:(0); = (w);, Vi € A°},

e um ntcleo de probabilidade proprio va, a medida de probabilidade v (- | w)
estd concentrada em %, ou seja,

YA (QF | w) = Loy (w) = 1,
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por isso chamaremos w de condigdo de fronteira de v (- | w).

Definigao 1.2.2. Uma especifica¢ao é uma familia de nicleos de probabilidade
proprios (ya)aer que é consistente, i.e., para todo ACT @V, f: Q = R
F-mensuravel limitada e n € ) temos

/ / F(oawr\anee )7 (do | wrnre )y (dw | ) = / fwrmee )y (dew | 7). (11)
QJN Q

Esta equagao é dita condicao de compatibilidade e usaremos a seguinte notagao
para nos referenciarmos a ela

YAV =T

Podemos finalmente definir as especificacoes Gibbsianas. Primeiro considere
uma medida v em (E, ) dita medida a priori.

Teorema 1.2.1. Sejam (E,&,v) um espago de medida e & um potencial abso-
lutamente convergente definido em (2, ). Para uma temperatura T'=1/5 > 0
fixa, um subconjunto finito A € V e f € F, a expressao

]‘ - OAWAC
iy 5(F) = —— [ Lp(oawpe)e P2 TT du(o;), (1.2)
ZRp Jmn ieA

onde
78 5= / e~ PHalnen) TT du(o;) (1.3)
’ EA .
i€EA
define uma especificagao local chamada de especificacao Gibbsiana para o po-
tencial ® e inverso da temperatura f.

Finalmente podemos definir as medidas de Gibbs dadas por um potencial
® absolutamente somével. Primeiro, dada uma medida de probabilidade p €
M1(Q, F) e B uma sub-c-algebra de F, denotaremos por u(- | B) =E,(- | B) a
esperanga condicional de p dado B.

Definigao 1.2.3. Seja (E,&,v) um espago de probabilidade e ® um potencial
absolutamente somavel definido em (Q, F). Para uma temperatura fixa T =
% > 0, uma medida de probabilidade pg € M1(Q, F) é dita medida de Gibbs
associada ao potencial ® se para todo A € V e F € F vale que

pp(F | Fae) = p) (F), ps — q.s. (1.4)

O conjunto de todas as medidas de Gibbs que satisfazem a condi¢ao acima
é denotado por QELR(Q).

Uma outra caracterizacao do conjunto Q’]BDLR(CI)) se da pelas chamas equagoes
DLR.

Teorema 1.2.2. Seja {u&’)ﬁ}j\eg uma especificagdo Gibbsiana associada a um
potencial ® em (Q,F) com inverso da temperatura 8 > 0. Uma medida de
probabilidade g € M1(,F) é uma medida de Gibbs associada ao potencial
® se e somente se

MBNE\?{& = ug (1.5)
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para todo A € V, isto é, para toda f fungdo F-mensuravel

/Q /Q F(@) i) (dor ) (deo) = /Q £(0) s (do): (16)

As equagoes (1.5) sdo chamadas equag¢des DLR em homenagem a Dobrushin,
Lanford e Ruelle.

Duas propriedades muito importantes do conjunto das medidas de Gibbs é
que ele é fechado e convexo. Faz sentido entao definir as medidas extremais:

Definicao 1.2.4. Uma medida pu € Q’]BDLR(CI)) é dita extremal se ela nao pode
ser escrita como combinacao linear de outras duas medidas em QELR(QJ), isto
é, se = Mg + (1 — Ao para algum A € [0,1] e pg,pus € QELR(Q) entao

= p1 = H2.

Denotaremos por
exg[?LR(q’) ={pne QELR@) : p é extremal}.
o conjunto das medidas extremais de QJBDLR(LI))_

A partir de agora, para simplificar a notagao, denotaremos por v = (va)aer
qualquer especificagao Gibbsianas associada a um potencial & com inverso da
temperatura 3, ou seja, yA(A | w) = ugf'fg(A), uiwg como em (1.2). Também
denotaremos G(v) = Q}J?LR(@).

Uma pequena justificativa para considerarmos medidas extremais é a se-
guinte: considere a o-dlgebra

Foo =NaevFac (1.7)

chamada de o-algebra no infinito, ou dos eventos macroscopicos. Em uma pri-
meira analise, esta o-algebra parece ser vazia, mas isto esta longe de ser verdade.
Todos os eventos que independem de qualquer subconjunto finito estao nessa
o-dlgebra. Um exemplo de tal evento é

1
weN: lim —— w; existe e pertence a A C E
Al 2

Aqui, (A(n))nen é uma sequéncia crescente de conjuntos tal que A(n) 7 V| isto
é, para todo i € V existe ng € N tal que i € A(ng).

O seguinte teorema nos mostra uma propriedade muito desejada das medidas
de Gibbs.

Teorema 1.2.3. Seja v uma especificacdo Gibbsiana e pu € G(y). Sao equiva-
lente:

1. p é extremal

2. p é trivial em F, i.e., u(A) =0 ou p(A) =1 para todo A € Fu.
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Essa caracterizacao expressa o fato de que nos sistemas descritos por medida
Gibbs extremais, os caracteristicas macroscopicas sdo deterministicas, ou seja,
os eventos macroscopicos ocorrem com probabilidade 0 ou 1.

Para provar o teorema (1.2.3) precisaremos de algumas proposigoes auxi-
liares. Seja A € V, definimos uma restrigao ry : My(Q, F) — Mq(, Fac)
como

rap(B) = u(B), VB € Fpe.

Uma observacao importante é que se g : 2 — R é Fjc-mensuravel, entao
rap(g) = p(g). Dada uma especificagdo v podemos também definir uma exten-
s@o t} : My(Q, Fae) = My (9, F) como

tv(A) =vya(A), VAeF.
Note que a composi¢ao de t} com r ¢ tal que t{ra : M1 (Q,F) — M1(Q, F).

Estas restrigoes e extensoes nos dao um novo jeito de escrever as equagoes DLR
como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 1.2.1. p € G(y) & t rap = p para todo A € V.

Demonstra¢ao. Dados A € F e p € M1(Q,F),

Euran(A) = (rama(A) = / A (A | w)rap(de) = / (A | w)pu(dw) = .

(1.8)
Na peniltima igualdade usamos a Fpc-mensurabilidade de v (A | -). Com isso
fica claro que valem as equacoes de DLR se e somente se t7ap = fi. O

Agora, para F uma sub-o-algebra de F, p € Ml(Q,]:') medida de proba-
bilidade e f : @ — [0,00[ uma fungdo F-mensurédvel que satisfaz u(f) = 1,
definimos a medida de probabilidade fu € M1(£2, F) como

fuld) = [ rmtas), vae#
Observagao 1. Se f1 e fa sao fungdes como acima, vale que

fin= fop & fr = f2 p-q.tp.
Este é um resultado basico de teoria da medida por isso nao o provaremos aqui.

Lema 1.2.1. Seja A € V.

1. Sejam p € M1(Q,F) e f: Q — [0,00] uma fungdo F-mensuravel tal que
p(f) = 1. Entao

ra(fu) = pu(f | Fac)rap.

2. Sejam v € M;(Q, Fac), v uma especificagdo Gibbsiana e g : Q — [0, 00|
uma fungao Fpc-mensuravel tal que u(g) = 1. Entéao

tA(gv) = gtiv.
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Demonstracao. 1. Para B € Fje,
ra(fu)(B) = fu(B) = / F (@) () = / u(f | Fre)(w)p(dw)
B B
- /B u(f | Fre)@)rapu(dw) = u(f | Fac)rap(B).

A terceira igualdade sai da defini¢do de esperanca condicional e a pentl-
tima da Fac-mensurabilidade de pu(f | Fae)(+).

2. Vamos mostrar que para todo A € F vale

(gv)ya(A) = g(vya)(A)

e disto segue direto que
tA(gv)(A) = (gv)7a(A) = g(vya)(A) = gtiv(A)
De fato, fixado A € F temos

gu(A) = /A o(w)dv(w) = /Q 14 (w)g(w)dv(w) = v(Lag).
Assim,
a(r1a)(A) = /A g(w)dva(w) = / 14(w)g(w)dvya (@) = v7a(Lag).
(1.9)

Vamos mostrar agora que vya(lag) = v(gya(la | ). Mostraremos ape-
nas quando g = 1p para algum B € Fjc, o caso geral segue por argumen-
tos padroes. Para este caso,

vya(lalp) =vya(ANB) = /QWA(A N B | w)dv(w)
= [ 1p(m(a] i) = 1pa(4] ),

onde na penultima igualdade usamos que v, é uma especificagado propria.
Voltando para (1.9) obtemos

g ) (A) = v(gya(la | ) = (gv)(a(La | ) = (gv)ya(A).
O
Para demonstrar a proxima proposi¢ao precisaremos usar um resultado bem

conhecido em probabilidade, chamado de Teorema da convergéncia de Backwards
Martingales:

Teorema 1.2.4. Seja (2, F, ) um espago de medida. Se f : Q@ — R for F-
mensuravel com [ |fldy < 400 e (Gy)nen for uma sequencia decrescente de
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sub-o-algebras de F entao

n— oo

p(f 1 Gn) — ([ | NnenGn)-

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [5] Note que no nossa
caso, como o espago de estados serd compacto, mais ainda finito, temos que
Q ¢ compacto e p é de probabilidade, assim [ |f|dp é sempre finito para f
F-mensurével.

Proposigao 1.2.2. Seja 7 uma especificagao.

1. Sejap € G(y) e f : @ — [0, o] fungdo F-mensuravel que satisfaz p(f) = 1.
Entao fu € G(v) se e somente se f = g p-q.t.p. para alguma g : @ — R
Foo-mensuravel.

2. Sejam p,v € G(v) com p = v em Foo, isto é, u(A) = v(A) para todo
A€ F. Entéo p=v.

A demonstragio aqui sera feita como em [6]

Demonstragao. 1. (=) Se fu € G(v), para A € V qualquer, usando a pro-
posigao (1.2.1) e o lema (1.2.1) respectivamente, temos

fr=t3ra(fu) =t (u(f | Fac)rap)
= pu(f | Fae)tara(pw) = p(f | Fac)p.

Assim, f = p(f | Fae) p=q.t.p. Como isso vale para todo A € V, vale em
particular para uma sequéncia (A, )neny com A, N V.

Para essa sequéncia, Fac
vergéncia (1.2.4) obtendo

o C Fac e podemos aplicar o teorema de con-

n— o0

u(f [ Fag) —— plf | OnenFa)-
E facil ver que MnenFac = NaevFae = Fuo, 0 que conclui a prova.

(<) Se f = f p-qt.p. para alguma f funcio F.o-mensuravel, entdo
fu = fu. Como f é Fpc-mensuravel para todo A € V, pela segunda
parte do lema (1.2.1) temos que

Fu(ya)(A) = fulya)(A) = f(pa)(A) = Fu(A) = fu(A)
para todo A € F e assim fu € G(7).

2. Definindo uma nova medida A = 1(u + v), temos que A € G(7) pois esse
conjunto é convexo. Além disso, se A(A) = 0 para algum F-mensuravel
entdo u(A) = v(A) = 0. Podemos portanto aplicar o teorema de Ra-
don—-Nikodym obtendo fungdes f,g > 0, A(f) = A(g) = 1, tais que
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Dai, para todo A € Fo,
[ =01 = u(a) = v(a) =0,

Pela parte 1. desta proposicao, existem f, g fungoes Foo-mensuraveis que
80 A-q.t.p. iguais a f e g respectivamente. Tomando A = {f > §} € Fuo
concluimos que A(f > g) = A( f > §) = 0. Analogamente, concluimos que
A(f < g) =0 e portanto f = g A-q.t.p. o que implica que p = v.

O

Estamos finalmente prontos para provar o teorema (1.2.3).

Prova do teorema 1.2.3.
(1.= 2.) Suponha que g € exG(y). Queremos mostrar que dado A € Foo,
1w(A) =0 ou u(A) = 1. Por absurdo, suponha que existe A € Foo t.q. p(4) =
a € (0,1). Pelo item 1. da Proposicdo 1.2.2, uy = 2Ap e ps = 1Ay estdo
em G(7), pois as fungdes %A e ﬁA sao claramente Fo.-mensuraveis.

Mas p = apy + (1 — a)us e portanto p nao pode ser extremal.

(2.= 1.) Suponha que p é trivial em Foo € p = apy + (1 — a)us para algum
a € (0,1) e py,u2 € G(). Entdo p(A) = u1(A) = p2(A) para todo A € Fi,
pois se u(A) = 1 entdo apg (A)+ (1—a)u2(A) = 1 e portanto pq1(A) = pa(A) =1
e se u(A) =0, entdo py(A) = u2(A) =0.

Aplicando a parte 2. da Proposigdo 1.2.2 obtemos p = 1 = ps. O

Uma outra caracterizacao das medidas de Gibbs extremais se d4 pela se-
guinte proposi¢ao.

Proposicao 1.2.3. Seja v uma especificagdo Gibbsiana e p € G(vy). Entao u é
extremal se e somente se toda fungao JF..-mensurével for constante p-q.t.p.

Demonstragao. (=) Seja f uma funcdo F.-mensuravel. Entao, para todo ¢ €
R, {f <c} = f1(]—00,¢]) € Fwo e portanto u(f <c) € {0,1}.

Considere agora ¢* = infc € R: pu(f < ¢) = 1. Note primeiro que ¢* > —o0o,
caso contrario terfamos que p(f < —oo) = u(@) = 1.

Agora

p(f <) =pu(J{f Se— ) = lim u(f <c—)=0.

n—oo
neN

Dai pu(f = ¢*) = p(f < ¢*) =limpoo p(f <c+2) =1

(<)Para todo A € F, 14 é uma funcao Foo-mensuravel e portanto é p-q.s.
constante. Assim, pu(A) = [ 1dp € {0,1}. O

Outra propriedade do conjunto das medidas de Gibbs que mostra a impor-
tancia das medidas extremais é a seguinte

Teorema 1.2.5. Se F é polonés e y é uma espeficicagao para a qual G(vy) # () en-
tao exG(y) # 0 e para cada p € G(y) existe um tnico peso w, € M1 (exG(7), e(exG(v)))
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tal que

= / vw,(dv). (1.10)
exG(v)

Aqui, e(exG(y))) € a menor o-algebra em exG(v)) para a qual as fungoes
ea:p— pu(A), A€ F, sdo mensuraveis.



Capitulo 2

Cadelas de Markov na arvore
de Cayley

Neste capitulo iremos assumir sempre que estamos na arvore de Cayley.
Primeiramente, iremos definir as cadeias de Markov na arvore e em seguida
mostrar que as medidas de Gibbs extremais do modelo Ising e de Potts sao
cadeias de Markv. A seguir iremos definir condi¢oes de fronteira e demostrar
que existe uma bijecdo entre estas e as medidas de Gibbs. Por fim, usando
a caracterizagdo por condigoes de fronteira, mostraremos explicitamente para
quais valores de J e h acontece a transi¢ao de fase no modelo de Ising. Isto foi
feito conforme em [1].

2.1 Cadeias de Markov e as Medidas de Gibbs

Como dito anteriormente, a partir de agora consideraremos sempre que os
spins estao dispostos em uma arvore de Cayley e o espago de estados E agora
sera finito. Fixemos entdo I'Y = (V, L) uma arvore de Cayley de grau d, i.e., uma
arvore direcionada infinita d 4+ 1 — regular. Denotaremos por B o conjunto de
elos da arvore, isto é, B = {{z,y} : (z,y) € L}. Definimos também a fronteira
de um vértice ¢ € V' como

di={jeV:{zx,y} € B}
e assim podemos escrever a fronteira de um conjunto A C V' como

oA = | Joi\ A

iEA

Neste capitulo, estamos interessados em um tipo especial de especificagao,
as especificagoes Markovianas.

Definigao 2.1.1. Uma espeficicacao v e Q é dita especificacio Markoviana se
ya(ox | -) & Fop-mensuravel para todo oy € EA e A € V.

E claro que as especificacdes de Potts e de Ising sdo Markovianas, mais
geralmente, toda especificacdo vinda de um potencial nearest-neighbor é Mar-

13
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koviana. Além disso as medidas de Gibbs u € G(7), quando a espeficicagao ~ é
Markoviana, satisfazem

plon | Fac) = ploa | Fan) 1-q.t.p.

paratodo oy € EAe A€ V.

Isso nos diz que as medidas de Gibbs nas caixas finitas s6 dependem da fron-
teira de A, mas podemos exigir uma propriedade mais forte das medidas. Para
isso, precisamos de algumas definigdes. Para cada elo {i,j} € B, definiremos
ij = (4,7) o elo orientado que aponta de i para j. O conjunto de todos os elos

orientados seréa denotado B. Assim, cada vertice k divide o conjunto dos elos
orientados em dois subconjuntos,

BF = {ije B :d(k,j) < d(k.i)}
os elos que apontam na diregao de k e
" =lije B :d(k,j) > d(k.i)}

os elos que apontam para longe de k.

(a) B (b) B

De maneira analoga, cada elo orientado ij separa o grafo em dois conjuntos,

o intervalo futuro
lij,co] = ke V :ij € B*}
e o intervalo passado
|—o0,ij| = {k € V :ij € B).
Definigao 2.1.2. Uma medida de probabilidade pu em (2, F) é uma cadeia de
Markov se
1(oj | Fl-ooij) = mlos | Fi) /1-q.t.p.

para todo ij € 3 e 0; € E. Qualquer matriz estocastica P;; em E x E que
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Figura 2.2: , 17, 00[

satisfaz
wloj | Fi) = Pij(+,05) p-q.t.p.

para todo o; € I/ é chamada matriz de transicdo de ¢ para j de ;. Uma cadeia
de Markov p é dita completamente homogénea com matriz de transicao P se

u(oj | Fi) = P(-,05) 1-q.t.p.
para todo 0; € F e ij € §

Conseguimos relacionar as cadeias de Markov e as medidas de Gibbs extre-
mais através do seguinte teorema

Teorema 2.1.1. Seja v uma especificacao Markoviana. Entéo toda p € ex G(v)
é uma cadeia de Markov.

Demonstracao. Fixadosij € § eo; € I, queremos mostrar que (0 | Fl_coij[) =
w(oj | Fi) p-q.t.p. Para cada n € N defina B;(n) = {v € V : d(j,v) < n}, os
vértices que estao a distancia menor ou igual a n de j, e A(n) = B;j(n)N]ij, oo,

a restrigdo de B;(n) aos vértices no futuro de ij.

Note primeiro que

ﬂ Flij,oo\A(n) C ﬂ Fre = Foo
neN AcV

pois dado A € [,y Flijio[\A(n), Para cada A € V existe n € N tal que

A C Bj(n) e assim A® D Bj(n)° D Jij,00[ \ Bj(n) = Jij,00[ \ A(n), portanto
A€ Flijoc\am) C Fhe-

Com isso conseguimos mostrar que
o | Fi) = poj | OnFiiygjij.ec\A(n))- (2.1)

De fato, ¢ claro que F; C [, F{i}Ujij,co\A(n)- Além disso, para toda fungao
f mensuravel com respeito a segunda o-algebra temos que

flxogye) = /f(Iw{i}c)#(dw) p-q.t.p.
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pois, para cada x € E fixado, f(zoyiye) € (), Flij,oo[\A(n)-mensuravel e portanto
é Foo-mensuravel e constante p-q.t.p. pela Proposi¢ao 1.2.3. Disto temos que
todo conjunto A € (), Friyulij,oo[\A(n) € #-q.c. igual & um conjunto B € F;, a

saber B = ([ f(‘W{i}c)‘U(dOJ))_l (1), basta tomar f = 14 na equacdo acima, e
portanto vale (2.1).

Agora, pelo Teorema 1.2.4, temos que
ploy | Fi) = lim pu(o; | Fapopigeopacm)):

Como {i}U]ij,00[\ A(n) D OA(n), 1 € G(7y) e v é uma especificacdo nearest
neighbor,

(o5 | Friyuiigeonam)) = 1(os | Foam)) = 1amy(o; | -)-
Com isso, temos que
plog | Fi) = Hm yamy(o; | ) = lim (o | Famye) = (o | OnFame),
e finalmente u(o; | i) = (0 | Fl—oc,ijf) POIS Fi C Fl_coiji C MnFamye- O

Trabalharemos agora em direcao & caracterizar as cadeias de Markov em
G(7y). Nossa analise sera restrita as especificagdes 7 vindas de um potencial ne-
arest neighbor @, pois estas possuem a desejada propriedade de serem positivas.
Comecemos com um lema.

Lema 2.1.1. Definindo

Quisp(0) = exp {—m{i,j}(o—i, o)) — P (@ifon) + <I>j<aj>>}

d+1

onde {i,j} € B e 0 € 2, obtemos que, para todo A € V,

mlon |w)=2Zj(w) ™" J] Qusloawae), (2.2)
<i,5>
{i,7 }NA#£D

onde Z) (w)~! é uma constante de normalizagao.

Demonstracao. Por definigao,

B
Il Qui(oawse) =exps Y =B jy(05,05) — T (®i(oi) + @;j(05))
<i,j> <%,7>
{i,53NA#£D {i,jrca

b (o) — o @) () b (23)
<i,j>

1€EA,JEANC

Agora, separando os elementos que dependem de dois sitios e os elementos
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que dependem apenas da fronteira obtemos

H Qqijy(Tawae) = exp Z —BP4(0) ¢ exp

<i,j> ANAZD <i,j>
{i,7}NA#D |A|=2 i€EA,JEAC
i(0;) | Py(05) ®;(0;)
xepy = ) B[d+1+d+1 2. P
<,7> <i,j>
{i,j}CA i€EA,jEAS
Agora
®i(0i) | ®,(0)) ®;(0i)
> T T A X e
<%,j> d+1 d+1 <%,j> d+1
{i,j}CA i€EN,FEAC
1 ®i(0i) | Pj(0y)
T2 ; ﬂ[d—i—l s
jeafitnA

= 2 a1t

iEA
jeafiynA

ieA
jeofi}

E finalmente

H Q{Z—’j}(a,\w/\c):exp Z —pP (o) p exp

<i,j> ANA#£D
{1, }NA#0

= Yr(oA | w)Zp(w). exp

> B
e

7
jeafiynA®

- @Z(O'l) - (o
= > B fiezgﬁcpl( i)

Z —

<i,j>
1EN,JEAC

>

(I)i(O'Z)
d+

>

<i,j>
i€EA,JEAS

d+1

B

B

17

(I)Z(Uz)
d+1

= ®i(w))

O

Muitas vezes sera ttil vermos Qy; j; como uma matriz de transferéncia pelo

elo {4, j}, por isso introduzimos uma familia de matrizes positivas {Q;; : ij € ?}

definida por

Qij(0i,05) = Qji(0j,0:) = Qi jy (o).

A partir de agora embutiremos 5 em J e h, para simplificar a notacéo, isto é,

tomaremos 3 = 1.

(2.5)

Defini¢ao 2.1.3. Uma familia de vetores {l;; : ij € g} com l;; € 10, 00" ¢

dita uma lei de fronteira para {Q;; : ij € B} (ou para ) se para cada ij €
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existe uma constante c;; > 0 tal que

L) =cy [ D k(y)Quily, o).

keoi\{j} yeE

Enxergando /;; como um vetor linha, podemos escrever a condicao acima
como

kedi\{j}

O proximo teorema é fundamental pois nos mostra a equivaléncia entre as
cadeias de Markov em G(7) e as leis de fronteira. Na demonstragdo, usaremos
o conhecido Teorema de extensao de Kolmogorov, enunciado e demonstrado no
apendicé desse capitulo.

Notagao 2.1.1. Se A € V é conexo e k € OA entao A N OK possui um tdnico
elemento, o qual denotaremos por ky.

Teorema 2.1.2. Considere uma especificacao de Markov v = v(®) como em

(2.2) e seja {Qqj : ij € ?} a familia de matrizes de transferencia associadas.
Entao

1. Cada lei de fronteira {l;; : ij € ﬁ} para {Q;; : ij € ?} define unicamente
uma cadeia de Markov u € G() pela equagao

plorvon) =2a [ bkalow) [ Quugy(o) (2.7)
keoA <i,j>
{4,7 }NA#£D

onde A € V' é um conjunto conexo, opugs € EAVOA zp € uma constante
de normalizacao adequada.

2. Cada cadeia de Markov p € G(7y) admite uma representacao da forma (2.7)

em termos de uma lei de fronteira {/;; : ij € B} unicamente determinada
a menos de um fator multiplicativo positivo.

Demonstragao. (1.) Provaremos primeiro que a medida p assim definida é con-
sistente, no sentido de que para todo A C A € £ conexos e S = AUIA\ (AUIA)

> w(oavoaws) = ploavan),
ws€ES
para todo oaugs € EAYIA,
Aplicando a defini¢ao, a equacao acima pode ser reescrita como

Z ZA H liken (Wi) H Qi gy (Cavaaws) =

wsES  kedA <ij>
{i,7}NAZD
:ZAHlkkA(Uk) H Qqijy(oauan).  (2.8)

kEOA <iyj>
{i,5}NA#D
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Como A e A s@o finitos e conexos, basta mostrarmos a igualdade quando A =
AU {i} com i € OA.

Se j =ip, entdo S = AUIA\ (AUOA) = 0i\ {j} e assim

Za ] eatow) I Qugylo)

kedaA <i,j>
{i,7}NAH#D
=7 H likep (Ok) H lki(ow) H Qqijy(o H Qqiky (o)
kedA\{i} k€di\{j} <i,j> keoi\{j}
{i,5}NAAD
=Zn ] lratow) J] Qui(@) [ Iilow)@ri(on,o0)
kedA\{i} <i,j> keoi\{j}

{i,73NA#£0

para toda configuragdo o € 2. Agora, somando sobre todas as configura¢oes
ws € E°, obtemos que o lado esquerdo de (2.8) &

(LE28)=Za ] tealon) JI Qusploavon) D [ ikilwr)Quilws, 0:)

kedA\{:} { <]?m;;£(i) ws€ES kedi\{j}
]
=Zn [ leralon) [T Quay(oaven) JI D tki(w)Quilw,ov)
kKEDA\{i} <ig> kedi\{j} wEE
{i,5 }NAF#D
Lij (o)
=Zn [ leralow) H Qijy (Tauon) =
kedA\{i} . }m#w Cij
2,
Z
CA II teraon)  J]  Qigy(oaven)-
Y keoA <i,j>
{i,7}NAH£D
ZA

Basta agora mostrarmos que = 1. Mas isto é facil ver, basta somar a

STVAN

equagao acima sobre todas as configuragoes opgp € . Finalmente, pelo
teorema de extensdo de Kolmogorov, existe uma unica medida p € M(Q, F)
que satisfaz (2.7).

EAU@A

O préximo passo é mostrar que p é uma cadeia de Markov. Primeiro, dados
dois subconjuntos A, A’ € £ disjuntos e duas configuracoes oy € E* e opr € BN,
definimos

p(oaoar)

ploa | oar) = (on)

Fixe ij € Bewe O Dado A C ]—00,ij[ com i € A, se definirmos
A =AUOIA\ {j} a equagao (2.7) nos mostra que

ploj =z |wa) _ Li(@)Qyi(x, wi)
wloj=ylwa)  Li(y)Qji(y,w:)
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Somando sobre x € E obtemos

1 15 Qiy(wy)

ploj =ylwa)  Li(y)Qji(y,w:)

e assim

Lii(y)Qji(y, wi)
lijQij(wi)
que depende s6 de w;. Isso nos mostra que u(o; | Fl—oo,iji) = i(oj | Fi) p-q.t.p.

Falta agora mostrar que p € G(). Dado A € V e w € (Q, vamos mostrar
que

ploj =y |wa) =

Ao |w) = p(on | Fac). (2.9)
Para quaisquer o,n € Q com opc = nac e A D A finito e conexo temos

p(ma | navoana)  p(navoa)

p(oa | oavoana)  m(oavoa)

HlkkA(nk> H Q1ijy (i, m5)

kDA <inj>
. {i,7}NAF£D
H Ik (ok) H Qyijy(0i,05)
kDA <inj>
{1.)}0A#0

1T Quiy(Mini)  yana [ mae)  valna | w)

Quigy(0i,05)  Aa(oa|one)  yalon|w)

<i,j>
{i,53NAF#D

Somando sobre todas as configuracoes 4 € E* obtemos
ya(oa |w) = p(oa | oavaana)

e pelo mesmo argumento feito anteriormente mostramos (2.9).

(2.) Fixado p € G(7), queremos encontrar uma lei de fronteira {;; : ij € ﬁ}
para u. Como a especificagao v vem de um potencial, v é positiva e portanto u

é positiva nos cilindros. Para cada ij € b e z,y € E definiremos

ploj =y,0; =)
ai::x)

Pij(z,y) = ploj=y|oi=1z) = > 0.

Seja A € V conexo, £ € Qe a € E. Denotando ay = a®

A que é igual a a em todos os vértices temos

a configuracao em

(€avan) = plan)u(€on | an)pu(éa | Eon)plan | on)~" (2.10)

Como por hipotese p é cadeia de Markov, é facil ver que

por) = T Peanla,én).

kEOA
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Por outro lado, usando (2.2) temos

p(En | €n) _ 1a(6a |9 [T <ig  Qulti&)

plaa | €on) — alan | €) H{<§,j>A Qij(a,a) [Teon @rar(a; &)

i,5}C

e assim, voltando em (2.10), obtemos

_ p(as) Pryi(a; &) s
#lEnvon) = [T <ij> Qij(a,a) kgA Qrak(a,&x) H Qi (64

{i,j}CA {Zj}zg/iﬁ@
Se tomarmos z; = ulan) el = Pisrla: &) vemos que a equa-
[T <ij> Qijla,a) 7 Quurla, &)

{i,J}CA
cao acima é igual a equagao (2.7). Para checar que {l;; : ij € ?} assim definida
é uma lei de fronteira, basta repetir a conta feita na primeira parte da demons-
tragao onde mostramos que p definida como em (2.7) ¢ consistente.

Por ultimo, para mostrar que /;j é inico a menos de uma constante, assuma
que £ admite outra lei de fronteira {l; : ij € ﬁ} e entao, tomando A = {i} e
O{iyudi = Tjapi\{;10i,a € E qualquer, em (2.7) vemos que

w(@jagn(j30:) = Ziy H lki(a) | Lji() H Qik(0i,a) | Qij(oi, x)

kedi\{j} keoi\{s}

=Z; H rila) | i) H Qir(0i,a) | Qij(oi, )

kedi\{j} keoi\{s}

e portanto

lij(x) _ Ziiy erai\{j} lki(a)

= =c Ve e B.
i () Z~/{i} [Treon iy ti(a)

O

Como as leis de fronteira sao unicamente determinadas a menos de uma
constante positiva, podemos considerar normalizagoes definidas como

Defini¢do 2.1.4. Uma lei de fronteira {l;; : ij € g} para {Q;; : ij € ﬁ} é
dita normalizada no estado a € E se

lij(a) =1 Vij € §
Para as leis normalizadas em a € E a condigao (2.6) se torna

lriQri(x) B
lij(z) = — Vij € B,z € E. (2.11)
! kealz\[{j} UkiQri(a)



22 CADEIAS DE MARKOV NA ARVORE DE CAYLEY 2.2

Terminamos esta sessao com um corolario muito importante sobre cadeias
de Markov homogéneas na arvore de Cayley.

Definigao 2.1.5. Uma especificagao de Markov v é dita completamente homo-
génea com matriz de transferencia Q) se 7 satisfaz a equagao (2.2) com fungoes
Qqi,j3 = Q, indenpendentes de {7, }, para todo {7, j} € B.

Estamos interessados justamente nestas espeficicagoes, visto que tanto a
espeficicacdo de Ising quanto a de Potts sdo exemplos de espeficicagdoes comple-
tamente homogéneas.

Para uma cadeia de Markov u € G(v), com v completamente homogénea,
vale que p1 é completamente homegénea se e somente se a lei de fronteira {/;; :

ij € B} (normalizada em @) associada a p pelo teorema 2.1.2 satisfaz I;; =1 €

10, +oo[E Vij € B. De fato, voltando a demonstragao do teorema, vemos que
l;; foi definido como

_ Pji(a, ) _ Pji(a,x)
jS(a’ .73) Q(a,x) .

lij ()

E voltando em (2.11), temos que [ é solugao de

d
I(z) = [;88] Vz e E. (2.12)

Chegamos finalmente ao seguinte corolario:

Corolario 2.1.1. Considere uma espeficicagao Markoviana positiva comple-
tamente homogénea 7 = v(®) em (I'(d), E) com d > 1 e F espago de estados
finito com matriz de transferencia (). Para um estado de referencia fixado a € F,
existe uma relagao 1-a-1 entre as cadeias de Markov completamente homogéneas
1€ G(7) e as solugdes I € ]0, +o00[” da equagio

lQ(x)]d
l(x) = Vx € E.
@ =g
Esta correnspondencia é dada pela equagao

u(oauon) = 2 H l(og) H Q(0i,05), (2.13)

keoA <i,j>
{3,53NA#D

que é a equacdo (2.7) com [;; = [ para todo ij € §
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2.2 Transicao de fase para o Modelo de Ising

Voltaremos agora ao modelo de Ising na arvore de Cayley. Recorde que neste
modelo F = {—1,+1{ e o poténcial ¢ dado por
—Joo;5, se A={i,jle <i,j>
4" = { —ho, se A= {i}

0, c.c.

Denotaremos por G(J, h) = g(@jh) o conjunto das medidas de Gibbs desse
potencial. Nesta secgao, usando os Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, obteremos condigoes
sobre h e J > 0 que asseguram a existéncia de transigcao de fase, isto é, seremos
capazes de exibir explicitamente a regiao

{(J,n) e R* x R:| G(J,h) |>1}.

Comecemos observando que a especificacio v/" do potencial @jh é uma

especificacao Markoviana completamente homogénea. De fato, por definigao

h h
Qqijy(0) = exp {Ja,»aj + a1 + d-l—laj} )

e assim a matriz de transferéncia () é dada por
e Q) =exp {7 - )
i Q(+7 7) = Q(fa +) = eXp{*J}

o Q++) =exp{J+ 2y 1.

Pelo Corolario 2.1.1, existe uma correspondéncia biunivoca entre as cadeias
de Markov completamente homogéneas em G(J, h) e as solugoes de

_ <Z<—>Q<—,+> +z<+>cz<+7+>>d
(DR ) +IHQ+-))

considerando que a lei de fronteira [ estd normalizada em a = —1. A equagao
acima é equivalente &

o [Q(—,+)+8Q(+,+>]d (2.14)

Q(*7 7) + SQ(fa +)

e assim, achar as solugoes desta equagao equivale a achar as cadeias de Markov
completamente homogéneas em G(J, h).
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2.2
Substituindo @ em (2.14) obtemos
1 qd
e=7 4 se e2h(d+1)
5T | eTe2h(@r) 1 | go—J
e—2J +862h(d+1)*1
& logs=dlog TP e —
Fazendo a mudanga de variavel ¢t = h(d + 1)~ — %log s, ou seja,
s = 62t72h(d+1)71, (2.15)
obtemos
e=27 4 o2t
log s = dlog Lgh(dﬂ)—l i 62t2h(d+1)—12J]
2J | 2t
+e
=2dh(d+1)"' + dlog {4—2“‘])] :
Note que
cosh(t+J) et/ e+
cosh(t —J) et~/ 4 e/t
B et =(J=t) 4 g=t=J—(J—t) et qe
- et=J—=(J=t) 1 1 1 4 e2(t=J)’
e assim
&og |COSREHN) _ 1, hd A hd
9 % lcosh(t—J)| 2% T a+1 T d+1 d+1
Além disso,
110 cosh(t + J) cosh(t) cosh(J) + sinh(t)sinh(.J) |
2 cosh(t — J) cosh(t) cosh(—J) + sinh(t) sinh(—J) |
1 1+ tanh(¢) tanh(J)
=-lo = arctanh(tanh(J) tanh(t
5 {1—tanh(t) tanhi(J) = arctanh(tanh(J) tanh(t)),
e chegamos finalmente 4 equacao
t = h + darctanh(w tanh(t)), w = tanh(J). (2.16)

Definiremos ¢ (t) = arctanh(w tanh(t)).

Unindo (2.16) com os resultados da primeira parte concluimos a seguinte
proposicao.

Proposigao 2.2.1. Dados os pardmetrosd > 1, J,h € R com J > 0, existe uma
bijegao t — . entre as solugdes de (2.16) e as cadeias de Markov completamente
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homogéneas em G(J, h). p; é€ determinada pela equagao

1
pe(oavon) = - I bele) TI @il (2.17)
A <z, y> <z,y>
yEOA {z,y}NA#£D

= exp Z JO’iO'j+ZhO'¢+ Z Jcrioner(ai) ,

<z,y> i€A <z,y> yEDA
z,yeA zEAN,yeN®

(2.18)
. . —1
com lei de fronteira I(—) =1, [(+) = exp {2 (t —h(d+1) )} e b=logl.

Encontremos agora todas as solugbes de (2.16). Considere a fungao ¥ 4(t) =
dp s (t)—t. Dizer que (2.16) tem solugéo é dizer que h € ¥ 4(R), que nos motiva
a estudar esta funcfo. Note primeiro que ¥ ;4 é impar (pois ¢ (t)e — ¢ o s@o)
e por isso basta estudarmos a fungao em [0, +o00].

Como

o) (t) = [cosh(t — J) sinh(t + J) cosh(t — J) — sinh(¢ — J) cosh(t + J)}

cosh(t + J) cosh(t — J)2

N = N~ N

tanh(t + J) — %tanh(t —J)
tanh(t) +w  tanh(t) —w ] _ w 1 — tanh(t)?
1+tanh(t)w 1 —tanh(t)w| 1 — w? tanh(t)?

W ( cosh(t)? — sinh(t)? ) _ w
cosh(t)? — w? sinh(¢)? 14+ (1 — w?)sinh(t)?

concluimos que

dw

f]’d(t) 1 + (1 — w?) sinh(t)? -1 (2.19)

e ¢ uma fungao decrescente, pois sinh(t)? é crescente, em [0, 400 e portanto

U4 é concava em [0, +oo[ e a derivada assume méaximo em t = 0, ou seja,
\Il’J7d(t) < \I/de(O) =dw — 1.

Além disso, ¥;4(0) = 0 e limy_, 400 ¥y 4(t) = —o0. Com essas observagoes
obtemos o seguinte lemma

Lema 2.2.1. Dados d > 1 e J > 0 defina

h(J,d) = max(de,(t) — ] = —min [de, (t) — ] > 0.

Entao e equagéo (2.16) tem:

1. Uma tnica solugdo ¢, = t.(J,d, h) se | h |> h(J,d) ou h = h(J,d) = 0.

2. Duas solugdes t_ < t4, que dependem de J,d e h, se | h |= h(J,d) > 0.

3. Trés solugbes t_ < ty < ty, que dependem de J,d e h, se | h |< h(J,d).
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Vamos agora calcular h(J, d), o valor maximo de dy(t) —t. Temos interesse
apenas no caso h(.J,d) > 0 e isso acontece se e somente se ¥/, ;,(0) > 0. Mas

1 d+1
¥’ 4(0) = 0 & tanh(J) = d™' < J=tanh™*(d) = 3 log 7 + 1
e assim, denotando J(d) = 3 log 21 = tanh™'(d), obtemos:
e Se J < J(d), ¥/ 4(0) <0 e portanto h(J,d) = 0.
e Se J > J(d), ¥/ ;,(0) > 0 e portanto h(J,d) > 0.
O ponto de maximo local de ¥ ;4 satisfaz
dw
Lalt) = =1
74 =0 g e
dw—1
inh(t)? = ——
< sinh(t) T2
inh(t)? dw—1 d—w!
= tanh(t)? sinh(?) v v

B 1 + sinh(¢)? TIl-wltdw—1 d-w

d— w1t
< t = arctanh —_— .
d—w

. fd— w1
Concluimos que o ponto de méximo de ¥, é t;4 = arctanh ( d>
—w

e finalmente

h(J,d) = {d‘/’J(tJ,d) —tya, seJ>J(d)

0, se J < J(d)
dw—1 d—w?
-1 jow—1 1} -1 je-w
_ d tanh < = 1> tanh < F— ) ,  se J>J(d)
0, se J < J(d).

Podemos finalmente determinar a regiao de transigao de fase. Iremos mostrar
que

{(J,h) eRT xR :J > J(d),| h | h(J,d)}

¢ exatamente a regido onde | G(J, h) |> 1 no modelo de Ising ferromagnético na
arvore da Cayley I'(d).

Mais ainda, relacionaremos o conjunto das medidas de Gibbs com o conjunto
das medidas de Gibbs invariantes por translagdo: seja I = I(I'(d)) o conjunto
das transformagoes invariantes por translagao, i.e., todas as transformagoes 7 :
Q — Q da forma 7(w) = (w,-1(i))iev onde 7. : V — V & uma bijegao que
satisfaz < T.i,7T.j > sempre que < i,j >.

Denotando por My 1(€2, F) o conjunto das medidas invariantes por transla-
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¢a0, definimos
G(J,h) =G(J,h) N My 1(Q,F)

o conjunto das medidas de Gibbs invariantes por translacdo. E importante notar
que toda cadeia de Markov completamente homogénea é invariante por trans-
lacao.

Para cada uma das solucoes t_,t,,t, e ty dadas pelo Lema 2.2.1, associare-
mos, conforme a Proposicao 2.2.1, as medidas p—, piy, poi € py. |

Teorema 2.2.1. Considere o potencial de Ising ferromagnético com parametros
J > 0eh € R na arvore de Cayley I'(d) de grau d > 2. Considere J(d) e h(J,d)

definidos como anteriormente, entao

(a) Se J < J(d) ou | h|> h(J,d), entdo

(b) caso contrario, temos

ey iy € exG(J, h) NexGr(J, h)

| exG(J, )\ exGr(J, h) |= 00

Também é possivel provar que se | h |< h(J, d) entdo p; também pertence a
Gr(J,h). Como a prova usa uma teoria mais avangada de Cadeias de Markov,
omitiremos a demonstracao neste trabalho.

Demonstragdo. (1.) Primeiro, mostraremos que se t_ e t sdo, respectivamente,
a menor e a maior solugoes de (2.16) (ndo estamos excluindo o casot_ =t = t,)
e {lij 1 ij € B} ¢ uma lei de fronteira normalizada em —1, denotando

1
tij=h(d+1)""+ 5 logli;(+) Vij € B,

entdo t_ < t;; <ty, para todo ij € B.
De fato, fixada tal lei de fronteira temos que

ty=h+ Y esltn)  VijeB. (2.20)
keoi\{j}

Omitiremos o calculo que nos mostra essa equagao, pois ele é totalmente analogo
ao que nos mostra a equagao 2.16. Lembre-se que s é crescente e lim;_, o @y (t) =
J, e assim
ti; <h+dJ= lim h+dps(t) vij € B. (2.21)
t——+oo

Denotemos ¢ = h + dpy. Como (2.21) vale para qualquer ij € B e py é
crescente, substituindo tx; em (2.20) obtemos

ti; < h+dps(h+dJ) = ¢( lim () = lim () Vij € B.

t——+oo t——+oo
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Repetindo esse processo n vezes obtemos

tij < lim 9"(t) vij € B. (2.22)
Com isso, temos que a sequéncia (™ (00))nen, onde 9™ (00) = limy_y 1 o0 Y™ (¢),
é decrescente ("1 (c0) = " (1h(00)) < ¢h™(c0)) e limitada por ¢;; e portanto

.. 3 n
ty < lim gn(oo) <ty (2.23)
pois limy, 4 o %™ (00) € um ponto fixo de ¢ e t; é o maior dos pontos fixos. Um
argumento analogo mostra a desigualdade t_ < ¢;;.

(2.) Provemos agora (a). Suponha que J > J(d) ou | h |> h(J,d). Pelo
lema 2.2.1, a equagao (2.16) tem apenas uma solugao t,. Mas pelo passo ante-
rior temos que ¢;; = t, para qualquer outra condigdo de fronteira {l;; : ij € B}
e assim existe apenas uma cadeia de Markov em G(J, h) e pelo Teorema 2.1.1,
| exG(J, h) |= 1. Isso implica que | G(J, h) |= 1.

(3.) Suponha agora que J > J(d) e | h |< h(J,d) e entdo t_ < t.. Va-
mos mostrar que p_, s € exG(J,h). Como p_ e py sio cadeias de Markov
completamente homogéneas, isso implicara que p_, puy € Gr(J, h).

Seja p € exG(J, h) qualquer. Pelos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2, u é cadeia de
Markov e existe uma condigao de fronteira {l;; : ij € B} normalizada em —1
que representa p como em (2.7). Assim, para A € V e o € Q defina

p(oavon)
p((=1)auan)

_ H Lok (%) H Q(aiao_-j)

koA {i,1NA#D Q(=-)

TA,J(N) =

Seja {l;’; :ij € B} alei de fronteira que define py. Pela parte (1.), ¢;; < t4
e portanto l;; < l;; para todo ij € B. Dai rae(i) < raq(ps) para toda

u € exG(J,h). Como toda pu € G(J,h) é combinacdo linear de convexa de
elementos de exG(J, h) e rp » € linear em exG(J, h), essa desigualdade vale para
toda u € G(J,h). Note também que a linearidade de 75, no conjunto das
medidas extremais implica a linearidade em G(J, h), pois toda p € G(J,h) é
combinagao convexa de medidas extremais.

Suponha por absurdo que py nao é extremal. Sejam pi,pus € G(J,h) e

a € (0,1) tais que py = apq + (1 — a)uo. Entdo, como ry , € linear,

Ao (1) < arao(pr) + (1 — a)ra,o(p2)
=70 (1) < 7Ta e (p2).
Analogamente conseguimos mostrar que ra »(t2) < ra (1) € assim ry (p+) =

A o(t1) = ra,-(p2) para todo A € V e o € Q o que implica que iy = pg = pig,
pois somando sobre todas as configuragoes oausa obtemos

1 1 1
- - A o

pr((=1)avan)  py((—1)auan) {i,j}NA#£D Q-0
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e assim

Ao (4) = a0 (p1) = p1(oavan) = w4 (oavon)

Analogamente mostramos que pio = ji4 e que g_ também é extremal.

(4.)Finalmente, mostraremos que exG(J,h) \ exGr(J,h) tem infinitos ele-
mentos quando ¢— < t;. Para isso, fixe t € |t_,t4| qualquer, diferente de
ty caso esse exista. Definimos a sequéncia (tn)nen recursivamente tomando
t1 =t ety = h+dpy(ty). Isso é possivel pois a funcio v = h + dpy é
uma bije¢ao do intervalo [t_,t] nele mesmo (Y(t_) = t_, Y(ty) =t e é
estritamente crescente). A sequéncia (t,),en € monodtona e converge para um
dos pontos fixos. Fixemos uma raiz arbitraria k € V e definimos ¢;; = ¢, se
d(k,i) = d(k,j) + 1 = n. Isso define t;; para todo ij € gk Para ij €* ﬁ, tij
é unicamente determinado pela equagio de compatibilidade (2.20) (isso é facil
ver por indugao em d(k,1)).

Assim, a familia {l;; : ij € 3} definida como [;;(—) = 1 e [;;(+) =
exp (2tij —2h(d+ 1)_1) é uma lei de fronteira e a cadeia de Markov v; a ela as-
sociada pertence a G(J, h) mas ndo é completamente homogénea. Para concluir
a demonstragado, mostraremos que a familia {v; : t— < t < t;} é linearmente
independente e portanto, como toda v; é combinagao linear de medidas extre-
mais, exG(J, h) tem infinitos elementos enquanto exGy(J, h) tem no maximo 3
elementos.

Suponha que v,0) = 27]2121 QU Vy(ny, COM 25:1 an, =1, a; € (0,1) e <
t() < ¢, para todoi = 1,...,N. Sejam {lgjl-) 1ij € E} Z(N) 1ij € ﬁ}
as condicoes de fronteira associadas a, respectivamente, v,q), . . I/t(N) Se {l;; :

ij € ?} é a condicao de fronteira de vy, vamos mostrar primeiro que para

todoyzeﬁkenm—l , ,l§7 {l(m.

Para um tal ji € gk fixo, existe j' € 91, j' # j tal que j'i € g’“ Mais
ainda, d(j', k) = d(j, k) e assim, paratodon =1...,N ) = t( ) o que implica

s Y
que l(n) = l;n) Como todas as condic¢oes de fronteira sao normahzadas em —1,

se escolhermos A = {i} em (2. 7) e calcularmos na configuracdo onde todos os
vértices sao —1 exceto em j e j', obtemos

w(ojop (—Dyoonggy) =% [ i(=Dli(o)lyi(o;) [ @y (0)

keoi\{j,j'} JEDL
= Zilji(o)lyi(oy) [ Quigy ()
j€di
N
Z Z,”lg?) l( ) (o) H Q{w}
n=1 Jj€EOI

() _

Assim, como l i

se nomearmos ¢, = Z;'/Z; obtemos

Li(o)i(o0) Zancn (o)1 (o0) (2.24)

n=1
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para quaisquer configuracoes 0,05 € {—1,+1}. Escolhendo uma das configu-
ragoes como —1, obtemos

Lii(x) = Ljri(x Z ancnl(”)

Observe por fim que
1 () = 18(e;)] = 0 2.25
QU O Crn C | i (05) ji (05)] . (2.25)
n,m=1
De fato, a equagao acima é equivalente &
N
Z amancmcnl§i )( l(m) Z amancmcnl(} )(oj)l§?)(aj).
n,m=1 n,m=1

Por um lado,

N N
Z amancmcnlgzn)(aj)lj(?)(aj) = Z ((szcml;z )(O'j)lj(m)(—l)> (OlnCnlﬂ (o )l(n)( ))
n,m=1 n,m=1

= iamcml( ™) (m) ) (Z ancnl( Mo (")( 1))
= (ljz‘(ij)lj/i(*l))2 = lji(04)?,

e por outro

N
Z amancmcnlj(i )( )l(m) Zancn Li(o)ri(oy)

n,m=1 n=1

N
=1i(07)* Y ancnlii(—1)li(—1) = 1ji(07)%1ji(=1)* = Li(o;)*.

Finalmente, de (2.25), concluimos que l( = l( para todo n,m = 1,...,N

— .

e ji € ﬁk e assim, lj; A igualdade para ij €F § segue da construgao

de l;;, que depende apenas dos elos em gk Isso mostra que vp0) = Vi
paran = 1,..., N, que conclui a prova que {1 : t_ < t < t4} & linearmente
independente. O

D4 demonstragao do Teorema 2.2.1, mais especificamente da parte (4.) da
demonstracao, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 2.2.1. Sejam 7 uma especificagao Markoviana positiva completa-
mente homogeénea e p1,...,un € G(v) cadeias de Markov distintas associadas

{Z(N)

as leis de fronteira {l(l) ij € B},. ij € ?} normalizadas em um es-

tado @ € E. Se para todo ij € B existe um k € 0i\ {j} tal que l( ) = l,(;;) para
todo n € {1,..., N} entdo toda combinagao convexa das medldas Hlyeeoy IN
nao pode ser uma cadeia de Markov.



Capitulo 3

Cadeias de Markov
Invariantes por Translacao
para o Modelo de Potts

Neste capitulo, semelhante ao que fizemos no capitulo anterior para o modelo
de Ising, encontraremos todas as medidas de Gibbs invariantes por translagao
que sdo cadeias de Markov no modelo de Potts na arvore de Cayley de grau
d > 2. Trataremos apenas o caso ferromagnético com campo externo nulo.
Como antes, ¢ importante notar que essas medidas nao sao necessariamente
extremais no conjunto das medidas de Gibbs, mas o sao no subconjunto das
medidas invariantes por translagao, que serd mostrado no final do capitulo.

3.1 Leis de Fronteira do Modelo de Potts

Lembre-se que no modelo de Potts o espago de estados é E = {1,...,q} eo
potencial é dado por

~Jbg,0;, se A={i,jte <i,j>
®y = —hbi,,, seA={i}

0, c.c.

Aqui, consideraremos o caso ferromagnético (J > 0) com campo externo nulo
(h = 0). Denotaremos por Gs(J) = Gg(v®) o conjunto das medidas de Gibbs
com inverso da temperatura § > 0. Ja o conjunto das medidas em Gg(J) que s@o
invariantes por translagao sera denotado Grr(J, 8) Novamente, a especificagdo
+® associadas a esse potencial ¢ Markoviana e completamente homogénea com

Qi1 (o) = exp {6J(5gmj} , Vi, j e I,

e assim a matriz de transicao () é dada por

Qi,j) = exp {000, } , Vi, g €4{1,2,...,q}. (3.1)

Como anteriormente, pelo Corolario 2.1.1, existe uma rela¢ao biunivoca entre

31
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as cadeias de Markov em Gyr(J, 8) e as solugbes de
[zQu)r: L 19)QG:) ]

1Q(0) T 15)Q0.0)

[ =110+ G) + 1

- SIS 1) + e

considerando que a lei de fronteira estd normalizada em ¢. Assim, denotando
0 = exp{BJ}, achas as cadeias de Markov em G;r(J,3) equivale a achar as
solugoes de

1(i) =
d
, i=1,2,...,q—1

d
0—1)z + -1, 4
%:[( )z Eﬁij , i=1,2,...,q—1 (3.2)
0+ Ej:l Zj
Nomeando b; =Inz;, i =1,...,q — 1, a equacao acima é equivalente a
f—1)ebi + 39 e +1
hi = dln -1 251 , i=1,2,...,q—1 (3.3)
0+ Z?‘:l ebi
Comecemos com a seguinte proposicao:
Proposicao 3.1.1. Dada z = (21, 22, .. ., 2q—1) soluc@o do sistema (3.2), existe

M c{1,2,...,q—1} e z* > 0 tal que

1, ifi¢ M
Zy =
z*, ifieM

Demonstracio. E facil ver que z; =1 é solugao da i-ésima equacao do sistema.
Definimos entdo M = {i € {1,2,...,¢ — 1} : z; # 1}. SPG podemos assumir
M=A{1,2,....m}, m<qg—1,assim z; = 1 parai =m+1,...,¢ — 1. Vamos
agora provar que 21 = ... = Zp.

Para cada i € {1,...,q — 1} denote z; = {/z;, e de (3.2) obtemos, para
1<1<m

@-Dad+¥iad 41 (B—Daf+30 al+g—m
0+ 397" ad O+>" ad+qg-—m—1

€Tr; =

Como x; = 1 é raiz desse polindémio somos levados a calcular
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(0 -1zl —0+1

i— 1= ™m
‘ 0+>" 2l +qg—m—1
& (0 — 1)@ — 1) + (2 — DO _ 2l +q—m) = (0 — 1)(zf - 1)
u=1
2, — 1) 2l +qg—m moal4g—m
o (9_1):( )(Zd_l ): %2_1 -
zd — iz 4zl 4.+ 1)

na tdltima igualdade usamos a identidade

n—1
a—=b" = (a—0) <Z a"_l_ibi> .
i=1

d—2

Mas por essa igualdade temos que para todo ,j € {1,2,...,m}, z;(z;” ° +
xf_?’ +...4+1)= xj(x;l_Q + x?_3 +...+1) e portanto z; = z;. O
Com essa proposi¢ao vemos que para cada solucao de
d
@+m—-1)z+qg—m
= = 34
2= fm(2) {mz—l—q—m—l—i—@ (34)
comm=1,2,...,q— 1, podemos associar (q;Ll) cadeias de Markov invariantes
por translacdo em Gg(J). Mais ainda, o seguinte lema nos mostra que basta
conhecer as solugoes de (3.4) para m = 1,...,[4] (aqui, [a] é o maior inteiro
menor que a).
Lema 3.1.1. Se 2, ¢ uma solu¢io de (3.4) com m = my, entao 2, é solugao
de (3.4) com m = q —my.
Demonstragdo. Basta notar que
fn(2) (9+m—1)z+q—md
Z) =
m mz+60+qg—m-—1
C[0+m—1+(g—m)z"" d_ 1
a m+(0+qg—m—1)z"! B fo—m(z71)
O

3.2 Medidas Invariantes para o Modelo de Potts

Estamos prontos para demonstrar o principal teorema desse capitulo. Cha-
maremos as cadeias de Markov em Grr(J, 3) de Medidas de Gibbs Splitting
Inveriantes por Translagdo (MGSIT).

Teorema 3.2.1. Para o modelo de Potts ferromagnético (J > 0) na arvore
de Cayley, de ordem d > 2, existem temperaturas criticas Te, = T¢.m(d,q),
m=1,2,...,[4] tais que
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1. Tc,l > TC,Q > > Tc,L%L > T
2. Se T'> T, , existe uma tnica MGSIT;

3. 8¢ Tepyr < T < Tepn para algum m = 1,...,[2] — 1, existem 1 +
23" (9) MGSIT;

4. Se Ty, #T < T, |4, existem 29 — 1 MGSIT;

211 se q é impar

)
2¢-1 (q_l)7 se q é par

5. Se T'=T,,, o nimero de MGSIT ¢é {
q/2

Provaremos primeiro quando d = 2 pois neste caso obtemos férmulas expli-
citas para as temperaturas criticas

J q

(1 2ymlg—m)

Denotemos novamente x = y/z. Como vimos anteriormente, na demonstra-
¢ao da Proposigao 3.1.1, (3.4) pode ser reescrita como

Tc,m = Tc,m(2a q)

0-1) = ma:d—l—q—m _mm2+q—m
Top(@ 4l 4 1) x
=3 ma? — (0 —)a +q—m. (3.6)

Esse polinémio tem raizes

0—1—+/(0—1)2—4m(qg—m)

0—1+4 /(0 —1)2—4m(qg—m)

x1(m) = , Ta(m) =

2m 2m

se >0, =1+2m(g—m),m=1,2,...,q—1, e como 0,, = exp(J/Te.,m),
obtemos (3.5).

Algumas observacoes importantes sdo:

Observagdo 2. (i) Se x > 0 é uma solugdo de (3.6) para m = m; e m = mqy
com mj # meo entao x = 1.

De fato, se x satisfaz

ma? — (0 — a4+ q—my, max? — (0 — 1)x 4+ ¢ — my
entdo, subtraindo as equagdes acima obtemos (m; —mg)(z?2 —1) =0 e
portanto x = 1.

(ii) As raizes z1(m) e x2(m) sdo diferentes de 1 se 6 # g+ 1.



3.2 MEDIDAS INVARIANTES PARA O MODELO DE POTTS

Suponha que z1(m) = 1, entéo

2m = (0 —1) — /(6 — 1)2 — dm(q — m)

= (2m — (0 —1)?) = (0 — 1)*> — 4m(q — m)
= 4m? — 4m(0 — 1) = —4m(q —m)
= m—(0@—-—1)=m—-qg=>0=q+1.

A prova para xo(m) é anéloga.

(iii) Se @ = g + 1 entao

1, se q > 2m 1, se g < 2m
x1(m) = ;o w2(m) =
L —1, seq<2m

Em particular, z1(m) = zo(m) = 1 se ¢ = 2m.

De fato, como 6 = ¢ + 1,

q—+/q% — dmq+ 4m?

2m
q— (q2m)2_{1, se q > 2m

z1(m) =

2m L -1, seqg<2m
e novamente, a prova para :I:g(m) é totalmente analoga.
(iv) O =604-me by <Oy <--- <9L%J <qg+1.

Com essas observagoes podemos provar a seguinte proposi¢ao

Proposigao 3.2.1. Sejad=2eJ >0

35

1. Se 6 < 0 entdo o sistema de equagdes (3.3) tem uma solugdo tGnica by =

0,...,0);

2. Se 0, < 0 < Opyq1 para algum m = 1,2,..., 2] — 1 entdo o sistema de

equagoes (3.3) tem solugoes

—1
b():O, bli(s), bgi(s), iil,..., <q >

s
. q—1
lli(q_s)) béz(q_s)a Zzl7"'7<q_s>7
com s = 1,2,...,m, onde bj; (resp. b};), j = 1,2, é um vetor com s (resp.

g — s) entradas iguais 4 2Inz;(s) (resp. 2Inz;(g—s)) e asoutras ¢g—1—s
(resp. s — 1) entradas restantes iguais a zero. O nimero de solugbes dessa

forma é

1+2§: (Z)
s=1
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3. Se fla) <0 #q+1, existem 29 — 1 solugoes para (3.3);

4. Se 8 = g+ 1 entdo o namero de solugoes para (3.3) é

2¢- 1, se ¢ é impar
2¢—1 (‘2721), se g é par

5.8¢ 0 =0, m=1,....[2], (0] # ¢+ 1) entdao by;(m) = ba;(m) e o
)

niamero de solugdes de (3.3) é

Demonstragao. 1. Trivial, pois todas as raizes z1(m) e x2(m) sdo imaginarias
2. Se O, < 0 < Opy1 para algum m = 1,2,...,[2] — 1, pela observagao
(i), todas as raizes x1(s) e xa(s) com s = 1,...,m sdo reais e distintas

e para cada uma dessas raizes existem (q;l) solugbes de (3.3). Mas pela
Observagao 2.(iv), 8g—m—1 > 6 > 04—, > -+ > 0,1 € por um argumento
totalmente anélogo, para cada s = 1,...,m e cada uma das duas raizes
b1(q — s) e ba(g — s), existem (g:i) solugdes de (3.3). Como ainda temos
a solugao trivial by = 0, o nimero de total de solugoes fica

v () + (1)) — e (9)

3. Caso 0 > 0|4 se ¢ for impar ndo teremos nenhum m € {1,2,...,[{]} sa-

tisfazendo m = g—m e portanto o nimero de solugoes ¢ 1423, [4](?) =
29 -1

) q . .
A~gorau7 se q é par, m = 4 = ¢ —m e assim as solugdes x1(m) e x1(q — Zn)
sao iguais, assim como xo(m) e z2(¢—m). Portanto, o ntimero de solugoes
é

q/2-1

1+<q32>+2 Y o=20-1

s=1

4. Neste caso, pela Observagao 2.(iii) apenas uma das raizes sera diferente
de 1 e assim, similar ao caso anterior, teremos

{1 + Zﬁjl (‘;), se ¢ é impar

L+ Zs%;f (1) =207t — (’31721), se ¢ ¢ fmpar
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solugoes. Na tltima igualdade usamos que %(q?z) = (‘51721) e portanto
51 a1 (q
1+1+2377 (9
1 _ s=1 \s
+2 ;

s=1

L1 ()
2

Il
|

[N
5
-
|

T
)

< |
B
~

5. No valor critico § = 6,,, a equacdo (3.6) tem apenas uma solugéo e por-
tanto o ntmero total de solugoes é semelhante ao caso 2., bastando omitir
o fator 2 de (7). Obtemos entédo

m—1
1+ <q) + <q> solugoes.
m — \$

S

O

Finalmente podemos demonstrar o Teorema 3.2.1, usando passos semelhan-
tes as Observagoes 2 agora para um d > 3 qualquer.

Proof of Theorem 3.2.1. Passo 1. Mostraremos primeiro que para cada m =
1,...,9—1 aequagdo (3.4) tem no maximo 3 solugdes. Tomando z = ¥z, como
feito na demonstragao da Proposicao 3.1.1, podemos reescrever (3.4) como

B (x — 1)(ma? +q—m) B (x —1)(mz? +q—m)
(6-1)= xd -z Sz —D)(zd 24+ 1)
s (z—1D(mzY) +q—mz@2+ - +1))=0.

Nomeando
om(@.0) =mz? — (0 -1 4272 f 1) fg—m
obtemos que (3.4) é equivalente a
(x — 1)pm(x,0) = 0.

E um resultado conhecido que o nimero de raizes positivas de um polinémio
nao ultrapassa o numero de vezes que os coeficientes mudam de sinal, veja por
exemplo [7], e por isso a equagao

tem no méaximo duas solugoes positivas.

Passo 2. Neste passo vamos mostrar o analogo das Observagoes 2.(i) e 2.(ii)
para quando d é geral. Mostremos primeiro que se > 0 é solugdo de (3.7) para
m =1 e m=mgy com m; # my entdo = 1.

De fato, para um tal x, subtraindo ¢,,,(x,0) de ¢, (z,0) obtemos (mqg —
my)(x% — 1) =0 e portanto = = 1.
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Agora, x = 1 é uma das solugdes de (3.7) se e somente se @, (1,60) =0 <

—(0-1)(d-1)+¢=00=0.= dj;i;l. Mais ainda, assumindo que x =1 é

uma solugao de (3.7), podemos dividir o polinémio ¢,,(z,8) por z — 1 obtendo

om0 ma? 1) — (@ - 1)@ ) g
dJm(IE,@c)— -1 (J;_l)
m(:c—l)(xd_l+--~+1)—ﬁ($d—1+...+x)+q
(z—1)
_ g [r@f?4 41— (d-1)
mZx—d_l_ — }

_ ; q [@'—1)—d(=-1)
_mzx_d—l_ (x—1)2 }

d—1 [d—

:mei—ﬁ (d—l—i)xi]

1=0 3

N

I
=

e assim a segunda solugao de (3.7) seré 1 se e somente se ¢, (1,0.) =0 < md =

ﬁ |:(d—1+;)(d—l):| &q= 2m.

Passo 3. Mostraremos agora que existe um tnico valor critico 6,, tal que
a equagao @m(z,0,) = 0 tem uma tnica solugio. Note que, fixado § € RT,
lim, 00 om (2, 8) = +00 e portanto existe um ponto de minimo local de ¢, (z, )
em |0, 4+oc[. Além disso, como

or(@,0) =mdz™ — (0 - 1) [(d—1)z" 2+ (d—2)2" 2+ +1] (3.8)

pelo teorema mencionado anteriormente, ), tem no maximo uma raiz e por-
tanto o ponto de minimo de ¢, (x,0) ¢ tnico, mais ainda, p,,(x,0) = 0 tem
uma solugao tnica quando esse ponto minimo é zero.

Tome 6, tal que @,,(x,0) tenha valor minimo zero (a existéncia de um
tal 6,, se da pela continuidade de ¢,, em relacao & 6 e ao fato de que para
valores suficientemente grandes, resp. pequenos, de 8 o valor minimo de ¢(z, 6)
é negativo, resp. positivo ). Entao existe z que satisfaz

. {somu,em)

8 (3.9)

O (@, 0m)

Esse sistema de equagoes nos da também a tnicidade de 6,,,, pois da primeira
equacao obtemos

. mxd+.q—m
_$d_1+l‘d_2+"'+$

(O — 1) (3.10)
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e substituindo na segunda equacao obtemos

md(z2@=D 4 g2@-D=1 4y pdy oy {(d C 1)@ g Id}
—(g—m)[(d—1)2? 2+ +1]

d—1 d—1
my i = (g —m) Y iat T = 0. (3.11)
i=1 i=1

Como o polindmio acima tem uma tnica raiz, digamos x = x, = x.(m), o valor
critico 6,,, é dado, tinicamente, substituindo em (3.10)

d
mxy, +q—m
O =1+ 35 !

—r 3.12
e (312

Passo 4. Mostraremos agora algo analogo a Observacao 2.(iv). Definindo a
temperatura critica T, ,, = J/In(6,,) temos a igualdade T¢ ,, = Teg—m (Om =
0g—m). Isso segue diretamente da igualdade

me(x’ 0) = 'rd@q—m(xila 0)

Vamos entao mostrar que a temperatura critica 7., ¢ uma funcao decres-
cente de m = 1,..., 4] e portanto elas sao distintas. Para provar isto, mostra-
remos que z, ¢ uma funcao decrescente de m e que 6,, é uma fungao decrescente
de z,, e assim, #,, é uma fungao crescente de m.

Pela equagao (3.11), podemos escrever m como fungao de x,:

Yoy it
m = §(zx) com §(r) = ¢ g5 —.
2?211 i(@i=1 4 g2d—i=1)

Derivando, por uma simples aplicagao da regra do quociente, obtemos
d—1 d—1 .. . i
B > ic1 Zj:l ij(2d — i — j)a*dtizi=?

£(z) = (Zf;f i(zi=1 + x2d‘i_1))2

<0,

e portanto m é uma fungao decrescente de x,. Consequentemente, x, = £~ 1(m)
é uma funcgao decrescente de m.

Agora vamos escrever 6, como uma func¢ao de x,, substituindo m = &(x,)
em (3.12):
E(z)(x —1) +q

Om =n(ze) =1+ (3.13)

Derivando obtemos

@)@ = 1) S 2t + &) ) ((d— D)t a1 — g3 iad

e (Siter)
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Substituindo as formulas para (z) e £'(z) na equagdo acima obtemos

q
nl(x) = - 2 2)(

(Zgz_ll xz) (Zfz_ll izt + 1’2‘1*2'*1)>
d—1 d—1d—1
. (Z m) S S ij(2d — i — )RS | 4

i=1 i=1 j=1
d—1 ) d—1 ) ) d—1 ) )
+ (Z ile) < i($171 + x2d11)> <Z (Z‘:L,2d7271 _ (d _ i)xd+zl)>‘| ,
i=1 i=1 =1
(3.14)
mas
d—1

d—1
. .
(ZxQd—l—l _ (d _ d+z 1 2 Z.’I‘Zd i—1 E l/x2d—z —1 =0

i=1 =1

com i = d — i, e portanto, de (3.14) obtemos

(- 1) (Z L3 i(2d — i — j)atdtivis 3)

n'(z) = —q PR — (3.15)
(Zi;1 xz) (Zz Li(zie1 +x2d—z—1))
Note agora que (1) = ¢/2 e assim, como ¢ ¢é decrescente, para m = 1,...,[1]

temos z.(m) > 1 e portanto 7(z.(m)) < 0. Assim, 6,, é uma fungao decrescente
de x,, como queriamos demonstrar. Mais ainda,

maxn(z) = (1) = 0 = 1 + —

z>1 d—1’ (3.16)

e usando a formula 6,, = exp(J/T¢ ) obtemos Tp 1 > Tpo > -+ > Te gy 2 Ter.

Passo 5. Iremos finalmente calcular o numero de MGSIT. Nos passos acima
mostramos que, para qualquer m = 1,...,|2], se T' > T¢ », a equagao (3.4) tem
uma unica solugdo z =1, se T' = Ty, a equacdo (3.4) tem duas solugdes z = 1
ex =1 eseT < T, aequagdo tem trés solugdes distintas z =1, . = 2’ e
z = z”. Note que esse numero de solugdes independe de d e assim o nimero
de solugoes ¢ igual ao caso d = 2 e da mesma forma que fizemos na Proposigao
3.2.1 obtemos o numero de MGSIT. O

Por tltimo, podemos mostrar um teorema que nos mostra uma certa extre-
malidade das MGSIT.

Teorema 3.2.2. Se G;r denota o conjunto das MGSIT, entdo toda medida
W € Grr é ponto extremal do fecho convexo de Gyr.

Esse teorema diz, de modo equivalente, que nenhuma medida pu € Gy €
combinacio convexa de outras medidas em Grr \ {}. E importante notar
que isso nao impede que p seja combinagdo linear de medidas de Gibbs néo
invariantes por translagao.
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Demonstra¢do. A demonstragdo é uma aplicagdo simples do Corolario 2.2.1.
Suponha que p € Gy seja escrita como

p=Y_ aip, (3.17)
1—1

com » i o; =1, a; € (0,1) e p; € Gy para todo j = 1,...,n. Como as me-
didas p; sao invariantes por translacao, suas condigoes de fronteira claramente
satisfazem as hipoteses do Corolario 2.2.1 e portanto p nao pode ser cadeia de
Markov. O
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Apéndice A

Teorema de Extensao de
Kolmogorov

Dedicaremos esta sessdo a demonstrar, segundo [8], o teorema de extensdo
de Kolmogorov, teorema fundamental para a mecéinica estatistica classica. Ire-
mos primeiro revisar alguns conceitos importantes.

Dado uma familia de conjuntos (X,)aeca, definimos o produto cartesiano
XA = ][, ea Xa como o conjunto de todas as |Al-uplas 24 = (24)aca indexa-
das por A, com z, € X, para todo a € A.

Para 8 € A qualquer definimos 7g : X4 — Xg a projecao candnica de X4
em Xg, i.e., 7((Ta)aca) = xp. Mais geralmente, dado B C A podemos definir a
projecao mp : X4 — Xp da maneira esperada, mp((za)aca) = (z5)sen. Mais
ainda, para C C B C A podemos definir a subprojecao mcp : Xp — Xc¢
como mop((28)ser) = (Xa)acc. Note que estas projecdes satisfazem a lei de
Ccomposi¢ao Tp. ¢ © Tc«p = Tp« p para quaisquer D C C C B C A.

Agora, dado uma o-algebra Bg de Xg, podemos fazer o pullback por 7g e
obter a o-algebra de X4

75(Bs) = {n5"(Bp) : Ep € Bg}.

Podemos agora definir a o-algebra produto

Ba=[] Bs =0 (Upeams(Bp)).
BeA

Duas propriedades importantes da o-algebra produto sao:

e B4 ¢ a menor o-algebra que faz com que mg seja mensuravel para todo

seA
e Para cada B C A, a fungdo ng : X4 — Xp é mensuravel.
e Se A é enumeréavel, B4 é a o-algebra gerada pelos retangulos.

43
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Vamos agora construir medidas no espago (X4,B4). Dada uma medida
qualquer p 4 neste espago, podemos induzir medidas pushfoward pup = (75)«/t4,
isto é,

15(Ep) = pa(rg' (Ep)), VEp € Bp.

Estas medidas obedecem
(ToeB)«liB = pc sempre que C C B C A (A1)

Chamaremos essa propriedade de compatibilidade. O que o teorema de Kolmo-
gorov diz é que conhecendo as medidas {up : B C A, Bfinito}, se essas forem de
probabilidade e satisfazerem uma propriedade que chamaremos de inner regular,
entao a medida p4 existe e é tnica.

Definicao A.0.1. (Inner Regular) Um espago de medida inner regular (X, B, y, d)
é um espago de medida (X, B, 1) munido de uma métrica d que satisfaz:

1. Todo conjunto compacto é mensuravel.

2. u(E) = sup{u(K) : K C E, Kcompacto}, para todo E mensuravel.

Dizemos que uma medida p € inner regular se ela esta associada a um espago
de medida inner regular. Muitas medidas importantes sao inner regular, a saber
as medidas de Lebesgue, de Dirac, de contagem, de Radon, assim como toda
medida de Borel finita em R%.

Uma ferramenta fundamental na demonstragao do teorema de expensao de
Kolmohorov é o teorema de extensao de pré-medidas de Hahn-Kolmogorov. Para
enunciar este teorema precisamos de duas defini¢oes.

Definigao A.0.2. (Algebra) Dado um conjunto X, uma dlgebra em X é uma
colegdo B de subconjuntos de X satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) 0 eB.
(ii) FeB=E°=X\FEe€B.
(ii) E,Fe B=FEUF €B.
Definicao A.0.3. (Pré-medida) Uma pré-medida em uma algebra By é uma me-
dida g : By — [0, oc] finitamente aditiva que satisfaz po (U3, En) = Yoo po(En)
sempre que (E,)nen for uma colegido de subconjuntos disjuntos de By com

U;’Lc:lEn € Bp.

Teorema A.0.3 (Hahn-Kolmogorov). Toda pré-medida po : By — [0,00] em
uma algebra By de X pode ser estendida para uma medida u : B — [0, 00}, onde
B ¢é uma o-algebra que contém By. Além disso, se ug for o-finita e p' : B/ —
[0, 00] for outra extensdo de pg, entdo p = p' em BN B'.

Estamos prontos para demonstrar o teorema de Kolmogorov.

Teorema A.0.4. (Extensao de Kolmogorov) Seja ((Xo, Ba); Fo)aca uma fami-
lia de espagos mensuréveis (X, B,) munidos de uma topologia F,,. Se para cada
B C A finito for dada uma medida de probabilidade pp sobre Bg = HaEB B.,
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inner regular com a topologia produto Fg =[], Fa, obedecendo a condigio
de compatibilidade (A.1)

(TewB)«lbB = pc sempre que C C B C A,

entdo existe uma tnica medida ps em B4 com satisfazendo (7p).pua = pp
para todo B C A finito.

Demonstracao. Seja By o conjunto de todos dos subconjuntos de X 4 da forma
ng(EB) com B C A finito e Eg € Bg. E fécil ver que By é uma algebra e esta
contida em By4. Definimos entdo a fungao pg : By — [0, 00] como

po(E) = pp(Ep)

sempre que E é da forma 75 (Ep), B C A finito.

Vamos primeiro mostrar que g estd bem definida. Sejam B, B’ C A fi-
nitos com F = Wl_gl(EB) = W;}(EB/). Como EB = 7TB<—BUB’(EBUB/) e
EB/ = WB/HBUB/(EBUB/) com EBUB’ = TBUB’ (E) ]'__‘)1’1‘55107 pela condi(;:io de
compatibilidade

pe(Ep) = NBUB/(WJELBUB/ (EB)) = pun' (Epup’)
ps(Ep) = pup (g pop/ (Ep)) = paus (Epup),
pois

7T}§<1—BUB' (EB) = Tpup (WJEEJB/ (7TJ§<1—BUB'(EB)))

= mpup (15 (EB))
= 7pup (F) = Epup’
e, analogamente, wg,LBUB,(EB/) = Epup. Assim, up(Ep) = pup(Ep/) e

1o(F) esta bem definida. Além disso ug(X4) = 1, pois X4 = np(Xp) para
qualquer B C Ae up(Xp)=1.

Vamos mostrar agora que pg € finitamente aditiva. Sejam B, B’ C A finitos,
Ep € B, Ep/ € B' tais que 75" (Ep) e 75/ (Ep/) sdo disjuntos. Como

w5 (Ep) Ung (Bp) = mplp (Tp pup (EB) UTple pup (Ep))
temos que
MO(WL_al(EB) U 7T§/1(EB’)) = KBUB’ (WJELBUB/ (Ep)U 7TJgfleBUB/(EB’))

= UBUB’ (WJ;LBLJB’ (EB)) + pBUB’ (Wg’leBuB’(EB/))
= up(Ep) + pup (Epr),

onde a primeira pentultima e dltima igualdade valem, respectivamente, pois os
dois subconjuntos sao disjuntos e pela condigao de compatibilidade.

Para concluirmos que g é pré-medida falta apenas mostrar que se F' € By
¢ uma unido enumeravel F' = U2, F,, com (F,),eny em By disjuntos, entao
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po(F) = 3207 po(Fh).

Para cada N € N, considere Gy = F \ UY_,F,. Entdo (G,)nen ¢ uma
sequéncia em By decrescente com N G, = (). Como pg ¢é finita e finitamente
aditiva, basta mostrar que lim, 4. po(Gr) = 0.

Suponha que nao é este o caso, i.e., sem perda de generalidade, Je > 0 tal
que po(Gn) > € > 0 para qualquer N E N. Como Gy € By, Gy = 7, L (EN)
para algum conjunto finito By C A e algum conjunto En By- mensuravel

Podemos assumir que By sao crescentes em N, se nao o forem, tomando
B?v =UN_ByeE\ = 7TB]' ey (En), teremos Gy = ﬂ-g;lv(ﬁgj];]HB;V(EN)) =
7TB, (E'). Agora, como os conjuntos G sdo decrescentes, i.e., w,}}vﬂ (Eny1) C

N(EN), temos a seguinte inclusdo:

—1 —1
EN+1 C Ty yuBy,, (BN) = Ty py,, (BN)-

Como as medidas sao inner regular, para cada N existe um compacto Ky de
En tal que

pey(Kn) > ppy (En) — /28

Tomando K = N¥ 17TB By (Kn) teremos K} compacto e satisfazendo

Ex\Ky CN_ Ex\75' g5 (Ky)
- mg:lﬂ—];lleBN (En) \ngeBN (Kn)
- ﬂg:lﬂ—lg,lleBN (En \ K»)

e portanto
N
pey (ENn\ KN < Z B,LHBN (En \ Kn))
r v
= Z NORV:HESY ST
n=1 n=1
Dai,
N € €
KBy (K;L) > HBN (EN) - Z on+1 ia
n=1

e em particular K é ndo vazio. Além disso, por construgio temos que
/ -1 /
Ky C ”BN<—BN+1(KN)

e assim os conjuntos Hy = 75 (KN) sao decrescentes em N e vale Hy C Gy
pois K}y C Ey, portanto N3_, HN = (.

Agora, para cada N € N, escolha zy € Hy qualquer. Observe que fi-
xado Ny qualquer, mp, (zn) € Ky, para todo N > Ny, pois Hy C Hp,.
Assim, tomando Ny = 1, como Kj é compacto, existem uma subsequéncia
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(TNy, Jmen de (zn)nen tal que a sequéncia (7, (TN, ,,))men, que estd em K7,
¢ convergente. Da sequéncia (xn, ,, )men podemos extrair uma subsequéncia
(TN, )men tal que (7B, (TN, ))men € convergente e estd em Kj. Mais geral-
mente, podemos obter subsequéncias encaixadas (zn;,,, )men, J = 1,2,..., tal
que (7, (TN, ,,))men € uma sequéncia em K convergente.

Considere agora a diagonal (zy;,, ,, Jmen. Vamos denotar 2y, . = (Ym,a)acA-
Por construgao, para cada j a sequéncia (7, (2N, ,.))meN = ((Ym,a)aeB; )meN
é convergente e estd em K ]’ Como este conjunto é compacto, o ponto limite
da sequéncia, que denotaremos por (Yo )aesn;, estd em K ; Em particular dado
B € U3, Bj, (Ym,s)men converge para yg quando m — oo.

Finalmente, considere y = (Yo )aca uma extensao qualquer de (yg)geu;-;lgj.
Entédo y € Hy para qualquer N, o que contradiz N_,;Hy = 0 e completa a
prova de que pg é pré-medida.

Pelo teorema de extensao de Hahn-Kolmogorov existe uma medida p : B —
[0,00], By C B, que estende po. E importante notar que Bs C B, pois

Upeams(Bsg) C Bo e portanto By = a(Uﬁ(eAwg(Blg)) C o(By) C B. Por

fim, pa = p |5, € a medida que procuramos.
O

A.0.1 Aplicagao

Na demonstragdo do Teorema 2.1.2 definimos uma medida p € M;(Q, F)
,onde ) = Erd7 E ¢é um conjunto finito e I'Y & a arvore de Cayley d regular,
associada a uma lei de fronteira {l;; : ij € B} que satisfaz

u(oavan) = 2 H Lk (Ok) H Qi1 (o) (A.2)
keDA <ig>
{i,7}NAF£D

para todo A C I'? (lembre-se que aqui ky denota o vizinho de k que esta em A)
e afirmamos que tal medida existe e é tnica. Usaremos o teorema de extensao
de Kolmogorov para demonstrar essa afirmagao.

Nas hipoteses do teorema tome A = 'Y, X; = E e B; = F; = P(E) para
todo ¢ € I'*. Com essa escolha temos que X4 = Q e além disso, toda medida
em Bp, B C I'? finito, ¢ inner regular (pois a topologia é a discreta). Vamos
agora definir as medidas pua em (E2,Ba) com A € I'.

Para A € I'? conexo, definimos

paloa) = Z pavoa(Tawaa), (A.3)

wya EEOA

onde pausa € definida como em (A.2).

Precisamos agora definir as medidas pa quando A € I'Y nio é conexo.
Nesse caso, A pode ser escrito como A = UN_ A, com A, € I'? conexo e
A,NA,, =0, paran,m =1,...,N,n # m. Como estamos na arvore de Cayley,
para quaisquer dois pontos existe apenas um caminho que os liga. Seja entao
C, C A° o caminho que liga A, e ky € I'? (uma raiz pré-fixada), n =1,..., N.
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Entao

A=AU (U, C,)

é conexo e podemos definir

paloa) = Y pzuealoaw). (A4)

weE(A\Aa)uoA

Vamos primeiro mostrar que essas medidas estao bem definidas, no sentido
de que se A € T'? conexo é da forma A = A U OA para algum A € I'¢ conexo,
entao

pualoa) = Z pavoa(oawaa) = pavon(oavan)- (A.5)

won EEOA

Lembre-se que na demonstracao do Teorema 2.1.2 jo provamos que para A C
A c I' finitos e conexos vale que

> navea(oavoaws) = pavoa(avan),
ws€EES

com S = (AUJA)\ (AUIA). Note agora que para A € I'¥ conexo, A C AUOA =
A e na equagao acima, como S = (AUIAUI(AUOA))\AUIA = O(AUIA) = DA,
obtemos a segunda igualdade de (A.5).

Por ultimo vamos mostrar que nossas medidas satisfazem a condicao de
compatibilidade (A.1) o que termina a prova da existéncia e unicidade de pu
como em (A.2). Como mencionado anteriormente, foi provado no Teorema
2.1.2 que nossas medidas satisfazem a condigao de compatibilidade quando C' =
AUOA C AUOA = B com A C A € I'? conexos.

Agora para A € I'? e i € A° quaisquer, vamos mostrar que

Z paugiy(oaos) = paloa), Voa € B2 (A.6)
o, €F

e a compatibilidade para qualquer A D A finito segue por inducao.

ne1A, com A, € I'¢ conexo ¢ C,, é o
caminho que liga A, e kg, n =1,..., N. Seja agora Cn 1 o caminho que liga i
e ko.

Novamente, suponha que A = U

Suponha agora que i ¢ A UOA. Definindo C; = Cn11 \ A obtemos que

AU {i} = AUC;U{i} D A sdo conjuntos convexos e aplicando a compatibilidade
obtemos

1auon(OxuaR) = Z “Au{i}uaAu{i}(gZuaﬁw)’ (A7)
weES
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onde

S = (AU{i}U@AU{i}) \ (AUA)
= [AUC; U{i} UIA\ {c1} UAC; \ {i,c,x} Ui\ {ic,}] \ (AUIA)
=Ci\ {a1} UIC;i \ {i,e; 5} U 0i\ {ic, },

e c; € C; & o elemento de C; que estd em OA. Podemos entdo reescrever (A.7)
como

Wuos(oaes) = D D MaDmuosowm Osumow).  (A)
g, €E weES\{i}

Somando sobre todas as configuragoes em (Z\ A) U OA, como

(A\A)YUIAUS\ {i} =B\ AUIA\ {c1}UC; UAC; \ {i,ex} Ui\ {ic,}
= (AuC;u{i})\(Au{i})ud(AuC; U{i})
=AUu{ip\ (Aufi}) ua(Audi}),

obtemos

paloa) = Z .UAU{i}(UAO'i)~
o, €EFE

Os casos i € A e i € OA sdao demonstrados de forma anédloga. Isso entdo
conclui a demonstragao.



50 APENDICE A



Bibliografia

(1]

2]

13l

4]

[5]

(6]

7]
18]

H.O. Georgii. Gibbs Measures and Phase Transitions. De Gruyter studies
in mathematics. De Gruyter, 2011.

C. Kiilske, U. A. Rozikov, and R. M. Khakimov. Description of the
translation-invariant splitting gibbs measures for the potts model on a cayley
tree. Journal of Statistical Physics, 156(1):189-200, 2014.

Rozikov U.A. Gibbs Measures On Cayley Trees. World Scientific Publishing
Company, 2013.

Ernst Ising. Contribution to the theory of ferromagnetism. Z. Phys., 31:253—
258, 1925.

David Williams. Probability with Martingales. Cambridge University Press,
1991.

Sacha Friedli and Yvan Velenik. Statistical Mechanics of Lattice Systems: A
Concrete Mathematical Introduction. Cambridge University Press, 2017.

Victor V. Prasolov. Polynomials. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2004.

T. Tao. An Introduction to Measure Theory. Graduate studies in mathema-
tics. American Mathematical Society, 2011.

o1



