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Resumo

RIBEIRO, A. C. S. Algebras de Hopf sobre espacos de arvores com raiz. 2015.
Trabalho de Conclusao de Curso - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de
Sao Paulo, Sao Paulo, 2016.

Apresentaremos a construcao de duas algebras de Hopf geradas por conjuntos de arvo-
res com raiz, devidas respectivamente a D. Kreimer, em colaboragdo com A. Connes [2], e
a R. Grossman e R. Larson [7]. Tais estruturas nasceram separadamente, como ferramen-
tas para a solucao de problemas em duas areas consideravelmente distintas. Apds cobrir
a teoria basica de algebras, codlgebras e bidlgebras, destacaremos os aspectos combinato-
rios de suas estruturas, permitindo a exploragdo de seus mapas fundamentais (produto,
coproduto, etc.) com detalhe. Ainda, descreveremos como tais algebras de Hopf estao as-
sociadas por dualidade, um teorema a principio enunciado por Panaite [14], fortemente
apoiado pelo teorema de Milnor-Moore a respeito da algebra envolvente universal de uma
algebra de Lie [13], e posteriormente corrigido por Hoffman [8]. O resultado cria uma
ponte entre as areas de origem das duas dlgebras de Hopf, equipando ambas com novos

conjuntos de técnicas.

Palavras-chave: adlgebras de Hopf, arvores com raiz, dlgebra envolvente universal.
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Abstract

RIBEIRO, A. C. S. Hopf-algebras on rooted tree spaces. 2016. Trabalho de Con-
clusao de Curso - Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2016.

We present the construction of two Hopf algebras, both spanned by sets of rooted
trees, credited, respectively, to D. Kreimer and his collaborator, A. Connes [2]; and to R.
Grossman and R. Larson [7]. Such structures were born as tools for modeling problems
on two different, sparsely connected subareas of applied Mathematics. After covering the
basic theory on algebras, coalgebras, and bialgebras, we will give focus to the combina-
torial aspects of the Hopf-algebraic structures on those spaces, enabling a more detailed
exploration of their characteristic maps (the product and coproduct, for instance.) Then,
we shall describe the duality between the spaces, according to a theorem by Panaite [14],
which is heavily supported by the Milnor-Moore theorem about the universal enveloping
algebra of a Lie algebra [13]. The result has been since corrected by Hoffman [8]. This
result relates the two subareas referenced above more closely, giving a number of fresh

techniques to both.

Keywords: Hopf algebras, rooted trees, universal enveloping algebra.
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Introducao

Histoérico

A algebra de Hopf, objeto de estudo principal do presente trabalho, é construida a
partir de uma algebra - um espaco vetorial onde se define uma multiplicacao bilinear -
associativa e com unidade, & qual se agrega certa estrutura adicional. Em particular, a
ideia de produto associativo pode ser dualizada, dando origem ao conceito de coalgebra:
enquanto o produto toma um par de elementos e o conecta a somente um outro, o seu

dual, chamado o coproduto, relaciona cada elemento a um determinado par.

Para espacos munidos de estruturas de algebra e de coalgebra simultaneamente, sao
definidas condigoes de compatibilidade para tais estruturas que, se satisfeitas, caracteri-
zam as bidlgebras. Uma algebra de Hopf ¢ uma bialgebra para a qual se consegue encontrar
um endomorfismo capaz de codificar a relagao entre produto e coproduto de uma maneira

identificavel elemento a elemento.

O primeiro cientista a observar tais propriedades em um espago vetorial foi H. Hopf,
na década de 1940, no ramo da Topologia Algébrica. No entanto, segundo Dascalescu et
al. |4, 2001], a pesquisa relacionada as algebras de Hopf de um ponto de vista estritamente
algébrico tornou-se mais frequente somente 25 anos mais tarde (sendo M. Sweedler [16]
um dos expoentes,) e ganhou for¢a a partir da descoberta da conexdo entre algebras de
Hopf e a Mecanica quantica, nos anos 80. O livro de C. Kassel [11] é um exemplo do

trabalho desenvolvido na época.

As algebras de Hopf surgem em diversos contextos dentro da Matematica, voltados ou
nao a aplicacoes. Deles, destacamos a teoria dos Grupos de Lie, de onde o conceito surgiu,
e a aplicacao a analise de modelos combinatoérios, em particular aqueles baseados em grafos

do tipo arvore, responsavel por originar os objetos que sao foco de nosso trabalho.

Arvores, em uma definicao geral, sao grafos com seguinte propriedade: para quaisquer
dois de seus vértices, ha exatamente um caminho os conectando. Uma arvore direcionada

com um Unico vértice atuando exclusivamente como fonte é dita uma arvore com raiz.
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Arvores, tais como outros tipos de grafos, sao objetos fundamentais em Computagao, onde

modelam diversas espécies de estruturas de dados.

Em um artigo de 1989, R. Grossman e R. Larson [7| apresentam uma algebra de
Hopf oriunda do estudo de estruturas de dados utilizadas para calcular certos operadores
diferenciais, construido sobre o espaco vetorial com base dada pelo conjunto das arvores
com raiz, linearmente independente por construgao. Esta é conhecida como a algebra de

Hopf de Grossman-Larson.

Alguns anos mais tarde, D. Kreimer descreve uma estrutura Hopf-algébrica gerada na-
turalmente pelas técnicas para o tratamento de quantidades infinitos em calculos na teoria
quantica, as quais se refere coletivamente pelo termo renormalizacdo [12]. Em colabora-
¢ao com A. Connes [2|, Kreimer identifica sua algebra com uma segunda, esta polinomial
sobre as arvores com raiz, que soluciona um problema computacional em geometria nao-

comutativa [3], dando origem a 4lgebra de Hopf de Connes-Kreimer.

F. Panaite, em artigo publicado em 2000 [14], constr6i um isomorfismo entre as algebras
envolventes universais associadas respectivamente a dlgebra de Hopf de Grossman-Larson
e o dual da &lgebra de Hopf de Connes-Kreimer. O conceito de algebra envolvente universal
vem da teoria de algebras de Lie, e foi conectado as de Hopf pelo teorema de Milnor-Moore

[13, 1965], que implica na extensao do isomorfismo de Panaite.

O cientista, no entanto, ignorou certos aspectos combinatorios das estruturas das alge-
bras em sua demonstra¢ao, o que a tornou incorreta. M. Hoffman apresenta, entao, uma
corre¢ao do argumento [8]. Hoffman importa técnicas da teoria de grafos geral e da teoria

dos posets diferenciais para mostrar que a ideia original de Panaite era de fato valida.

Da estrutura do trabalho

O presente trabalho teve inicio ap6s o primeiro contato com o tema "teoria algébrica
dos grafos", que aludia as experiéncias académicas prévias do autor enquanto fazia parte
de seu campo de maior interesse, a Algebra. Os estudos foram sempre focados na estrutura
algébrica de Hopf em si, enquanto a tematica de arvores com raiz fornecia uma limitagao
natural sobre o que seria pesquisado, além de conferir um ambiente onde conceitos teoricos,

notoriamente pouco palpéveis, podem ser apresentados pictograficamente.

O texto se divide em cinco capitulos. O primeiro apresenta a teoria basica necessaria
para caracterizar as algebras de Hopf, utilizando diagramas para definir dlgebras e as
demais estruturas intermediarias, tal como suas operagoes as quais o texto se refere como
mapas fundamentais. Algumas propriedades mais gerais sao enunciadas, enquanto outras,

associadas mais diretamente as duas algebras de Hopf citadas anteriormente, sao apre-
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sentadas dentro das respectivas secoes. Uma pequena introdugao a grafos do tipo arvore

também é feita.

N

Os dois capitulos seguintes sao dedicados & apresentacao das algebras de Connes-
Kreimer e de Grossman-Larson. E desenvolvido o material essencial para a confirmacio
de suas estruturas Hopf-algébricas, com atencao especial para a aplicagao antipoda de
cada uma delas. O objetivo foi descrevé-las da forma mais aberta possivel. Estes sao os
capitulos do texto que mais sao enriquecidos pela presenca de imagens, pela clareza que

é conferida aos mapas fundamentais de ambas as dlgebras de Hopf.

Em seguida, discorre-se minimamente a respeito das algebras de Lie, com enfoque
dado a algebra envolvente universal, central para a abordagem do resultado principal,
do qual se ocupa o quinto e ultimo capitulo. Em seu decorrer, apresentamos o teorema
de Milnor-Moore sem demonstri-lo, mas exibindo sua aplicacao no presente contexto, e
também a parte essencial dos resultados em combinatoria que Hoffman aplicou no decorrer

de correcao do teorema de Panaite.
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1. Pontos preliminares

1.1 Algebras e Coalgebras

Em sua definicdo mais resumida, uma &algebra A sobre um corpo K é um K-espaco
vetorial munido de uma multiplicacao bilinear m: A x A — A. No entanto, a fim de
tratar de &lgebras de Hopf, faré-se uso de uma defini¢ao equivalente, aplicando o produto

tensorial de espacos vetoriais construido anteriormente.

Defini¢ao 1.1. Uma K-algebra é uma tripla (A, m,u), onde A é um espaco vetorial sobre
o corpo K, e os mapas m: A® A — A e u: K — A, chamados multiplicacao e unidade
de A, respectivamente, sao homomorfismos entre K-espacos vetoriais tais que os seguintes

diagramas comutam:

AQAQA —1%™m L AnA A A 1% 4K
m®Id m u® Id m
A® A m s A KOA— 3 A

O primeiro diagrama denota a propriedade associativa da multiplicacao. As flechas nao
rotuladas representam o isomorfismo canédnico entre um K-espaco vetorial e seu tensorial

com K (isto é, o produto por escalar), enquanto Id é o mapa identidade.

Deve-se ressaltar que a equivaléncia entre as defini¢coes é assegurada pelo fato do mapa
m ser linear e ter um produto tensorial como dominio, o que lhe confere bilinearidade

natural.

FEzemplo. Seja G um monoide (multiplicativo). O espaco vetorial dos elementos da forma,
dea ayg, com (ay)geq uma familia de elementos de K onde apenas uma quantidade
finita deles é diferente de zero, é uma algebra com a multiplicacao definida pela relagao

(ag)(Bh) = (ap)(gh), para quaisquer «, 5 € K, g, h € G, e estendida linearmente.

Ezxemplo. Considere um K-espaco vetorial V. O produto tensorial de V' consigo mesmo,
V ®V é também chamado de segunda poténcia tensorial de V', e pode ser denotado por
T2V ou por V¥, Denominacoes analogas existem para todo natural n > 0, e convenciona-
se T°V =K.
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Definimos a algebra tensorial 7'(V') como sendo a soma direta entre todas as potén-

cias tensoriais do espaco V.

T(V):éT’fV:K@V@(V@V)@--- (1.1)

k=0

Podemos estabelecer um produto para T'(V') estendendo linearmente os isomorfismos

canodnicos entre T*V @ T'V e TV, que existem para quaisquer naturais k,[. A saber:
Miy (V1 @ -+ @ Vg, V1 @+ @ Upgt) = V1 @« -+ @ Vg (1.2)

A associatividade do produto é clara. Como K C T'(V'), podemos fazer u = Id, donde
mo (u® Id) e (uoId) ®m tornam-se o produto escalar em T'(V').

A opcao por definir dlgebras sobre corpos dessa maneira nos confere a possibilidade

de dualizar o conceito, permitindo uma introdugao mais organica das coalgebras.

Defini¢ao 1.2. Uma K-coélgebra é uma tripla (C, A, ¢), onde C' é um espago vetorial
sobre o corpo K, e os mapas A: C' — C® C e e: C — K, chamados comultiplicacao e
counidade de C', respectivamente, sao homomorfismos entre K-espacos vetoriais tais que

os seguintes diagramas comutam:

Id®@ A Id®e

CRCRC +——— (CxC CRC —— CoK
A®Id A e®Id A
C®C < X C KoC +— C

O primeiro dos diagramas acima da a coassociatividade da comultiplicacao de C.

1.1.1 A notacao Sigma e exemplos

Ao contrario do produto, o coproduto atua ampliando a dimensao de seu operando,
transformando elementos de uma coalgebra em uma soma finita de tensores. A principio,

para ¢ € (C, A, ¢), escreve-se:

A(C) = ZCM‘ @ cy  Cj; € C

i

Com o intuito de tornar menos complexos os célculos em coélgebras, Sweedler [16]
introduz a notacao Sigma, que indexa os fatores de A(c) de uma maneira a somente

aludir ao fato de que a soma apresentada é finita:
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Ac) = Z 1 ® e (1.3)

Imediatamente, nota-se o ganho em eficiéncia proporcionado pela notagao Sigma. To-
memos os diagramas de comutatividade que definem a estrutura de coalgebra. A lei de

coassociatividade, por exemplo, pode ser reorganizada na seguinte maneira:

(AeldoAl)=Asid)(Yeee)
= Z Ae) ® ¢y

(Id® A) o Ale) = (Id® A) (Z o ® 02>
=> a®Ae)
)
D Ale) @ =) ¢ @A)
= ch ® o ® c3 = Ay(c)

De modo similar, define-se A, (c) = > ¢; ® -+ ® ¢,11, para qualquer n € N.

Também podemos reescrever a lei de counidade na notacao alternativa. Denotando

por ¢,: CQK — Ce ¢p K C — C os isomorfismos candnicos, segue:

Pro(e@Id)@A=Id=¢0o(ld®e)®A
4

25(01)02 =c= Z c1€(e2)

A notagao Sigma nos da a estrutura necessaria para escrever operagoes complexas em
qualquer dimensao natural. O lema abaixo traz as férmulas que gerenalizam o procedi-

mento.

Lema 1.1 (|4], Lema 1.1.10). Seja (C, A, e) uma codlgebra. Entao valem:

i) Paran > 2, A, = (A,_1 ® Id) o A;

ii) Parak>2,1>n>k—1, m<k—n, temos A}, = (Idm ® A, ®Idk_"_m) o Ap_.

A regra de calculo em uma coalgebra pode ser exposta da seguinte maneira: supo-

nhamos que ha operadores lineares f: C%" = C e g: C®**" = V_ onde V é um espaco
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vetorial qualquer sobre o corpo K, de forma que a expressido abaixo, com v € C®**" faca

sentido:

9N =D 9@ @ f(¢; .. Cin) ® - @ Chynpr) (1.4)

Ainda, seja f: C' — C tal que f = A, of. Pelo lema apresentado anteriormente, temos:

Y 9@ @f (. Ciun) ® @ Chyni1)

= go (I ® f@Id"7) 0o Aypn(c)

=go(Id '@ fRId 7)o (I @A, ®Id" ") o Ay(c)

= go(Id " ® fo A, ® Id* %) o Ay(c)

= go (I @ f@Id* 7)o Ay(c)
:29(01®---®7(Cj)®---®ck+1)

Existe ainda um caso importante que nao ¢ abrangido pelo argumento acima: considere
o operador 7: C' ® C — C'® C dado por

T(e®d)=d®ec.
Aqui, adotaremos a seguinte representacao por convencao:

70 A(c) :ZCQ®01. (1.5)

No entanto, Sweedler [16, p. 11] aponta para um procedimento que regulariza a notagao
Sigma em situacoes onde existe um mapa cujo contradominio nao é necessariamente um

espaco unidimensional, como é o operador 7.
Apresentaros agora alguns exemplos de coalgebras e seus operadores fundamentais.

Exemplo. Para todo espaco vetorial, podemos determinar uma comultiplicacao e uma
counidade que o torne uma coalgebra. A saber, seja S um conjunto qualquer nao vazio, e
KS o espaco vetorial tendo S como base. Definindo A(s) = s ® s e £(s) = 1k, para todo

s € S, e estendendo ambos linearmente, a tripla (KS, A ¢) é de fato uma coalgebra.

Exemplo. Seja H um espaco vetorial sobre K com base enumerével {c,|n > 0}. As

operacoes de comultiplicacao e counidade sao dadas como segue:

n

A(Cj) = Z C; & Cp—i

i=0
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e(cn) = dom

Mostrar que tais operagoes tornam H uma coalgebra depende de alguma reorganizacao
das somas de tensores dadas por A ® I(A(c,)) e I @ A(A(cy,)), e tais passagens serao

omitidas aqui. Mais importante é a possibilidade de definirmos também uma multiplicacao

n-—+m
m(cn & Cm) = ( ) Cnim

nesse espaco, dada por:

m

Em uma demonstragao parcial, vale a associatividade de m pois:

n+m)\ (n+m+p\ (n+m+p)!
n n—+m B n!m/!p!

(n+m+p)! (m+p)! _ <n+m+p> <m+p>

nl(m+p)!  mlip n P

Retornaremos a esse exemplo posteriormente, mostrando que H com as operagoes apre-

sentadas é uma algebra de Hopf.

Ezemplo. Seja V(T') a algebra tensorial do espago V sobre o corpo K. Podemos equipa-la

com uma estrutura de coalgebra por meio do coproduto A’:

k
A’(vl®--~®vk):Z(m@...vj)@(vj+1®---®vk);

J=0

e da counidade e:
v, sev € TO(V);
e(v) =
0, c.c.
A coassociatividade vem do fato que os mapas compostos (A’®@ Id)o A’ e (Id® A')o A
operam, essencialmente, separando um tensor v em trés partes, o que é indexavel por um

par de nimeros em {0, 1,...,k}. Os mapas apenas mudam a ordem na qual tais cortes

acontecem, e esta nao é relevante ao final.

Quanto ao diagrama restante, note que:

(e@IDAN(0) = (e(t1 @ ®0)) ® (111 ©--- B wy)) = 1@,

Jj=0

pois € elimina todos os termos restantes. O que ocorre no outro sentido é analogo.

Varias das algebras mostradas até aqui sao comutativas. Para as coalgebras, h4 uma

propriedade dual & comutatividade.
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Defini¢ao 1.3. Uma coalgebra (C,A,e) é dita cocomutativa se o seguinte diagrama

comutar:

C

A

CeC ——— O C

Aqui, 7 é 0 mapa que inverte a ordem das componentes de um tensor.

Certas conjuntos de propriedades podem ser verificados em subespacgos vetoriais de

algebras ou de coalgebras. Os seguintes sao particularmente relevantes.

Definigao 1.4. Seja (A, m,u) uma algebra sobre K, e A; subespago. Entao A; é uma

subalgebra de A se for fechado com respeito a m, isto é, se vale a, b € A; < m(a®b) € A;.

Nota. Subalgebras nem sempre sao algebras de acordo com a definicao dada anteriormente,

devido ao fato de que nem sempre se verifica a existéncia de unidade para a subéalgebra.

Definicao 1.5. Uma subcoalgebra é, analogamente as subélgebras, um subespaco C; C C'

fechado com respeito ao coproduto A de C, isto é, deve valer
ceCi < Ale) = ch ® g, {1, 0} € Cf.

('} é uma coalgebra quando munido das restrigoes a si de A e €.

Defini¢ao 1.6. Consideremos uma algebra (A, m,u) e uma codlgebra (C,A,¢). Um su-
bespaco A; C A é dito um ideal de A se para todo a € A,i € Ay, vale:

m(a®1i) € Ap;
m(i®a) € Aj.

Ainda, C; C C serda um coideal de C' quando para todo j € Cf, temos £(j) = 0 e é

possivel escrever
A(j) = ZCI ® J2 + Zﬁ ® ca,

onde os elementos da forma j; estao em C7, tais como os da forma j5.

1.1.2 Duais de algebras e coalgebras

Recordamos, da Algebra Linear, que se V é um K-espaco vetorial, entdo Hom(V,K) =

V*, o espaco das K-funcoes lineares com dominio V', é chamado o espaco dual a V.
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Como K-espagos vetoriais, dlgebras e coalgebras tém seu espacgo dual. Tremos aqui
descrever a estrutura adicional que tais espacos possuem, justificando a definicao de coal-
gebras como as estruturas duais as algebras. De fato, se (C,A,¢) é uma K-coalgebra,
podemos induzir mapas m,u em C* de forma que (C*,m,u) seja uma K-algebra. Além
disso, o processo contrario também ocorre, mas somente sob a condicao de que a algebra

A com a qual se trabalha tenha dimensao finita.
Tomemos f,g € C*ec=> c;®cy € C quaisquer. Definiremos o mapa u: C*QC* —

C* por vias da expressao

[u(f ® g)I( Zf (c1)g(ca). (1.6)

Também definiremos U: K — C*, com:
[U(N)](c) = Ae(e). (1.7)

Acima, A é um elemento qualquer em K.

Teorema 1.2. Seja (C, A, e) uma K-codlgebra. Entao (C*, 1, U), com p e U dados pelas

expressoes acima, constituem uma dlgebra sobre o mesmo corpo.

Demonstra¢ao. Considere f,g,h € C* e ¢ € C. Entao, denotando u(f ® g) por f X g:

((f x g) x h) = _(f x g)(e)h(e)
= Zf(01)9(02)h(03)

Analogamente, temos (f X (g x h)) = >_ f(c1)g(c2)h(c3), donde m é associativo.

Basta mostrar que U(1k) ¢ elemento neutro de pu, ou seja, que U(lg) x f = fxU(1lk) =
f, 0 que equivale ainda a > e(c1) f(c2) = > f(c1)e(ce) = f(c), e esta vem diretamente da,
linearidade de f e da propriedade da counidade. 0

O ultimo resultado vale por conta da existéncia de um mapa injetivo p: V@ W* —
(VeW)*, dado por [p(f®g)](v@w) = f(v)g(w). Se Z é um espago vetorial com o mesmo
corpo base dos dois anteriores, é possivel provar que existe uma funcao ¢ que mergulha
V*® Z em Hom(V,Z) e um isomorfismo ¢: Hom(V,W*) — (M ® N)*, exibidos sem

demonstracdo (vide [4, se¢do 1.3]):
[6(f @ 2)](m) = f(m)z
[p(9)](v @ w) = [g(m)](n),

Ambos sao, de certa forma, canonicos, e evidenciam as propriedades de p.
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Também se mostra que p é um isomorfismo no caso dim(W) < oo, 0 que nos permite

enunciar e demonstrar o seguinte resultado a respeito dos duais de algebras:

Teorema 1.3. Seja (A, m,u) uma K-dlgebra de dimensdo finita. Defina:

0: A" - A* @ A* (1)

5(f) = p~' o fom '
E:A* - K

E(f) = f(u(1x)

Entao a tripla (A*, 6, E) é uma K-codlgebra.

(1.9)

Demonstragdo. Primeiramente, se §(f) = > ¢g; ® h; para mapas {g;, h;: i € [n]} € A",
entdo p o §(f) = f om, donde f(ab) = >_ gi(a)h;(b) para a,b € A quaisquer. Ainda,
se {gj,h;: j € [m]} € A* conta com a mesma propriedade, pela injetividade de p, vale
> gi®@h; =) g; ® h;. Portanto, é correto definir

6(f) :Zgi®hi

para qualquer familia {g;, h;: i € [n]} € A* tal que f(ab) = > gi(a)h;(b) valha sempre.

Entao:

(0 @ Id)od(f) :Zgﬂ@gz?@hi
6o (6® Id)(f) :Zgi®hil®hi2

Considere o mapa 6 que “estende” p em trés dimensoes tensoriais, isto ¢, o que associa
(f ® g® h) a fungdo que leva o tensor a ® b ® c a f(a)g(b)h(c). E simples mostrar (por
indugao na dimensao do produto tensorial) que tal mapa é injetivo, tal como p e todas
as “extensoes” possiveis. Temos que a aplicacdo de 6 as somas acima resulta no mesmo

mapa. De fato, para a,b,c € A quaisquer:

0 (Z gi1 @ Gin @ hz) (a®b®c) = Z gi(a)gia(b)hi(c)
= gilab)hi(c)
— F(abe)
= gila)hi(be)
= gi(@)hi(b)hia(c)
—0(D g @ha@ha) (@a@bo0)

As somas sao, desse modo, iguais, donde J é coassociativo. A comutatividade do dia-

grama referente & counidade E pode ser realizada visualmente, e serda omitida. O
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Embora tenhamos definido o coproduto 0 da coalgebra dual de forma consistente,
sua expressao depende do mapa p~!, 0 que a torna pouco pratica. Contudo, existe uma
maneira mais simples de expressarmos esse coproduto, utilizando uma base de A e sua
respectiva base dual de A*. De fato, seja {e; : i € I} essa base. Entao a base dual é dada

pelos mapas e}, definidos por:

§ 1, sei = 7g;
e;(e;) =
0, c.c.
Disto segue que A* ® A* tem base formada pelos tensores cujas componentes sao estes
mapas. Assim, para f € A*, existe uma familia de escalares a tal que §(f) = >, je; ®ej.
A definicao do coproduto e a base de A* nos d4 um método para determinar exatamente

essa familia. A saber, para k, [ fixos, temos:

flexe) = e (ex)es(er) = ary

Portanto:

0(f) = fleej)e; @€ (1.10)

1.2 Bialgebras e algebras de Hopf

Bialgebras sao estruturas que combinam as propriedades das algebras e das coalgebras
em uma mesma estrutura, mas de forma que algumas condicoes de compatibilidade entre
os mapas essenciais definidos na se¢ao anterior sejam respeitadas. Comecaremos definindo

os homomorfismos de algebras e codlgebras.

Defini¢ao 1.7. Sejam (A, my,u1) e (Az, mo, uz) duas algebras sobre o mesmo corpo K.
Dizemos que f : A} — As, linear em K, ¢ um homomorfismo entre as algebras se comutam
os diagramas abaixo:
fef
A A —————— AR A K

u2

A ! > Ay A4 % Ay

Considerando agora duas K-coalgebras (C1, Aq,e1) e (Co, Ay, e9), um mapa g: C; — Cy

linear em K serd um homomorfismo entre C; e C se os diagramas a seguir comutarem.
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01®C1L®g>02®02 K

€2
Aq Ao €1

C d > Oy C; ——— Cy

Determinaremos agora as condicoes de compatibilidade citadas anteriormente. Para
tal, considere H um espago vetorial sobre K e mapas lineares m, u, A e ¢ tais que (H, m, u)

e (H, A, ¢) constituam respectivamente uma algebra e uma coalgebra sobre K.
Proposicao 1. Nas condicoes acima, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

e Os mapas m e u sao homomorfismos de codlgebras.

e Os mapas A e £ sao homomorfismos de algebras.

Nota. Antes de continuar com a demonstracao, tomaremos um instante para investigar
as estruturas algébricas e coalgébricas dos produtos tensoriais entre algebras e entre codl-
gebras, e também do corpo K.

As triplas (K, mg, uk) e (K, Ag, ) sdo respectivamente uma élgebra e uma coalgebra,

onde as operagoes sao as dadas a seguir, para quaisquer A\, A, Ay € K:

)
ug () = lx;
Ag(N) = A ® 1k;
ex(A) = A

Além disso, e A, B sao duas algebras e C, D, duas codlgebras, todas sobre o mesmo
corpo e com operacoes distinguiveis por seu indice, os produtos tensoriais AQ Be C'® D

tém estruturas correspondentes quando munidos das operagoes abaixo:

m(a ® by @ as @ by) = ma(a; ® az) @ mp(by @ bs)

Ale®d) =Ac(c) @ Ap(d) o Id® T ® Id
e(c®d) =ec(c)ep(d)

Demonstracao. A primeira afirmativa equivale a comutatividade dos quatro diagramas a

seguir:
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HoHoHH ™ Ho H K
AHgH A €EH®H

HoH ——— H HeoH ——"——H

KoK —"" s goH K

Ag A

K v y H K— s H

Ainda, A serd um homomorfismo de dlgebras se, e s6 se comutarem os dois proximos

diagramas:
ARA
HoH — HRHRH®RH K
UHQH
m MHRH u
H 2 y Ho H H—>2 s H®H
Mostraremos que m ® m o Aggy = Muey © A @ A e que u ® u o Ag = Uggk,

concluindo que os dois diagramas acima equivalem aos dois a esquerda dentre os quatro
exibidos anteriormente. De fato, tomando h® k€ H® H e A € K:

m @ m(Apea(h®k)) =me@m (Zh1®k1®h2®k2>
= Z (h1 ® k1) @ m(hy ® ky))

Muen(A @ Ah®@k)) = muen ((Z hy ® hz) ® (Z ki ® kz))
= MysH (Z hi® ho ® k1 ® k2>
—Z (h1 ® k1) @ m(hy ® ky))

Por ultimo, os diagramas abaixo caracterizam ¢ como homomorfismo de algebras caso

comutem:

HoH —% KoK K

H £ y K H— 3K

Notemos que o diagrama a direita é idéntico ao ultimo dos quatro diagramas que

caracterizam a primeira afirmacao proposta. Para obter a equivaléncia entre os dois dia-
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gramas restantes, basta mostrar que mg(e(h) ®e(k)) = egeu(h® k). Mas esta nada mais

é do que a definicao do mapa cpygp. O

Definicao 1.8. (H,m,u,A,e) serd uma biadlgebra (sobre um corpo K) se (H,m,u)
for uma algebra, (H,A,¢) for uma coalgebra e se valer qualquer uma das afirmagoes

equivalentes da proposicao 1.

Ezxemplo. O espago vetorial KG, sendo G monoide multiplicativo, também pode receber
uma estrutura de coalgebra dada pela extensdo linear das operagbes A(g) = g® g e

£(g) = 1k. Neste caso, (KG, m,u, A, ) é uma bialgebra.

Exemplo. Seja H uma bialgebra de dimensao finita. Entao H*, com suas estruturas algé-
brica e coalgébrica, constitui também uma biélgebra. De fato, sejam ¢, ', respectivamente,

o coproduto e a counidade de H* segundo as expressoes (1.8) e (1.9), f, g € H* mapas tais

que d(f) = iR fred(g) = 1@ ¢p, ea=>Y a1 ®a, b=> b ®by € H quaisquer
(note que a estrutura de H* como coélgebra ja esta posta, donde vém as identificagoes).

Entao:

[5(f9)](a®b) = fg(ab)
= flarby)g(azbs)
= Z fi(a1) f2(b1)g1(az)g1(b2)
= figi(a) fag2(b)
= [6(f)é(9)](a @ b)

Ainda, para E, vale:

e também:

Acabamos de demonstrar que J e F sao homomorfismos entre algebras, o que nos permite

enunciar o teorema

Teorema 1.4. Seja (H,m,u, A, &) uma bidlgebra sobre um corpo K. Definindo mapas
M, p, 6, E de forma que (H*, M, ) e (H*,0, E) deem ao dual de H estruturas de dlgebra

e codlgebra, respectivamente, entao (H*, M, 0, E) é uma K-bidlgebra.

O dltimo passo a ser dado para podermos definir uma algebra de Hopf é a caracteriza-

¢ao da aplicagao antipoda. Para tal, tomemos uma bidlgebra (H, m,u, A, €) e consideremos
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o conjunto End(H) = {f: H — H, flinear}. Definimos nele uma estrutura de algebra

onde a multiplicacao, denotada por *, é dada por:

(f*g)(h) =D f(h)g( (1.11)

Aqui, f, g sdo elementos quaisquer de End(H). Mais formalmente, temos f x g =
mo (f ® g) o A. A associatividade dessa operagao, denominada convolugao, vem das
propriedades associativa e coassociativa de m e A, respectivamente. Além disso, podemos

mostrar que o mapa u o € é a unidade desta algebra. De fato, para h € H:

o(f®(uoe)) = _m(f(h)) ® u(e(ha))
= Zf (h1)e(hy)  (unidade)
::j’(EZ:}he(hg)> (linearidade de )
= f(h) (counidade)

Note que o mapa identidade, denotado Iy, pertence a End(H ), embora nao seja sua
unidade, em geral. H serd uma &lgebra de Hopf quando Iy for inversivel no sentido da

convolucao.
Defini¢ao 1.9. Seja (H,m,u, A, e) uma biadlgebra. Um mapa S € End(H) é dito uma
antipoda de H se Sx Iy = Ig*xS =wuoe. Isto &, S é tal que o diagrama a seguir comuta:

HoH —"% HeoH

HoH —%" . HoH

Defini¢ao 1.10. Uma algebra de Hopf sobre um corpo K é uma 6-upla (H, m,u, A ¢, S)
onde H é uma K-bidlgebra e S é uma antipoda de H.

E possivel estender os conceitos de subalgebra e ideal definidos anteriormente as alge-
bras de Hopf, o que sera feito neste momento. No que segue, H representa uma algebra

de Hopf munida de seus mapas fundamentais.

Definicao 1.11. Um subespago H; C H é uma Hopf-subdlgebra, ou subalgebra de
Hopf, se H, for uma subélgebra e uma subcoalgebra de H, com relacao as respectivas

estruturas, e for fechado para a antipoda S.

Nota. Hy sera uma élgebra de Hopf se, e somente se u(ly) € Hy, por conta da restri¢ao

estrutural das subélgebras notada em ocasiao de sua definicao.
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Definicao 1.12. Um subespaco H; C H serd um Hopf-ideal, ou ideal de Hopf de H
quando H; for um ideal da algebra H, um coideal da codlgebra H, e for fechado para a

antipoda.

Proposicao 2. Seja H uma bidlgebra comutativa e/ou cocomutativa. Se existe S: H — H,

antipoda de H, entdo S? = I.

Demonstracao. Primeiramente, o diagrama que define a antipoda nos informa que, para

todo elemento h de H, vale que:
m(S @ Iy(A(h)) =Y S(hi)hy = e(h)1y = u(z(h))

Se H é comutativa, entdo Y S(hi)he = > hoS(hy), e se for cocomutativa, Y S(hq)hy =
>~ S(hg)hy. Assim, para demonstrar o proposto, basta mostrarmos que as seguintes afir-

macoes sao equivalentes:

(1) > haS(h1) =e(h)ly
(ii) S S(ho)hy = e(h)1y
(iii) S? = Iy

Para isto, faremos uso de um lema que aplica o conceito de antihomomorfismo de

algebras.

Definicao 1.13. Sejam (A, ma,ua), (B, mp,up) duas algebras sobre o mesmo corpo K.
Um mapa linear ¢ : A — B é dito um antihomomorfismo entre as algebras se for um

homomorfismo entre A e B®? = (B, mpoT,ug).

Lema 1.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao S é um antihomomorfismo

entre H e st mesma.

Provar o lema significa mostrar que para quaisquer g, h em H, S(hg) = S(g)S(h), e que
S(1y) = 1y. Para tal, consideremos a algebra dos homomorfismos de H ® H em H com
produto dado pela convolugao. Por um argumento similar aquele aplicado anteriormente
para mostrar que uoe era a unidade de End(H), encontramos que uy oeggy € a unidade
de Hom(H @ H, H). Considere entao os mapas F,G, M € Hom(H @ H) dados por:

F(g®h) = 5S(g)S(h)
G(g® h) = S(hg)
M(g ®h) = hg



1.2 BIALGEBRAS E ALGEBRAS DE HOPF 19

Temos que:

(M*F)(g®h)=>_ M((g®h))F((g® h))
=Y M(g1 ® h1)F(g2 @ ha)
= [g19(g2))S(ho)
= hie(g)1nS(ha)
=e(g)lu Y hiS(hy)
=e(g)e(h)ln
=enen(g®h)ly
=uy oegeu(g®h)
=ugoeyer(h®g) (definicao de egon)

=ugoe(hg) (m éhomomorfismo entre coalgebras)
= e(hg)lu

= S((hg)1)(hg)

= S(hig1)(hage)

= Glg1 @ h))M(gs @ ho)

=(GxM)(g@h)

Logo, F' e GG sao respectivamente inversos a direita e a esquerda de M em Hom(H &
H, H). Pela unicidade do inverso em uma algebra, F' = G = S(hg) = S(g)S(h). Desta,
obtemos S(h) = S(hlgy) = S(1y)S(h) = S(1g) = 1g, provando o lema.

Agora podemos mostrar a equivaléncia entre as afirmacoes acima.

(i) = (iii): Mostraremos que S? é inverso & esquerda de S com respeito a convolugao.
De fato, tomando h € H:

> (s = S(S(m))s
= F(S(h1) ® hy)
= G(S(h1) ® hy)
= S(haS(h1))
Sy (Z hQS(h1)>

= S(e(h)ly) =e(h)ly

Como Iy é o tinico inverso por convolucao de S, temos que S? = I.
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(iii) = (i): Sabemos que Y h1S(hy) = e(h)1y. Aplicando S aos dois lados da igual-
dade, obtemos Y~ S(S(hy))S(h1) = e(h)1y. Como S? = Iy, isto se torna Y hyS(hy) =

e(h)1g, como querfamos mostrar.

Para mostrar que (ii) <= (iii), basta iniciar com a verificagao de que S? ¢ um inverso

a direita de S em Hom(H ® H, H), e entdo prossegir analogamente ao que ja foi feito. [

De fato, mais frequentemente aplicaremos (i) e (ii) em detrimento do resultado prin-

cipal para verficar a existéncia e forma de uma antipoda.

1.2.1 Algebra de Hopf dual

Sabemos, pelo teorema (1.4), que se H é uma algebra de Hopf, entdo H* é uma

bidlgebra. Iremos verificar que sempre existe uma antipoda para H*.

Teorema 1.6. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao a bidlgebra H* torna-
se uma dlgebra de Hopf quando munida de seus mapas fundamentais e de S*: H* — H*

dado pela relacao

[S*(h")](z) = h" o S(x).

Demonstra¢ao. Sabemos que S* serd uma antipoda para H* se, e s se po(S*®Idy«)od =
URE =po(ldg ®S*)0d. Assim, seja w € h* com 0(w) =Y w; @ wy, e h € H.

(1o (5™ ® Idy-) 0 6) ()] (h) = Y _[S"(wn)](hn)ws(h)

I
S
—~
s
=
=
N

Os calculos para a igualdade restante sao analogos. O]

1.2.2 Exemplos de algebras de Hopf

Ezxemplo. Voltaremos a bidlgebra KG, construida no decorrer do texto, mas fazendo uma
modificacao: G devera ter agora a estrutura completa de grupo, isto é, todo elemento de
G tera inverso multiplicativo. Isto se requer pois a antipoda de KG é dada justamente

pelo mapa S: KG — KG definido pela extensao linear de S(g) = g~!. Demonstrando:
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mO(S®Id)oA<Zagg> =mo (S® Id) (Zagg@)g)

geG geG
=m (Z ozgg_1 & g)
geG
-yt

geG

(=)

:uog<z%g>

geG

A outra igualdade é provada analogamente. No caso onde GG é apenas um monoide, a
unicidade da antipoda garante que KG nao é uma algebra de Hopf. A unicidade vem do

fato da antipoda ser o inverso de um elemento em uma algebra de homomorfismos.

Ezxemplo. Tomemos novamente H como o K-espaco vetorial com base infinita enumeravel
{cn|n > 0}. Como vimos anteriormente, ele conta com estruturas de algebra e de coélgebra

com as operagoes abaixo, estendidas linearmente, e com n,m € N:

n-—+m
m(cn ® Cm) = ( ) Cnim

n
u(A) = Aeg
Ale,) = Z C; ® Cp_i
i=0
€(Cn) = 50’71

Vamos mostrar que A e €, como definidos acima, sao homomorfismos de &lgebra. Para
g, a linearidade de todas operagoes reduz a comutatividade dos diagramas as igualdades

a seguir, obviamente validas:

60.n00,m = Sonem  €(u(lk)) = 1k
Quanto a A, o primeiro diagrama ird comutar desde que valha

A(my (e, @ cn)) = myen(A Q@ Alc, ® ¢p))
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para quaisquer naturais n e m. Isto é, devemos mostrar que o seguinte é verdadeiro:

n+m m n . .
n+m i+7\ (n+m—(i+])
§ ( ) Crk Q Cntm—k E ( > ( . ) Citj @ Crnt+m—(i+7)

k=0 n =0 =0 n—1

Convencionaremos que a combinacao simples C)' = 0 quando r > n. Fazendo t =7+

e reescrevendo o lado direito da igualdade, temos:

EE() (7)o

t=0 =0 g

onde d = min{t,n}. Isto reduz o problema a mostrar que, para todo natural t < n + m:

S0 00)

Podemos resolvé-lo por indugao em ¢. O caso t = 0 é trivial, entao suponhamos que a

igualdade vale para algum t < n+m. Mostrar que a mesma se verifica para ¢t + 1 equivale

i t+1\ (n+m—(t+1)\ [(n+m
o { n—1 n
A expansao do lado esquerdo da igualdade acima nos da:
t+1 n+m—t—1 t+1 n+m—t—1
- -
0 n 1 n—1
t+1 n+m—t—1 t+1 n+m—t—1
- -
t n—t t+1 n—t—1
Aplicaremos um resultado simples de Combinatoéria: dados a > b dois naturais nao

() 62) ) &

Isto transforma mais uma vez a expressao anterior.

a concluir que:

nulos, temos que:
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()

Aplicando (1.12) nas somas entre colchetes, chegamos a:

) )
) O
()00

A dltima por hipétese de inducao. Isto confirma a comutatividade do primeiro dos dois

diagramas que caracterizam A como um homomorfismo entre as algebras H e H ® H.

Felizmente, a comutatividade do segundo ¢é verificada de maneira direta:
A(u(N)) = A(Acy) = Aeg ® g = uger ()

Desta forma, H é uma K-bidlgebra. Como ela é claramente cocomutativa, basta que
um mapa linear S : H — H satisfaca > S(h1)hy = €(h)1y em uma base de H para que
ele seja igual & antipoda. Definiremos recursivamente um mapa com estas propriedades

sobre a base com a qual trabalhamos. Para n = 0, temos:

S(CQ) = S(lH) = 1H = C

Em seguida:
S(co)er + S(e1)eo =0 = S(c1) = =S(cp)er = —¢4

Assumamos que S(cg), ..., S(c,—1) foram definidos de forma a respeitar a propriedade
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anterior. Entao, S(c,) é tal que a igualdade a seguir é satisfeita:
S(co)en + S(cr)cn—1+ -+ S(cn)co =0

\
S(cn) = —=S(co)en — S(er)en1 — -+ — S(en1)r

Esta ultima ¢ a forma geral da antipoda de H. Note que ela concorda com os casos

particulares feitos separadamente.

Ezemplo. Consideremos novamente a algebra tensorial 7'(V'), com V espaco vetorial sobre
K. Anteriormente, colocamos em T'(V') uma estrutura de algebra por meio das operagoes
m,u; e uma estrutura de coalgebra por meio de A’ e €. Para que (T'(V), m,u, A, ) seja
uma bidlgebra, devemos ter, em particular, que A’ ¢ um homomorfismo entre T(V) e
T>(T(V)) =T(V)®T(V). Por um lado, os calculos nos dao:
ket
A'm((01 @+ @) @ Vg1 @+ @ Vgy)) = Z(m ® - ® ;) ® (V41 ® 0 ® Vpt)

Jj=0

Pelo outro lado, contudo:

mrye (A QA (0 @+ @ vg) @ (Vg1 © -+ © Vry))

ko kel
:mT(V)2®<Z Y. 1® - ®v,) @ (U, © - O vy)
ja=0jp=k+1

R (Vkt1 ® - ®Vjp) ® (Vjpt1 @+ ® UkH)

=D (@ @V, DUt @ B y) B (V1 @ DV B Vi1 @+ D V)

JjA.JB
Assim, a quintupla acima nao corresponde a uma bidlgebra. No entanto, podemos

contornar este defeito ao definir o coproduto em V' por:
Alv)=v®1+1®wv,

e estendendo multiplicativamente A(v; ® - - - @ vg) := A(vy) ... A(vg), obtemos uma nova

coélgebra para T'(V'), cuja expressao geral é dada por:

k
A @ @u)=), D>, (em®@ @V ® (Uo(rn) @ O o) (1.13)
Jj=0 o€Sh(k,j—k)
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Acima, Sh(k,j — k) C o : [k] = [k] é o conjunto das permutagoes tais que

o(j+1) < - <o(k),
mas nao necessariamente o(a) < o(b) quando a < j < b.

Neste caso, a antipoda S é dada pela seguinte féormula:
S ®-@u) = (=)o, ®@ - ®@v1) (1.14)

Isto ocorre pois S(v) = —v é trivialmente antipoda em V| a qual se estende & expressao

acima pelo lema (1.5).

Iremos resumir o que concluimos sobre a algebra tensorial T'(V') a seguir.

Teorema 1.7. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Entao a dlgebra tensorial
de V,
TV)=KeVeVeVae...,

€ uma dlgebra de Hopf quando munida dos mapas m,u, N, e, S definidos anteriormente.

1.3 Arvores e raizes

Grafos sao estruturas constituidas por um conjunto finito de vértices V' e um conjunto
E de elos, geralmente denotadas por G = (V, E), onde elos representam ligagoes entre
pares de vértices. Grafos podem ser orientados ou nao: muitas vezes, a conexao entre
vértices em um grafo GG é definida como sendo uma relacao simétrica em V. Quando isto

nao ocorre, G é orientado.

Considere um grafo orientado 7' = (V, E), e seja v € V. O grau de entrada de v
¢ a cardinalidade do conjunto {w € V| (w,v) € E}, isto ¢, o nimero de elos em G
apontando para v. O seu grau de saida é definido analogamente, mas com v ocupando a
posicao a esquerda de cada par ordenado, a qual representa o vértice de origem do elo

correspondente.

Um grafo do tipo arvore é aquele onde, desconsiderando a orientacao, para quaisquer
dois de seus vértices, existe um 1nico subconjunto de seus elos - um caminho - que os

conecta. Se um grafo orientado satisfaz tal propriedade, ele é uma arvore orientada.

Se T' é uma arvore orientada, ¢ possivel determinar uma ordem parcial = em V(7T),

onde dois vértices satisfazem v, = vy se, e somente se existe um caminho em 7' conectando
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v1 a v. Um vértice vy é dito uma raiz de T quando para todo vy € V(T') \ v, vale v = vy,

salvo casos onde v e vy nao sao comparaveis.

Notemos que toda arvore orientada 71" tem ao menos uma raiz. De fato, o seguinte
algoritmo retornara um ciclo ey — e; — -+ — ¢, — ¢y em T iterando no maximo |T|

vezes:

1. Escolha um vértice qualquer vy de T

2. Tome um vértice v; com vy = vy, que existe por hipotese, e defina ey = (v, v1);
3. k<+—1;

4. Tome um vértice vy, 1 com vy = Uy, € defina ep = (vg, Vgy1);

5. Se vgy1 € {vo, ..., vk}, encerre;

6. k+— k+1;

7. Retorne ao passo 4.

No entanto, arvores com miltiplas raizes podem ser encontradas. Tais nao serao con-
sideradas nesta oportunidade, motivando a definicao de arvore com raiz presentemente

mais apropriada.

Definigao 1.14. Uma arvore com raiz ¢ uma arvore orientada 7' = (V, E') com exata-

mente uma raiz vy € V.

Aos vértices de uma arvore com raiz sao atribuidas duas caracteristicas: a fertilidade,
ou o grau de saida do vértice em questao; e a profundidade, dado pela quantidade de
arestas que formam o (tinico) caminho ligando o vértice a raiz. Duas arvores com raiz Tj
e T sdo ditas isomorfas quando existe uma relagao entre V' (7) e V(7Ts) que seja bijetiva

e preserve fertilidade e profundidade.
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Connes-Kreimer

Seja m um ntmero natural nao nulo. Denotaremos por T,, o conjunto das arvores com
raiz com nimero de vértices igual ou inferior a n, a menos de isomorfismo, e por H,, a R-
algebra comutativa gerada por T,, e pela unidade 1y, correspondente a arvore vazia. Esta
é a algebra onde todo elemento pode ser representado por um polinémio nos elementos de
T,, com coeficientes reais. O produto em H,,, analogo a multiplicacao entre polinémios, é

pictograficamente representado por justaposicao.

O objeto central desta secao serd resultante da unidao enumerével dos espagos H,,, e

portanto se trata de uma algebra localmente finita, como definiremos abaixo.

Definicao 2.1. Uma algebra A é dita localmente finita se todo subconjunto finito
M C A esta contido em uma subélgebra de dimensao finita de A. Em particular, podemos

descrever A como o limite direto de subalgebras A,, C A ordenadas pela inclusao.

Definicao 2.2. O espaco vetorial dado por

HR = U Hn7

n>0
munido do produto descrito acima e do mapa que associa um niimero real A a u(\) = Ay
denomina a algebra de Connes-Kreimer.
Para estabelecer uma estrutura de coalgebra em H,, introduziremos o conceito de

corte simples de uma arvore com raiz 1.

Definigao 2.3. Um corte simples de 7' é um subconjunto ¢ € E(T) tal que o caminho
que parte da raiz para qualquer um de seus vértices contém no méaximo um elemento de

C.

A acdo de um corte simples sobre uma arvore T’ consiste na remocao das arestas de

c de T, e seu resultado é a obtencao de uma ou mais subarvores. Uma delas, aquela que

27
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contém a raiz original de T', é dita o tronco de T por ¢ e denotada por R.(T). Cada uma
das demais subarvores serd um galho de 7" por ¢, com raiz dada pelo vértice com o menor

patamar em 7. O produto desses galhos é denotado por P.(T).

O conjunto dos cortes simples admissiveis para uma dada arvore 71" serd denotado por
C(T). Este inclui o corte trivial ¢ = (). Note que Ry(T) =T e Py(T) = ) neste caso.

Com o auxilio dos cortes simples, podemos definir um coproduto para H,,.

Definicao 2.4. A acdo do mapa A: H, — H, ® H, sobre uma arvore com raiz T € T,
é dada por:

AT)=T®1+ Y PAT)® R(T) (2.1)

A extensao de A dos geradores para todo o H,, de forma que o mapa seja um homo-

morfismo entre algebras é tnica, definindo completamente a operacao.

A counidade e: H,, — R, por sua vez, é definida pelas igualdades
8(1H> = 1R €(t1t2 .. tk) = O,

onde t; é uma arvore nao vazia, para todos os indices aplicaveis.

Mostrar que a counidade satisfaz a comutatividade de seu diagrama é simples. Assim,
basta provar que A, como exibido acima, verifica a coassociatividade. Para tal, faremos
uso do mapa L: Hr — Hpg, que toma um conjunto de arvores tit,...t; e retorna a
arvore 1" obtida criando-se uma nova raiz, por sua vez conectada a cada uma das k raizes

originais. L é linear por extensao.
Lema 2.1. O mapa A: H,, — H, ® H, € coassociativo para todo n.

Demonstracao. Basta mostrar que, para toda arvore com raiz 1" € H,, vale a igualdade:

1d ® A(A(T)) = A ® Id(A(T)) (2.2)

Primeiramente, provaremos a validade da seguinte igualdade auxiliar:

Ao L(a) = L(a) ® 1+ (Id® L) o A(a) (2.3)

Seja a = tyty ...t tal que L(a) = T, para alguma arvore T' € T,,. Pela expressao de

A, temos:

A(L(a) = L@)@1= Y PT)® R(T)
ceC(T)
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Note que cada termo desta soma é um produto de k elementos de H,, ® H,. Tome
um corte simples ¢ de T'. As arestas contidas no corte dividem-se em dois subconjuntos:
aquelas que se conectam diretamente a raiz, e aquelas que pertencem a uma das arvores
t;. Assim, podemos caracterizar ¢ por um subconjunto /(q) C [k] dos indices das raizes
das arvores t; que ndo estao contidas em R,(T) e, para cada j € [k] — I(q), pelo corte

simples ¢; dado pela restricao de g a subarvore ¢;.

O que tal caracterizacao nos da é uma correspondéncia biunivoca entre os cortes

simples de T e os varios termos da expressao de A(a). Por exemplo, o corte g esta associado

Ht®1 I Put) @Ryt

i€l(q j€lk]—1I(q)

ao termo:

Assim, podemos reescrever A(a) como uma soma indexada pelos cortes simples de 7.

Aplicando Id ® L sobre tal soma, obtemos:

Ido Lol = > | [t ]I qu L JI Ruilt

qeC(T) \i€l(q) je[k]—I(q jEelk]—1(q)

= Y P(T)®Ry(T)=AoL(a) — L(a) ® 1
qeC(T)

Isto prova (2.3).

O lema serd provado por indugao. Denotemos por #(;) a drvore com raiz com um tnico

vértice. Como A(t1)) =ta) ® 1 +1®tny, A é coassociativo em Hj.

Suponhamos, entao, que A é coassociativo em H,. Para mostrar o mesmo em relagao
a H,,1, é suficiente que valha (2.2) para toda arvore de T, ; com exatamente n + 1
vértices. Tome T, uma dessas arvores. Entao T' = L(tity...t;) = L(a), onde todas as
t; tém vértices em quantidade menor ou igual a n. Assim, podemos substituir A(7") por
Ao L(a), em (2.2), para trabalhar com a restricao comprovadamente coassociativa de A

e habilitar a aplicacdo de (2.3). A esquerda, temos:



30 A ALGEBRA DE HOPF DE CONNES-KREIMER 2.0

Id® A(AoL(a)) =1d®@ A(L(a) ® 1) + (Id ® A) o (Id ® L)(A(a))
—La)®1®1+ (Za1®AoL(a2)>
—Lla)®1®1+ (Z a1 ® L(as) ® 1) + (Z @ ® (Id® L)(A(@)))
=La)®1®1+ Y a;®L(as) ® 1+ Y a1 @ az ® L(az)

enquanto a direita:

A @ Id(Ao L(a)) = A® [d(L(a) © 1) + (A ® Id) o (Id ® L)(A(a))
—AoL(@) @1+ (Z Ala) ® L(a2)>
—La)®l®l+ (([d@L) (Zal ®a2>) @1+ an ®a ® Llay)
=La)®1®1+ Y a1 ®L{az) @1+ Y a1 ® a1o ® L(az)

A coassociatividade de A em H,, implica na equivaléncia entre os ultimos termos das

duas expressoes. Assim, (2.2) é verdadeira, donde A é coassociativo também em H,, ;. O

O mapa A é, por construcao, um homomorfismo entre algebras, e a verificacao de que
¢ satisfaz a mesma propriedade é trivial. H,,, e por consequéncia Hpr, cumprem assim o

segundo item da proposi¢ao 1, o que os caracterizam como bidlgebras.

Resta-nos determinar se existe uma antipoda para Hg. Isto sera feito explorando sua
defini¢ao, como o inverso da identidade na élgebra (End(Hg),*,u o €). Vamos assumir
que S: Hr — Hp é o mapa que verifica esta propriedade. Denotando (u o e — Id) por 7,

temos:

Sxld=uoe=S=(Id) "' =(uoe—(uoe—1Id)™!
— (woe—n)""

=uoe+n+n*xkn+...

Ressaltamos que a exponenciagao denota aqui a convolucao de uma mapa consigo
mesmo, e nao a composicao. A expressao se justifica diretamente: para uma &algebra

(A, m,u) qualquer, onde denotamos m(a ® b) = ab e u(lg) = u, temos que:

u(lg) —a (Za)—Z— = u(1g).

i=1

Definir a antipoda como uma série, no entanto, exige que a mesma seja convergente
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dentro de todo seu dominio. De fato, algo mais forte se verifica: para toda arvore com raiz

T, S(T) se da por uma soma finita de mapas.

Lema 2.2. Se T ¢ uma drvore com raiz com n vértices, a erpansao em Série geométrica

de S(T') nao tem mais do que n+ 1 termos diferentes de zero.

Demonstragao. Segue por indugao no niimero de vértices n. Para (1), temos uoe(t(1)) = 0,

tao como 7(tn)) = —t(), e quando j > 2:

' (tay) =mo [77 ® ﬁj_l} o A(t())
=mo nen ' ((thy®1+1®ty))
=m(—ty®0+0® nj_l(t(l))) =0

Assuma, entao, a validade do lema para toda arvore com até n vértices. Seja T uma

arvore com n + 1 deles, donde temos:

" (T) =mo [n@n"*] o A(T)

:mo[n@nn—ﬂ} T®1+ Z PC(T)®RC(T)
ceC(T)

O primeiro termo se anula, pois (1) = 0. Quanto ao termo restante, para todo corte
nao trivial, R.(T") é uma arvore com raiz com vértices em quantidade n ou menor, e por
hipotese de indugao, n"*(R.(T)) desaparece. Finalmente, Py(T) = 1, o que resulta em

zero novamente. Assim, 7" (7)) = 0. O

2.1 Hp é uma bialgebra com graduacao

Bialgebras podem contar com uma estrutura adicional que nos permite decompo-las
em uma quantidade enumeravel de subespacos, a graduacao. Ela nos permite trabalhar
com mapas de maneira mais flexivel, além de constituir uma nocgao dualizavel. Iremos

agora defini-la.

Definicao 2.5. Seja H,m,u, A, uma K-bidlgebra. Dizemos que ela admite uma gra-

duacgao {H,}ien, onde H; C HVi, se as seguintes propriedades forem verificadas:
(i) Ho = u(K), equivalente a dizer que H é uma bialgebra conexa;

(ii) H = @iy Hi;
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(iii) m(H; ® Hy) C Hj4p, Vi k € K;
(iv) A(H;) C Y Hi® H

Passemos a verificacao de que Hgi admite graduacao, com o espaco gerado pelas flo-

restas com j vértices representando o j-ésimo elemento.

Proposigio 3. {Hg, = span{t;...t; : S.¢_ |V(ts)| = i} }ick é uma graduacdo para a
biadlgebra Hpg.

Demonstragao. A validade das primeiras duas propriedades é clara (a soma é direta pois
a separacao das florestas pelo nimero de vértices é disjunta). Como o produto de Hg é
dado por justaposicao, o nimero de vértices na floresta resultante do produto de duas
outras sera a soma dos vértices compondo as originais, donde vale (iii). Por fim, a agdo
de um corte sobre uma &rvore nao elimina nenhum vértice, donde cada tensor que faz
parte da soma definindo A(T") tem exatos |V (T')| vértices entre suas componentes, logo
vale (iv). O

A graduacao fornece um ambiente para que se defina uma espécie de dual restrito
da bidlgebra que a possui. Uma das vantagens disso é a manutencao da estrutura de
bidlgebra no espaco dual, o que ocorre naturalmente apenas em dimensao finita. Isto
ainda est& condicionado a finitude da dimensao dos elementos da graduagao, mas se trata
de uma restricdo bem mais fraca e mais frequentemente verificada. E o caso, em particular,

da algebra de Connes-Kreimer.

Definigdo 2.6. Seja H = @, H; uma bialgebra com graduacao. Definimos seu dual

com graduagao como sendo a bidlgebra HY9" dada por:

H" = (H)

1€EN

Exploraremos a forma que o dual com graduacao da algebra de Connes-Kreimer Hf,

assume mais a frente.

2.2 Uma férmula para S(a)

Quando a =t ...t é tal que as arvores que o constituem contam com no minimo um
e até n vértices, teremos S(a) = [uoec +n+---+ (n)"](a). Isso nos permite expressar

completamente o valor de S(a), supondo conhecidos todos os termos de A(a).

Utilizaremos temporariamente uma nova notagéo para o coproduto. Tomando a € H,,
teremos que A(a) = >, a; ®a; , e também que A(a;;, ;)=

a, a, . .
k41 21112"'7‘k+1 Z7‘112"‘7‘k‘+1

! 1
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n*(a) = (nxn)(a) = [mo (n®@n)o Al (a)

= [mo (n®@n) (Z a;, ® a;)

. (zn<a;> . n<a;1>>
(51
= Z n(a;, )n(a;,)
1
=Y
11

Note, no entanto, que a opera¢do n ® n elimina os tensores de A(a) onde a arvore
vazia é uma das componentes. Podemos, assim, ignorar preemptivamente esses termos ao

realizar este e os calculos seguintes, o que sera representado pelo indice |1].

n*(a) = (n*n?)(a) = [mo (n@n?) o A] (a)

=[momen’)] | Y, @a,

il?‘ll

=m | Y nla,) @0’ (a;,)

ilv‘ll

= > nla, )’ (ay,)

i1,|1]
/ ’ "
= Z —ay, Z Giyip Qigig
i1,[1] ig,[1]
ro 1
= Z Ty Qi Gy
11,02,|1]

De maneira analoga:
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0" a) = (nxn™)(a)
=[mo(nan™)oA](a)

/ / / !/ 1"
= E :_% E :_az‘m E :_ai1i2i3 § : Qiyig.ipg Viria..im

Zlvll‘ 7/27“" 237|1‘ lm7|1|

A manipulacao de termos realizada até agora nao é capaz de fornecer uma férmula
fechada para a antipoda, mas consegue transmitir a ideia de que os calculos sao realizados
de certo modo recursivamente, e que a quantidade de tensores a serem considerados decai

a medida que o grau da convolugao cresce.

Retomaremos a questao da féormula explicita mais adiante. Neste momento, desen-
volveremos o céalculo de S(t(2)) do inicio ao fim. Sabemos que u o e(t2) = 0 e que

N(t2)) = —twz). Além disso, temos que:
Altuz) = tun ® 1+ 1@ tuz) +ta) ®te) Tz Ote) +to) @ten et ®ta) +1) Ote)

Para calcular n?(t(2)), basta eliminar os termos que contam com ao menos uma com-
ponente igual a 1, e tomar a soma do produto das componentes de cada tensor restante.
Logo:

0" (ta) = tte) + t) + tote) + 2eth)
Prosseguindo, devemos tomar (Id® A) de cada parcela restante, eliminando mais uma

vez aquelas onde a arvore vazia apareca. A soma das restantes serd dada por:

ta) ® (2ta) @ ta) + thy @ ta)) + te) © (ta) @ t))
+i0) ® (te) @ty +tn) @ i)
+ ) @ (ta) ® )

Fazendo o produto das componentes de cada tensor, e entao somando, obtém-se:

1*(tuz) = —(5tayth) + 2t0))

Observa-se que, como 7 inverte sinal, este é negativo quando o expoente da convolucao
é fmpar. O expoente determina o nimero de vezes que o produto é composto consigo

mesmo, segundo a definicao da convolucao.

Finalmente, repete-se o procedimento anterior (dessa vez, o mapa aplicado é Id ®
Id® A) para que se tenha o valor de n*(t(z2)). Como A(t(1)) = ta) ® 1+ 1®t(), todos os

tensores cuja terceira componente é t(;) podem ser desconsiderados. A soma remanescente
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¢ dada por 3t(1) @ t(1) @t (2), convertida em 3ty ® t(1) @ (1) ® t(1) pelo mapa citado acima,

j& levando em conta o descarte. Disto resulta que:

' (taz) = 3t
S(t2)) ¢ igual a soma dos quatro termos nao nulos obtidos ao decorrer do processo.

Para determinar uma férmula fechada para a antipoda de um elemento de H,,, voltemos

m+1

nossa atencao para a expressao de n mais uma vez:

m+1 . / ! / ! 1
n (a) = E —ay, E :_am'g E T gig Qiig.ipy Yitia..im

il,ll‘ 7:27‘1| Z’S)ll‘ im,v‘”

A indicacao de que parte dos tensores é desconsiderada torna-se inconveniente. Em seu

lugar, implementaremos uma simbologia diferente, codificada pelas identidades a seguir:

! ! I " ! 17
E n(ail...ik) == E bil...ik E n(az‘l...imail...im) = E bi1...imbi1...im
ix ix im im

onde:

blllk - i

! "
/ B 0 se a;, ;. = 1 ou Qg = 1
caso contrario

i1

1"
% _ { 0 se a;, ;= 1
1"

bt a; ;  caso contrario

Com base nisso, a férmula é escrita como segue:

k

m
=0 U1 5eenyik

onde m + 1 é o nimero de vértices da maior dentre as arvores que constituem a.

2.2.1 Versao recursiva

Existe uma versao recursiva para a formula de S, outra vez derivada diretamente de
sua defini¢do. Para qualquer arvore com raiz 7' # 1, temos que m o (S ® id) o A(T) =
uoe(T) = 0. Substituindo (2.2) em A(T), iremos obter



36 A ALGEBRA DE HOPF DE CONNES-KREIMER 2.2

S(T)= Y = S(PT))R(T) = Sp(T) (2.5)

Lema 2.3. Para toda drvore com raiz T, S(T) = Sp(T).

Demonstracao. A equivaléncia pode ser mostrada diretamente nos casos onde T tem um
ou dois vértices. Suponhamos que ela seja valida para todas as arvores com até n vértices;

tome uma arvore T com n + 1 deles. Entao:

S(T) =3 ' «n(T)

=moY n@n|Tel+ Y P(T)®R(T)
j=0

ceC(T)

=moY wan| Y P(T)®R(T)
Jj=0 ceC(T)

ceC(T) j=0
Por hipotese de inducdo, vale Sp(P.(T)) = S(P.(T)) = Y7_on (P(T)), para todo

corte admissivel c. Assim:

S(T)= Y Y =1 (P(T))R(T)

ceC(T) j=0

= Y —Sp(P(T))R(T)
ceC(T)

= Sp(T)



3. A algebra de Hopf de

(GGrossman-Larson

A algebra de Hopf Hp foi construida a partir de uma algebra polinomial real, onde
arvores com raiz fazem o papel das variaveis. Esta, por sua vez, advém do espaco veto-
rial gerado pelos mondémios sobre as arvores, ou as florestas com raiz. Neste momento,
falaremos sobre o espaco vetorial cuja base é constituida somente pelas arvores com raiz

propriamente ditas.

Seja J o conjunto de todas as arvores com raiz nao vazias, e J, = {T € J: |[T| = n+1},
com n natural. Na definicao, |T'| = |V(T)|. Ainda,

K{3} = PK{7.}

n>0

ird denotar o espago vetorial com base J sobre o corpo K.

Perceba que a definicao desse espago vetorial o confere uma graduacao natural, visto
que os subespagos K{J,} sao claramente disjuntos. No decorrer deste capitulo, veremos
como as operacoes com as quais equiparemos o espago irao respeitar essa graduagao, da

maneira citada na defini¢cao (2.5).

Em K{J}, consideremos duas arvores T4 e Tg. Ainda, seja T5...T% = L_(Ty4) a
floresta resultante da aplicagao do inverso do mapa L (ver expressao (2.3)) sobre Ty, isto

é, a justaposicao das arvores obtidas ao deletarmos a raiz de T'4.

Definig¢ao 3.1. O produto x: K{J} @ K{J} — K{J} é determinado pela extensao linear
do mapa que relaciona (T4 ® Tg) & soma das |T|* possiveis arvores obtidas ao conectar-

mos cada uma das arvores T3, ..., Tk a vértices de Tp via arestas simples.

Podemos ver que X representa um produto ndo-comutativo em K{J}. De fato, quando
T, e Ty estiverem em classes diferentes, teremos uma discrepancia no nimero de termos
que compoem Ty X Tg e Tg x Ty, em geral. O exemplo a seguir dard uma no¢ao mais

clara desta propriedade, e também da propria operacao.

Ezxemplo. Para as duas arvores abaixo, com raizes representadas por retangulos, temos:

37



38 A ALGEBRA DE HOPF DE GROSSMAN-LARSON 3.0
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Lema 3.1. O produto X é associativo.

Demonstragao. Precisamos mostrar que, para Ty, T, Te € K{J} quaisquer, vale:
(TAXTB) XTC:TA X (TBXTc).

Para tal, iremos identificar cada termo desses produtos por func¢oes de conezao.

Cada termo de (T4 X Tg)x T pode ser representado por um par de fungoes de conexao
(d,e), sendo que
d:{T%,...., T} = V(Tp)

determina por quais vértices de Ty as arvores em L_(T4) sdo conectadas; enquanto
e: {T},....T"} — V(Tp)

dita de que maneira a floresta L_(T},) adere aos vértices de T¢, onde T, denota a parcela
de (Tx x Tpg) associada a fungao d. Estas serdo, no que segue, chamadas de fungoes de

conexdo de primeiro tipo.

Analogamente, um termo de T4 X (T x T¢) se representa pelas fun¢des de conexao
(f,g). Fixando L_(Tg) = T} ...Th e definindo por T} a parcela de (T x T¢) associada
a f, temos

£ {Th,..., T} — V(Te)

indexando a conexao das subérvores de Tz aos vértices de T ; ademais,
.l k
g : {74, T4} = V(Ty)

nos diz como a conexao da floresta L_(T4) a Ty ocorre. Foram descritas aqui as fungoes

de conezxao de segundo tipo.
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Considere um par (d, e) de fun¢oes de primeiro tipo. Com base nessas, podemos definir

f’, g’, funcoes de segundo tipo, da seguinte maneira:

Tk . se d(T%) ¢ V(TE), Vi € [k];
P(TE) = e on(Th), onde n(zy) = { 10> AW € VL) W 51)
77, com V(TE) C V(T9), c.c.;

d(T%),se d(T) # root(Ts);

g'(Th) = | (3:2)
e(T}),c.c.

Definicao 3.2. Denotaremos por R a relagao que associa as funcoes de segundo tipo f’
e g” as de primeiro tipo d e e. Escreveremos, assim, R(d.e) = (f’,g’).

Por outro lado, a partir de funcoes f e g de segundo tipo, sdo obtidas as fungoes de

primeiro tipo d’ e e’, dadas por:

9(Th),se g(Th) € v(Ts);

root(Tp), c.c.;

O(T}) =

9(T)),se TJK{3} = T}, para algum i € [k];

e(T}) = -
f(TE), com n(Th) =T7, c.c.

Definicao 3.3. Denotaremos por () a relagiao que associa as fungoes de segundo tipo d’

e €’ as de primeiro tipo f e g. Escreve-se, deste modo, Q(f,g) = (d’,e’).

Os mapas R e ) foram construidos de forma que cada par de funcoes de conexao de
um dado tipo se associasse a um par de tipo oposto que o simulasse em comportamento
da melhor maneira possivel, isto ¢, até onde as restricoes de dominio e contradominio de
cada funcao permitisse. Gracas a isto, podemos utiliza-los diretamente para demonstrar

o proposto, que equivale ao seguinte resultado:
Proposicao 4. RoQ =Qo R = Id.

Comecaremos mostrando que @ o R(d,e) = (d,e). Fazendo R(d,e) = ({°,g’), entao:

| segr (@) e vrm)g (1)) = d@‘)’ sed(T) # root(Ts);
T = o(T}).
seg’(Th) € V(Tc),root(Tp).

Imediatamente, temos d’ = d quando d(7%) # root(Ts). Caso contrario, g’(T) €
V(T¢), donde d’(TY) = root(Tg) = d(T%). Além disso,
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j ; ; d(TY), sed(T?) # root(Tp);
; seT) = T para algumi € [k],g’(T)) = ( A) (Th) # ()
e(Ti) = e(17), c.c.

c.c., £ (TP, comn(Th) = T3.

No primeiro caso, T9 = T’ para algumi € [k] implica d(T%) = root(T), logo e’ = e.
No segundo, vale e’(T7) = e(n(Th) = e(T}), donde temos a igualdade. Assim, Qo R = Id.

Por outro lado, se Q(f,g) = (d’,e’):

f’(T’é) _ e’(n(Tg) _ e’(Tg),se K{3}d’(T}) ¢ V(Tg),Vi € [kl;
e’ (T9),com V (Th) C V(T79),c.c.

Mas:

e’(Tj) _ g(Tj),seTg = Tj‘,paré algumi € [k];
£(T%), comn(Th) = T3, c.c.

Ao notarmos que 1 nunca retorna arvores em {1%: i € [k]}, verificamos que o primeiro

caso acima nao pode ocorrer, donde f” = f. Prosseguindo:

(

g(T4),seg(Th) € V(Th);

sed’(T%) # root(Tg),d’(T}) = ,
root(Tg),seg(T4) € V(Tc);

s (T3),se T} =T} lgum i € [k]
. . 7se — 1 , ara alegum e 7
\ f(T%), comn(Th) = T3, c.c.
Observa-se que, no segundo caso, teremos necessariamente Tg = Tﬁb para algum

i € [k]. Ademais, pela defini¢ao da funcao de conexao d’, g(T%) € V(T¢) = d’(TY) =
root(7), reduzindo o primeiro caso a possibilidade restante. Assim, g’ = g.
]

E simples mostrar a validade do lema a seguir.

Lema 3.2. A drvore B é unidade de K{J} em rela¢ao ao produto X, & esquerda e a

direita.

Com isto, torna-se verificado o fato de que (K{J}, x, M) é uma é&lgebra, esta sendo
nao-comutativa. A estrutura de coalgebra em K{J}, por sua vez, é posta por meio dos

mapas coproduto e counidade, que seguem:
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Definigao 3.4. Seja T' € K{J}. Definimos o coproduto neste espaco como sendo o mapa:

A K{J} — K{J} @ K{J}
Tr—>ZL(HTi)®L Iz (3.3)
AC[k] €A FEAC

Notemos que A é coassociativo. De fato, para cada termo que compde A(T), seu
simétrico (isto &, a acdo de 7 sobre ele) é também um desses termos. Por sua vez, a
counidade ¢ : K{J} — é o mapa que associa um a arvore B e zero a qualquer outro

elemento. A comutatividade do diagrama representando a counidade vem de:

(@ I)AT) =)« L(HE)@ [[7|=1eT~T

ACIK] i€A JEAC
e da expressao analoga representando a acao do mapa simétrico.

Mostraremos que (K{J}, x, B A ¢) é uma bidlgebra provando o seguinte resultado.

Lema 3.3. A : K{J} — K{J} ® K{J} é um homomorfismo entre dlgebras, isto €,
A (TA X TB) = XK{3}®K{J} (A X A(TA X TB))

Demonstracao. Iremos, a exemplo daquilo que foi feito dentro da demonstracao da as-
sociatividade de X, codificar os termos dos resultados das aplicacoes acima por meio de
fungoes de conexao e de parti¢oes de conjuntos de indices. Um termo de A (T4 x Tp)

pode ser descrito pela funcao de conexao
d: {7}, ..., T"} = V(Tg)
e pelo subconjunto
U C [m],
onde L_ (Tq x Tp) = [}, T3

Por outro lado, um termo de xgz19x(7} (A ® A(T4 ® 1)) é representado pelos sub-

conjuntos

Y C[l],W C [k],

com L_ (Ty) =[5, Ti e L_(Ts) = [,_, Tk; e também pelas funcdes de conexdo

e: {TilieW} —V (L (HT§>>

heYy
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f:{Tiie W’} —V (L(H TQ)).

hey ¢
Com uma funcao de conexao d e uma subconjunto U em maos, podemos obter sub-

conjuntos Y', W’ e fun¢oes de conexao €’, f* como segue:
Y' ={he[l]:3j € Ucomn(Th) =TI}

W' ={iclk]:3jcUcomTi=TiYu{ic[k]:d(Ty) € V(T]), comj € U}
root (L ([T,cy: Th)) . sed(T%) = root(Tp);
d(T%),sed(T}) € (L (HheY' Tg)) :

root (L (Hhe(Y’)C Tg)) , sed(T%) = root(Tp);

A(T}),se d(T}) € (L (TTeryne Th) )

Definicao 3.5. Denotamos por M o mapa que relaciona d e U aos subconjuntos Y/, W’
e as fungoes de conexdo e’ e . Assim, M (d,U) = (Y, W' e’ {?).

e(T) =

£(T)) =

Descreveremos, agora, a relacao na diregao oposta. Para subconjuntos Y € [I], W € []

e funcoes de conexao e e f, definimos:

e(T), sei € W;

&(Ty) = _
f(T%), c.c.

U={jem]:3heY nTh) =TI u{jec[m]:3icW: T \="T5}

Definigao 3.6. I denotara o mapa que associa as parti¢oes Y, W de [{] e de [k], respecti-
vamente, e as fungdes de conexao e e f a funcao d’ e a particao U’ de [m], esta dependente
de d’. Temos, desta forma, F\(Y, W, e, f) = (d’,U").

Novamente, mostrar que M e F' sao inversos bilateralmente bastara para concluirmos

a prova.
Lema 3.4. MoF =Fo M = Id.

Seja (Y, W' e’ f) = M(d,U), e (A, U") = F(Y',W',e,f). E imediato ver que d’ =
d. Ainda,

{elm):3heY Ty =T} ={j €[m]:3he[l]:n(Ty) =T} N,
pela definicao de Y’, enquanto

{(jem]:3ieW  T\=Ti}={jcm]:Jick] T, =Ti}NU,
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pela definicao de W’. Assim:

U/

({jem:3rhell]:nTh)=T5}nU)U({jem]:Tiek]:T)=T7}n0)
={jeml:Inell:nTh=T}u{jem]:Jick] :Ty=Ti})nU
=[mlNnU=U

visto que, se j & tal que 77 nao esta na imagem de 7, entao necessariamente existe i € [k]

i
com 1% =T}.

Supondo agora que (d’,U’") = F(Y,W, e, f), e que (Y, W' e’ £’) = M(d’,U’), mostra-
remos que Y/ =Y e W' =W.

Se h € Y, entao n(Th) = Tj,, para algum j € U’. Como nao é possivel a existéncia de
i € Weom TY =T/, entdo ha h € Y e n(Th) = T3. Mas 1 é injetivo, donde i’ = h € Y.

Se h € Y, ha duas possibilidades: se n(T%) = Tj, para algum j € [m], entdo j € U’;
caso 1(Th) = Th, existe j € [m] com Th = T7, donde j € U'. Logo h € Y, visto que a

condicao sobre 7 fica satisfeita nos dois casos. Portanto, Y/ =Y.

Se i € W', podemos ter T% = Tj, para algum j € U’, onde existe i € W com Tg = Tj,.
Logo i = i € W. Isto ocorre pois, se j estivesse em U’ pela outra condicdo, teriamos
T' = nTh, um absurdo; ou podemos ter i € W’ e d’(T%) € V(T73,) com j € U’, e vem que
j é tal que n(Th) = T3, para algum h € Y, donde d’(T%) = e(T?), implicando i € W, pela
definicao de d’. Novamente, se j estivesse incluso em U’ pela condicao restante, teriamos

19, =T%, com i em W, o que resulta em contradi¢ao.

Tomando 7 € W, pode ou nao existir j € [m] com T% = Tg,. Se existir, entdo j € U.
Caso contrario, vale d’(T%) € V(T3), e pela definicio de e, j € U’ da mesma maneira.
Imediatamente, ¢ € W’. Isto nos da W’ = W.

Finalmente, é bastante simples ver que, com a igualdade entre os pares de particoes,
as fungoes de conexao respeitam d’ = d e e’ = e, provando o lema e, por equivaléncia, o

proposto. 0

Verifiquemos que o produto e coproduto que caracterizam K{J} como bidlgebra sao

consistentes com a sua graduac¢ao. Enunciemos:
Proposicao 5. As seguintes afirmacoes sao validas:

(i) Para quaisquer naturais n,m, a imagem de K{J,} ® K{J,,} pelo produto x esté
contida em K{J,, 1}

(ii) Se T € K{J,}, entao A(T) € B _, K{J,,} ® K{J,,_.,}, para todo n natural.
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Demonstragao. Considere arvores Ty € K{J,} e T, € K{7J,,}. Essas arvores tém, respec-
tivamente, n + 1 e m + 1 vértices. Mas cada somando do produto 77 ® T5 é uma arvore
obtida pela adicao dos vértices de T, com a excecao de sua raiz, a arvore Ts, e assim, tem
n+ (m + 1) vértices. Portanto, T} x Ty € K{J, 1 }-

Por outro lado, se T' € K{7J,}, cada tensor compondo A(7T) tem como componentes
duas arvores cujos vértices diferentes da raiz advém de 7', e logo possuem, juntas, n + 2
vértices. Porém, o subespaco vetorial de K{J} ® K{J} gerado por tensores com n + 2
vértices totais é justamente @ _, K{J,,} @ K{J,_,.}. O

Devemos agora mostrar que existe uma antipoda para esta bidlgebra. O argumento ser&
similar aquele utilizado para provar a existéncia da antipoda para a algebra de Connes-
Kreimer. Sendo (End(K{J}),*,uo¢€) a algebra dos endomorfismos de K{J}, vale:

(Idg(ay) ' = (uoe—¢) ' => (",

neN
com ¢ =uoe — Idgy. O expoente faz referéncia ao produto da élgebra, a convolugao.
Proposicao 6. Para todon € N, ("|;, =0

Demonstracao. Segue por inducao em n. A base vem de
(M) =E—y(c(l)=H—-—0=0. (3.4)
Suponhamos que ("|5, = 0 para algum n > 0. Entao, se T' € J,,,1, teremos:

¢"HHT) = Co¢™(T)
= ZC(TA)Cn(TAC)

A

Para A nao vazio, por (3.4), o termo correspondente da soma acima é nulo. Resta o termo
representado por A = (), isto é, ((M)(™"(T), e este é zero pela hipotese de inducao. Logo,
¢HY(T) = 0. O

Dessa forma, S = ) _ (" estd bem definido para toda arvore com raiz finita, e

portanto K{J} é de fato uma algebra de Hopf.



4. Algebras de Lie

4.1 Definicao e exemplos

Embora sua concepcao advenha inicialmente do estudo dos chamados grupos de Lie, as
algebras de Lie conectam-se as algebras de Hopf e aos resultados citados adiante de uma
maneira bem mais periférica, motivando-nos a apresentar somente uma breve introdugao
a teoria dessas estruturas, com foco nos resultados que pavimentam o caminho tracado

por Panaite e Hoffman até a demonstracao do teorema final aqui abordado.

Definigao 4.1. Uma algebra de Lie ¢ um par (g, [,]), onde espaco vetorial g sobre um
corpo K, e [,]: g X g — g representa o colchete de Lie, uma operagao binaria satisfazendo

as seguintes propriedades:

(i) [,] é bilinear;

(ii) [z,z] = 0, para qualquer = € g, o que implica:
(ii.b) [,] é antissimétrico;

(iii) [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + |2 [z,y]] = 0, para quaisquer z,y,z € g. Esta é chamada a
propriedade de Jacobi.

Definigao 4.2. Um mapa ¢ € Hom(g,h) é um homomorfismo entre algebras de Lie se

for compativel com os colchetes de g e de h. Isto é:

b (e, y]) = [¥(2), ¥ (y)].

Os exemplos abaixo nos dao a dimensao da frequéncia com que ocorrem as algebras

de Lie dentro do campo da Algebra.

Ezemplo. Um espaco vetorial V' qualquer pode ser visto como uma algebra de Lie, quando
munido do colchete trivial:

[v1,v9] =0, Vv, 09 €V

45



46 ALGEBRAS DE LIE 4.1

FEzemplo. Seja A uma &lgebra. Seu comutador é definido como o mapa [,|: Ax A — A

dado pela expressao abaixo:
[a,b] =m(a®b) —m(b®a) =ab—ba
Tomando a, b, c € A quaisquer, temos que o comutador cumpre a propiedade de Jacobi:

b)) + [b, e, ] + e a, ]

= a(bc — ¢b) — (be — cb)a + b(ca — ac) — (ca — ac)b + c¢(ab — ba) — (ab — ba)c
= abc — acb — bca + cba + bea — bac — cab 4 acb + cab — cba — abe + bac

=0

Como bilinearidade e antissimetria sao claramente propriedades do comutador, o mapa

confere a A uma estrutura de algebra de Lie.

Em particular, quando V' = End(W), onde W é outro espago vetorial, denotamos

(V,[,]) = gl(V), o grupo ou a algebra de Lie linear geral.

Iremos brevemente definir como subélgebras, ideais, e homomorfismos tomam forma

quando relacionados a algebras de Lie.

Definigao 4.3. Uma subalgebra de Lie ¢ um subespaco h C g de (g, [,]) que é fechado
com respeito ao colchete. Quando munido da restricdo do colchete a si, h é uma algebra
de Lie.

Definicao 4.4. I C g é um ideal de Lie desde que, para todo ¢ € I e a na &lgebra,
tenha-se [i,a] € I. Alternativamente, pode valer [a,i] € I para a,i quaisquer. As condig¢oes

sao equivalentes pela antisimetria de g.

Definicao 4.5. Considere g, h algebras de Lie, e f: g — b uma transformacao linear.

Diremos que f é um homomorfismo entre algebras de Lie se o seguinte diagrama comuta:
gxg— g
Ixf !

bxh —F—b

4.1.1 Elementos primitivos de uma bialgebra

Iremos definir um subconjunto de uma bidlgebra H,m,u, A, & que é compativel com

seu comutador [hy, ho] = m(hy ® hy) — m(hy — hy), mas ndo é uma subalgebra em geral.
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Definicao 4.6. h € H é dito um elemento primitivo da biadlgebra H quando:
Ah)=h®1yg+ 1y ®h.

O conjunto desses elementos é denotado por P(H).

Nota. Sejam p,q € P(H). Como A é homomorfismo entre suas algebras dominio e con-

tradominio, temos:

A(m(p® q)) = mag (A A(p® q))
=mae (PR 1lr+1p®@p) @ (@ 1y + 1x ®q))
=mpRq1lg+pRq¢+q@p+1g @mp®q)
#m(p®q) @1y +1g @m(p® q).

Assim, P(H) nao é subalgebra de H.

Teorema 4.1. P(H) ¢é uma subdlgebra de Lie da bidlgebra H, isto é, para quaisquer p,q

primitivos de H, temos que [p, q] também € primitivo.

Demonstragao. Basta calcular a agdo de A sobre [p, q]. A saber:

A([p,q)) = A(m(p @ q)) — A(m(q @ p))
=(mp®q) @1y +pRq+qp+1lg@m(p®q)
—m(g®p)®1lp—qRp—p®q—1g @m(g®@p))
=mp®q @1y +1lp@mp®q) —m(@ep)®ly —1g @ m(g @ p)
=g ®lp+1p®p,q € P(H)

4.2 Algebra envolvente universal

Vimos anteriormente que toda algebra pode ser vista como uma &algebra de Lie ao
tomarmos o comutador como o colchete. O conceito da algebra envolvente universal per-
mite que, de certa maneira, complementemos esta visao. Mais especificamente, ele nos da
um modo de representar qualquer algebra de Lie como um subespaco de uma algebra co-
mum, e de estender homomorfismos entre algebras de Lie (com contradominio associativo

munido de unidade) a homomorfismos entre algebras.

A Algebra envolvente universal de uma algebra de Lie é definida por meio do que é

chamado de propriedade universal. Informalmente, uma propriedade universal consegue
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determinar uma estrutura apenas designando o que tal estrutura deve satisfazer, sem
construi-la de imediato. Uma introducao completa do conceito requer alguma familiari-

dade com a teoria de categorias, e portanto foge do escopo desse trabalho.

Definicdo 4.7. Seja (g,[,]) uma algebra de Lie. Considere o par (Z,:), onde = uma
algebra e 11 g — = é um homomorfismo entre algebras de Lie. Este par sera dito uma
algebra envolvente universal de g se a seguinte propriedade é verificada: para qualquer
algebra A e qualquer homomorfismo 6: g — A entre algebras de Lie, existe e é tinico o

homomorfismo entre algebras 6': = — A que faz o diagrama abaixo comutar:

Existe um método para construir a envolvente universal de uma algebra de Lie g

qualquer, e o descreveremos neste momento.

Considere a dlgebra tensorial (7'(g), ®), definida no primeiro capitulo, com:

T(g) = D,~o 8"
(a1®®al)®(bl®®b]):(a1®®az®b1®®b])

Seja R o ideal da &lgebra tensorial gerado pelos termos na forma [a, b — (a®b—b®a) :
a,b € g). Este é a intersecao de todos os ideais de T'(g) ou, de maneira equivalente, o
menor ideal da algebra. Assim, podemos tomar a algebra quociente = = T'(g)/R = {[a]:
a€T(g)}, onde [a)| ={be T(g): i€ Rcoma = b+ i}.

Considere o homomorfismo entre algebras canonico ¢: V(g) — V(g)/R dado por s(a) =

[a]. Mostraremos que ¢ é compativel com os colchetes dos dois espagos. A saber, se a,b € R:
[[a], [b]] = [a®b] - [b®@a] =[a®@b—b®a] = [a®@b—bRa+ ([a,b] —a®@b+bRa]) = [[a, b]].

Assim, ¢ € homomorfismo entre algebras de Lie, logo ¢ valido enunciar o resultado a

seguir.

Teorema 4.2. Do modo como foram definidos, (Z,1) constituem uma dlgebra envolvente

universal da dlgebra de Lie g.

Demonstragao. Em primeiro lugar, considere uma base 8 = {v; : j € J} de g. Entao,
o conjunto dos tensores de todas as ordens cujas componentes estao em [ formam uma

base T de T'(g), o que é simples demonstrar.
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Seja (A,ma,us) uma algebra qualquer e 8 € LieHom(g, A). Podemos estender 0 a
um homomorfismo 6 € Hom(T'(g),2l) pela relagao:

(v @ - @up) =ma(B(v) @+ R0(vy)) = O0(vy) X -+ X O(vy),
definida na base I'. Notemos agora que, para ¢ no gerador de R:

0'(i) =0 (Ja,b] —a®@b+b®a)
=0([a,b]) —0'(a®@b) +0'(b® a)
= O(ab — ba) — O(a) x 0(b) + (b)) x 6(a)
=0

Com isto em maos, podemos ver que, para qualquer v € (:

donde 6 = 0’ o+ em uma base de g. Por estar definido em uma base de T'(g), ¢’ é o tnico
homomortfismo entre algebras com tal caracteristica. A propriedade universal fica assim

satisfeita. [

Pelo teorema (1.7), a algebra tensorial de g tem uma estrutura Hopf-algébrica. Esta é
herdada pela algebra quociente desde que o ideal R associado seja um Hopf-ideal (1.12),
por simples composicao com o homomorfismo canénico entre um espaco vetorial e um

quociente dado por m(v) = [v]. Vejamos que isto sempre ocorre.

Proposicao 7. O ideal R associado a &lgebra envolvente universal de uma algebra de Lie

é um Hopf-ideal.

Demonstracao. Seja r € R um elemento do ideal. Sua forma é, portanto:

r= Zti([aia b —a; ®b; + b; ® a;),

i<N

onde N € N, e para todo indice i, a;,b; € g, e t; € T(g). Pela formula da antipoda de
T'(g) 1.14, temos que:

S(r) = (=1¥(=[a;,b] = b; ® a; + a; @ bt} € R.

i<N
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5. A relagao entre Hp e K{J}

5.1 Propriedades combinatoérias do espago vetorial K{J}

Vamos comecar definindo uma ordem parcial < no conjunto J. Para duas arvores
T € K{J,} e T" € K{J,41}, temos que t < T" se, e somente se, T for uma subarvore
de T" que preserve sua raiz. Em outras palavras, duas arvores distintas sao comparéveis
segundo esta ordem quando podemos obter a menor delas removendo sucessivamente
folhas da maior. Quando 7" < T" e T pode ser obtida pela remocao de uma tnica folha
de T, escreve-se T'<T’. Quando isto ocorre, podemos associar ao par (T,7") as seguintes

duas quantidades:

Definigao 5.1. Se T'< T’ entao n(T,T’) é o nimero de vértices de T aos quais pode-
mos adicionar uma aresta ligando a um novo vértice e obter 7", enquanto m(7,T") é a

quantidade de folhas de T" que deixam 7" como resultado de sua remocao (exclusiva).

Em geral, tais quantidades nao equivalem quando avaliadas para um mesmo par de

Arvores com raiz.

A relagao entre n(7T,7") e m(T,T") pode ser vista de uma maneira diferente ao consi-
derarmos o grupo de simetria de uma arvore T'. A rigor, este é o grupo dos automorfismos
de V(T

SG(T)={c:V(T)—=>V(T)|T, = (V(T),E,(T)) =~ T}

onde E(T) = {vyvy,,1 < i < |T|} representa o conjunto de elos de T, enquanto
E,(T) = {o(v,)o(vi,),1 < i < |T|}. No entanto, iremos reconstruir G como um pro-

duto direto de grupos atrelados aos vértices de T'.

A respeito do produto direto de grupos, ressalta-se que, se I'1, ', ... forem geradores
para as parciais, cujas operacoes sao respectivamente oy, 0q,..., entao ['y x I's X ... é um
gerador para o grupo resultante, e o; X o5 X ... é adotada como sua operacao. E imediato

ver que o produto satisfaz dessa forma todos os axiomas que definem um grupo.

Para cada v € V(T), seja T, a subarvore proépria de v, isto é, a subarvore de 7' com
raiz v (com ordem induzida por T'); {v1,v2 ..., v} 0 conjunto dos filhos de v; e SG(T,v) o

grupo gerado pelas permutagoes que, caso t,, ~ t,,, trocam cada vértice da primeira pelo

o1
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correspondente na segunda, mantendo fixos os demais. O grupo de simetria da arvore T’

serd o produto direto dos grupos associados a cada vértice.

SG(T)= [] SG(T.v)

veV(T)

Faremos um desvio para abordar algumas definicoes e propriedades a respeito de
subgrupos e agoes de grupos. Se G é um grupo (multiplicativo), a € G, ¢ H < G, o
subconjunto Ha = {ha : a € G} de G é a coclasse a direita de a em relacio a H.
Ainda, [G : H] denotara a cardinalidade do conjunto de coclasses a direita dos elementos
de G com respeito a H. Este ntumero ¢ chamado o indice do subgrupo. Por iltimo, a

ordem de um grupo G é dada por sua cardinalidade |G|.
Lema 5.1. Se H < G, entao |G| =[G : H||H]|.

Demonstracao. Seja a € G, e considere o mapa ¢, : H — Ha que associa a cada elemento
do subgrupo o seu produto por a a direita. ¢, é claramente sobrejetor; tomando hy # hy €

H, temos que:

hla = hga = hla(hga)_l =1
= ha(a thy!) =1
= h1h2_1 =1

= h; = hy

donde o mapa é bijetor. Assim, para todo a € G, |Ha| = |H|.

Por outro lado, sejam a,b € G tais que HaNHb # (). Entao existem x € G, hy, hy € H
com x = hja = hyb. Entdo a = (hy'hy)b, e b = (hy'hy)a, implicando Ha = Hb. Dessa
maneira, mostramos que as coclasses de G em relagdo a um subgrupo sao disjuntas e
iguais em cardinalidade. Como todo elemento do grupo pertence & sua propria coclasse,

temos o resultado. O

Uma agao de grupos (a direita) de G sobre um conjunto qualquer X é um mapa que
leva elementos de X x G em elementos de X, de forma que, para todo g,h € Ge x € X,

tenhamos z.1 =z e (z.g).h = z.(gh).

Dada uma agdo de grupos e um elemento x € X, definem-se dois subconjuntos de

interesse: a érbita de z sobre G,

X D Orb(x) ={y € X :y=ux.g, para algum g € G};
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e seu subgrupo estabilizador,
G > Fiz(z) ={9g € G:2.9g=uzx}.

Lema 5.2. Dada uma ac¢do do grupo G sobre o conjunto X, |Orb(z)| = [G : Fiz(x)],
para todo x € X.

Demonstracao. Fixado x € X, denotaremos por £ 0 mapa que associa as coclasses de G

com respeito a Fiz(z) aos elementos de Orb(z) do seguinte modo:
G > A=I[Fiz(z)lg={hg: h € Fiz(z)} = r(A) =z.g =y € Orb(z)

Como toda coclasse pode ser escrita na forma acima para algum elemento g do grupo, o
mapa é bem definido. Mostraremos que ele é bijetor.

Se 37 € Orb(z), entdo existe § € G com § = 2.g. Tomando A = [Fiz(z)]g, teremos
x(A) = 7, donde k é sobrejetor.

Por outro lado, sejam A = [Fiz(x)]a e B = [Fiz(x)]b coclasses tais que k(A) =y =
k(B). Entao z.a = y = x.b, implicando x = (ba').z. Logo, ba~! € Fiz(x). Mas, ao

1

tomarmos h = ba~"', obtemos ha = b, e disto segue que A = B, visto que ambas sao

coclasses com respeito ao subgrupo Fiz(z). Portanto x é injetor. O

Podemos retomar o assunto principal desta secao. Sejam duas arvores com raiz T <T",
e seja v € V(T) um dos vértices aos quais podemos ligar uma nova folha w para obter
T'. Considere a a¢ao do grupo SG(T') sobre V(T'), e também a de SG(T") sobre V(T") =
V(T)Uw. Recuperando a definicdo que demos para n(7,T") e m(T,T"), podemos observar
que tais valores sdo respectivamente as ordens de Orb(v,T') e de Orb(w,T"). O primeiro
representa a orbita de v € V(T') sobre SG(T'), e o outro ¢é identificado analogamente. Este
fato, em combinacao com os dois dltimos lemas apresentados, nos garante a validade das

igualdades a seguir:

/ o _1SG(@)]
n(T,T") = |Orb(v, T)| = [SG(T) : Fix(T,v)] = TFia(T,v)|
N N N ey SG(TT)]
m(T,T") = |Orb(w,T")| = [SG(T") : Fiz(T",w)]| = m

Contudo, notemos que existe uma equivaléncia entre as ordens dos estabilizadores. Se
uma permutagdo em SG(T) fixa o vértice v, entdo suas componentes podem ser escri-
tas como o produto de permutacoes entre subarvores proprias que nao contenham v e
sejam isomorfas. Os elementos de SG(T") sao identificados similarmente. Nos dois casos,

chamaremos um par de subarvores satisfazendo tais propriedades de um par permutdvel.
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Considere um par permutavel em T'. Tal par nao é modificado pela adi¢ao do vértice w
a arvore, visto que v nao é um de seus vértices (e nenhuma das duas subarvores é a propria
de w, obviamente), logo ele também é permutavel em 7’. Por outro lado, qualquer par
permutavel de T” exclui w, e portanto exclui também v por ser um de seus ascendentes.

Dessa forma, ele é par permutavel em 7.
Isto conclui a demonstracao do seguinte fato, o qual aplicaremos mais adiante:
Proposicao 8. Se T'<T’, entao n(T,T")|SG(T")| = m(T,T")|SG(T)|

Iremos agora definir dois operadores lineares sobre K{J,}: R: K{J,} = K{J,1},
chamado operador de adesao; e B: K{J,,1} = K{J,}, o operador de pruno, dados

respectivamente por:

R(T)=> n(T,T)T (5.1)

B(T) =Y _ m(T, T)T (5.2)

Convenciona-se ainda que 5(H) = 0.

Quando definidos sobre uma algebra nao comutativa, o comutador funciona como uma
espécie de medida do quao distantes seus elementos estao da comutatividade. Notamos
que o espaco dos operadores lineares em K{J} é uma algebra com a composicao. Nesse

contexto, temos o seguinte resultado:
Proposicao 9. O comutador entre B e R é dado por ©, com D(7T) = |T|T.

Demonstragao. Aqui, se v; é um vértice de uma arvore 7', e v; uma folha da mesma, T;
denotara a arvore obtida adicionando a 7' um vértice conectado apenas v;, e T7 aquela

dada pela remocao de v;. Temos:

T T 7|
BORT) =D BT =) (T+ >, T |=1r+ [ > T
i=1 i=1 Fe[TIN{i} i=1 \je[TI\{s}
Por outro lado:
|7 ‘ T ' IT| ,
YCTEATI SEEHI I o (D S IS ol (1D i
j=1 J=1 \eel| TN\ {7} i=1 \je[|IT\{i}
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Podemos munir K{J} com o seguinte produto interno:
(T,7) = |SC(T)|or1. (5.3)
em relagao ao qual os operadores R e B sao adjuntos, ou seja:
(R(T),T") = (T,B(T"))
De fato, quando T'<T”, teremos:

(%(T),T’) = Z n(T, U) (U, T’) = n(T, T’) (T’,T’) = n(T, T’)\SG(T’)]
TaU

(T,B(T") = Y _m(S,T")(T,8) =m(T.T') (T, T) = m(T,T")|SG(T)|
ST’

E o resultado segue pela proposigao (8). Caso nao se tenha T'<7’, ambos os lados da

igualdade serao nulos.

Proposicao 10. Para duas arvores com raiz T} e T, quaisquer, vale que
(R(T1), R(T3)) — (B(T1), B(T2)) = [T||SG(T)|o7, 15

com T =1] =1Ts.

Demonstracao. O resultado provado acima transforma os dois lados da equacao das res-

pectivas maneiras:

(R(1), R(T2)) = (T1, BR(T2))

(B(T1), B(13)) = (B(13), B(T1))
(iREB(T2)7 Tl)
(T, RB(T3))

Reescrevendo, e aplicando a expressao de D(T), pela proposigao (9):

(R(Th), R(Tz)) — (B(Th), B(12)) = (11, BR(1z) — RB(13))
= (T1,9(13))
= |I||SG(Th)|6r, 1,

]

Em relacao a ultima proposicao, é possivel observar que, para toda arvore com raiz 71"
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(R(T),R(T)) = <Z n(T,T)T', > n(T, T’)T’)

TT! TT'
= Y (T, T')?SG(T")|
TaT'

T// T”, Z m(T",T)T”)

T'aT

Z T// |SG(T//) ’
implicando o seguinte:

S (T, TPSGT - > m(T", T)?|SG(T")| = |T||SG(T))|

T<T’ T"aT
Mas, pela proposicao (8), temos que n(7,7")|SG(T")| = m(T,T")|SG(T)|, e também
que n(T",T)|SG(T)| = m(T”,T)|SG(T")|. Substituindo-as na igualdade acima, e divi-
dindo por |[SG(T)| > 0, obtemos:

I= > (T, T)m(T,T) - Y nT" T)m(T"T)=|T| (5.4)

TaT! T'aT

Por representarem maneiras de construir e desconstruir arvores passo a passo, as quan-
tidades m e n podem ser naturalmente expandidas a quaisquer arvores comparaveis pela

ordem <. Para tal, definiremos generalizagoes dos mapas R e B como segue:

RNT)= > T, T)T (5.5)
|77 |=IT|+k

BHT)= > mT"T)T" (5.6)
|T|=|T"|+k

Nota. Percebamos que R* : K{J,} — K{J, 1} ¢ a composi¢io de k versdes do mapa
original, cada uma com dominio e contradominio adequados; o mesmo vale para as gene-
ralizagoes de *B. Isto garante, em especial, que esses mapas continuem adjuntos em relacao

ao produto interno definido anteriormente. isto é:

keN|T'|—|T| =k = (R*T,T"),T") = (T,B"(T,T")) (5.7)

O resultado da proposi¢ao (8) é mantido pela expansio, como mostraremos a seguir.
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Ainda, exibiremos como a expansao é consistente quanto a decomposicao das construcoes
e desconstrucoes de arvores, e quanto a avaliacao de m ou n sobre arvores nao comparaveis

por <.
Proposigao 11. Sejam 7, 7" € J com |T'| < |T”|. Entao:
(1) n(T, TSG(T)| = [SG(T)|m(T, T");

(ii) Se |T| <1< |T'], entao:

n(T,T') =Y n(T,U)n(U,T)

m(T,T) =Y m(T,U)m(U,T")

(iii) n(T,T7") = m(T,T") = 0 se nao tivermos 7' < T".

Demonstragao. A primeira afirmacao vem da expressao (5.7), pois:
WL, T)SGT)| = (T, RE(D)) = (BH(T). T) [SG(T)|m(T.T")

onde k = |T"| —|T'|. Quanto a segunda, podemos trabalhar com o fato dos mapas originais

(com k = 1) serem adjuntos para, a partir de (5.7), obter (com | = |T| + i):

(D). T)
1) = sG]
_ (g{z(T)’%kfz(T/))
SG(T)
| (D). m(U.TD)
=2 sa)

U=t

D)
> |SG(T/)| e

_ 16O, ;7
- 3 s isem o
|

U=l

L ISG( ) :
_g:l (T,U)|SG( ) m(U,T")
= > (T, U)n(U,T)

U=t
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o (BH(T),T)
)= sam)
_ (%kii(T’),%i(T))
|[SG(T |
(B5(T), n(T, U)U)
_UZZ |5G T)|
- (@B
-2 |SG<T>| 0
-5 Emy oo,
UZZ BeGEC
, !SG( )|
_UZZ m(U,T") |SG( )ln(T U)
=Y m(U,T)m(T,U)
U=t

Por fim, (iii) vale quando k = 1 por definigao, e utilizando (ii), é simples generalizar

o fato para todo k via inducao. O

Notemos ainda que, como B < T para toda arvore T, é valido pensar nos valores
n(W. T) e m(B,T). Pelo raciocinio envolvido na defini¢gdo de tais quantidades, concluimos
que o primeiro representa a quantidade de formas para se construir a arvore 1 a partir

da raiz, enquanto a outra nos diz de quantos modos podemos desconstrui-la.

5.2 0O Teorema de Milnor-Moore

Anteriormente, definimos a estrutura de graduacao que pode ser verificada para es-
pacos vetoriais, e estendida a algebras, codlgebras e bidlgebras por compatibilidade com
os mapas fundamentais. Também vimos que os elementos primmitivos P(H) de uma
bidlgebra H constituem uma subdlgebra de Lie desta, sem necessariamente absorver sua

estrutura algébrica.

Tais definicoes sao requisitos para que enunciemos o teorema de Milnor-Moore, provado
originalmente em [13|, que d&, sob algumas condi¢oes, um isomorfismo entre uma algebra
de Hopf H e a algebra envolvente universal = do conjunto dos primitivos de H. Pela
discussdo presente na segao (4.2), esta algebra tem uma estrurura Hopf-algébrica, pois o

ideal envolvido em sua construcao é fechado para a antipoda de H.
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Teorema 5.3. Seja H uma dlgebra de Hopf cocomutativa, conexa e com graduacdo (isto
é, Hy = ug(K) ). Entao existe um isomorfismo entre H e Z(P(H)), o envoltdrio universal

dos primitivos de H, que é compativel com a estrutura Hopf-algébrica de Z(P(H)).

A demonstracao desse teorema chave demanda alguns resultados mais especificos a

respeito de codlgebras, os quais fogem do escopo do trabalho, e portanto serd omitida.

A Aalgebra de Hopf K{J} de Grossman-Larson atende a todas as restricoes impos-
tas pelo teorema de Milnor-Moore. Além disso, a codlgebra de K{J} torna bem claro o

conjunto dos seus elementos primitivos.

Teorema 5.4. A dlgebra de Lie P(K{J}) € gerada como espaco vetorial pelas drvores
cuja raiz tem grau de saida exatamente igual a um, isto €, as drvores da forma B (T),

sendo T wma drvore qualquer.

Demonstragao. O conjunto das arvores com raiz é base de K{J}, logo qualquer um de
seus subconjuntos tem independéncia linear por definicao. Para ver que as arvores citadas
geram o espago dos primitivos, notemos que se 7' é uma arvore, entdao A(7) tem exatos
2% termos, onde k & o grau de saida de sua raiz. Isto ocorre pelo fato de cada termo
representar um elemento A do conjunto das partes de {1, ...k}, quando B_(T) = t; ... 1.
Pela linearidade de A, os primitivos de K{J} sdo de fato gerados pelas arvores da forma
B (T). O

5.3 O dual graduado de Hp

A Aalgebra de Hopf de Connes-Kreimer admite graduagdao de acordo com o nimero
de vértices em uma dada floresta. Portanto, podemos definir seu dual com graduacao,

denotado por H} , que sera também uma bidlgebra e, por (1.6), uma algebra de Hopf.

Definicao 5.2. O dual com graduacao da algebra de Hopf de Connes-Kreimer é a algebra
de Hopf (H}, , 1, U, 0, E) gerada linearmente pelos elementos Z,, indexados pela base de
Hp, dados por Z,(b) = dap, onde 6 é o operador delta de Kronecker. Ela é conexa, e

graduada de acordo com o niimero de vértices dos indices de cada operador, portanto.

Como mostrado em (1.10), podemos escrever o coproduto em H7 na forma de uma

soma sobre todas as florestas do espaco:

0(f)= > flab)Z,® Z,

a,bEHR

Calculemos o coproduto na base do espaco. Seja ¢ € Hi uma floresta qualquer. Entao:
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0(Z)= > Zab)Z,® Zy= >  Z,®Z,

a,beHp a,be Hr:ab=c

Em vista disso, conseguimos visualizar quais os elementos primitivos de H% : o espago

gerado pelos mapas Zr, onde T' é uma arvore.
Proposicao 12. P(H}) =span{Zr : T € J}.

Demonstragao. Considere Z, = Zy, . 4, em Hy, . Pela expressao do coproduto acima, temos
que 0(Z,)—Z,@1-10 7, = Z;:ll Zyy.4; @2y, @ty_1. Todos esses tensores estao na base
canonica de HY, ® HY,, logo sdo linearmente independentes, donde qualquer elemento de
HY cuja decomposicao relativa a sua base canoénica inclui um fator AZ,, com A # 0, nao

é um primitivo. O

Esse espaco ¢ naturalmente uma algebra de Lie, quando equipado com o comutador.
Connes e Kreimer introduzem uma expressao que exibe mais claramente sua relacao com

o coproduto em Hp.

Proposicao 13. Sejam Ti,T,T € J. Seja m(T1,Ty;T) o numero de cortes simples ¢ €
C(T) tais que R.(T) = Ty e que P.(T) = T}. Note que isto implica |c| = 1. O produto em

P(HY) é dado de acordo com a seguinte expressao:

*ZT2 Zm Tl,TQ,

Nota. Isto generaliza mais uma vez o mapa m, discutido no inicio do capitulo. E possivel

fazé-lo também para n, o que serd visto mais adiante.

Demonstragao. O produto da éalgebra dual tem a forma apresentada em (1.6), portanto,

se tivermos T € J

(1(Zg, ® Ze,)|(T) = > Zgy (Po(T)) Zr,(Re(T)).

ceC(T)

O resultado dessa soma serd diferente de zero apenas para arvores T  tais que exista
ao menos um corte ¢ € C(T) com R.(T) = Ty, P.(T) = Ti. Como m(T1,Ty;T) conta o

nimero de vezes que tal evento ocorre, temos o proposto. ]

A cocomutatividade do mapa § vem diretamente da comutatividade da &algebra de
Connes-Kreimer, que nos diz que Z;,_4,-z, , - Logo, o teorema de Milnor-Moore é apli-

cavel.

Teorema 5.5. A dlgebra de Hopf de Connes-Kreimer € dual ao envoltorio universal da
dlgebra de Lie (P(HE ), [,])-
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5.4 Isomorfismo de Hoffman

Em seu artigo, Hoffman se utiliza das técnicas combinatorias discutidas no decorrer
da se¢ao (5.1), além de se apoiar sobre as ideias de Panaite para corrigir o resultado final

do tltimo, que apontava a dualidade entre as algebras de Hopf abordadas até aqui.

Citamos como a quantidade m foi generalizada mais uma vez, de forma a contar de
quantos modos uma certa arvore pode ser cortada de modo a obtermos um par especifico
de outras. O procedimento mais logico para generalizar n é, dessa forma, torna-lo um
instrumento que aponte para o nimero de maneiras que se pode unir duas arvores dadas

de forma a gerar uma terceira.

Defini¢ao 5.3. Sejam 17,75, T € J. Definimos n(T,7;T) como o numero de vértices
de T} com a seguinte propriedade: conectando 77 a T, ligando a raiz de T} a este vértice,

obtém-se T'.

Nota. Foi dito até aqui que esses mapas scao generalizacoes dos originais, e agora podemos

apresentar evidéncia concreta desse fato. Se Ty < T3, entao:

n(.,Tg; T3) = n(TQ, Tg) [§] m(.,TQ;Tg,) = m(TQ,Tg)

Mostraremos agora como as propriedades enunciadas nas proposicoes (8) e (11) con-

tinuam valendo, apos as devidas adaptacoes.

Proposigdo 14. Para quaisquer arvores com raiz 11,75, T3 com |T3| = |T1| + |T3|, a

igualdade abaixo é valida.

ISG(T)||SG(To)|m(Ty, To; T) = n(Ty, To; T)|SG(T)] (5.8)

Demonstrag¢ao. Iremos supor que existe um corte ¢ = {(v,w)} € C(T') de forma que as
quantidades nao sejam nulas, visto que, em outro caso, os dois lados da equacao acima
sao zero. Temos que a subarvore propria do vértice w, T, ~ Tj, portanto. m(Ty,T5;T)
representa o nimero de arestas da arvore T' que deixam 7} apds seu corte, logo equivale
a orbita de (v, w) sobre SG(T'), donde:

m(Ty,Ty;T) = |Orb((v,w), T)| = |SG(T) : Fiz(T, (v,w))]

Fix(T, (v,w)) & o produto entre o estabilizador da subéarvore propria do vértice v e o
grupo das permutacoes de T, visto que tais permutacoes nao modificam a arvore 7.

Logo:
_|sa()]
|Fix(T, T,)||SG(T1)]

m(Tl, TQ, T)
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Ja n(Ty,T5;T) da a ordem da 6rbita do vértice v sobre R.(T) ~ Ts, pois se refere a

quantidade de vértices que podem ser a origem da tnica aresta no corte c. Isto nos da:

1SG(13)]

n(T3, T T) = [0rb(v, Be(1)| = |SG(RA(T) : Fia(Re(T), )| = e

Os grupos Fix(T,T,) e Fiz(R.(T),v) sdo isomorfos, donde segue a igualdade. O

Temos todos os resultados necessarios para apresentar o isomorfismo entre K{J} e

HY', dado explicitamente por Hoffman.

Teorema 5.6. x : K{J} — HY', mapa dado, para qualquer drvore com raiz T e floresta

a, por:
X(T))(a) = (B-(T),a) = (T, B+(a)), (5.9)

é um isomorfismo entre dlgebras de Hopf. (,) representa o produto interno em K{J}.

Demonstragao. Hj é uma algebra localmente finita, de acordo com a definigao (2.1).
Assim, tomando f € Hj,, existe uma subalgebra de Hopf de H}, de dimensao finita
contendo f. Seja {Z, : a € A} uma base para tal subélgebra, onde A é um conjunto finito

de florestas com raiz. Reescrevendo f, teremos:

f = ZCaZa = anéa,*
A A

| alSG(B. (@)
=2 s @)

A

= gmx((fh(a))

=x (Z m3+<“>>

Logo, x é sobrejetivo. Dessa forma, basta provar que y é um homomorfismo entre

algebras de Hopf, o que equivale a mostrar a comutatividade dos quatro diagramas abaixo:

K{J}  K{3} —X2X I @ HY R

vy
m gr UK{3} R
K{3} HHp

K{7} X . HY K{J} ——— Hf
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K{J} @ K{3} —X2X 0 @ HY R
| Bl
Axsy 5%3 EK{3}
K{7} X . HY K{J} ——— H}/

Com base no conteudo da se¢ao (1.1.1), definiremos por extenso os mapas fundamentais
de HY/. Sejam a, b elementos quaisquer da base de Hpg, isto ¢, florestas com raiz, f,g €
Hom(Hg,R), e A € R. Entao, temos:

=Y a®a= Wi (f@g)(@) = fla)g(az) (5.10)
UE (V)] (a) = Aeg(a) (5.11)

(6% ()] (a®b) = b;H f(a:0;)Za, (@) © Zo, (D) (5.12)
EY(f) = flur(1) = f (1ny,) (5.13)

No restante da demonstracao, (, ) denotara o produto interno em K{J}, como definido
pela equacdo (5.3) no inicio do capitulo. Com isto em maos, mostraremos a comutatividade
do primeiro diagrama, o que equivale a provar que a igualdade abaixo vale, para quaisquer

arvores com raiz 17, Th:

xomgy (T @ Ty) = p o (x @ x) (Th @ T3) (5.14)

Como K{J} é algebra gerada pelas arvores primitivas, podemos considerar que 7} é
primitiva, e escrever Ty = B_(T') para alguma arvore T. Denote por T5(T,v) a arvore
obtida conectando T" ao vértice v € V(T3) por meio de uma tnica aresta. Com isto, para

toda floresta u, vale:

Xomk@y (T oT)] (w) = x| Y (T || (u

veV (1)
= Z (TQ(T7U)7B+(U))
veV (T2)

= n(T,Ts; By (u))[SG (B4 (u)],

visto que os termos diferentes de zero da ultima soma sao justamente aqueles indexados
por vértices v de Ty aos quais podemos conectar a arvore 7', de forma a obter B (u). Por

outro lado:
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1k o (x @ x) (Th @ T3)] (u) = [pf (x (T1)®X(T2))] (u)
= Ix(T)](u) Tz)]( 2)
=Y (B (B-(T2), u2)
Z(T uy) T2> 5)
=> (T.w) TQ,B+(U2))

onde Zul ® Uy = AR(U) = A(tl .. tk) = H?:l (tz & 1 + ZCEC(Q) Pc(tz> ® Rc(tz)) OS
termos diferentes de zero da ultima soma sao os tensores cuja primeira coordenada é &

arvore T, e a segunda ¢é a floresta B_(T5). Eles ocorrem de duas maneiras:

(i) quando existe i € [k] com T" = t;, e B_(13) ¢ exatamente a floresta formada pelas

demais arvores em u;

(ii) quando ha um corte unitario ¢ € C(t;) para o qual P.(t;) =T e B_(T5) é a justapo-

sicao de R.(t;) e das demais arvores em u.

Os cortes descritos em (ii) podem ser interpretados como cortes unitarios da arvore
B, (u) que deixam B, (B_(Tz)) = Ty como tronco e T como galho. Notemos que esses
cortes sao sempre dados por arestas que nao tém como origem a raiz de B, (u). De fato,
cada aresta diretamente conectada a raiz com a propriedade acima é identificada com uma
ocorréncia tal como a descrita em (i). Assim, existem m(7T,Ty; By (u)) termos diferentes

de zero na soma dada anteriormente, donde
1k o (x @ x) (Th ® T3)] (u) = m(T, T; B4 (u))|SG(T)|[SG(T3)].

Pela proposigao (14), temos a igualdade, donde comuta o diagrama superior a esquerda.

O mapa er é a unidade do dual de Hg, por (5.11). Notemos que este corresponde ao

elemento primitivo de Hj,” associado a arvore vazia 1g, que denotamos por Z;. Ademais:

X(uk(zy(1)) = x (W) = [SG(B_(W))|Zscz_m)) = Z1,

provando a comutatividade do segundo diagrama.

O terceiro diagrama é comutativo se, e s6 se os mapas abaixo forem idénticos.

(X ® x) 0 Agqzy = 0% o x (5.15)
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Tomemos, mais uma vez, 71 = B, (T'). Como esta é primitiva, vale:

x@x)o A1) =(x@x)(T1oB+BRT)=2Zr @ Z + Z1 ® Zr.

Por outro lado, o coproduto de Zy = 6% (7}) ¢ dado pela expressao (5.12), com f = Zr.
Neste caso, o coeficiente Zr(a;a;) de um termo da soma é diferente de zero (e, de fato,
igual a um), se e s6 se a;,a; = T, onde ambas sao florestas quaisquer. Isto ocorre somente

quando valer a; = T' ou a; = T, sendo a restante a floresta vazia. Portanto:

X(Zr)=2r @21+ Z1 ® Zr.

Finalmente, EY (x(71)) = Z7(1), o que retorna zero para toda arvore primitiva dife-
rente de B, comportamento idéntico ao do coproduto de K{J}. Assim, o ultimo diagrama

comuta.

Devemos, agora, mostrar a injetividade de y: se W = Zj A; T} estd no kernel do homo-
morfismo, entdao [x(W)](a) =0 = >_; \;(T}, By (a)), para toda floresta a. Em particular,
tome um indice qualquer j. Entao, quando a = a; = B_(T}), teremos \;(1;,7;) = 0, o

que implica \; = 0. Portanto, para qualquer indice j, a; = 0, donde W = 0. O

Panaite [14] comete um erro ao afirmar que o mapa que relaciona um elemento pri-
mitivo B, (T) de K{J} a Zr induz um isomorfismo entre as algebras de Hopf K{J} e
HY'. O autor deixa de notar que o nimero de maneiras através das quais duas arvores
se conectam para formar uma terceira é, em geral, inferior ao nimero de cortes que se
pode aplicar & arvore maior a fim de obter as duas menores. Por sua vez, isto acarreta
na incompatibilidade do mapa ao qual Panaite se refere com os produtos das algebras de
Hopf (isto ¢, o primeiro diagrama caracteristico de um homomorfismo entre algebras nao

comuta).

AN I

D11 P 1]

Como exemplo, sejam T, T, e T as drvores com raiz representadas acima. Claramente,
existe um tdnico vértice de T} ao qual podemos conectar T, e obter T, ao passo que ha

trés cortes distintos de T' que produzem as outras duas arvores. Ou seja, temos:

n(Tz,Tl,T) =1<3= m(TQ,Tl,T).
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