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RESUMO

A vacinacdo é considerada um dos principais avancos na salde publica
mundial. E um importante meio de prevencdo, ou até mesmo de erradicacdo, de
doencas infecciosas, reduzindo os riscos de epidemias. Os principais fenbmenos
relacionados com as ciéncias podem ser modelados por equacdes diferenciais. Neste
trabalho é apresentado o modelo SEIR (Suscetivel, Exposto, Infectante e Recuperado)
para estudar os efeitos da vacinacio em doencas de transmisséo direta. E utilizado o
modelo sem reinfec¢cdo e com taxa de contato constante. Analisamos também dois
esquemas de vacinacdo de rotina aplicada em individuos pertencentes a uma
determinada faixa etéria. Os dados de sarampo foram utilizados para realizar as

simulacdes.
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1 Introducao

A epidemiologia matematica vem se fortalecendo nos altimos tempos. Por se
tratar de um assunto de alta relevancia, varios pesquisadores vém desenvolvendo
modelos mateméaticos que possam contribuir para a compreensao e erradicacdo de
doencas infecciosas.

As doencas infecciosas podem ser classificadas em duas grandes categorias:
as doencas de transmissao direta, como por exemplo, sarampo e rubéola; e as
doencas de transmissdo indireta, ou seja, necessitam de um agente transmissor
secundario, como por exemplo, dengue e malaria. Este trabalho objetiva apenas

modelos de transmissao direta.

Os primeiros desenvolvimentos em Epidemiologia Matematica foram realizados
por Daniel Bernoulli em 1760. Porém, somente a partir da segunda metade do século
XIX, com o avango do conhecimento médico sobre as causas das doengas
infecciosas, ocorreu o desenvolvimento de teorias matematicas para fenbmenos em
larga escala.

Em 1906, Hamer postulou que o desenvolvimento de uma epidemia depende
da taxa de contato entre individuos suscetiveis e infecciosos. Este postulado, hoje
conhecido como o principio de acdo das massas, tornou-se um dos mais importantes
conceitos da epidemiologia matematica e estabelece que a disseminacdo de uma
epidemia em uma populacéo é o produto da densidade de individuos suscetiveis pela
densidade de individuos infecciosos.

No inicio do século XX, Sir Ronald Ross formulou em seus trabalhos sobre a
dindmica da malaria a hipétese de existir um limiar de densidade de mosquitos abaixo
do qual ocorreria a extingdo natural da doenca.

Em 1927 é estabelecido o teorema do valor limiar, proposto por Kermack e
McKendrick, postulando que a introducdo de individuos infecciosos em uma
comunidade ndo pode levar a um surto epidémico a menos que a densidade de
individuos suscetiveis esteja acima de um certo valor critico.

O teorema do valor limiar e o principio de acdo das massas tornaram-se a base

da epidemiologia matematica moderna.



2 Modelo Matematico

7

Um modelo matemético € uma descricdo de um fendmeno do mundo real,
frequentemente apresentado por meio de funcdes ou equagdes, como o tamanho de
uma populacao, a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o custo da reducao
de poluentes. O propoésito desses modelos € entender o fendmeno e talvez fazer
previsdes sobre seu comportamento no futuro.

Em epidemiologia, a modelagem matematica é feita através de equacdes que
descrevem a interacdo entre a populacdo e o ambiente, resultando numa andlise
detalhada a respeito da doenga. Quanto mais se conhece a respeito da doenca e 0
modo como ela se propaga, mais eficazes serdo os métodos para impedir a sua
transmissdo. Com isso € possivel realizar estudos de acdes preventivas, como as
campanhas de vacinagéo.

Um dos modelos de maior relevancia foi o modelo SIR (Suscetivel — Infectado
— Recuperado), elaborado por Kermack e McKendrick em 1927. A partir de entéo,
outros modelos matematicos em epidemiologia foram desenvolvidos, os chamados
modelos compartimentais. Modelos matematicos compartimentais sdo amplamente
utilizados para estudar a dindmica de doencas de transmisséo direta. Estes modelos
séo baseados no pressuposto de que a populagdo pode ser dividida numa série de

compartimentos, que indicam em qual estado se encontra o individuo.

2.1 Modelo SEIR

Neste trabalho utilizamos o Modelo SEIR, em que a populacao é dividida em
quatro compartimentos. Dentro de cada classe, a populacdo encontra-se
homogeneamente distribuida. A classe X representa os individuos suscetiveis a
infeccdo. Os individuos suscetiveis adquirem a infeccdo a uma taxa A, chamada forca
de infecgdo. Os individuos em periodo de incubacédo da doenca, ou seja, aqueles que
contrairam a doenca, mas 0s sintomas ainda ndo se manifestaram, séo classificados
como individuos expostos, cuja designacdo é feita pela letra H. O periodo de
incubac&o é denotado por o1, onde o parametro ¢ é a taxa de incubac&o. Y é a classe
dos individuos infectantes, capazes de transmitir a doenca. Apos um certo periodo,
devido a acéo do sistema imunitério, a concentracao de virus nos individuos passa a

ser praticamente nula, situa¢cdo em que ndo ocorre mais a eliminac¢ao do virus para o



meio ambiente. Este periodo € denominado de periodo de recuperacgéo, denotado por
y~1, onde o parametro y é a taxa de recuperacéo. A classe dos recuperados Z inclui
todos os individuos que se recuperaram da infeccdo e que adquiriram imunidade a
doenca. Quando existe uma estratégia de imunizacdo em curso, os individuos
suscetiveis sao transferidos para a classe dos recuperados a uma taxa v, chamada
taxa de vacinagdo. Além disso, podemos considerar que todos os individuos estao

sujeitos a uma taxa de mortalidade, denotada por p.

s
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Figura 1: Esquema de fluxo de individuos entre os quatro compartimentos

A Figura 1 representa o fluxo de individuos entre os quatro compartimentos.

De acordo com o processo infeccioso descrito acima, os individuos passam de
suscetiveis a expostos, em seguida tornam-se infectantes e finalmente, recuperados.
N&o se considera a perda de imunidade, isto €, a passagem de individuos da classe
dos recuperados a classe dos suscetiveis. Com a vacinagdo, os individuos passam
diretamente da classe dos suscetiveis a classe dos recuperados, ndo contribuindo com

a disseminacéo da doenca.



Consideramos que a taxa de mortalidade tenha um valor constante em todas
as idades e que individuos infectados ndo estdo sujeitos a uma mortalidade
diferenciada.

Esses quatro compartimentos sdo caracterizados por densidade etéria de
individuos em cada instante de tempo. Quando transcorre um intervalo At, um
individuo de idade a tem a idade aumentada na mesma proporcao, ou seja, a + At. O
fluxo de individuos em cada um dos quatro compartimentos em um intervalo At pode
ser estudado.

Analisando o compartimento dos individuos latentes, no intervalo At ocorre um
acréscimo de A(t,a)X(t, a)At individuos por unidade de tempo devido aos individuos
suscetiveis que entram em contato com o virus. No entanto, ocorre um decréscimo de
(o + WH(t,a)At devido aos individuos que passaram para o compartimento dos
infectantes, que sobreviveram ao periodo de incubacgéo (referente ao termo o), e a

mortalidade natural (referente ao termo p).
O balanc¢o no compartimento dos individuos latentes tem como resultado
H(t + At,a+ At) — H(t,a) = A(t,a)X(t,a)At —(o + WH(t, a)At.

Dividindo ambos os membros por At e fazendo At —» 0 temos que
d
EH(t’ a) = A, a)X(t,a) — (o + WH(t, a)

Como explicado acima, a idade e o tempo tém a mesma unidade, por isso tem-

se que

d d d
aH(t,a) = aH(t,a) +£H(t,a)

Esta equacdo relaciona a derivada total em relagdo ao tempo t com as
derivadas parciais em relagdo ao tempo t e a idade a. Utlizando o mesmo
procedimento nos demais compartimentos, o modelo pode ser expresso por um
conjunto de equacdes diferenciais parciais, que descrevem a evolucdo do nimero de

individuos em cada compartimento em relacédo ao tempo t e a idade a.



0 0

&X(t, a) + %X(t' a) = —[v(t,a) + A(t,a) + u]X(t, a)
g H g H =1 X H

a (t' a) + % (t; a) - (t; a) (t! a) - (O- + IJ-) (tr a)
g Y g Y =oH Y

V(6@ +5-¥(6a) = aH(E @) — (r + WY (6 @)

0 0
aZ(t, a) + %Z(t, a) =v(t,a)X(t,a) +yY(t,a) — uZ(t,a)

Seja N(t,a) a soma dos individuos classificados nos quatro compartimentos,
ou seja, N(t,a) = X(t,a) + H(t,a) + Y(t,a) + Z(t,a). Somando as equacdes (1-4),
obtém-se a equacao para distribuicdo etaria da populagéo dada por

0\ 9 Nt a) = —uN ()
5N a) +5-N(t,a) = —uN(t a)

2.2 Forcade Infeccéao

A forga de infeccado (1) € um conceito fundamental no modelamento matematico
de doencas infecciosas. E a taxa per capita em que individuos suscetiveis contraem a
infeccéo, tendo como resultado o produto de dois fatores: a taxa de contato, denotado

por 3, e a densidade de infectantes. Pode ser descrita como:

L
Aa) = f B(a,a) Y (@)da 6)
0

A taxa de contato (8) € uma representacdo da frequéncia de contatos entre
individuos de uma comunidade para que exista a possibilidade de ocorrer uma nova

infeccdo. Esta relagdo, dada pela hipétese do encontro aleatério entre os individuos

(1)

(2)

(3)

(4)



suscetiveis e infectantes homogeneamente misturados em uma populagéo, é baseada
no principio de acéo das massas.

Uma das principais razdes da importancia da forca de infec¢éo esta relacionada
a sua utilidade para elaborar estratégias e controle e eliminagdo de doengas.

2.3 Condicdes de Equilibrio

2.3.1 Estudo Estatico

As equacdes (1-4) em equilibrio, antes da introdugdo da vacinagéo (v = 0),
descrevem o fluxo estacionario da infec¢ao natural. Quando se fala em equilibrio, esta
se referindo a uma situagdo em que todas as variaveis do sistema dinamico nao
dependem do tempo. Portanto, as derivadas parciais em relagdo ao tempo sdo

igualadas a zero e podem ser descritas por

d

Ta Xo(a) = —[2o(a) + u]Xo(a) (7)
d

da Hy(a) = Ag(a)Xo(a) — (0 + WHy(a) (8)
d

= Yo(@) = oHo(@) = (y + WYo(@) ©
Zy(a) = No(a) — Xo(a) — Hy(a) — Yy (a) (10)

A forca de infecgdo natural, que é o niumero médio de novos casos de infecgdo

por individuos suscetiveis, é dada por
L
ho(@ = [ p@,a) Yo@)da (11)
0

e a distribuicdo etaria da populacédo é dada por



d
da No(a) = —uNy(a)

A solucao da equacéo (12) é dada por

Ny(a) = N*e™ha
Assim, as soluc¢des das equacgdes (1-4) no equilibrio sdo dadas por
Xo(a) = N*e~(w+2o)a
Hy(a) = N*L[e—(uﬂo)a — e~(w+0)a]
o—4A

oly [e~(WHlda  o-(tala (5 _ ) e~ (H+V)a

Y,(a) = N* —
@ =N T =% 7= T o -0

Zy(a) = No(a) — [Xo(a) + Ho(a) + Yo(a)]

Quando 4, = 0, tém-se

Xo(a) = No(a)

Ho(a) = Yy(a) = Zy(a) = 0

gue sao as solucdes estacionarias das equagodes (7-10).

Quando a = 0 tém-se

X(t,0) = N*

H(t,0)=Y(t,0)=Z(t,0)=0

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

17

(18)

(19)

(20)

(21)



Estas condicbes refletem a ndo consideracdo da passagem de anticorpos
maternos para o feto e, portanto, todos os recém-nascidos ingressam na classe dos

suscetiveis.
Quando a = L tém se

X(t,L)=H(t L) =Yt L)=2Z(tL)=0 (22)

Estas condi¢des referem-se ao fato de ndo existirem individuos com idades
superiores a L. Isto estéa relacionado com a condigéo biolégica de nao haver individuos
que sobrevivam indefinidamente.

Caso L - o, entdo e M = 0. Se L for finito, entdo os valores acima seréo

proximos a zero, pois, sendo L maior que p~ 1, tem-se e M ~ 0.

2.3.2 Estudo Dinamico

Na auséncia da vacinagéo (v = 0) e quando a taxa de contato ndo depende da
idade, as equacg0es (1-4) podem ser integradas em toda idade, resultando um sistema

de equacdes diferenciais ordinarias. Utilizando a equacéao (6) tem-se

d
22 X = u=[By(® + ulx(©®

d

7 h(®) = By(®O)x(®) = (0 + Wh(®)

d
= ¥(©) = oh(0) = (7 + Wy (©) (3)

d
T z(t) = yy(t) — nz(t)

onde x(t) = X(t)/N, h(t) = H(t)/N, y(t) =Y(t)/N e z(t) = Z(t)/N, tal que x(t) +
h(t) +y(t) + z(t) = 1.

O sistema de equaces (23) apresenta dois pontos de equilibrio. Um ponto de

equilibrio representa a populacéo livre de doenca e outro representa a doenga em nivel



endémico na populacéo. Esses valores sdo obtidos resolvendo o sistema de equacdes

algébricas

L—[By+ulx=0
Byx — (6 +wWh =0
ch—(@+wWy=0

—_—

24
yy—uz=0 (24)
Somando a primeira e a segunda equacao obtemos
e Gl O (25)
1l
e a terceira equacao pode ser escrita como
oh (26)

y:(y+u)

Substituindo os dois resultados acima na segunda equacao temos que

Ba(o + wh __Bo B (27)
u(y + (V+H)+(G+u) =0

Para h = 0, pelo sistema de equacdes (24), y=0ez = 0.
Comox+h+y+z=1, épossivel verificar que x = 1.

Portanto, numa populacéo livre de infecgdo o ponto de equilibrio é dado por
(S H*,Y*,Z*)=(1,0,0,0).

Bo(c+wh  Bo _
Para [ W o T (o+ H)] =0

__m [1 _(e+wr+ u)] (28)
(0 +n Bo



Substituindo nas equacdes do sistema (25) € possivel obter
o+ +w (29)
X =—-
Bo
Seja

R _1_ Bo (30)
"Tx (c+Wr+w

Reescrevendo a equacao (28) temos que

R [1‘1%] o

Da terceira e quarta equacao do sistema (24) obtemos

ol w (32)

YTorne ol R

_ Yu 1 (33)
Z‘w+mw+m1 &]

Portanto, o ponto de equilibrio endémico é

(S%HYZ%) = (RLO' (Utli) [1 B Rio] 'm [1 - Rio] ’ (a+u};‘(ly+u) [1 B Rio])

A estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema de equacdes (23) pode ser
determinada pelos autovalores da equacédo ®(¢) = det(J — ¢pI) = 0, onde J é a matriz

jacobiana do sistema de equacdes (23) e I é a matriz identidade 4 x 4.



By +w 0 —Bx 0
J= By —(o+w Bx 0
0 o -r+w O

0 0 , “u (34)

No ponto de equilibrio, na auséncia de infecgéo, temos

—u 0 ] 0
_|10 —(o+w B 0
0 0 v —u (35)

O ponto de equilibrio é dito assintoticamente estavel se todos os autovalores
forem negativos. Como ¢, e ¢, séo negativos (¢, = ¢, = —u), resta provar que ¢, e

¢5, as raizes quadraticas do polindmio caracteristico de J sdo negativos.

. _[~lo+w B
P2+ Qu+ o+yY)p+(c+wWy+p— Po=0
Podemos reescrever como
PP+ Qu+ o+ Yo+ +wWy+wWA—Ry) =0 (37)

Para que o ponto de equilibrio seja estavel, pelo critério de Routh-Hurwitz

(apéndice B) é necessario que todos os coeficientes sejam positivos.

Logo, o ponto de equilibrio e = (1,0, 0,0) é assintoticamente estavel se R, < 1.
Se R, > 1, o ponto de equilibrio é instavel, o que significa que a doenca € endémica.
O parametro R,, chamado Reprodutibilidade Basal, tem uma importancia

significativa para o modelo e sera detalhada a seguir.



2.4 Reprodutibilidade Basal

Em qualquer situacdo de epidemia é fundamental saber se a doenga vai se
espalhar ou ndo, e se isto ocorrer, como ir4 se desenvolver com o tempo e quando
comecard a declinar. Uma importante medida é o nimero esperado de infec¢des
secundarias obtidas a partir de um Unico individuo infectado introduzido em uma
populacdo totalmente suscetivel, comumente conhecido como razdo de
reprodutibilidade basal, representado por R,. Este conceito veio emprestado dos
estudos demograficos, mas tornou-se muito importante na epidemiologia, pois o
esforgco para controlar ou erradicar uma doencga esta intimamente relacionado a este
valor.

Quando R, < 1, um namero pequeno de individuos infectados introduzidos em
uma populacao totalmente suscetivel ndo conseguira reproduzir um numero suficiente
de infecgbes secundarias para que a doenca prolifere, e assim, a infecgcéo
progressivamente desaparecerad. No caso contrario, quando R, > 1, 0 numero de
individuos infectados crescera, fazendo com que a infecgéo se propague. Este nimero
€ uma medida do potencial para disseminagéo da doenca dentro de uma populacao e
guanto maior for o valor de R,, mais severa a doenga sera.

A reprodutibilidade basal € obtida através da analise do sistema de equacdes
guanto a existéncia e estabilidade de solu¢bes, conforme visto anteriormente. Este
parametro pode ser calculado como o inverso da fragdo de individuos suscetiveis.

Utilizando a equacéo (24), tem-se
Ao =p(Ro— 1) (38)

Uma infecgdo s6 se manterd prevalente em uma comunidade se os contatos
entre os individuos forem superiores a este valor limiar. Note que se R, > 1, temos

que 4, > 0, ese Ry, < 1temosque 4, = 0.

A razao de reprodutibilidade basal depende da forma assumida pela taxa de

contato. Pelas equacdes (30) e (38) obtém-se

(w2t ao)(n+y)
B = o (39)




Seja

RO = W (40)
com o valor limiar 8" dado por
o

Este valor limiar esta relacionado com o padrdo de contatos, de tal forma que
uma infeccdo sé se mantera prevalente em uma comunidade se o contato entre 0s
individuos for superior a este valor limiar.

A equacéo para razado de reprodutibilidade basal (40), expressa em termos de
taxa de contato total e seu valor limiar dado pela equacgéo (41), pode ser reescrita
considerando-se a quantidade de individuos que compdem uma populagéo, pode ser

reescrita como

N 42
Ro = (42)
tal que
yin = B+ 43)
= gz

€ o valor limiar do nimero de individuos em uma comunidade para que a doenca possa
ser estabelecida. Portanto, uma doenca s6 se torna endémica se a quantidade de

individuos que compde a populacédo for maior que este valor limiar.



3 Vacinacéao de Rotina por Faixa Etaria

Neste capitulo estudaremos o modelo com taxa de contato constante para
todas as idades, f(a,a’) = B°, considerando uma vacinagdo de rotina aplicada
ininterruptamente em individuos pertencentes a uma determinada faixa etéria. Esta
rotina é tal que a estratégia de vacinagéo é permanente, ou seja, v(t,a) = v(a). Nestas
condicBes é possivel comparar o equilibrio inicial, na auséncia da vacina¢do, com o
equilibrio final.

Podemos definir a fragdo de individuos suscetiveis com estrutura etaria como

X(t,a)
N

x(t,a) = (44)

As equacbes (2) e (3), multiplicadas por 8°, podem ser integradas em toda

idade, resultando em

£ h(®) = A0x(®) — (1 + O)A(D) (45)
d
L) = poh(®) — (u+ A (46)

com S = B’N sendo a taxa de contato, e

L

x(t) = fx(t, a)da (47)
0
L L
h(t) = Nf H(t,a)da (48)
0
L
AQ) = %f Y(t,a)da (49)

0

onde x(t) e h(t) séo as fracdes de individuos suscetiveis e expostos, respectivamente,

e A(t) é a forca de infeccao.



A fracdo de individuos imunes pode ser expressa por

1

z(t) =1—x() — h(t) — 3

A(t) (50)

3.1 Proporcao Efetivamente Vacinada

A taxa de vacinacdo, dada pelas equacdes (1) e (4), quando aplicada aos
individuos suscetiveis descreve um mecanismo de vacinagdo em curso em uma
comunidade. Como os valores da taxa de vacinacdo podem variar de zero a infinito, é
utilizada a proporcédo p de individuos suscetiveis vacinados, por ser uma medida
limitada entre os valores zero e um.

A relacdo entre v e p pode ser expressa por

faalz Xo(a)da — faalzX(a)da faalzX(a)da
faa:Xo(a)da o faa:Xo(a)da

p= (51)

onde X,(a) e X(a) sdo densidades de individuos suscetiveis com estrutura etaria,
antes e ap0s a introducdo da vacina, respectivamente. Portanto, p € a proporcao
efetivamente vacinada de individuos suscetiveis entre as idades a; e a, considerando-
se dois momentos distintos de equilibrio.

No caso de doengas de transmisséo direta, em geral as criangas abaixo de 2
anos sao as vacinadas. Neste caso, pode-se aproximar os individuos na equagéo (51)

pela populacao toda N(a), resultando em

faalz N(a)da

B f;lz No(a)da 2

p=1

onde Ny(a) e N(a) séo todos os individuos com estrutura etaria, antes e apos a

introducdo da vacina, respectivamente.

A partir das equacoes (7) e (52), com A(a) = 0, é possivel relacionar a taxa de

vacinacdo v com a proporcao p, dado por



no1-— e~ (utv)(az—ay)
B H+v 1—e Haz-a)

p=1 (53)

O obijetivo desta relacéo € fornecer uma medida mais apropriada do que a taxa
de vacinagéo.

3.2 ApOs alIntroducao da Vacinacao

Dois esquemas de vacinagao serdo estudados. A primeira consiste em alargar
o intervalo etério vacinado, ou seja, fixa a; € aumenta a,. E a outra fixa o intervalo
etario vacinado e retarda a idade de vacinacado, ou seja, fixa a diferenca a, —a; e
aumenta a,. Desta forma, as variaveis iniciais sao alteradas pela introducdo da
vacinacao e o objetivo € determinar os novos valores de equilibrio assintético (t — ).

Ap6s a introducdo da vacinacao, a fragcao de individuos suscetiveis é dada por

M { ve~(H+io)ay

= _ 1 — e~ (WH+v+de)(az—as) 54
x U+ Ay u+v+/100[ ¢ ] (54)

tal que 1., € a forca de infeccdo assintoética.

No equilibrio assintotico tem-se

M+ Ao

W+ AO - ve‘(”"‘ﬂvoo)al

T ut v+,

1-— e_(ll"'v"'loo)(az_al)] (55)

A equacao (55) € um dos resultados epidemiolégicos de grande importancia,
pois relaciona as forgas de infeccdo antes e ap6s a introducao da vacinagao. A partir

desta equacdo podemos obter outros dois resultados importantes:

1) A taxa de vacinacdo para erradicar a doenca pode ser obtida igualando A,

a zero, resultando



(56)

" +OA (n+ vth) = pthe—ha; [1 _ e—(u+vth)(a2—a1)]
0

tal que v" é o valor limiar da taxa de vacinacdo, que precisa ser aplicada nos

individuos suscetiveis para obter a condicao de erradicacdo da doenca.

2) Para o controle ou erradicacdo da doenca é necessario escolher
apropriadamente o intervalo etario vacinado. Fazendo-se v!" - o0 na
equacdo (56), obtém-se o valor limiar extremo inferior do intervalo etario

vacinado para erradicar a doenca, resultando

1 n+ AO
ath = —ln( ) 57
1 m AO ( )

Esta equacdo mostra que se a; > a" ndo é possivel erradicar a doenga mesmo

comv — oo,

Quando uma estratégia de vacinagéo esta em curso, podemos calcular a razéo
de reprodutibilidade, denotada por R,,. Utilizando o valor da razdo de reprodutibilidade

basal dada pela equacéo (38) podemos obter a razéo de reprodutibilidade

ve_ual
L+v

R, =R, {1 _ [1 — e—(u+V)(az—a1)]} (58)

Note que R,-, = R,. Através desta equacdo podemos também calcular vt"
fixando R, = 1. Reescrevendo R, em funcdo de A, e fazendo R, = 1, obtém-se a

equacéao (55) com A, = 0.



4  Simulacao

Com base no modelo SEIR, que descreve a propagacdo de doencas
infecciosas de transmissdo direta, propomos um estudo da dindmica de evolucéo
temporal do sarampo em uma populacao hipotética. O estudo da dindmica de uma
doenca consiste em esclarecer como a quantidade de individuos pertencentes a cada
um dos compartimentos varia @ medida que o tempo passa.

Nesta simulagéo, consideramos as condi¢des iniciais X, = 80, Hy = 10, Y, =

10 e Z, = 0 com o0s parametros u = 0,017, v = 0,0225, y = % eog= 1—14. O gréfico obtido

da simulacdo numérica esta representado na Figura 2.
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Figura 2: Gréafico indicando a variagdo da classe dos Suscetiveis, Expostos, Infectantes e

Recuperados em relagdo ao tempo.

Podemos observar que a classe dos suscetiveis decresce atingindo um pico
minimos apos 10 anos. A classe dos expostos cresce até atingir o valor maximo em
torno de 7 anos. Com o baixo nimero de suscetiveis e o inicio da recuperacao, a curva
dos expostos apresenta um declinio acompanhado de um crescimento consideravel
da classe dos recuperados.

Com certeza este modelo apresentado ndo retrata fielmente a verdadeira
dindmica do sarampo. Sem duvida, ha necessidade de um modelo mais elaborado

com melhores aproximacfes e ajustes dos parametros e das condi¢des iniciais.



Apesar de nao realizar a validacdo do modelo por dados reais, os resultados da
simulacdo numérica estdo coerentes, assim como esperado para um modelo

epidemiolégico e compartimental tipo SEIR.

A seguir, apresentaremos 0 estudo da vacinacdo por faixa etaria.
Consideramos as condi¢bes iniciais A, = 0,25, u=0,017 e v=3,14 para as
simulacdes, que estao representadas nas Figuras 3 e 4.

0,3
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—
Vv 02 s -0 1y
(@) —(01-02y
c e 02-03y
(4] = 03-04y
S~ e 04-05y
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Y= —_—11-12y
c —12-13y
0,1
- 0, —13-14y
Q
©
©
(& )
-
O 005
L.
0

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Proporcao

Figura 3: Fixou-se o intervalo etario vacinado em um ano. Os intervalos etarios vacinados séo [0,1],
[1.2], [2,3], [3,4], [4.5], [5.6], [6.7], [7.8], [8,9], [9,10], [10,11], [11,12], [12,13], [13,14] e [14,15] (de cima para
baixo).
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Figura 4: Fixou-se o intervalo etario vacinado em um ano. Os intervalos etarios vacinados séo [0,1],
[0,2], [0,3], [0.4], [0,5], [0.6], [0,7], [0.8], [0,9]. [0,10], [0,11], [0,12], [0,13], [0,14] e [0,15] (de cima para baixo).

As Figuras 3 e 4 mostram a forca de infeccdo antes e apds a introducdo da

vacinacdo, utilizando a equacdo (55) para diferentes faixas etarias. E possivel

observar que quanto maior 0s recursos para vacinar grandes proporc¢des de individuos

suscetiveis, a erradicacdo da doenca é mais facilmente alcangada.
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5 Conclusdes

O efeito da introducdo da vacinacdo em uma comunidade é justamente a
diminuicéo no valor da forca de infeccdo. A diminuicdo na forca de infeccdo € devida
a passagem de individuos da classe dos suscetiveis para recuperados sem passar
pelo estado infeccioso. Como consequéncia deste declinio no nimero de individuos
suscetiveis e na forca de infeccdo, tem—se a diminuicdo do numero de casos
secundarios gerados por um individuo infectante.

Pelos resultados apresentados nas Figuras 3 e 4 podemos concluir qgue o
aumento do intervalo etario ndo é recomendavel. Um esquema com largo intervalo
etario de vacinagéo exigiria mais recursos financeiros. Seria um gasto desnecessario
ja que o ganho, pelo decréscimo na forga de infeccdo, é praticamente desprezivel. Os
resultados mostram que o esquema de vacinacao apropriado € a que imuniza 0s
individuos precocemente, em torno de 1 ano.

Estes resultados encontram respaldo no mundo real. Com o objetivo de
erradicar o sarampo, alguns paises, como o Brasil e Estados Unidos, mantém altos
niveis de cobertura vacinal para criangcas de baixa idade, antes do segundo ano de
vida.

Os modelos matematicos, escritos em termos de equacbes diferenciais
ordinérias, aplicados a epidemiologia, nos proporcionam informac6es sobre como a
doenca se propaga numa populacdo, visando determinar a¢gfes para erradicar ou
conter a propagacao. Estes resultados podem ajudar nas estratégias de vacinagéo
adotados pelos sistemas de vigilancia epidemioldgica.

Os modelos matematicos aqui apresentados nao pretendem de forma alguma
espelhar com realismo todos os fatores relevantes para dinAmica de todos os tipos de
doencas infecciosas. Foram apresentadas algumas formas possiveis de enquadrar
vérios tipos de doenca de transmissdo direta, a partir da qual € possivel iniciar a

analise e transformar em um modelo mais proximo da realidade.



Apéndice A

Linearizacéo e Critérios de Estabilidade para Sistemas

Autdbnomos

Considere o Sistema de Equagdes Diferenciais de Primeira Ordem N&o-Linear
e Autbnomo de Ordem n:

dx1 _
E = Pl(xl(t)’ xz(t); ---:xn(t))
d
dx?z = Py (%, (), %2 (8), e, %, (1))
(A1)
dx,
_dt = Pl(xl(t)' XZ(t); ---;xn(t))

Usualmente é muito dificil, se ndo impossivel, encontrar uma solu¢éo de uma
equacao diferencial numa forma explicita se a equacédo nao for linear. Neste caso,
somente solugBes numéricas sdo possiveis de serem encontradas utilizando algum
método numérico adequado.

Um ponto de equilibrio € um ponto (xj, x3, ..., X;,) tal que, se o estado do sistema
for exatamente neste ponto, 0 sistema permanecera neste ponto, isto é
P;(x1,x5,...,x5) = 0 paratodo i = 1,2, ...,n. O ponto de equilibrio pode ser estavel se
depois de um certo tempo as trajetérias do sistema se aproximarem dele, caso
contrario, ele é dito instavel.

Considerando-se o ponto de equilibrio X* = (x3, x5, ..., X5,), temos que

x1(t) = %1 +&1(1), %2(0) = X3 + $5(0),-o., X (8) = X + &0 (0) (A.2)

onde &;,¢,, ..., &, sdo valores muito pequenos.

Substituindo (A.2) em (A.1) obtemos



il = Py (x5 + & (b), x5 + &(0), oo, X5 + &,(D)

dt
dftz = Py(x1 + &1(8), x5 + &5(0), v xp + (1))

(A.3)
din B (x1 + &1(0), x5 + &5(8), -, X + &1 (D))

Utilizando a férmula de Taylor, segue que

Pl(xI + & (1), x5 +&(0), o xp + fn(t))

[6P1 0%P;|  (&1)?

o] @[5 ] (fn)+[ax12 )

°P|  (§n)? N

Py (x5 + &), x5 + &2(0), oo, Xy + &0 (D))

apz] &)+ +[—] (&)

aPz] (GO0 [asz ($n)?
. > +

dx?

Po(x5 4 &1.(0), x5 + &2(0), ooy x5y + &0 (D))
_[0P, aP,
=[] e+ 32 e
2 2 2
] €2, [a_P] (G

[ax1

tal que P,(X*) = 0, paratodo i = 1,2, ...,n



Como &3,¢,, ..., &, sao valores muito pequenos, os termos com ordem maior

que 2 sdo menores ainda. Desprezando estes termos e considerando apenas 0s termos

lineares é possivel escrever uma aproximacao linear:

=l o],
w5 @[] @
o IRCAREY o IC

Podemos reescrever matricialmente da seguinte forma:

% 0P, 0P, 0P,
de, 0x; 0x, dxy, /?\
G| [P 0P 0P| ?
. | dx; 0Ox, axn | | _ |
. 0P, 9P, ) \ /
_n n . '3
% k Xy 0x, 0x, ) "
dt n
ou seja,
§=J(X)é

tal que, J(X*) é a matriz Jacobiana do sistema (A.1) definida por

oP, P, P,
= e
| oP, aP, apr, |
) =00 o 7 o |
9P, 0P, )
ox; Ox,  0x,

Xn)

A solucao do sistema (A.5) é dada pela combinagéo linear

(A.4)

(A.5)

(A.6)



E(t) = c1DreMt + cyB etet 4 - 4 ¢, B efnt (A.7)

onde A; com i = 1,2,..n sdo os autovalores da matriz Jacobiana do sistema e ¥; com i =

1,2,...n s&o os autovetores.

Os autovalores 44, 4,, ..., 4,, Sdo as raizes do polinbmio caracteristico dado por

P(t) = det(J(X*) — AI) (A.8)

onde [ é a matriz identidade de ordem n.

De (A.3) podemos notar que, para que a solucdo X(t) = (x;(t), %, (t), ..., x,(t))

do sistema (A.1) tenda ao ponto de equilibrio, € necessério que E(t) >0 qgquando t —» o. O
ponto de equilibrio serd assintoticamente estavel se a parte real de todos os autovalores da

matriz Jacobiana (A.6) for negativa.

Para verificar se todas as raizes do polinbmio caracteristico tém parte real

negativa podemos utilizadas as condigdes de Routh-Hurwitz.



Apéndice B

Critério de Routh-Hurwitz

Um importante critério que fornece a condicdo necessaria para que todas as
raizes do polindmio caracteristico tenham parte real negativa € conhecida como
Critério de Routh-Hurwitz. Este critério foi utilizado no capitulo 2 para determinar a
estabilidade assint6tica no ponto de equilibrio numa populagéo livre de doenca.

Considere o polindmio
PA) ="+ a A" P+t ay A" +ay

ondea; €R,s€0,1,2,..,n,eay # 0.

Definindo a matriz de Hurwitz utilizando os coeficientes do polinbmio

e 1 aq 1 0
Hy = (aq), H, = ( ! ), Hy;=\az a; aq)|,
RER as a, as
5

a3 a2 a1 1 b 0

Hn=ka5 a, as a, - 0)
0 0 0 0 - a,

Todas as raizes do polinbmio P(1) sdo negativas ou possuem parte real

ondea; =0sej>n.

negativa se a determinante das matrizes de Hurwitz forem positivas
detHj >0, j=12,..,n

Quando n = 2, o Critério de Routh Hurwitz pode calculado como

1
detHl = a1 > 0 e detHZ = (al ) = a1a2 > 0

as a;

Logo,a, >0ea, > 0.



Paran = 2,3 e 4, o Critério de Routh Hurwitz tem como resultado:

n=2: a,>0eay; >0.
n=3: a,>0,a3 >0eaqa; >a;
n=4: a; >0,a; >0,a, >0ea,aa; > a3 +ala,

Vamos provar o caso n = 2. O polinbmio caracteristico neste caso é
P(ﬂ)=/12+a1/1+a2 :0
Os autovalores satisfazem

_ —a; t4af —4a,
2

Suponha que a; e a, Sdo0 positivos. E simples verificar que se as raizes séo
reais, ambas sao negativas. E se forem complexas, tém a parte real negativa.

Em seguida, para provar o inverso, suponha que as raizes sdo negativas ou
tém parte real negativa. Considere que a, > 0. Se as raizes sdo complexas, implica
que a, também é positiva. Se as raizes sdo reais, uma vez que as raizes sao negativas
segue que a, > 0.
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