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Resumo

Resseguro representa uma estratégia alternativa importante no mercado de seguros, especialmente, em
carteiras de grandes riscos. Por outro lado, existem impactos financeiros relacionados a essa operacao,
uma vez que as seguradoras devem repassar parte de seus prémios para as resseguradoras, chamados
de prémios de resseguro. Esse trabalho desenvolve algumas ideias presentes em [24], apresentando e
solucionando um modelo hipotético sobre modelagem 6tima de resseguro, utilizando amostras normais
representativas de perdas incorridas. Esse conjunto de modelos tem embasamento tedrico em Progra-
magao Conica de Segunda Ordem e pode ser eficientemente resolvido em Matlab usando o pacote CVX.
Além de andglises numéricas, sdo desenvolvidos também tépicos de dlgebra linear, otimizacdo convexa,

métodos de pontos-interiores e resseguro como revisao tedrica.

Palavras-chave: Seguros Gerais, Resseguro, Otimizacao Convexa, SOCP, CVX e Matlab.
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Abstract

Reinsurance represents an important strategic alternative in insurance market, especially, in large risks
portifolios. On other hand, there are financial impacts related to this operation, once insurers also have
to transfer some part of their premium to reinsurers, named reinsurance premium. This work develops
some ideas from [24], presenting and solving a hypothetical model about optimal reinsurance modelling
with normal samples representing incurred losses. Those kinds of models have theoretical inspiration
in Second Order Conic Programming and can be efficiently solved in Matlab environment using CVX
package. Beyond numerical analysis, topics in linear algebra, convex optimization, interior-point methods

and reinsurance are developded as theoretical review.

Keywords General Insurance, Reinsurance, Convex Optimization, SOCP, CVX e Matlab.



Capitulo 1

Introducao

O mercado de seguros tem ganhado crescente importancia na economia brasileira durante os
ultimos anos. De acordo com informagoes divulgadas pela Superintendéncia de Seguros Privados (SUSEP)
[24], 6rgao regulador do mercado em nivel nacional, os prémios diretos relativos a riscos assumidos pelas
seguradoras demonstram o cenario refletido na figura 1.1.

Essa expansao nas operagoes também é verificada em relagao a pratica de Resseguro no Brasil,
isto é, na transferéncia de riscos por parte das seguradoras para entidades denominadas Resseguradoras,
o que gera de forma consecutiva a transferéncia de prémios entre as partes. Conforme informacoes da
SUSEP, os prémios cedidos em resseguro apresentam o perfil exposto na figura 1.2.

Outra medida de exposigao ilustrativa do crescimento da importancia do setor de seguros na
economia brasileira é a evolucao da representatividade das receitas anuais oriundas das operagoes de
seguros em fungdo do PIB brasileiro. Conforme demonstrado na figura 1.3, esta relacao se mostrou
crescente de forma relevante nos ultimos anos.

Dessa forma, ganha importancia a discugao de praticas adequadas de resseguro, como previa-
mente na literatuta observadas por [10, 11, 12, 17, 18]. O trade-off inerente entre cessdo de risco e
impacto em resultado financeiro devido a cessao de prémios pode ser traduzido a um problema genérico

de otimizagado por uma abordagem numérica, conforme desenvolvido em [24]. A ideia bésica dessa abor-
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Figura 1.1: Evolucdo de prémios retidos no mercado segurador brasileiro (em Milhdes de reais)
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Figura 1.2: Evolugdo de prémios de repasse em resseguro no mercado segurador brasileiro (em Milhoes

de reais)
- ~ 160.000
N - 140.000
- 120.000
2,50%
- 100.000
2,00%
- B0.000
1,50%
L 60.000
1,00%
- 40,000
- - 20,000

2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013
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dagem busca modelar o problema em funcao dos seguintes aspectos:

1 - Estruturacao de uma medida quantitativa de risco para mensuracao do impacto fi-

nanceiro da cessao de prémios;

2 - Utilizagao de histdrico de obrigacgoes observadas as seguradoras oriundas de riscos em

contratos de seguro;

3 - Estruturagao de principios de prémios para estabelecimento de limites sobre a ces-
sao dos riscos pela seguradora (em relagdo a questdes orgamentdrias ou regulamentares do

mercado, por exemplo).

A partir desses aspectos, é formulado um modelo de minimizacao do impacto financeiro da ope-
ragao de resseguro em funcdo de restrigdes sobre a cessdo de prémios. Em [24], verifica-se que uma
parcela representativa dos negocios desenvolvidos no mercado pode ser modelada através de Problemas
de Programagao Coénica de Segunda Ordem, cuja vertente computacional possibilita resolugoes numéricas
eficientes.

Nesta monografia, por um lado, sao avaliados os aspectos tedricos vinculados & problemaética
apresentada acima, ou seja, tépicos relativos a aspectos gerais de dlgebra linear, teoria de otimizagao
linear, semidefinida e conica. Sequencialmente, sao desenvolvidas diretrizes sobre construcao de algoritmos
de pontos interiores e softwares/solvers disponiveis para implementagao. E, em terceiro plano, soluciona-se
um problema tedrico de estratégia 6tima de resseguro para um conjunto de dados gerados aleatoriamente
por duas distribui¢cbes normais, refletindo uma carteira de seguros estavel e outra com maior nivel de
perturbacao em volatilidade. Neste plano, explicita-se caracteristicas basicas dos tipos de contrato de
resseguro operados no mercado, bem como a relagao que os resultados ntmericos sugerem em fungao
dos mesmos. Em conclusao, sao avaliadas algumas possibilidades de desenvolvimento do tema dentro da

perspectiva de seguros e das praticas atuariais pertinentes.



Capitulo 2

Fundamentacao Tedrica sobre

Otimizacao

Neste capitulo, serao apresentados conceitos relativos a Programacao Linear, Programacao Se-
midefinida, bem como sera formalizada a abordagem generalizada destes tépicos sob o escopo de Pro-
gramagao Conica. Especialmente, haverd um enfoque para a modelagem de Problemas de Programagao

Cénica de Segunda Ordem (SOCP).

2.1 Programacao Linear

Esta segao cobre uma revisao sobre o estudo de Programacao Linear, cujas propriedades podem
ser referidas, dentro de outras perspectivas, nos entendimentos sobre Programagao Semidefinida e Conica
elaborados nas segoes seguintes.

Programacao Linear trata-se do problema de minimizacdo de uma funcao linear, denominada
fungéo objetivo, sujeita a restrigoes lineares. Um problema de Programagcao Linear (LP) em sua forma

padrao é usualmente descrito da seguinte forma:

(LP-P):

min Tz

saAr=b,2>0
onde A e R™*" ¢ceR" x € R" eb e R™.
E possivel verificar que a estrutura de viabilidade do modelo acima é caracterizada pela intersecao

entre um subespago afim e o ortante positivo. Como a interseccao de conjuntos preserva a propriedade

de convexidade, os conjuntos vidveis de Problemas de Programagao Linear sao sempre convexos. Em



adicao, como Poliedro pode ser definido como um conjunto determinado por restrigoes de desigualdade e
igualdade lineares, os Problemas de Programagao Linear tém sempre um poliedro como conjunto viavel.

Uma importante propriedade do estudo de Programacao Linear é que cada (LP-P) pode ser
associado a um problema dual de Programagao Linear, denotado como (LP-D), cujo molde padrao é o

seguinte:

(LP-D):

max b’y

s.a ATy < ¢

Nota-se que a forma padrao do problema dual também se refere a otimizacao de uma funcao linear sobre

um espago viavel caracterizado como um poliedro.

Nota: embora tenha-se apresentado as formas padroes dos problemas Primal e Dual de Programa-
¢ao Linear, é possivel demonstrar que qualquer problema linear cujas restrigoes nao estejam compostas
na forma padrao pode ser transformado em tal, por meio de inclusao de varidveis de folga. Assim, as

conclusoes abordadas neste texto nao sofrem perda de generalidade.
Na sequéncia, cita-se um importante teorema relativo a geometria de poliedros:

Teorema 3.1: (Minkowski-Weyl) Todo poliedro P é gerado de forma finita, isto é, pode ser escrito

como:
P = conv(uy,ug, ..., u,) + cone(vy, va, ..., Vs)

onde u; e v; sao, respectivamente, os vértices e raios extremos de P. Os cascos convexo e conico referen-

ciados sao definidos da seguinte forma:
conv(uy, Uz, . ty) = {> i ANt > A =1, >0,i=1,2,...,r}
cone(vy, vz, .., vs) = {35 \juj 1 Aj 20,5 = 1,2, ..., s}

A menos que o problema seja ilimitado, a solucao étima pode sempre ser encontrada dentre
o conjunto de vértices do Poliedro que define o conjunto vidvel, ou seja, pode ser caracterizada por
restrigoes de igualdade e desigualdade ativas. Esse fato garante que se a estrutura de modelagem do
problema é dada por matrizes compostas por niimeros racionais, entao sempre existem vértices racionais
que alcangam custo 6timo.

A seguir, sao apresentados alguns importantes resultados do estudo de Programacao Linear e

suas correspondentes demonstracoes.

Proposicao 3.1: (Dualidade fraca) Seja (x € R™y € R™) um par primal-dual de solugdes vidveis

em seus respectivos problemas. Entao, vale que:



T >bTy

ou seja, os custos obtidos dentro do conjunto viavel do problema dual sao limites inferiores para os custos
relativos as solucoes vidveis primais. Também vale a conclusao de que os custos viaveis primais represen-

tam limites superiores para os viaveis duais.

Prova: de acordo com a modelagem dos probelmas (LP-P) e (LP-D), vale que:
clo—btTy=cle — (Ax)Ty=cTo —aTATy > cTo —2Tec=0

Antes de enunciar o préoximo resultado, é demonstrado abaixo o lema de Farkas:

Teroma 3.2: (Lema de Farkas) Seja A € R™™" b € R™ e A € R™. O sistema Az < b é vidvel se

e somente se para todo A > 0 tal que AT A = 0, vale que \Tb > 0.

Por um lado, se z* é uma solu¢do do sistema, entdo vale que Ax* < b. Desta forma, se A > 0 e A
é tal que AT A = 0, é verificavel que 0 = AT Az < \Tb.

Por outro lado, Ax < b é vidvel se e somente se

Axt — Az~ +2z=0b

xt,27,2>0

tem solugao. Se o primeiro sistema de solugoes nao tem solucao, entao o segundo também é inviavel.
Pode-se demonstrar que existe A € R™, XA > 0, tal que AT[A| — A|I,,] > 0 e ATb < 0. Para este ), vale

que AT A = 0, provando a segunda implicacio do teorema.

Proposicao 3.2: (Dualidade forte) Se o problema primal tem uma solugdo 6tima, entdo o problema
dual também admite e os custos étimos de ambos sao os mesmos.
Intuicao da Prova: Seja v o custo 6timo do problema dual. Para qualquer € > 0, o sistema

ATy <e¢

by <—y—e
nio tem solugdo. Pelo Lema de Farkas, existe A > 0 com AT (=b7, AT) = 0 e AT (—y—¢,c) < 0. Escreve-se

A= ()\1,/\2)7 com A\ €ERe Xy e R”

Se, por hipétese, \; = 0, entdo, sabendo-se que ATy < ¢ é vidvel, a aplicacio do Lema de Farkas
em \s levaria a uma contradi¢ao, o que demonstra que A\; > 0. Supondo, sem perda de generalidade, que

A1 = 1, duas equagoes sao obtidas:
LA AT =T

IL M e<y+e



A primeira equagao implica que Ay é uma solugdo vidvel para o problema primal (considerando que ja
foi determinado que Ao > 0). A segunda equacdo implica que o custo da solugdo Ag no problema pri-
mal é menor que v + €. Assim, dada a arbitrariedade na escolha de €, e visto que o problema primal

admite solugao 6tima por hipétese, pode-se demonstrar que o custo 6timo do problema primal também é .

Proposicao 3.3: (Folgas complementares) Se (x*,y*) é um par primal-dual de solugées Gtimas, en-

tao vale que:
zic— ATy*); =0,i=1,2,....m
Prova: os resultados de Dualidade Forte implicam que:
0=cTa* —bTy* = cTa* — (Az*)Ty* = Ta* — (2*)TATy* = (2)7 (c — ATy)

A propriedade de folgas complementares indica que existe uma relacido inerente entre as componentes
da solucao 6tima primal e as restricoes de desigualdade equivalentes do problema dual. Assim, nao é
possivel que mutualmente uma componente da solucao étima primal seja diferente de 0 e a restrigao dual

equivalente nao satisfaga igualdade, ou vice-versa.

Resultados mais profundos sobre Programagao Linear, relativos a teoria e construcgao de algorit-

mos, podem ser encontrados em [3].

2.2 Programacgao Semidefinida

Problemas de Programagao Semidefinida sao, a grosso modo, uma espécie de generalizacao do
escopo de Problemas de Programacdo Linear. A fungdo objetivo é linear, onde se busca minimiza-la so-
bre a escolha de matrizes simétricas positivas semidefinidas como varidveis e sobre desigualdades lineares
matriciais para definicao de viabilidade. Antes de explicitar formalmente a modelagem geral de Proble-
mas de Programagao Semidefinida, sao apresentadas notagoes e resultados iniciais para embasamento dos

temas a serem desenvolvidos subsequentemente.

Definigao 3.1: Uma desigualdade matricial linear (LMI) tem a forma:
Ao+ Y0 A = 0
onde A; € 8™ sao matrizes simétricas dadas.
Definigao 3.2: Um conjunto S C R é dito um espectraedro se pode ser definido através da forma

geral:

S={(z1,..c,xm) ER™: Ag+ Y i~ Ajz; = 0}



onde A; € S™ sdo matrizes simétricas dadas.

Geometricamente, este conjunto é obtido pela intersec¢ao entre o cone semidefinido positivo (intersec-
gao de semiespagos do conjunto de matrizes semidefinidas positivas) e o espago gerado pelas matrizes
Ay, As, ..., A, transladado de Ag, que caracteriza um subespaco afim. Dessa maneira, espectraedros séo

conjuntos convexos fechados.

Definicao 3.3: Um conjunto S C R™ é dito um espectraedro projetado se pode ser definido através da

forma geral:

S={(z1,..c,zm) ER™: I(y1,y2, ... yp) ERP, Ag + >0 | Ay + Z§:1 Bjy; = 0}

1=

Conforme a relacdo estabelecida acima, um espectraedro projetado corresponde a um espaco em R™ 1P

projetado em R™ através de um mapeamento linear.

Abaixo, apresenta-se a formulacdo padrdao de um Problema de Programagcao Semidefinida Primal (SDP-

P). Parai=1,2,...,m:

(SDP-P):

min (C, X)
S.a <AZ,X> = bi7 X t 0

onde A;,C, X € S"e (X,Y) :=Tr(XTY) = > kw XkwYiw, onde k,w =1,2, ..., n.

De acordo com a descrigao prévia a respeito da formulacao de Problemas de Programacao Semi-
definida, observa-se que a varidvel deste novo escopo se trata de uma matriz semidefinida positiva. Além
disso, outro resultado importante é a caracterizacao do conjunto vidvel de um (SDP-P) qualquer como
um espectraedro, uma vez que a definigao 3.2, em escopo de espaco de matrizes, pode ser colocada
sob a ética de que espectraedros correspondem & interseccao de subespagos afins e o cone de matrizes
semidefinidas positivas, equivalentemente ao conjunto vidvel presente na formulagao padrao do Problema
Primal de Programacao Semidefinida.

Assim como no contexto de Programacao Linear, pode-se associar um Problema Dual de Progra-
magao Semidefinida (SDP-D) a um (SDP-P), relagdo a qual preserva algumas propriedades relacionais

vistas anteriormente. A definigdo padrao de (SDP-D) é a seguinte:

(SDP-D):

max b7y

say Ay =C

Neste caso, a definicao 3.2 caracteriza de forma direta a colocacao de que o conjunto vidvel da

formulacdo padrao do Problema Dual de Programacao Semidefinida é um espectraedro.



De forma semelhante ao caso de Programacao Linear, é possivel demonstrar que a propriedade de
Dualidade Fraca também é valida no cendrio de Programagao Semidefinida, bem como Folgas Complemen-

tares podem ser refletidas nesse novo contexto. A seguir, sao enunciadas essas propriedades formalmente:

Proposicao 3.4: Seja (X € 8", y € R™) um par de solugdes primal-dual vidveis em seus respecti-

vos problemas. Entao, vale sempre que:
(C.X) = b"y

A prova é semelhante & do caso de Programagao Linear, sendo resultante direta do mesmo raciocinio

explicitado anteriormente, com consideracao extra de propriedades de produto interno entre matrizes.

Proposicao 3.5: Seja (X € 8", y € R™) um par de solugdes primal-dual vidveis em seus respecti-

vos problemas. Se essas solucoes satisfazem a condigao de folgas complementares:
(C=3" Ay)X =0

entao sao solugoes étimas em seus respectivos problemas, atingindo o mesmo custo 6timo.

E importante mencionar que a propriedade de Dualidade Forte nao é valida, no caso geral, para
o Problema de Programacao Semidefinida, isto é, pode haver gap de dualidade. E possivel demonstrar,
entretanto, que a propriedade vale para os casos em que os pares de problemas primal-dual sejam estri-
tamente vidveis, isto é, se os problemas forem tais que exista X > 0 que satisfaga as restrigoes lineares
do problema primal e y tal que C' — ) . A;y; > 0 no contexo do problema dual. Abaixo, é enunciado o

resultado tedrico correspondente a essa afirmativa.

Proposic¢ao 3.6: Tendo por hipétese que os problemas primal (SDP-P) e dual (SDP-D) sejam estri-
tamente vidveis, entao ambos admitem solugoes étimas com custos étimos equivalentes, ou seja, nao ha

gap de dualidade.

Resultados mais profundos sobre propriedades de Programacao Semidefinida podem ser encon-

trados em [23].

2.3 Programacao Conica

O escopo de Programagao Conica pode ser colocado como um caso geral de Programagao Linear
e Programac@o Semidefinida, além de englobar outros contextos relativos a otimizagdo. Nesta secao,
serao abordados alguns conceitos bésicos de Programacao Conica para espagos de dimensao finita, com
um delineamento subsequente voltado ao caso particular de Programacao Conica de Segunda Ordem
(SOCP), objeto principal para a modelagem abordada neste trabalho. Por simplificagio, considerar-se-&

que as analises discorridas nesta secao sao referentes a elementos de R™.



10

Seja K C R™ um cone convexo, isto é, um conjunto néo vazio tal que K + K C K e tK C K, Vt € [0,000).

Sao colocadas as seguintes defini¢oes:

Definicao 3.4: K é dito pontudo se K N (—K) = {0}.

Definigao 3.5: K é dito sélido se dim(K) = n.

Definicao 3.6: K é dito um cone préprio se ele é convexo, fechado, pontudo e sélido.

Definicao 3.7: Define-se o cone dual de K da seguinte forma:
K*:={z:2T2>0,Vr € K}

Definicao 3.8: K ¢ dito um cone dual-préprio se é tal que K = K*.

Dados A € R™*" b € R™, ¢ € R™ e o cone préprio K, é definido o par de problemas primal-dual

padrao de Programacgao Conica:

Problema Padrao de Programacao Coénica Primal:

min ¢z

sadr=bre K
Problema Padrao de Programagao Conica Dual:

max yT'b

s.ac— ATy e K*

No que tange a abordagem deste texto, tratar-se-a4 de cones duais-proprios para os problemas de
otimizagao. Sao exemplos gerais de cones duais-préprios: ortante nao negativo, cone de segunda ordem
e cone semidefinido positivo.

Conforme ja mencionado neste texto, Programagcao Linear e Programacao Semidefinida sao casos
particulares de Programacao Conica. Na prética, respectivamente, eles se referem aos casos onde o cone
prério K considerado ¢ o ortante nao negativo R’} e o cone positivo semidefinido S7.

No que se refere ao Problema Padrao de Programacao Linear, é diretamente verificdvel tratar-se
de um caso particular do Problema Padrao de Programagao Conica. Em relacao ao Problema Padrao de

Programacao Semidefinida, considera-se novamente a fungao objetivo do problema primal:
(C.X):=Tr(CTX) =Y., CkwXpw, Vk,w=1,2,...n, C, X € 5"

Para X € S™:



11

Xl,l X1’2 . . . Xl’n

X271 X272 . . . X2,n
X —

X1 Xno - . . Xon

)

considere o vetor correspondente vec(X) € R™:
X1
X2

vee(X) = | Xna
Xi2

Xn,n

Dessa forma,
(C, X) = vec(C)Tvec(X).
Como C e X sdo matrizes simétricas, é valido ainda que:

T
(C, X) =wvec(C) wvee(X).

onde
X1
Xy
X2
vee(X) = | Xi5. | e R™S™
Xnn

Diante deste cendrio, considerando que a viabilidade é definida em relacdo ao cone semidefinido
positivo, fica evidenciado que um problema padrao de Programacao Semidefinida é um caso particular
de Programagao Conica.

A demonstracdo da propriedade de Dualidade Fraca para o caso geral de Programagao Conica,
considerada a definicao de cone dual, é obtida conforme raciocinio do caso especifico de Programacao
Linear. Da mesma forma como enunciado para o caso de Programacao Semidefinida, em geral, nao ha
garantia de que valha Dualidade Forte em Programagao Conica, entretando, pode-se demosntrar o resul-

tado apresentado na préxima proposigao.
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Proposigao 3.6: Se um par primal-dual de problemas de Programagao Conica sdo estritamente via-
veis, ou seja, existe z € int(K) tal que Ar = b e existe y € R™ tal que ¢ — ATy € int(K*), entao ambos

os problemas admitem solugao étima com custos étimos equivalentes, isto é, nao existe gap de dualidade.

Proposicao 3.7: (Condigées de Otimalidade de KKT) Seja (p*,d*) um par de solugdes étimas cor-
respondente ao par primal-dual padrao de Problemas de Programagao Conica. Se ambos problemas sao
estritamente vidveis, entdo o gap de dualidade é zero, isto é, p* = d*. Além disso, sob as mesmas hipdte-

ses, um par primal-dual (z,y) de solugbes vidveis é 6timo se e somente se valerem as seguintes condigoes

de KKT:

1. Viabilidade Primal: x € K, Az = b;
2. Viabilidade Dual: ¢ — ATy € K*; e

3. Folgas Complementares: (c — ATy)Tz = 0.

Resultados mais profundos sobre o tema podem ser encontrados em [23,25].

2.3.1 Programacao Conica de Segunda Ordem (SOCP)

Um caso particular da formulagao de Programacao Conica é o chamado problema de Programagao
Cénica de Segunda Ordem (SOCP), onde o cone préprio K considerado é o Cone de Lorentz (ou Cone

de Segunda Ordem), definido da seguinte forma:
e={r=(20;7): 7 €R" ! 29 € R, (77)/2 < 20}
Neste texto, serao utilizadas as seguintes correspondéncias de notagao por simplificacao:
r€e=x -0
x € int(e) =x >0

Dessa maneira, z; >=. 0 (z; > 0) é a notacao utilizada neste texto para desigualdades conicas de segunda

ordem (estritas) em relacio a e.

A seguir, apresenta-se as formas padroes dos SOCPs Primal e Dual:

Problema Primal de Programagao Conica de Segunda Ordem Padrao:

min cf'zy + ...+ cla,
s.a A1 +...+ Az, =b,x; = 0
1=1 r

PIEEEY)

Problema Dual de Programacgao Coénica de Segunda Ordem Padrao:
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min b7y
s.a A;fry +zi=¢i 270

1=1,..,7
Onde:

x = (x1;22;...; ), tal que x; € R™,

z = (21; 22; ...; 2r), tal que z; € R™,

)
¢ = (c1;¢2;...5¢r), tal que ¢; € R™,

A= (Ay;Ag; .5 Ay, tal que A; € R™*™i

Apresentados os problemas dessa forma, toma-se 7 como o nimero de blocos, n = Y _; n; como a di-

mensdo do problema e m como o nimero de linhas em cada matriz A;.

Pode-se demonstrar que problemas de Programacao Linear, Programacao Quadratica Estrita-
mente Convexa e Programacao Quadratica Convexa com restrigoes quadraticas sao casos particulares de
SOCP, ou seja, admitem representagoes por meio de desigualdades conicas de segunda ordem.

Em relagao a problemas de Programacao Linear, a representagao padrao do problema primal é

dada como:

. n
min ) " ¢x;

s.a Z?:l T;a; = b, T > O, Vi = 1, . n

onde ¢;,x; € Rea;, e R™, Vi=1,....,.nebec R™.

As restrigoes que limitam a viabilidade ao ortante nao negativo x; > 0, Vi = 1, ..., n, sdo restri¢oes conicas
de segunda ordem em espaco de dimensao um. Dessa forma, problemas de Programacao Linear corres-
pondem a um caso especial de SOCPs. Além disso, o cone de segunda ordem em R?, K = {(z¢; 1) € R? |
xo > |z1|}, é uma rotacdo do quadrante nao negativo e, portanto, qualquer SOCP no qual todos os cones
de segunda ordem sejam de dimensao um ou dois pode ser transformado em um problema de Programagao
Linear.

No que tange a Problemas de Programacao Quadréatica Estritamente Convexa, as regioes de
viabilidade podem ser descritas por poliedros e as solucoes podem ser obtidas via SOCPs. Considera-se

o problema geral de Programagao Quadratica Estritamente Convexa:

min ¢(z) = 27Qx + a’x + 3
s.aAx =b,2 >0

onde Q é uma matriz simétrica positiva definida, isto ¢, vale que Q = 0 e Q = QT. Nota-se que a funcio
objetivo pode ser escrita como g(z) = ||a]|* + 8 — 2a7Q'a, onde @ = Q'/2z + 1Q~1/%a. Portanto, o
problema de Programagao Quadratica Estritamente Convexa proposto acima pode ser modelado como

um SOCP da seguinte forma:
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min ug

s.a QY% —u= %Q_l/zm Az =b, 2 >0, (ug;a) =0

De maneira mais genérica, problemas de Programagao Quadratica Convexa com restrigoes qua-
dréaticas podem ser solucionados via SOCPs. Para tal, primeiramente considera-se uma representacao

para esta classe de problemas:

min Iz

s.aaq(r)=2'BI'Bir+afz+3,<0,Vi=1,...m
onde B; € RF*™ com posto k;,i = 1,...,m. Por outro lado, observa-se que a restricio quadratica
q(z) :=2TBT"Bx +aTz+ 5 <0

é equivalente & restri¢ao conica de segunda ordem (ug; @) =, 0, onde:

- Bzx
u= aTz+5+1
2

1—aTz—8

ug = 3

0 que garante a representatividade desta classe de problemas como Problemas de Programagao Conica
de Segunda Ordem.
Além disso, é verificavel também que SOCP é um caso particular de Programacao Semidefinida.

Para verificar tal relagdo, considera-se a definicdo da matriz arrow-shaped Arw(x):

X0 zT
Arw(z) = . o
0

onde I é a matriz identidade de dimensao n — 1.

E verificavel que z =, 0 (z > 0) se e somente se Arw(x) é semidefinida positiva (definida positiva),
uma vez que Arw(z) = 0 se e somente se z = 0 ou se vale que 7o > 0 e xg — Z* (xol) 17 > 0.

Assim, SOCPs sdo casos particulares de Problemas de Programacdo Semidefinida. Entretanto,
a atencao especial dada a esta classe de problemas se baseia, principalmente, nas particulares que a
modelagem proporciona em relacao a obtencao de solugbes computacionais eficientes. Estes topicos sao
avaliados em [25].

E importante também descrever alguns topicos relativos a propriedades algébricas dentro do
escopo deste texto. A dlgebra que contempla o entedimento de SOCPs, no que tange a questoes refe-
rentes a dualidade, propriedades de complementariedade das solugoes, condicoes de nao degenerecéncia
ou mesmo andlise e construcao de algoritmos de pontos interiores, é um caso particular da /flgebm de
Jordan Euclidiana, cujo escopo generaliza propriedades algébricas de matrizes simétricas.

E possivel verificar que a andlise detalhada a respeito da Algebra de Jordan de Cones Simétricos
Semidefinidos Positivos trata-se de um caso especial da Algebm de Jordan FEuclidiana. Outro caso parti-
cular é aquele associado a algebra de cones de segunda ordem. Observa-se, dessa forma, a correspondéncia

entre a analise de SOCPs e Programacao Semidefinida.
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Conforme apresentado em [26], o estudo de cones simétricos é associado ao estudo de certa
algebra nao associativa sobre a Algebra de Jordan Euclidiana, que pode ser relacionada a generalizacao
do conceito de espago de matrizes consistindo de todas as matrizes n X n reais simétricas. Como o produto
de matrizes simétricas nao preserva necessariamente esta propriedade, este espaco nao é fechado sobre o
produto matricial. Entretanto, é definido na sequéncia o Produto de Jordan, o qual se mostra relevante
no estudo das propriedades algébricas de Problemas de Programagao Conica de Segunda Ordem.

Considera-se a seguinte forma de vetores para fins das definicoes a serem apresentadas: = =
(r0;%) € R, onde g € R e # € R""!. Dados z,y € R", define-se o produto de Jordan da seguinte
forma:

zTy

ToY1 + YoT1

THY = . = Arw(z)y = Arw(z)Arw(y)e

xoﬂnq + in'nfl

onde e = (1;0) € R™, com 0 € R*~ 1.

O espaco de matrizes reais simétricas de ordem n tem a caracterizagao de algebra real comutativa,
mas (para n > 1) ndo associativa. Por outro lado, em relacdo a este operador, é vdlida a chamada

propriedade de Identidade de Jordan:
225 (yxw) = (2% xy) *a

Dessa maneira, este operador tem importancia relevante no que se refere & concepcao de Algebra
de Jordan Euclidiana, que pode ser avaliada com maior énfase em [26]. Embora o escopo deste texto néo
tenha como objetivo tratar de forma detalhada sobre a teoria de andlise desta dlgebra, mas demonstrar
seus aspectos de interesse ao estudo apresentado em relagdo a SOCPs, é vilida a motivagdo de que a

propriedade de Folgas Complementares em SOCPs corresponde exatamente a condicao:
x;i*xz; =0

Além disso, abaixo sdo mencionadas algumas relagoes sob o escopo da élgebra (R™, ):

1. Dadas constantes o, 8 € R e vetores x,y, z € R™, vale a propriedade distributiva, isto é:

rzx(ay+ Pz) =ax*xy+ Pr*z

(ay+ Bz)xz=ay*xz+ fzxx
2. Dados vetores x,y € R”, vale que:

TRY=Yy*T
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3. O vetor e = (1;0) € R™ representa o tnico elemento de identidade, ou seja, para qualquer vetor

x € R™, vale que x * e = x somente nas condigoes especificadas para e.

4. Dado o vetor z € R", define-se 2> = z * x. Como as matrizes Arw(z) e Arw(z?) comutam, para

qualquer vetor y € R, vale que:
x (a2 xy) =ats (2 5y)

5. * nao é associativa para n > 2. Por outro lado, dado um vetor z € R", o produto de k cépias deste
vetor x : x xx*x...*x nao é influenciado pela ordem na qual os vetores sao dispostos, ou seja, o operador

* é Associativo na Potenciagdo. Dessa forma, vale sempre que zP x 29 = P9,

Também, especialmente no que se refere a construgao de algoritmos de pontos interiores para re-
solucao numérica de SOCPs, é importante definir a transformagao linear referenciada como Representacdo

Quadrdtica:
Q. = 2Arw?(x) — Arw(z?)

Proposigao 3.6: Para z,y € R", a € R e ¢ inteiro, vale que:

I'Qay = a2Qy§

2.Q,x~! =z, o que implica Q,;'x = 27 1;

3. Que = Y2 e

4. Q.1 = Q; ! e, de forma mais geral, Q.+ = QL.

Ainda em relacao a x € R™, define-se o seu polinémio caracteristico por:
p(\, ) = A2 — 220\ + (22 — 2T 2)

As raizes deste polindmios, denotadas neste texto por A1 e Ao, s@o definidas como autovalores de x.

As provas das propriedades acima mencionadas, bem como propriedades espectrais dessa dlgebra, po-
dem ser encontradas em [25, 26], contetido cujo escopo deste trabalho, conforme avaliado, ndo tem por
objetivo explicitar aprofundamento técnico.

As seguintes proposi¢oes sdo importantes no que se refere a teoria de SOCPs:

Proposicao 3.7: (Dualidade Fraca) Se x e (y,z) sdo, respectivamente, solugoes primal e dual vidveis em

seus problemas correspondentes, entao vale que:

T —bTy>0
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Proposigao 3.8: (Dualidade Forte) Se um par de SOCPs primal-dual tem solugoes estritamente vidveis
(ou seja, tais que x; =, 0 e z; =, 0,Vi) entdo ambos admitem solugdes Stimas, represeentadas respecti-
T, .x

x

vamente por x* e (y*,z*) cujos custos 6timos sdo equivalente, isto é, tais que ¢ = bTy*. Em outras

palavras, nao existe gap de dualidade nestas circunstancias.

Proposicao 3.9: (Dualidade Semi-Forte) Se um problema Primal de Programagio Conica de Segunda

Ty é inferiormente limitada sobre

Ordem admite uma solugao estritamente vidvel & e a fungao objetivo ¢
a regiao viavel deste problema, entao o dual correspondente admite solucao 6tima com mesmo custo da

solugao 6tima do problema primal.

Proposicao 3.10: (Condicdes de Complementariedade) Sejam x, z € e. Entdo, 7z = 0 se e somente se

x; * z; = Arw(z;)Arw(z;)e = 0, Vi = 1,2, ..., r, ou equivalentemente:
N ST 5 _ S

. Tp 2 = X020+ T 2 =0,Vi=1,2,...,r.

1. Ti02; + 2ioT; = 0, Vi = 1, 2, ey I

Prova: Se z;p = 0 (z;0 = 0), o resultado segue de forma direta, uma vez que isso implicaria em x; = 0
(z; = 0). Por outro lado, se ndo valem essas condigoes, entao as hipéteses de que as desigualdades conicas

de segunda ordem sao satisfeitas e a desigualdade de Cauchy-Schwars garantem que:

7'z > — (5 z) V2 (5T 5)Y? > —wizio

Portanto, xiTzi = T;0zi0 + fiTz’i > x02i0 + —xi0zio = 0 e vale que Tz = Zle a:,Tle = 0 se e somente se
w72 =0,Vi=1,2,....k, o que é valido se e somente se a desigualdade elucidada a partir da hipdtese ini-
cial e pela desigualdade de Schwars for satisfeita estritamente na igualdade. Existem duas possibilidades

que satisfazem este cendrio:

(a): x; =0 ou z; =0 e os resultados i. e 4. seguem de forma direta; ou

(b): x; #0e z; #0, T; = —q;Z;, onde a > 0 e x;0 = @z, isto é, T; + (x40/2i0)2z = 0.
O resultado segue dessa forma.

Proposicao 3.11: (Condi¢des de Otimalidade) Se um par Padrao Primal-Dual de SOCPs admite so-
lugdes estritamente vidveis (Z, (g, 2)) (isto é, que satisfagam estritamente as desigualdades conicas de
segunda ordem correspondentes), entdo um par de solugoes (z, (y, z)) é 6timo para estes problemas se e

somente se:

Ar=b,x €¢c
Aly+z=cz€ce

rxz=0
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As provas detalhadas das propriedades mencionadas nessa secao e questoes relativas a degenere-

céncia e outras abordagens igualmente relevantes sao explicitadas em maiores detalhes em [23, 25]



Capitulo 3

Algoritmos e Softwares

Neste capitulo, serao tratados aspectos relativos a Algoritmos de Pontos Interiores voltados a
obtencao de solugoes eficientes para SOCPs bem como softwares disponiveis. Conforme proposta deste
trabalho, o escopo desta abordagem estd vinculado a Problemas de Programacao Conica de Segunda
Ordem. Demais abordagens, referentes a Problemas de Otimizacao Linear, Semidefinida e outros, podem
ser encontradas em [2, 4, 5, 6, 7, 8].

No contexto de Otimizagdo Linear, duas classes de Algoritmos de Pontos Interiores podem ser
destacadas: uma contemplando métodos primais unicamente ou duais unicamente, e outra relativa a
métodos primal-dual. A primeira classe pode ser generalizada a SOCPs de forma muito direta, porém
a segunda incorre de dificuldades algébricas para tal, sendo esta tltima a que empiricamente apresentou
propriedades numéricas mais favoraveis. Dessa forma, a literatura traz alternativas resultantes em dife-
rentes Métodos Primal-dual por Pontos Interiores. A seguir, é desenvolvida a légica que embasa Métodos

Primal-Dual de Caminho a Seguir. Em [25] sdo feitas contextualizagdes relevantes sobre o tema.

3.1 Meétodos Primal-Dual de Caminho a Seguir

Retomando as defini¢oes padroes de SOCPs apresentadas neste texto:

Problema Primal de Programagao Coénica de Segunda Ordem Padrao:

min cf'zy + ...+ cla,
s.a Ajx1+..+ Az, =bx; = 0
1=1,..,r
Problema Dual de Programacgao Cénica de Segunda Ordem Padrao:
min b’y
s.a AiTy +zi=c¢i, 2z = 0

1=1,..,r
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Pode ser demonstrado que, se x € €, entdo —In[det(z)] é uma fungio convexa de barreira para e.
Para tal, veja [25]. Dessa maneira, considerando as desigualdades conicas de segunda ordem do primal
estritas e, para 1 € R, tomando o termo —pu ). In[det(z;)], obtém-se o seguinte derivado do problema

primal:

(Pp):
min 337, ¢f ; — p 3o Infdet(w;)]
sa . Az, =b x>0

1=1,..,r

E possivel verificar que as condi¢oes de KKT para (P,,) sdo:

Z::l Azxz = b7
c; — ATy — quf =0,Vi=1,2,...,1; ¢

;= 0,Vi=1,2,..,r

Definindo z; := ¢; — ATy, verifica-se que toda solugao de (P,) também satisfaz as seguintes condigoes

(C.P,):

Z:Zl Az = b;
AiTy +zi=¢,Vi=1,2,..,71;
Tk zp =2ue, Vi=1,2,....;1; e

Tiy2zi = 0, Vi=1,2,... 7.

Tratamento similar pode ser feito ao problema Padrao Dual de Programacao Conica de forma a obter o

seguinte problema derivado:

(Du):

max b7y + p >, Infdet(z;)]
saAly+zi=c,i=1,..,r

zi=e 0.0 =1,..,r.
E verificavel que as condigoes de KKT para (D,) sao equivalentes a (C.P,).
Um resultado importante é tal que, para cada pu > 0, pode-se demonstrar que o conjunto de

restri¢des (C.P,) tem solugdo unica. Dessa maneira, pode-se definir a nocéo de trajetdria central para

SOCPs, dada a seguir:

Definicao 4.1: A trajetéria de pontos (z,y,z) que satisfazem (C.P,) para p > 0 é a trajetdria cen-

tral associada ao par primal-dual padrao de Problemas de Programacao Conica.
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A ideia da construgao deste método equivale, de modo geral, aos seguintes passos: (1) identificagao
de um ponto inicial préximo ou pertencente & trajetdria central; (2) aplicagdo do Método de Newton
ao sistema (C.P,) para obtencao de alguma direcao (Az, Ay, Az) que reduza o gap de dualidade; (3)
percorrer a diregao obtida, garantindo que o novo ponto seja vidvel e esteja no interior de €; (4) redugao de
w por um fator constante e (5) repeticdo do processo. Com a combinagao adequada dos critérios aplicados
em cada passo descrito, pode-se demonstrar convergéncia em um numero polinomial de iteragoes. A
seguir, sao desenvolvidas ideias béasicas para o entendimento construtivo do método.

Se as diregoes (Ax, Ay, Az) forem consideradas e as ocorréncias de x;,y, z; forem substituidas,
respectivamente, por (z; + Az;,y + Ay, 2, + Az;), o conjunto de restricoes (C.P,) é reduzido a seguinte

forma linear em A:

22:1 Al‘ASEi = b — Z;Zl Aixi;
ATAy + Az =c; — ATy — 2, Vi=1,2, ...,

Zix Axy +x % Azg = 2ue —xy x 2z, Vi= 1,2, ...,7;

Definindo r, := b — Az, rg := ¢ — ATy — 2 r. := 2ue — x * z, o conjunto de equagoes descrito acima é

equivalente a:

A 0 0 Ax Tp
0 AT I Ay | = | rq
Arw(z) 0 Arw(x) Az Te

A aplicacdo de Redugao Gaussiana por blocos resulta em:

Ay = (AArw=(2) Arw(x) AT) "L (r, + AArw=t(2) (Arw(z)rqg — re))
Az=ry— AT Ay
Az = —Arw=1(2)(Arw(z)Az —r.)

A diregao de Newton explicitada acima traz naturalmente duas consideragbes importantes no
contexto de SOCPs: a primeira € se, de fato, ela incorre na reducao do gap de dualidade e a segunda,
relacionada a real observacao de convergéncia em nimero polinomial de iteragoes do método. A fim de
controlar essas questoes, sao definidas nogoes de vizinhacas em relagao & trajetdria central. Isso traz a
abordagem sobre limite de passo na direcao de Newton bem como redugao efetiva em gap de dualidade
a uma perspectiva mais clara.

Seja w; = Q122 ¢ w = (wy;...;w,). Sdo definidas abaixo trés Medidas de Centralizagdo:

dp(z,2) = [|Qu/ez — pel|lp = /Xy M (wi) — p)? + (Ao (w;) — )2
do(w, 2) == ||Qg1/22 — pell2 = maxi=1,._{|A1(w;) — pl, [Aa(wi) — pl}
d_oo(x,2) == p— ming=1, {1 (w;), Aa(w;)}.

Dessa forma, com respeito as Medidas de Centralizagao propostas acima, podem ser definidas as

seguintes vizinhacas em relagdo a trajetdria central, tomando v € (0,1):
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Np(y) ={(z;y;2)|[ Az =b, ATy + 2 =c, 2,2 - 0, dp(z,2) < yu}
No(y) :=A{(z;y;2)|[Az =b, ATy + z = ¢, 2,2 = 0, do(z,2) < yu}
N_ooo(y) = {(z;y;2)|[ Az = b, ATy + 2 = ¢, 7,2 = 0, d_oo (7, 2) < yu}

Pode ser demonstrado que dp(z,z) > do(z,2) > d_(x, z) e, portanto, que Ng(vy) C Na(y) C
N_o (7). Intuitivamente, pode parecer mais atrativo desenvolver andlises sob a dtica de N_o.(7), por
possibilitar maiores ajustes de passo nas direcoes de Newton. Porém, na prética, torna-se dificil provar a

convergéncia polinomial do método nessa perspectiva, trazendo melhores resultados o uso de Ng (7).

Para p . 0, define-se os seguintes operadores:

1= Qpu
U= prlu

Considerando que € permanece invariante sobre a mudanga de variaveis © — &, o par Primal-Dual Padrao

de SOCP pode ser reduzido a seguinte forma:

P:
min ¢f'a + ..+ e,
s.a Ay + ...+ Ad, =b,7 = 0
1=1,..,r
D:
min b7y
sa ATy+2,=¢, 2 =0
1=1,..,r
Onde:
z—Z
c— ¢
Ay — A = AiQp,—1 o A — A= AQp—
A seguir, sao apresentados dois lemas importantes para o desenvolvimento das ideias finais desta
subsegao:

Lema 4.1: Para p nao singular dado, vale que:

T T

iLaxtz=2a"2
ii. Para qualquer vetor u dado, Au = 0 se e somente se Ad = 0;
ili. d (x,z) =d (&, 2) para os critérios de centralidade F,2, —oco; e

iv. Sob a mudanga de varidveis proposta, a trajetoria central e as vizinhancas dp(x, z), da(z, 2) e d—_oo (2, 2)
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sao invariantes.

Lema 4.2: (Ax, Ay, Az) satisfaz o seguinte sistema de equacgoes:

ANz = b — A#
ATAy+ ANz =¢— ATy — 2

Ax*é+f*dz:2ue—i*z
se e somente se (Azx, Ay, Az) satisfaz:

AAx =b— Az
ATAy+Az=c— ATy — 2
(QpAz) * (Qp-12) + (Qpx) * (Qp-1Az) = 2pe — (Qpx) * (Qp-12)

Nota-se que a direcao (Ax, Ay, Az) trabalhada anteriormente é resultante do caso particular apresentado
no ultimo lema, em que p = e. Do mesmo modo, pode-se observar que (Ax, Ay, Az) equivale a resultante
da aplicacao do Método de Newton, considerando viabilidade primal-dual e as relagoes de complementa-
riedade (& * 2 = pe) resultantes dos modelos P e D. Dessa maneira, as dire¢goes dependem da escolha de
p, cujas possibilidades culminam em diferentes métodos propostos na literatura, conforme mencionado

ao inicio do capitulo.

Definicao 4.2: A classe de diregoes (Ax, Ay, Az) resultantes da escolha de p de modo que & e Z comu-
tam é chamada de classe comutativa de direcoes. Uma direcdo pertencente a esta classe é dita direcao

comutativa.

O caso em que p = e nao incorre em uma diregdo resultante comutativa, no caso geral. Por outro
lado, outras diregoes o fazem, tais como:

ip=z1/2
iip = z—1/2

1. [Qu1/2 (Qpr/22) "2 Y2 = [Q-1/2(Q 1 2) /2712,

As duas primeiras diregbes s@o sdo referidas na literatura como dire¢es HRVW/KSH/M em
Problemas de Programagao Semidefinida e a terceira é a diregdo de Nesterov e Todd. Resultantos inte-
ressantes a respeito destas diregbes podem ser mais profundamente observados em [6, 7, 8, 25].

Diante das anélises ilustradas nesta secao, ha condicoes suficientes, neste momento, para de-
monstrar a estratégia de obtencao de algoritmos de pontos interiores com tempo polinomial de iteragoes
para SOCPs, conforme mencionado anteriormente neste texto. Primeiramente, relembra-se o sistema de

equagoes citado no lema 4.2:

AAx =b— Ax
ATAy+ Az =c— ATy — 2
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(QpAz) * (Qp-12) + (Qp) * (@p-1A2) = 2ue — (Qp) * (Qp-12)

Considerando-se que (z,y,2) seja um ponto vidvel para algum critério de vizinhanga e que a

tr(xz*z)

diregao (Ax, Ay, Az) é obtida como solugao do sistema acima, tomando-se u = —5

o para o € (0,1).
Para o novo ponto obtido (z + Az, y + Ay, z + Az), verifica-se que:

tr(xz*z)

tr((z + Azx) x (2 4+ Az)) =tr(z*2) +tr(Az x 2+ 2 % Az) +tr(Az * Az) = tr(z * 2) + tr(0—5—e — T *
2) +tr(Az x Az) = otr(z x 2) + 2AzT Az.
Como (z,y,2z) é um ponto vidvel, entdo necessariamente r, = 0 e r4 = 0, garantindo que

AzTAz = 0. Assim, é evidenciado que o fator de reducdo do gap de dualidade a cada iteracdo é o.
Por outro lado, a escolha de ¢ e -y deve ser cuidadosa de modo que a permanéncia na vizinhanga N () e
a consequente viabilidade sejam satisfeitas durante as iteragoes.

Diz-se que um algoritmo de pontos interiores tem complexidade de iteragao O(f) se cada f
iteracoes do mesmo representarem uma reducao de gap de dualidade por, pelo menos, um fator constante.
Pode ser demonstrado que, sob a vizinhanga Ng(7), a escolha o = (1 — %), para d,v € (0,1), garante
que o préximo ponto da iteragdo continuard na vizinhanga. A complexidade de iteracdo do algoritmo,

neste escopo, pode ser demonstrada O(+/r). Pode-se ainda demonstrar que sob as mesma escolha de o, a

diregao de Nesterov-Todd implica em complexidade de iteragdo de O(r) para as vizinhangas Ny e N_.

1/2 1/2

Alterando p = 271/2 ou p = 2/2, a complexidade de iteracio se torna, respectivamente, O(r) e O(r*?)
para as vizinhangas Ny e N_,. Nestas mesmas vizinhancas, a complexidade de dire¢oes nao comutativas,
especialmente p = e, ndo é definida no caso geral.

Esta subsegao cobriu aspectos bésicos sobre a construcao de algoritmos de pontos interiores de
caminho a sequir. Sobre a avaliagao mais profunda das ordens de complexidade de cada diregao escolhida,
pode-se consultar [25]. Em [25] também sdo feitas consideragoes a respeito de métodos adequados para

implementagao numérica dos algortitmos discutidos nesta parte do texto.

3.2 CVX

CVX é um sistema de modelagem implementado em Matlab voltado a construcao e solugao de
Programas Convexos Disciplinados (DCPs). Dentre os problemas pertencentes ao seu escopo de suporte,
estao problemas de programacao linear, quadratica, semidefinida e SOCPs. Ele também pode ser utilizado
para modelagens de otimizagao mais complexas. Uma caracteristica importante sobre sua utilizacao é que
a linguagem de programacao se torna muito intuitiva em relagao as descri¢oes matemaéaticas dos modelos,
facilitando suas construgoes computacionais.

Explicitando de forma mais clara o exposto no pardgrafo acima, Programacao Convexa Disci-
plinada é uma metodologia proposta por Michael Grant, Stephen Boyd e Yinyu Ye para construgdo de
problemas convexos de otimizacao. A ideia geral é estabelecer um padrao de regras a serem verificadas

para um modelo de otimizagao que sejam suficientes, embora nao necesséarias, para garantir sua convexi-
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dade e a transformacao em tal forma que admita solugao numérica eficiente. Problemas nao identificados
como convexos, se o forem de fato, precisam ser reformulados de modo a contemplar o padrao de regras de
DCP para serem modelados em CVX. A formulagao completa dos padroes aceitos em DCP sao definidas

m [14].

Maiores detalhes a respeito de DCP

O conjunto de regras de Programacao Convexa Disciplinada formam um conjunto de condigoes
suficientes, mas nao necessarias, para convexidade. Neste contexto, as expressoes escalares sao classifica-
das pelas suas curvaturas, que podem ser dos seguintes tipos: constante, afim, convexa e céncava. Para

f:R™ — R, as categorias mencionadas sao refletidas pelas seguintes estruturas:

constante : f(az + (1 —a)y) = f(z), Yo,y e R",a € R

afim: flax+ (1 - a)y) =af(x)+ (1 —-a)f(y), Vz,y e R",a € R

convexa : f(ar+ (1 —a)y) <af(z)+ (1 —«a)f(y), Yo,y € R, a € [0,1]
)>af(x)+ (1 —a)f(y), Ve,y € R™, a € [0,1]

)=

concava : flaz+ (1 —a)y

Vale observar que as categorias admitem implicagoes mutuas, como expressoes constantes também serem
afins e expressoes afins reais serem mutualmente convexas e concavas.

Expressoes convexas e concavas sao, por defini¢do, reais. O uso de expressoes afins e constantes
complexas pode ser efetuado, mas com determinadas limitagoes (como por exemplo, elas ndo podem estar
associadas a restrigoes de desigualdade).

DCP suporta programas disciplinados de minimizagdo, maximizagao e de constatacao de viabili-
dade. Por outro lado, é importante mencionar que os autores [14] ndo indicam a utilizagdo de restrigoes
de desigualdade estrita pura e simplesmente, a nao ser pela tomada de passos adcionais que garantam
que o modelo cumpra esta imposicao.

Em relagdo a verificacdo de expressoes validas, CVX busca categoriza-las dentro das seguintes

perspectivas, rejeitando-as em caso contrario:

Uma expressao constante valida é:

- qualquer expressao do Matlab bem estruturada avaliada como valor finito.

Uma expressao afim vélida é:

uma expressao constante valida;
- uma variavel declarada;

uma chamada a alguma fun¢do com resultado afim;

soma ou diferenga de expressoes afins;
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- produto de uma expressao afim e uma constante.

Uma expressao convexa valida é:

- uma expressao constante ou afim vélida,;

- uma chamada a alguma funcao com resultado convexo;

- soma de duas ou mais expressoes convexas;

- diferenca entre uma expressao convexa e uma expressao concava;

- produto de uma expressao convexa por uma constante nao negativa;
- produto de uma expressao concava e uma constante nao positiva;

- negacao de uma expressao concava.

Uma expressao concava valida é:

- uma expressao constante ou afim valida;

- uma chamada a alguma funcdo com resultado concavo;

- soma de duas ou mais expressoes cOncavas;

- diferenga entre uma expressao concava e uma expressao convexa;

- produto de uma expressao concava e uma constante nao negativa;
- produto de uma expressao convexa e uma constante nao positiva;

- negagao de uma expressao convexa.

Outras andlises de DCP para aceitagdo ou rejeicao de modelos sdo referentes a monotonicidade das
fungoes combinadas as classificacGes de curvatura e em relagao a formas quadraticas. Estas andlises sao

exploradas com maior aprofundamento conceitual em [14].

Os solvers SeDuMi e SDPT3 estao inclusos na biblioteca padrao de solvers de CVX. Outros dois,
Gurobi e MOSEK, estao contemplados para a versao com fins comerciais de CVX e, portanto, necessitam
de licenga para utilizacdo. A construgdo de SeDuMi foi, em grande parte, baseada nos trabalhos de
Nesterov-Todd, com mencao feita na ultima subsecdo. Maiores detalhes técnicos a respeito dos solvers
utilizados por CVX podem ser encontrados em [9, 14, 20].

No capitulo seguinte, serd feita uma abordagem numérica para um problema préatico de otimi-
zagao, o de Estratégias de Resseguro, cujas solugoes foram obtidas por CVX. Dessa maneira, os cédigos

utilizados e maiores especifidades da linguagem estao em tal escopo.



Capitulo 4

Modelo de Otimizacao para

Estratégia de Resseguro

Neste capitulo, serd introduzido o conceito de resseguro, bem como os tipos de contratos prati-
cados no mercado e serd formulado um modelo de otimizacao usando SOCP para proposta de estratégia

6tima de transferéncia de riscos.

4.1 Aspectos gerais sobre operacoes de resseguros

Resseguro é um mecanismo de transferéncia de riscos, através do qual as seguradoras transferem
determinada parcela de riscos de suas carteiras de apdlices. As resseguradoras concordam em indeniza-
las mediante a materializacao do risco, o que tecnicamente é equivalente ao termo ocorréncia de sinistro.
Conforme existente a transferéncia de riscos, deve existir também a transferéncia de parte dos prémios
da seguradora associados a estes riscos cedidos, ou seja, parcela do montante que a seguradoras recebeu
para aceitar o risco do segurado. De forma semelhante, as resseguradoras também podem utilizar de
transferéncia de riscos para outras, o que se denomina operagao de retrocessao.

O 6rgao regulador do mercado de seguros no Brasil é a Superintendéncia de Seguros Privados
(SUSEP), o qual, dentre outras funcoes relativas a fiscalizagio e regulacao, determinam regras minimas
de perfil de transferéncia de riscos que as seguradoras precisam respeitar, conforme [22]. De acordo com

esta pratica, as resseguradoras sao classificadas em trés categorias:

Ressegurador Local: ressegurador sediado no Pais, constituido sob a forma de sociedade anénima,

que tenha por objeto exclusivo a realizagao de operagoes de resseguro e retrocessao;

Ressegurador Admitido: ressegurador sediado no exterior, com escritério de representagao no Pais,

que, atendendo as exigéncias previstas na Lei Complementar N° 126/07 e nas normas aplicdveis a ativi-

27
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dade de resseguro e retrocessao, tenha sido cadastrado como tal na Superintendéncia de Seguros Privados

- SUSEP, para realizar operagoes de resseguro e retrocessao;

Ressegurador Eventual: empresa resseguradora estrangeira sediada no exterior, sem escritério de
representacdo no Pafs, que, atendendo as exigéncias previstas na Lei Complementar No 126/07 e nas
normas aplicaveis a atividade de resseguro e retrocessao, tenha sido cadastrada como tal na SUSEP, para

realizar operagoes de resseguro e retrocessao;

A SUSEP estabelece limites para operagdes com resseguro/retrocessao em funcao dos prémios de
seguro/resseguro avaliados para cada cendrio de companhia. Dentre as principais restrigoes estabelecidas,

é importante mencionar que:

i. A sociedade seguradora ou o ressegurador local ndao podera transferir, para empresas ligadas ou perten-
centes a0 mesmo conglomerado financeiro sediadas no exterior, mais de 20% (vinte por cento) do prémio
correspondente a cada cobertura contratada. Neste contexto, entende-se que a condicao a condicao de
mesmo conglomerado é caracaterizada pelo conjunto de pessoas juridicas relacionadas, direta ou indire-
tamente, por participagao acionéria de 10% ou mais no capital, ou por controle operacional efetivo, pela

administracao ou geréncia comum, ou pela atuagao no mercado sob a mesma marca ou nome comercial;

ii. A sociedade seguradora contratarda com resseguradores locais pelo menos quarenta por cento de cada

cessao de resseguro em contratos automaticos ou facultativos;

iii. As sociedades seguradoras e os resseguradores locais nao poderdo ceder, respectivamente, em res-
seguro e retrocessao, mais de cinqgiienta por cento dos prémios emitidos relativos aos riscos que houver

subscrito, considerando-se a globalidade de suas operagoes, em cada ano civil; e

iv. A sociedade seguradora ou a sociedade cooperativa poderd ceder a resseguradores eventuais até
dez por cento do valor total dos prémios cedidos em resseguro, considerando-se a globalidade de suas

operagoes em cada ano civil.

Os contratos estabelecidos nas operagoes de resseguro admitem variacoes e, de forma genérica, estao
descritos na figura 1, na sequéncia.
Primeiramente, observa-se a diferenga entre os conceitos de contratos de resseguro automatico e

facultativo:

Contrato de Resseguro Facultativo: operagao de resseguro através da qual o ressegurador ou res-
seguradores dao cobertura a riscos referentes a uma unica apdlice ou plano de beneficios ou grupo de

apodlices ou planos de beneficios ja definidos quando da contratagao entre as partes;
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Resseguro proporcional Resseguro nao proporcional
Resseguro Resseguro Resseguro Resseguro
Automatico Facultativo Automatico Facultativo

Excedente de Excesso
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Figura 4.1: Organograma de tipos de contratos de resseguro

Contrato de Resseguro Automatico: a operacao de resseguro através da qual a cedente acorda
com ressegurador ou resseguradores a cessao de uma carteira de riscos previamente definidos entre as
partes e compreendendo mais de uma apodlice ou plano de beneficios, subscritos ao longo de um periodo

pré-determinado em contrato.

De posse da diferenciacao acima, sao tecidos comentarios a respeito dos contratos proporcionais

e suas ramificagoes possiveis, bem como para os nao proporcionais e suas derivagoes possiveis.

Contrato de Resseguro Proporcional: Este tipo de contrato tem por caracteristica, conforme é
intuitivo pela nomenclatura, a proporcionalizacido da participacdo do segurador e ressegurador(es) no
risco sob escopo de contratacao, considerando percentuais negociados no mesmo. Isso significa que a par-
ticipagao que um ressegurador detém no prémio é proporcional aquela que detém no que tange a sinistros.
Dois tipos de contratos, mais especificos, sao derivados dessa classificagdo: quota-parte (ou quota-share)

e excedente de responsabilidade (ou surplus).

Modalidade quota-share: Nesta modalidade, a partir da definicao de um percentual a se aplicar
sobre cada risco, limite de cobertura e respectivo prémio, é definida a reparticdo dos prémios e dos mon-
tantes de indenizagoes a serem pagas entre o que é retido pelo segurador e o que é devido ao ressegurador.

Nesta mesma proporgao, é definida a particao das partes nos sinistros.

Modalidade de Excedente de Responsabilidade: Neste tipo de resseguro, o segurador determina
seu limite de retencao fixo por cada risco, o que é referenciado tecnicamente como pleno. De acordo com
o contrato, o ressegurador fica responsavel pela cobertura de um miultiplo desse pleno. Neste caso, a
proporcao de participagao de resseguro de excedente de responsabilidade é avaliada individualmente por
risco, dependendo da importancia segurada, ao contrario da retencao direta do segurador, que assume,
no méximo, o limite de retengdo fixado. A mesma proporcdo é utilizada no rateio de prémios e nas

partipacoes sobre indenizagoes de sinistros.
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Contrato de Resseguro Nao Proporcional: No contexto de contratos nao proporcionais, ao con-
trario do que foi demonstrado anteriormente, nao sao estabelecidas proporcoes fixas de partipacao entre
segurador e ressegurador, mas observadas ocorréncias efetivas para essas determinagoes. Basicamente, é
definida uma prioridade sobre a qual o segurador detém total responsabilidade de cobertura, mas cujos
excedentes sao repassados ao ressegurador. Sao importantes tipos de contratos nao proporcionais: excesso

de danos e excesso de sinistros (ou stop-loss).

Modalidade de Excesso de danos: Neste tipo de contrato, o escopo de responsabilidade do res-
segurador é determinado pelo excedente de sinistros, até um limite de cobertura acordado, em relacao
a um montante estabelecido (prioridade) em contrato para retengdo tnica do segurador. A métrica de
prémios ndo influencia a légica de negdcios neste contexto. Existem dois critérios possiveis para este tipo

de contrato:

Modalidade de Excesso de danos por risco: coloca a métrica de excedente a prioridade a nivel

isolado de cada risco.

Modalidade de Excesso de danos por evento: coloca a métrica de excedente a prioridade a ni-

vel de vérios sinistros decorrentes de uma mesma causa, isto é, a nivel de eventos.

Modalidade Stop-loss: Neste tipo de contrato, a métrica utilizada para definicao de partipagao entre
as partes é a sinistralidade anual da seguradora, isto é, a relagao percentual anual entre a receita de
prémios e pagamento de sinistros da mesma. O segurador garante, neste caso, cobertura sobre variagoes

anuais de sinistralidade e a prioridade é determinada percentualmente.

4.2 Modelagem de operacao de resseguro via SOCP

Nesta subsecao, serdo apresentadas as principais ideias propostas em [24], no que tange & cons-
trugao de modelos de suporte a estratégias étimas de cessao de riscos em resseguros e na apresentacao de
resultados importantes presentes na literatura sobre o tema, que podem ser consultados em [16, 17, 18,
19, 21, 24].

Como motivagao pratica para a andlise a ser proposta, considera-se as perdas totalizadas por
ano e més de competéncia contabil relativas as operagoes de uma grande seguradora brasileira no ramo
Compreensivo Empresarial, informagao esta obtida pelo Sistema de Estatisticas da SUSEP - SES
SUSEP [22]. Por tratar-se, em geral, de uma operagio muito volatil e tipicamente composta por grandes
danos, a utilizacao de contratos de resseguro para mitigacao de riscos é usual neste caso. O gréfico
apresentado na figua 4.2 demonstra a volatilidade abordada e garante nogao prética em relagao a perdas

diretas incorridas as seguradoras por ocorréncia de sinistros.
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A cobertura bésica deste ramo compreende, como em todos os ramos de seguros, a garantia
principal que a seguradora deve oferecer ao cliente. A base é o seguro incéndio tradicional, isto é,
coberturas contra risco de incéndio de qualquer natureza: queda de raio ocorrida dentro da drea do terreno
ou edificio onde estiverem localizados os bens segurados e explosao de gas, desde que ocorrida dentro da
area do terreno ou edificio onde estiverem localizados os bens segurados. Entretanto, a SUSEP permite
que as seguradoras escolham outros riscos garantidos pela cobertura bésica, nao sendo necessariamente os
mesmos que os da apdlice padronizada. Os mais comuns sao as coberturas adicionais derivadas do seguro
incéndio e dos seguros patrimoniais e de responsabilidades, como, por exemplo, alagamento e inundagao,
danos elétricos, protecao contra roubo de equipamentos e valores, lucros cessantes, pagamento de aluguel,

recomposicao de documentos, fidelidade de funciondrios, responsabilidade civil e outras.
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Figura 4.2: Sinistros mensais de seguradora nacional no ramo Compreensivo Empresarial (em reais)

Como este exemplo trata de informacoes publicas reportadas & SUSEP mensalmente pelas segu-
radoras, dados analiticos, como quantidade de sinistros, nao sao disponibilizados. De qualquer forma,

representa-se na figura 4.3 um quadro genérico e ilustrativo de interesse para o modelo proposto.

Identificacdo | Valor Total do |Valor Cedidoa| Valor Retido pelo

do Sinistro Sinistro ressegurador Segurador
1 X(1) (1) 1{1) = %(1) - f{1)
2 X(2) f(2) 1(2) =%(2) - f{2)
3 X(3) (3) 1(3) =%(3) - f{3)
N.-z x{n;-z} f(n;-z} 1{N-2) =x{l~;-2}- f{MN-2)
N-1 X(N-1) f{N-1) I{N-1) = X(N-1) - f{N-1)
N X(N) f{N) 1{N) = X[N) - f{N}

Figura 4.3: Ilustracao de cenario de cessao individual de riscos

A andlise de cessao individual de riscos a resseguradores, como representada na figura 4.3, é
importante no que tange o entendimento do impacto financeiro que esta operagao representa as segurado-

ras. A transferéncia de obrigagoes em pagamentos de sinistros é antecedida por contratos de resseguros,
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em moldes tais como os delineados na subsecao anterior, que definem a transferéncia prévia de prémios
da seguradora recebidos de segurados pela aceitacao inicial dos riscos. Essa caracterizacao do negécio
imediatamente implica na concorréncia de objetivos por parte da seguradora: repasse de riscos elevados
(no exemplo grafico, picos observados na evolugdo mensal de sinistros) x retencao de resultado financeiro
na forma de diminuicao de cessdo de prémios dos segurados. A modelagem a ser proposta adiante é com-
posta por elementos que representam a estrutura de decis@o encontrada neste trade-off e busca, dentro
de algum aspecto definido a priori, obter uma fungao de repasse 6timo de resseguro.

Conforme citado em [24], este método, em especial, tem uma vantagem operacional, pois nao
utiliza de suposicoes estatisticas em relagao aos dados e distribuigoes, mas somente uma analise numérica
e computacionalmente eficiente sobre a escolha de algum horizonte histérico observado.

Em termos de modelagem, considera-se X € R", onde n > 0 é utilizado a fim de caracterizar a
quantidade de sinistros ocorridos/a ocorrer e trazer o problema ao escopo de andlise em dimenséo finita,
como uma varidvel aleatéria nao negativa representando os riscos assumidos por um segurador, o qual
estrategicamente cede f(X), onde 0 < f(X) < X, via contratos de resseguro. Assim, a retencao de risco
do segurador é I;(X) = X — f(X), onde Iy : R — R™. A funco f : R” — R" ¢ determinada como
fungao de cessao de perdas e Iy, como fungao de retengao de perdas. A cessdo de prémios em resseguros
associada é representada por II(f(X)), onde IT : R™ — R" reflete algum principio de cessdo de prémios
contratualmente definido, em geral, de acordo com os tipos de contratos expostos anteriormente. Como
consequéncia, a funcao Ty (X) := I;(X) +II(f(X)), onde T¢(X) : R® — R™, é dita fungéo de risco total
ao segurador na presenga de resseguro.

Naturalmente, o custo total ao segurador depende de X, f e II. Essa estrutura, intuitivamente,
leva a formulagao de um modelo de otimizagao, onde a funcao objetivo seja obtida por alguma medida
de risco em relagdo ao risco total e a varidvel do modelo dependa de f(X). Definindo p(T¢(X)), tal
que p : R™ — R como a medida de risco a ser minimizada, pode-se avaliar o seguinte problema geral de

otimizagao:

ming p(Ty(X))
sall(f(X) <7 0< f(X)< X

onde m € R™ representa um limite de cessao de prémios, seja este devido a questoes orcamentérias ou
legais, de acordo com a regulagao vigente. No mercado brasileiro, conforme evidenciado neste texto,
sabe-se que existem limites regulamentares para cessao de prémios em resseguro.

A ideia a ser construida dentro dessa perspectiva é limitar o escopo de X a observagoes reais,
dando a caracterizagao de um problema de otimizacao em dimensao finita. Isso evita a necessidade de
hipdteses existentes em outros métodos sobre a distribuicao de X e, juntamente ao fato de que muitos
problemas préaticos podem ser enquadrados na estrutura de SOCPs, garante viabilidade computacional
para obtencao de solugbes numéricas eficientes.

Considera-se que sdo observadas N perdas (ou sinistros), denotadas por 27 := (21, 29, ...,7x) €
RY, onde cada componente corresponde a uma perda verificada. Associado a este vetor de perdas,

considere f := (f1, fa, .., fz)T € RY como o vetor de cobertura de riscos por resseguro, componente a
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componente. f refere-se a variavel de decis@o sobre a qual o problema de otimizagdo se dd. O modelo

empirico obtido, na forma geral, é o seguinte:

ming pe, )
sa. 0< fi <x;,i=1,2,.... N

—

II(f) < mo

—_—

onde my € R. p(z, f) e TI(f) sao, respectivamente, os estimadores empiricos para p(z, f) e TI(f).

O modelo tem uma hipdtese inerente de que as observacoes passadas refletem adequadamente
a expectativa futura de perdas. Dessa maneira, mudancas nas estruturas de carteira de negdcios ou
questoes macroeconOmicas gerais, como inflagao, devem ser contempladas na anélise para melhor ajuste
dos resultados a realidade das operagoes modeladas.

Estard associada a cada modelo, quando aplicdvel, o vetor 6timo resultante f* = (fy,..., fx)7.
Neste aspecto, é importante mencionar que o objetivo final da modelagem, quando o problema admitir
solugao Gtima, é obter a funcéo étima de cessao de risco f(X), o que pode ser feito por interpolagao de
{(zi, f7),i=1,..., N}. Neste texto, a andlise serd restrita & visualizacdo gréfica dos pontos {(x;, fI),i =
1,..., N} e a relagdo observada dos resultados obtidos com a literatura sobre o tema.

Na sequéncia, sao apresentados alguns resultados numéricos do modelo geral empirico proposto,
especificos para a medida de risco p(/x? ) adotada, variando o principio de prémio sob escopo. Em relacao
aos dados utilizados, foram geradas duas amostras de tamanho N = 500, provindas da distribuigdo normal
com média 100 e utilizando as variancias de valor 10 e 60, representadas respectivamente por Norm; e
Norms. Os valores sao nominais a fim de garantir andlise didatica e as dispersoes foram escolhidas de
modo a evidenciar de forma simples o impacto da volatilidade das carteiras de risco hipotéticas sobre a
modelagem. Os histogramas correspondentes aos dados sdo representados na sequéncia nas figuras 4.4 e

4.5.

120

Figura 4.4: Histograma de Perdas relativo a amostra Norm,



Figura 4.5: Histograma de Perdas relativo a

amostra Norms
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4.2.1 Modelo de Minimizacao de Variancia das Perdas Retidas (Var-Min)

Nesta especificagao, a medida de risco adotada é a estimativa amostral da variancia das perdas
retidas pelo segurador, ou seja, busca-se uma estratégia étima de resseguro no sentido de que a distribuicao
de perdas retidas apresente dispersao minima viavel.

Dados os pares {(x;, f;) : ¢ =1, ..., N}, um estimador possivel para Var(Iy) é dado por:

S N N
Var(Iy) = 5 il (@i — fi) = (5 Zita (@i = f))? = 5 (@ = )T Qz — f) = x[fTQf — 227 Qf + 27 Qa
onde Q € RV*N § formada por linhas ¢; € RV, i = 1, ..., N, de modo que sua i-ésima componente seja

dada por 1 — % e as demais sejam dadas por % Dessa maneira:

1 1 1
¢ 1— L -4 -+
1 1 1

% -% 1— L _L
1 1 1
qn -+ -+ . . . 1-4

Diante dessa formulagao, o problema de otimizacao de interesse pode ser representado por:

mingepy fTQf —227Qf
s.a. 0 S fz S i, 1= 1,2, ,N

—

II(f) < m, mp €R

Principio de Esperanca de Prémio (PEP)

Um principio de prémio possivel neste contexto é o Principio de Esperanca de Prémio.

Definido um fator de carregamento 6 > 0, o problema se resume a:

minsery fTQf —22TQf
sa. 0< fi <z, i1=1,2,...,N
(1+0)% Xy fi =m0

Verifica-se que a fungao objetivo do problema acima é convexa e as restrigoes envolvidas sao
lineares, o que garante que o mesmo pode ser representado via SOCP, conforme é explicitado em [24].
Pode-se verificar também que o problema pode ser colocado como um Programa Convexo Disciplinado,
portanto, soluciondvel via CVX, de acordo com o previsto em [14].

Na sequéncia, serao apresentados resultados numéricos deste modelo obtidos via CVX, com uso
do solver SeDuMi, variando as escolhas dos parametros definidos a priori, para diferentes propostas de
obtencao amostral de perdas. Os valores de my serdao tomados como 10, 30, 50, 70 e 100 e o fator de

carregamento 6, por simplicidade, serd fixado a 20%, ou seja, 6§ = 0, 2.
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Conforme mecionado anteriormente, foram anglisados em grafico conjunto os pontos {(z;, f),i =
1,...,N =500} para andlise da funcéo de cessao de riscos em questao. Os resultados estdo demonstrados
na sequéncia de graficos iniciada na figura 5.3 e finzalida na figura 5.12.

Por meio dos resultados abaixo, identificados nas fungoes étimas de cessao de risco para cada
amostra, algumas caracteristicas se fazem relevantes. Ambos os casos ilustram a pratica de resseguro na
modalidade ajustada & de Stop-loss (isto é, f(X) = mazX — d,0, onde d é a retencao do segurador) .
Essa afirmacao reside na explicacdo de que conforme aumenta a possibilidade de cessao de prémios em
resseguro, com o aumento de valor de my, o ponto em que a cessao torna-se nao nula se reduz no eixo
horizontal dos graficos. Essa resposta ilustra que a seguradora deve reter seus riscos até determinado
nivel de sinistralidade, repassando os demais excedentes a sua prioridade, e essa cessao torna-se maior
conforme a relevancia dos riscos torna-se maior em magnitude. Este resultado também é previsto na
literatura sobre o tema [18].

Por outro lado, a amostra Normg, intecionalmente gerada para representacao de uma carteira de
negocios de comportamento mais estavel, apresenta uma caracteristica que a difere da segunda amostra.
A partir do momento em que existe a cessao de risco, o padrao com que ela ocorre nao se modifica de
forma significativa diante do aumento no volume de perdas. Na segunda amostra, observa-se que, em
iltima instancia, o padrao de cessao de riscos para maiores danos ocorre de forma mais branda do que
os anteriores, devido a presenca de maior instabiliadade projetada para esta carteira. Resumidamente, a
diferenca de comportamento dos riscos pode influenciar muito na concepgao da funcao 6tima de cessao
em resseguro, o que traz a necessidade, na prética, de estudos prévios de agrupamento de categorias para
aplicacdo da modelagem proposta em diferentes niveis isolados.

Ainda em relacao a aplicacao real do modelo proposto, fatores vinculados a inflagao, variagoes
cambiais e questoes macroecOomicas gerais devem ser agregados por meio de restrigoes, que mantenham a
representatidade via SOCPs, ou modificacoes posteriores nos resultados. Outra necessidade a considerar
refere-se aos limites regulamentares, citado o caso brasileiro neste texto, dentre as restrigoes do modelo.

O relaxamento do modelo ao formato apresentado tem fim didatico de apresentagao.

Abaixo, sao feitas as demonstracoes graficas.
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Figura 4.6: PEP: Amostra Norm; - Fungao étima de cessdo de risco para mg = 10

60 -
o
o
§@
oy )
&
40 -
30
20
10
70 a0 90 100 110 120 130 140

Figura 4.7: PEP: Amostra Norm; - Fungao étima de cessdo de risco para mg = 30
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Figura 4.8: PEP: Amostra Norm; - Fungao étima de cessdo de risco para mg = 50
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Figura 4.9: PEP: Amostra Norm; - Fungao étima de cessdo de risco para mg = 70
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Figura 4.10: PEP: Amostra Norm; - Funcdo 6tima de cessdo de risco para my = 100
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Figura 4.11: PEP: Amostra Norms - Fungao 6tima de cess@o de risco para my = 10
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Figura 4.12: PEP: Amostra Norms - Fungao 6tima de cessao de risco para my = 30
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Figura 4.13: PEP: Amostra Norms - Funcdo 6tima de cess@o de risco para my = 50
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Figura 4.14: PEP: Amostra Norms - Fungao 6tima de cess@o de risco para my = 70
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Principio de Desvio Padrao de Prémio (PDPP)

Outro principio de prémio possivel neste contexto é o Principio de Desvio Padrao de Prémio.

Definido um fator de carregamento > 0, o problema se resume a:

mingepn fTQf — 227 Qf
sa. 0< fi<wzy,i=1,2,..,N

1QFNl < — 52 I, fi+ Y

Este principio tem por ideia basica limitar a média dos valores cedidos em resseguros somada a um
carregamento de desvio padrao destes valores, portanto, é mais sensivel em relacdo a mudangas em
volatilidade de carteira. Este principio também é importante pelo fato de que materializa um problema
puramente de Programacgao Conica de Segunda Ordem, ao contrario do primeiro principio, que caracteriza
um problema de Programacao Quadratica (classe a qual, como j& demonstrado, é um caso particular de
SOCP).

Verifica-se que a fungao objetivo do problema acima é convexa e as restrigoes envolvidas estao
dentro da estrutura de SOCPs. Pode-se verificar também que o problema pode ser colocado como um
Programa Convexo Disciplinado, portanto, soluciondvel via CVX, de acordo com o previsto em [14].

Na sequéncia, serao apresentados resultados numéricos deste modelo obtidos via CVX, com uso
do solver SeDuMi, variando as escolhas dos parametros definidos a priori, para diferentes propostas de
obtengao amostral de perdas. Os valores de my serdo tomados como 10, 30, 50, 70 e 100 e o fator de
carregamento (3, por simplicidade, serd fixado em 5 desvios, ou seja, § = 5.

Conforme mecionado anteriormente, foram analisados em gréafico conjunto os pontos {(z;, f7),i =
1,...,N =500} para andlise da funcdo de cessao de riscos em questao.

Conforme avaliado para o Principio de Esperanca de Prémio, o cenario 6timo de cessao de riscos
equivale a modalidade de contrato de Stop-Loss. Da mesma maneira, este resultado é previsto na
literatura sobre o tema [18].

A anaélise de comportamento de cessao étima de resseguro para as amostras geradas, neste escopo
de principio de prémio, demonstra que o threshold de stop-loss, ou seja, o nivel maximo de risco em que
nao ha cessao, é pouco sensibilizado pela aumento de my para a amostra Norms, mas tem maior reposta
no cendrio oriundo da amostra Norm;. Este comportamento é esperado pela definicdo do principio de
prémio, uma vez que a volatilidade de cada carteira hipotética, representada pelo desvio padrao dos dados
resultantes em cessao 6tima, interfere diretamente nas restrigoes de viabilidade do problema.

Abaixo, sdo demonstrados os resultados graficos pertinentes a esta anélise.
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Figura 4.16: PDPP: Amostral Norm; - Funcao étima de cessao de risco para mg = 10
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Figura 4.17: PDPP: Amostral Norm; - Funcao étima de cessdo de risco para mg = 30
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Figura 4.18: PDPP: Amostral Norm; - Funcao étima de cessao de risco para mg = 50
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Figura 4.22: PDPP: Amostral Norms - Funcao 6tima de cessao de risco para mg = 30
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Figura 4.23: PDPP: Amostral Norms - Funcao étima de cessdao de risco para mg = 50
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Figura 4.24: PDPP: Amostral Norms - Funcao 6tima de cessao de risco para mg = 70
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Capitulo 5

Conclusoes

Em cardter conclusivo, pode-se destacar que a metodologia apresentada em [24], descrita neste
texto, representa ganho, principalmente, em relagao a objetividade da obtencao de resultados. Hipdteses
estatisticas sobre os dados, muitas vezes nao aplicaveis ou de dificil verificagao em casos praticos, nao sao
necessarias dentro do escopo abordado e, além disso, a viabilidade numérica encontrada é de consideravel
relevancia.

Em conformidade com resultados propostos por [10, 11, 24], para as amostras geradas neste
estudo, o modelo de resseguro de maior conexao aos resultados numéricos foi o de modalidade Stop-loss,
0 que nao garante que isso seja valido em geral, mas demonstra a rastreabilidade das conclusoes de SOCP
em relagdo as praticas de resseguro do ponto de vista estritamente de negécios. Além disso, os diferentes
critérios para principios de prémios combinados as variagoes de perfis das carteiras hipotéticas ilustraram
quao sensivel o modelo pode ser a estes cendrios, o que faz necessario o estudo prévio da carteira e do
mercado em questao para modelagem similar.

Avaliando estudos futuros em relacao ao tema, sdo de imporante consideracdo a estruturagao mais
clara no senso tedrico para complexidades inerentes ao mercado, tais como: inflagdo, variagoes cambiais,
oscilagoes em valores de mercado e classificagoes de riscos de empresas, dentre outras questoes macro-
economicas. No que tange o mercado nacional, é valido apontar a importancia de desenvolvimento no
sentido de também considerar questoes regulamentares na modelagem, de forma a manter as propriedades
desejaveis para formulgdo via SOCPs. Outras vertentes relevantes estao ligadas ao estudo de impactos
de politicas 6timas de resseguro em nivel de Capital Minimo Requerido para as companhias, nivel de

Provisoes Técnicas e demais topicos referentes a solvéncia.
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Apéndice A

Conceitos basicos de Algebra Linear

Neste capitulo, sao abordados alguns conceitos de Algebra Linear fundamentais as discussoes a

serem apresentadas posteriormente.

Definigao 2.1: A matriz A € R"*"™:

ai a2 ain

a2.1 a2 . . . d2n
A =

an,1 an,2 . . - Onn

¢ dita simétrica se a; ; = a;,; para todo i,j =1,2,...,n.

O espaco de matrizes simétricas, neste texto, é denotado por S™.

Proposigao 2.1: 8™ é um espago vetorial real de dimensao n(n + 1)/2.

Prova: Esta demonstragao serd ser feita em duas partes: I - prova de que 8™ é, de fato, um espago

vetorial real e II - prova de que sua dimensao é n(n +1)/2.

I - Para provar que 8™ é um espago vetorial basta verificar que se sao dados A,B € S" e k € R |

entao necessariamente vale que:

Li: A+ BeS™
Lii: kA € 8™

Como A e B sdo matrizes simétricas, (A + B)T = AT + BT = A + B, e Li segue de forma imedi-

ata. Da mesma maneira, vale que (kA)T = kAT = kA, verificando Lii.
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IT - Uma alternativa para se deduzir a dimensdo de 8™ é achar uma base para este espago vetorial.

Para tal, Vi, j = 1,2, ...n, considera-se as matrizes simétricas S;; € R"*™ com a seguinte estrutura geral:

Sij = 85 =1,

sk = 0,Y{k,w} € {1,...n}\({i, 5} U {j.i})

O ntmero de elementos abaixo da diagonal principal de S;; é ”ZT*” Portanto, a quantidade

7z . . . . ’ Ve . ’ 2_
méxima de matrizes distintas S; ; construidas através da regra acima é 5" +n = n(n+1)/2.

Segue que se X € R™*™ é uma matriz simétrica qualquer, entao existem a;; € R tais que:
X =2 icj@ijSij

Como S;; sao matrizes linearmente independentes em S™, pois nenhum par delas possui elementos nao
nulos simultaneamente em uma mesma posicdo, segue que o conjunto de matrizes S;;, tal que 7 < j,

forma uma base para S™. Dessa forma, verifica-se que dim(S™) = n(n +1)/2.

Definigao 2.2: Dada uma matriz A € R"*" A é dita uma Matriz Positiva Semidefinida se, para
qualquer vetor € R", vale que 27 Ax > 0; propriedade cuja notacio adotada neste texto é A = 0. De
forma similar, uma matriz A € R"*™ é dita uma Matriz Positiva Definida se vale a desigualdade estrita
T Az > 0 para qualquer vetor x # 0, € R™, com notacdo representada por A = 0. E possivel também
definir essas propriedades através dos autovalores da matriz A, onde ela é dita uma Matriz Positiva Semi-
definida se todos seus autovalores forem nao nulos e Matriz Positiva Definida, se todos seus autovalores
forem estritamente positivos.

Abaixo, sao feitas duas proposicoes acerca de propriedades equivalentes para matrizes simétricas
reais positivas definidas e semidefinidas. Antes de explora-las, sao consideradas duas caracteristicas de

matrizes simétricas reais, cujas provas nao estao dentro do escopo deste trabalho:
Proposigao 2.2: Seja A € S™ uma matriz simétrica. E possivel demonstrar que:

1. Todos autovalores de A sao reais;

2. Os autovetores de A constituem uma base ortonormal de R™
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Proposigao 2.3: Seja A € S™ uma matriz simétrica. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

Os autovalores da matriz A sdo néo-negativos;
Existe B € R"*" tal que A = BB”, sendo r o posto de A;

Para todo x € R™, vale que 27 Az > 0;

W b

Todos menores principais de A sdo nao negativos.

Intuicao de Prova: Esta prova deve ser feita demonstrando os dois blocos de implicagoes sequenci-

ais:

1. 52.53.—1.e2. 4. — 1.
b1l b2

2. — 3. : considere a matriz U € R"*", obtida pela relacio U = BT. Vale que, para todo z € R",
2T Ar = 2TUT Uz = (Uz)TUz > 0.

3. — 1. :sejav € R™ um autovetor de A relativo ao autovalor A. Por hipétese, vale que 0 < v7 Av = AvTv.

Portanto, A é nao-negativo.

b2:

2. — 4. : considera-se a matriz U € R"*"  obtida pela relacio U = BT. Seja H = {hy,ha,..., i},
onde k < n, o conjunto de indices cuja exclusao das respectivas linhas e colunas da matriz A determina
a submatriz Ag. A exclusdo das colunas da matriz U referentes aos mesmos indices determina a matriz

Uy, valendo ainda a relagao:
Ap = (Un)"Un
Portanto, det(Ag) = det(Ug)TUg) = (det(Ug))? > 0, provando este item.
4. — 1. : o método de demonstragao neste item é por inducao da contrapositiva.
Assume-se que a matriz A tem algum autovalor A < 0 relativo ao autovetor v, isto é, esta matriz nao é
positiva semidefinida. Isso implica que A nao tem todos os menores principais positivos, contrariando a

hipétese.

Em caso contrério, escolhe-se algum autovetor u ortogonal a v com autovalor correspondente p < 0.

Determina-se s € R tal que w = v + su tenha pelo menos uma coordenada nula (por exemplo, a i-ésima
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coordenada). Sendo A’ a submatriz obtida removendo-se a i-ésima linha e coluna da matriz A e w’ o

vetor obtido removendo-se a i-ésima coordenada do vetor w, vale que:
()T A = wlAw =X+ s*u <0

Dessa forma, como j4 foi demonstrado a equivaléncia entre os itens 1. e 3., A’ ndo é positiva semidefinida.
Por indugao, é possivel demonstrar que, no caso geral, vale a negativa de que todos os menores principais

da matriz A sao maiores ou iguais a zero.

Similarmente, para matrizes positivas definidas apresenta-se a seguinte proposigao:

1. Os autovalores da matriz A sdo estritamente positivos;
2. Existe B € R™*" tal que A = BBT, onde B ¢ inversivel;
3. Para todo = € R™, vale que 7 Az > 0;

4. Todos menores principais de A sao estritamente positivos.

As provas destes itens se assemelham as apresentadas na proposicao anterior e, portanto, nao sao expli-

citadas neste texto.

Os temas discorridos nesta parte do trabalho, bem como suas vertentes de cardter elementar,

podem ser consultados com maior enfoque tedrico em [1].
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