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Ozymandias

I MET a traveller from an antique land
Who said: “Two vast and trunkless legs of stone
Stand in the desert. Near them on the sand,
Half sunk, a shatter’d visage lies, whose frown
And wrinkled lip and sneer of cold command
Tell that its sculptor well those passions read
Which yet survive, stamp’d on these lifeless things,
The hand that mock’d them and the heart that fed.
And on the pedestal these words appear:
‘My name is Ozymandias, king of kings:
Look on my works, ye mighty, and despair!’
Nothing beside remains. Round the decay
Of that colossal wreck, boundless and bare,

The lone and level sands stretch far away.”

P. B. Shelley (1792-1822)






Resumo

O objetivo deste trabalho é elucidar a elegancia e o poder do método variacional para equagdes
diferenciais, usando os conhecimentos adquiridos no curso de graduagio. Nosso problema
modelo s3o as chamadas equagdes elipticas semilineares, que surgem em uma série de situagdes

em Fisica, Geometria e em Engenharia.

Para isto, sera adequado se utilizar a teoria dos espagos de Sobolev, cujas caracteristicas geomé-
tricas e topoldgicas sdo propicias ao uso de argumentos variacionais. Com estas ferramentas
em mio, mostramos brevemente como elas permitem um estudo simples de equagdes elipticas

lineares.

Na presencga de ndo-linearidades, é necessario se recuperar os procedimentos basicos do Cal-
culo Diferencial ordinario. Conceitos como diferenciabilidade, o teorema de Weierstrass e a
regra dos multiplicadores de Lagrange sio estendidos a espagos de dimensio infinita e alguns

exemplos de aplicagdo sio apresentados.

Finalmente, é feita uma exposi¢io dos teoremas “minimax” mais elementares. Estas técnicas,
de alto nivel de complexidade e sofisticagio, fornecem meios de provar existéncia de solug¢des

mesmo quando os funcionais envolvidos deixam de ser limitados superior e inferiormente.

Palavras-chaves: Métodos Variacionais. Equagdes Elipticas Semilineares. Espagos de Sobolev.

Calculo Diferencial. Métodos Minimax.
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1 Motivacdo

Apesar de o Calculo de Variag3es - o estudo de minimizag3o de funcionais (fungdes
reais definidas em espagos de fungdes) - ser visto como um desdobramento do Calculo Di-
ferencial em espagos euclidianos, ambos surgiram simultaneamente. De fato, é notavel que
I. Newton, G. W. Leibniz et al. resolveram em 1696 o famoso problema da braquistdcrona:
“dados dois pontos, qual é a curva sobre qual uma particula desliza (sem atrito), do repouso e so-
mente sob acdo da gravidade, de wum ponto a outro em tempo minimo?”. A resposta vem a ser

uma cicloide, mas a sua dedugdo nio é exatamente simples (veja e.g. Troutman [26]).

O tratamento sistematico de tais questdes iniciou-se em 1750 por L. Euler, ao desco-
brir, que em diversas situagdes, a fim de uma fungio fosse um minimo para um funcional,
era necessario que ela satisfizesse uma certa equagio diferencial ordinaria - a dita “equagio de
Euler”. Tal condi¢do € o analogo variacional a uma aplicagdo de uma variavel real ter derivada

zZero em um ponto.

Se substituir um problema de minimizagio em dimensio infinita por uma equagio
diferencial, algo em geral mais bem compreendido, era um caminho viavel, notou-se em me-
ados do século 19 que a reciproca também era possivel e significativa. Um exemplo disso foi
o cunhado “método de Dirichlet”, em homenagem a G. P. L. Dirichlet, mas que também era
conhecido a C. F. Gauss, G. Green e B. Riemann. Este consistia em resolver o problema a

valores de fronteira para a equagdo de Laplace

Au(x) =0 se x € Q
u(x) =g(x) se x € 0Q) (1.1)

. . . . . 2 2
onde Q é um aberto limitado suave em R”, A ¢ o laplaciano em 7 variaveis % +...+2
1

g : 0Q — R ¢é continua, minimizando a “energia”
1
I(n) =3 f Vau(x)|dx
2 Ja

sob o conjunto das fungdes reais # € C%(Q) (isto é, cujas derivadas até ordem 2 tém ex-
tensOes continuas ao fecho de Q) e que sdo iguais a g4 em 9Q. (Observe que I ¢é limitado

inferiormente).

Certamente, se # fosse solugdo deste problema de minimizagio, teriamos

I(n) <I(u+te)

para t > 0 e qualquer aplicagio ¢ : Q@ — R de classe C? e suporte compacto. Portanto,

integrando por partes através do teorema da divergéncia
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I(n) <I(u+tg)
:](M)+tfv¢(x).vu(x)dx+t2](¢)
Q

=I(n)—t f B (x) Au(x)dx + t21(¢)
Q

Se subtrairmos 7 (#) de ambos os lados, dividirmos por ¢ e passarmos ao limite t — 0,

obtemos

f ¢ (x) Au(x)dx <0
Q
Trocando ¢ por —¢, a desigualdade acima se inverte, culminando na eguacio

f é(x) Au(x)dx = 0.
Q

Portanto, pela arbitrariedade de ¢, um argumento classico de densidade (por vezes chamado
de “lema fundamental do Calculo de Varia¢des”) acarreta que Az = 0 identicamente em
Q, mostrando que # ¢ a solugio de (1.1) (a unicidade segue do principio do maximo). Na

nomenclatura tradicional do Calculo de Variagdes, diz-se que “Au(x) = 0” € a “equagio de
Euler” de 1.

Gauss, Green e Dirichlet justificavam que o minimizador # sempre existia, uma vez
que tal equagdo modela (dentre outros fend6menos) o potencial eletrostatico em uma regio e,
por argumentos metafisicos (como o “principio da minima agio de Maupertuis”), a Natureza

sempre minimizaria a energia /.

Pelos idos de 1870, se percebeu que tais silogismos podiam falhar e criticas como as
de K. Weierstrass, que notou que problemas matematicos de minimizag3o (mesmo limitados
inferiormente) podiam ser insolaveis, e de J. Hadamard, que exibiu em Q = [disco unitario
em R?] uma 4 continua para a qual a solugio # de (1.1) tinha fQ |Vu|?dx = +oo (ou seja,
estava fora do dominio de I), fizeram com que o método de Dirichlet, nas palavras de C.

Neumann, “afundasse e saisse de vista”. (Para maiores detalhes, recomenda-se a leitura de de

Figueiredo [8]).

Entretanto, assim como em um filme hollywoodiano, o método variacional “ressusci-
tou” na virada do século 20, através do trabalho seminal de D. Hilbert. O seu procedimento
consistia de duas etapas: primeiro, se estendia a no¢do de solugdo para um contexto em que
o método variacional se aplicava de modo simples, mas rigoroso; e, por fim, se deduzia que
tal solugdo generalizada, sob ligeiras condi¢des de regularidade, era também uma solugio clas-
sica (isto ¢, no sentido usual). Apesar de tal argumento ndo produzir resultados étimos para
a equagio de Laplace, podia ser facilmente generalizado e usado para estudar problemas de

natureza nio-linear.
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O objetivo deste trabalho é elucidar a elegancia e o poder do método variacional para
equagdes diferenciais, usando os conhecimentos adquiridos no curso de graduagdo. O nosso

modelo de estudo é equagio eliptica semilinear

(=Au)(x) = f(x,n(x)) sex €Q
n(x)=0 se x € 0Q (1.2)

para Q C R” (n > 2 arbitrario) um aberto limitado suave e f : Q X R — R alguma ndo-
linearidade dependendo de x e #. Problemas desta forma surgem em Geometria Diferencial
(equagio de seno-Gordon, o problema de Yamabe), em Fisica (teoria quantica dos campos,
equagdes de Schrodinger, mecanica estatistica) e também em Engenharia e em Biologia (Ba-
diale e Serra [2], Lions [15]).

O espago de fungdes “generalizadas” adequado para se analisar (1.2) é o espago de
Sobolev H1(Q), por possuir uma estrutura rica e facilitar as estimativas sobre o crescimento
0 por p

de seu funcional relacionado, a saber:

I(u):%LIV%(x)Izdx—LF(x,u(x))dx

onde F(x,s) = fos f (x,7)dt. Por isso, ocuparemo-nos no primeiro capitulo em apresentar
suas propriedades mais importantes. Mostramos brevemente como tais caracteristicas permi-
tem um estudo simples de equagdes elipticas lineares (isto é, quando f nio depende de #). Ao
fim, apresentamos duas propriedades qualitativas (um principio do maximo e a decomposi¢io

espectral) do laplaciano, que serio de muita utilidade na sequéncia.

O segundo capitulo tratara da extensdo dos procedimentos vistos nos cursos de Cal-
culo em espagos euclidianos para espagos de dimensio infinita. Recuperaremos técnicas im-
portantes, como diferenciabilidade, o teorema de Weierstrass e a regra dos multiplicadores de

Lagrange, e exibiremos como elas se aplicam.

Finalmente, a Gltima se¢io do texto serd uma breve introdugio os principios “mi-
nimax”, que servem para mostrar a existéncia de solugdes para (1.2) mesmo quando I ¢é
ilimitado superior e inferiormente, mas cujo comportamento pode ser descrito em certos
subconjuntos. Provaremos, por exemplo, o célebre “teorema do passo da montanha” de A.

Ambrosetti e P. Rabinowitz.

Esperamos que, ao terminar esta monografia, o leitor esteja apto e interessado a inves-
tigar como a teoria aqui apresentada evolui em tratados como Kavian [12], Rabinowitz [19],
Struwe [25] e Willem [27].
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2 A teoria linear

2.1 Funcdes generalizadas

2.1.1 Uma breve recapitulacdo da Teoria de Distribuicdes

Recordemos alguns fatos basicos da teoria de distribui¢des. Para uma discussio mais

detalhada, recomendamos as referéncias Hormander [11] e Rudin [22].

Seja Q um conjunto aberto ndo-vazio do espago R”. Por C(Q) (ou Z(Q), mais
tradicionalmente) entendemos o espaco linear (real) de todas as fungdes ¢ : Q — R de

suporte compacto e de classe C*; tais aplicagdes serdo chamadas de funcdes-teste.

Em C2(Q) ¢ possivel se introduzir uma topologia (nfo-metrizavel) que o torna em
um espago linear topoldgico localmente convexo e que tem a seguinte nogdo de convergéncia:
a fim de que uma sequéncia (¢;) em C(Q) tenha limite para um elemento ¢, é necessario
e suficiente que o suporte de todas ¢’s e de ¢ estejam contidas em um mesmo compacto
K c Qe que as derivadas D¢, convirjam uniformemente para D%y para todo multiindice

a. !

Um funcional linear A : C(Q) — R que é continuo nesta topologia é chamado de
uma distribuicio em Q; e denota-se por 2’(Q) o conjunto de todas as distribui¢des. Pode se
provar que uma forma linear A em C(Q) é uma distribuicio se, e somente se, ela satisfaz

uma das afirmagdes equivalentes abaixo:

(1) paratodaseqiiéncia (¢p) em CX(Q) tal que ¢, — 0 (fungido nula) em CX(Q), A(¢r) —
OemR;

(i) paratodo compacto K C Q, existir um inteiro N > 0 e uma constante C > 0 tal que

IA(p)] < C( Max |DQ<P|)
la|<N
para qualquer ¢ € C°(Q) com suporte em K.
Desta proposi¢do, temos que toda fungdo localmente integravel # : Q — R (isto €, #

¢ mensuravel 4 Lebesgue e [, |#|dx < +oo, para todo compacto K C Q) é uma “distribuigio”

no seguinte sentido: a # associamos a distribuicio A, tal que A, (p) = fg updx. Através do

1" Usaremos aqui a notagdo de L. Schwartz. Em R”, um multiindice é uma lista ordenada @ = (ay,...,a,)

de 7 inteiros nio-negativos. Para cada multiindice @, denotamos o operador diferencial D* = D{" --- D",

onde D; = % ¢ a derivada parcial em relagio a i-ésima coordenada. A ordem de @ é definida como |a| =
I3

a1+ ...ap;selal =0,D% = .
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teorema de Lusin, se mostra que se duas fung¢des localmente integraveis ddo origem a mesma

distribuigdo, entdo elas sdo iguais em quase todo ponto.

Portanto a identificagdo das fun¢des ordinarias # — A, esta bem definida e se escreve
u ao invés de A,. (Este ponto de vista esta de acordo com os problemas advindos da Fisica,
uma vez que as mediges experimentais sio quase sempre médias). E neste sentido que se
chama uma distribuigfo de uma “fungéo generalizada”; no entanto deve-se ressaltar que 2’ ()

contém diversos outros objetos, como o “delta de Dirac”.

Para um multiindice a, definimos a derivada distribucional D% de A € 2’(Q) como

a distribuigdo D*A dada por regra de “integragio por partes”

(DAY () = (-1)"IA(D*¢) (2.1)

se ¢ € CZ(Q). Usando parti¢des da unidade no suporte de ¢, é facil ver que se # e D%u sio
fungdes continuas, temos na notagio anterior que D*A, = Ape,. Dessa forma o novo con-
ceito de derivada generaliza o limite de quocientes classico. Ademais, neste contexto fung¢des

tém derivadas de todas as ordens.

Como a ordem em que as derivadas sio realizadas para ¢ nio tem importancia, (2.1)

mostra que o mesmo vale para A; ou seja, vale uma expressio do tipo D**PA = D¥(DFA).

Assim, na filosofia de identificar fun¢es com médias, dizemos que uma distribuigio

A satisfaz uma equagio diferencial parcial de ordem N da forma

Z aq(x)(D%)(x) = f(x) (2.2)

la|<N

onde f € uma fungio localmente integravel e a, : Q — R sio de classe C* se

D (D N (ae9) = £ ()
la|<N

para qualquer fungio teste ¢ (observe que aqp € CZ(Q)).

Apesar de a defini¢do acima parecer abrangente demais para o estudo das equagdes
diferenciais, ela permite a dedugio de varios teoremas profundos, especialmente se restringir-

mos o nosso estudo a certas classes de distribui¢des, como veremos a seguir.

2.1.2 Os espacos de Sobolev W7 (Q)

Depois deste breve prelidio, estamos em condi¢des para definir os espagos de Sobolev

WP (Q) para um inteiro m > 0e 1 < p < co. Aqui a medida sera a medida de Lebesgue.
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Dizemos um que “fungio™ u € LP(Q) estd em W7 (Q) caso suas derivadas distri-
buicionais D¥# até ordem m estiverem em L?(Q). Isto é, se |a| < m, existe uma fungio
D% € LP(Q) tal que

f(p(D“u)dx:(—l)lal f(D%p) ndx (2.3)
Q Q

para toda fungio teste ¢.

Algumas observagdes importantes sdo as seguintes:

pela desigualdade de Holder toda fungdo # em L?(Q) é localmente integravel e por isso

pudemos intepreta-la como uma distribuigo;

® a notagdo D%u pode ser empregada, uma vez que, pelas observagdes passadas, se duas

fungdes forem uma derivada distribucional de #, elas serio iguais em quase toda parte;

¢ quando m = 0, W% (Q) nada mais é que L?(Q);

por densidade, (2.3) é também valida para todas ¢ de suporte compacto e de classe C™.
Isso quer dizer, W (Q) “opera” sobre um espago maior que C°(Q2) e portanto pode-
se definir a nogdo de uma fungio » € W?(Q) satisfazer uma equagio da forma (2.2)
mesmo quando os coeficientes a, ndo forem necessariamente suaves (vide a proxima

se¢do).

Em W™ (Q) se introduz a norma

lllwmey = > IDxll,

|a|<m

(Il ll, € a norma de L?(Q)) ou entfo a norma equivalente

1/p
l3¢llvwme ) = { > ||D“u||§,’} (2.4)

|a|l<m

sel<p<oe

Nl () = |N|Igz)\{f 1Dt lea
als
para p = oo,

O caso p = 2 é especial. Escrevendo W7+2(Q) = H™(Q), a norma | |gm(q) de (2.4)

advém do produto escalar

2 As aspas se devem ao fato de identificarmos fungdes que sio iguais em quase todos os pontos.
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(u,0)gm Q) = (D%u,D0);2(cy) = fD“uD“'vdx
@= ) re= ), 5

la|<m la|<m
Usando a teoria basica dos espacos de Lebesgue L7, ndo ¢ dificil se inferir que

Teorema 1. Para todo inteiro m > 0O, os espacos WP (Q) sdo espacos de Banach para1l < p < oo,
sdo separdveis para 1 < p < oo e reflexivos para 1 < p < co. Em particular, H™ (Q) € um espaco

de Hilbert separivel.

Enunciaremos agora alguns teoremas que usaremos mais adiante; suas demonstragdes
podem ser encontradas, por exemplo, em Brezis [3], Cazenave [5] ou em Gilbarg e Trudinger
[10].

Teorema 2 (Meyers-Serrin). Param > 0el < p < o0, 0 conjunto C*(Q) N WP (Q) é denso
em WP (Q).

Por isso, W™?(Q) pode ser entendido como o completamento das fungbes # €
C*®(Q), para as quais D%» € LP(Q) (la| < m), sob a norma || [lw»rq). Se Q for de classe

C™, entdo C*(Q) é denso em W (Q);> * isto é uma consequéncia do:

Teorema 3 (Teorema de extensio). Se Q for de classe C™ e sua fronteiva dQ for limitada, entio
existe um operador linear P que mapeia W™ (Q) continuamente em WP (R") paral < p < oo,
de modo que, se u € W™P(Q), a restrigio de Pu a Q ¢é ignal a n. Ademais, se n € C™(Q),

Pu € C™(R”) e tem suporte compacto.

Na prova da proposi¢io acima, utiliza-se que os espagos de Sobolev sdo, de certa ma-

neira, invariantes por difeomorfismos. Uma outra regra operacional conveniente é:

Teorema 4 (Regra da Cadeia). Sga f : R — R é uma funcio de classe C' por trechos, tal que
f(©0)=0ef" € L°(R). Entdo,seu € WP, (f ou) € W (Q) e vale

F'(u(x))(D;u)(x), sefforderivivel em u(x),

0, €aso contrario

Di(f o u)(x) = {

Um aberto Q € R” ¢é dito de classe C™, se para todo x € dQ, houver uma vizinhanga U 3 x, tal que

aQNU = ¢(V N {x, =0})
QNU =¢(VN{x, <0}

onde V ¢é o cilindro {x € R";x% +...+ xfkl <1elxy <1}e¢:V — R” éum difeomorfismo de classe
C™ sobre sua imagem. Informalmente, 9Q ¢ uma hipersuperficie de classe C” e Q esta “no lado de dentro
dessa superficie” (sob certas condi¢Bes, esta assercio pode ser feita rigorosa; consulte Lima [13], capitulo 4).
Se Q for de classe C*, diremos que ele é suave ou regular.

Dizemos também que » € C™ (Q) se u € C™(Q) e suas derivadas até ordem 7 tenham uma extensio
continua até a fronteira.
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Portanto, a parte positiva #* = (u + |u#|)/2, negativa #u~ = (|u| — #)/2 e o valor
P P g

absoluto |#| de uma fungio # € W1?(Q) permanecem em W1 (Q).

Um resultado notavel, primeiramente descoberto por S. L. Sobolev, ¢ que, se # €
WP (Q), u tem uma regularidade maior do que era evidente a priori. De fato, Sobolev pro-

vou usando técnicas de transformada de Fourier que:

(i) se 7 > 2, existe uma constante C > 0 tal que para todo # € H!(R"),

1/2* 1/2
{f |u|2"dx} sc{f |Vu|2dx}

y L_1_ 1.
onde 2* é dado por 5 = 5 —

(i1) se w € H™(R") e k > 0 € um inteiro tal que m > k + n/2, entdo # é igual em quase

todo ponto a uma funcio de classe C*.

Posteriormente E. Gagliardo, L. Nirenberg e C. B. Morrey estenderam tais conclusdes

a0 que, na linguagem moderna da Analise Funcional, seria o seguinte teorema:

Teorema 5 (Desigualdades de Sobolev). Sega m > 0 um inteiro, 1 < p < 0 e Q C R” um

aberto de classe C™ e de fronteira limitada. Entdo se:

; 1_
(1 se 5

.o l_
(12) se 5

(111) se 117 -2 <0, W™P(Q) Cc L*(Q)N CkO(Q), onde, se 1 < P < o0, k éa parte inteira de

m—2ebéa sua parte fraciondria, ese p = co, k =m — e = 1,

SN

>0, W™H(Q) C LI(Q), onde L = 1 - 2;

SN

=0, WP (Q) c L1(Q), para todo p < q < oo;

e todas as injecdes acima sdo continuas.

Se Q for limitado, este resultado pode ser sensivelmente melhorado, pois as inje¢des

se tornam COMp&ZCt&ZS:

Teorema 6 (Rellich-Kondrachov). Sejz Q € R” é um aberto limitado e de classe C*1. Entio:

(i) sep < n, WP (Q) c L1(Q) compactamente para todo 1 < q < p*, onde pi = 117 -1

(ii) se p = n, W (Q) c L1(Q) compactamente para todo 1 < q < oo;

O espago de Holder C*?(Q), para k > 0 um inteiro e 0 < 6 < 1, é definido como o conjunto das fungdes
[D*u(x)=D“u(y)|

n € Ck(Q) tais que Sup,4yen PG

< oo para todo multiindice @ de ordem k. Note que isto

implica que todas as derivadas de # s3o uniformemente continuas, por isso # € C k(Q). Em L= (Q)NCk4 (Q),
[DYu(x)=D"u(y)|
lx=y1?
Banach. Evidentemente, se Q for limitado, a interse¢do com L*(Q) pode ser dispensada.

¢ Quando p = o, de fato se tem a igualdade Cm L1 Q) N L= (Q) = W™ (Q).

usa-se a norma |lx|| = X4 <k Supg 1D%u| + Dlal=k Supx¢y€§2 , tornando-o num espago de
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(i) sep > n, W (Q) c C%¢ Q) compactamente, onde 0 = 1 — %

Em particular, W?(Q) c L?(€) com imersio compacta.

2.1.3 O subespaco Wol’p(Q)

Um subespago linear relevante de W1#(Q) para 1 < p < o0 é Wol’p (Q), o qual é o
fecho (em W17 (Q)) de C°(Q) (ou entio das fungdes de classe C1(Q) e suporte compacto).
Analogamente, escrevemos V('/ol’2 Q) = HO1 (Q).

. . 1, . . .
A importancia de W/ ?(Q) reside no fato que, informalmente falando, eles consistem

das # € W2 (Q) que se anulam em AQ. Mais precisamente:

Proposicio 1. A fim de que uma funcio u € C(Q) N W (Q) pertenca a Wol’p (Q), é necessdrio

e suficiente que u = 0 em 0.

Assim, em problemas com condi¢io de Dirichlet homogénea “» = 0 em 9Q”, sera

. ~ 1,
conveniente se procurar por solu¢des em algum W, ?(Q).

Ainda, Wol’P (Q) € “menos sensivel” a dQ, pelo fato de que a extensio trivial de uma
u € Wol’p (Q), por u(x) = Ose x ¢ Q, estar em W1?(R"). Logo, os teoremas de Sobolev e
Rellich-Kondrachov sdo validos para Wol’p (Q) sem a hipétese de Q ser de classe C'.

Notemos que a regra cadeia também permanece valida. Isto é, na notag3o do teorema
1, 1,
4,0 € W,P(Q) = (f ou) € W7 ().

Outra propriedade extraordinaria é:

Teorema 7 (Desigualdade de Poincaré). Se Q for limitado, existe uma constante C > O tal gue,
para todo u € Wol’p (Q),

1/p
Il < {Z ID; unp} (2.5)

Consequentemente,

n 1/p
lilly 1 = {Z ||Dz-u||;’,’}
1=1

’ 1, .
¢ uma norma em W ?(Q) equivalente a || [ly1p(q) € 0 produto escalar em Hol (Q) sera esco-

lhido como

on 67)
= | vu.v
o 5%, le j;z u-Vo dx
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2.2 Equacdes elipticas lineares em espacos de Sobolev

Comecemos com um resultado abstrato.

Teorema 8 (Lema de Lax-Milgram). Seja H um espaco de Hilbert (real) de norma | | e produto

escalar (, ), ea : H X H — R uma forma bilinear que é

* limitada: existe C > O tal que |a(u,v)| < Clul|v|, para guaisquer n,v € H;

® coerciva: existe @ > O tal gue |a(u, u)| > a|u)? para qualquer u € H.

Entdo para todo ¢ € H* (dual ropolégico de H), existe um vinico u € H tal gue

a(n,v) = $(0) (2.6)

para todo v € H. A correspondéncia de ¢ — u em (2.6) é uma transformagcio linear conti-
nua de H* em H. Se a for simétrica, u é caracterizado também como a solugio do problema de
MINIMIZACAO

%a(u, n)—¢(un) = %i]g{%a(v, v) — ¢('v)}

Bem entendido, este ¢ uma versio do teorema de representagio de Riesz-Fréchet. No

capitulo que vem, reinterpretaremos este resultado no ponto de vista do calculo diferencial.

Demonstragio. Pelo supracitado teorema de representagio de Riesz-Fréchet, existe um tnico
f € H tal que

¢(v) = (f,v)

para qualquer v € H. Pelo mesmo argumento, para todo # € H existe um unico Au € H tal
que
(Au,v) = a(u,v)

para qualquer v € H. Pelas hipdteses em a, # +— Au ¢ linear e satisfaz:
(1) |Au| < Clu|,Yu € H;

(i) (Au,u) > alu|>,Vu € H.

O problema entdo se reduz a determinar # € H tal que f/ = Au. Para isto valer, é

necessario e suficiente que, para todo v € H,
(f = Au,v) =0

ou entdo para p > O:
((of —pAu+u) —u,v) =0 (2.7)
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Mas ora, (2.7) é equivalente a # ser a tnica solu¢do do problema de ponto fixo

u=pf—-—pAun+u

Basta entdo mostrar que, para um p adequado,v € H » Tv = pf — pAv +v € uma

contragio e aplicar o teorema do ponto fixo de Banach. De fato:

Tu—Tol” = |pA(u —v) — (v - u)l?
< (p*C*=2pa + D|u - v|? (2.8)

portanto, escolhendo p = @/C? a fim de minimizar o lado direito em (2.8), temos que

2
|Tu —Tv| < (1—%)|u—'z)|

e T se torna contrativa.

E facil ver que a correspondéncia ¢ — # ¢é linear e, usando a coercividade de 4 na

igualdade a(u, u) = ¢(u), que |u| < a7V

Se a for além disso simétrica, a prova fica mais simples, pois a expressio a(#, v) define
um produto escalar equivalente a (, ). Logo, do teorema de Riesz-Fréchet, existe um » € H
tal que

¢(v) = a(un,v)

para todo v € H. Este # também ¢ o unico zero, portanto Gnico minimo, do funcional
v+ a(v —u,v—u). Deste modo, # também minimiza v — a(v,v) —2a(u,v) ou entio, por

(2.6),v %a(fv, v) — ¢(v), como queriamos mostrar. O

Apliquemos o lema de Lax-Milgram para algumas equagdes elipticas lineares de se-

gunda ordem. Seja Q c R” um aberto limitado.

ExempLO 1. (equacio com parte principal em forma de divergéncia) Considere o pro-
blema de Dirichlet:

n

Z =D;(a;;Dju)(x) + aou(x)(x) = f(x) sex € Q (2.9)

1,=1
u(x)=0 se x € 0Q (2.10)

onde a0, f € C(Q), ao > 0 ¢ os ajj € C 1(Q) satisfazem a condicio de elipticidade: existe

@ > 0 tal que para todo x € Q

n

D ai(x)éigj = alél, Ve e R (2.11)

1,7=1
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— 4 .

Trocando a;j por (ajj + aj;)/2, podemos supor que ajj = aj;. Portanto (2.11) ¢ equi-
valente a se dizer que os autovalores das matrizes simétricas [4;;(x)];; sio uniformemente
positivos. Por a;; serem continuos, estes autovalores também sio uniformemente limitados

superiormente.

Este tipo de equagio € a generalizagdo 6bvia das equagdes de Sturm-Liouville em di-
mensdo um. O caso particular em que ao = 0, 4;; = 6;; (delta de Kronecker), (2.9) é simples-
mente (-A)u = f.

Definamos o que seria uma solugdo fraca do problema acima; o procedimento ¢é o
mesmo que usamos para distribuiges. Se # € C2(Q) for uma solugio classica, multiplique-

mos (2.9) por uma fungio teste ¢ e integremos por partes em Q obtendo:

fQ {( Z 4D ngo) ; aou(p}dx _ fg Fodx (2.12)

ij=1

Assim, fica natural se dizer que uma funcdo # € H;(Q) é uma solugio fraca de (2.9)
e (2.10) se valer a igualdade (2.12) para toda fungio teste . Como C;° ¢é denso em H (Q), se
u for uma solugio fraca, (2.12) é verdade para ¢ € HJ(Q). Portanto defina a forma bilinear
a em Hol (Q) por

a(u,v) = L{( Z a;iDin D]"U) + aouv}dx

ij=1

Pelas nossas hipéteses, a € limitada e coerciva. Assim, aplicando o teorema de Lax-
Milgram para a, H = H} e ¢ € H* dado por ¢(v) = [, fv dx (o qual é continuo, pelas
desigualdades de Schwarz e Poincaré), (2.12) sempre admite solugdo fraca #, que € Unica e
depende “continuamente” com f no sentido de |#| Hi@ S Cllf llo, para uma constante

C > 0 dependendo somente de Q.

Mais ainda, como ;; = a;;, a ¢ simétrica e portanto # ¢ caracterizada variacional-

mente por

AR(: - .
= i'Di D: + dx — dx =
3 s (l-;ld] " ]u) aou” pdx an x
.1 C
vel\gél(lg) 5 L {( Z a;iD;v Djfv) + apv? dx — Lf‘v}dx

ij=1

Este é o chamado “principio de Dirichlet” e ¢ uma ferramenta muito simples de des-

crever e obter solugdes.
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Observe tambem que (2.12) faz sentido se a;; estiverem em L™ (Q), satisfazerem (2.11)
em quase todo x € Qe se f € L?(Q). Neste caso, Lax-Milgram garante a existéncia de uma

solugio fraca # € Hol (Q) eaassociagio f € L*( Q) > Tf =uc Hol (Q) ¢ linear e continua.

ExempLO 2. (Equacgdes elipticas gerais de segunda ordem) Mais geralmente, podemos con-

siderar uma equagio do tipo

- Z a,']'Df]-% + Z a;Din + aou = f em Q (2.13)
ij=1 i=1

n=0 em 0Q) (2.14)

onde 4;; € C 1(Q) satisfazem a condicio de elipticidade (2.11) e 0s a;’s, ap e f € C (Q). Com

algum esfor¢o, podemos modificar os 4;’s e deixar (2.13) na forma

n

Z —Dj(a;jDjun)(x) + Z a;Din + aou(x) = f(x) (2.15)

=1 i=1
mas ndo existe, como em dimensio um, um método conhecido para reduzir (2.13) a (2.9).

Analogamente, dizemos que # € H,(Q) é solugio de (2.15) e (2.14) se

f {( Z a;iDiu D]-v) + Z a;(D;u)v + aouv}dx = f fvdx (2.16)
Q Q

ij=1 i=1

paratodav € Hol (Q). Defina entdo a forma bilinear 2 em HO1 (Q) por

a(u,v) = L{( Z a;;D;iu D]-v) + Z a;,(D;u)v + aowv}dx.

ij=1 i=1

a é limitada, nio € simétrica em geral, mas as desigualdades de Schwarz e de Young
ab < ea® + £1b%/4 (a,b,& > 0) mostram que [#,v] — a(u,v) + 4 fQ uv dx é coerciva se
A > 0for suficientemente grande. Portanto, pelo Lema de Lax-Milgram, paratoda f € L*(Q),
existe uma Unica # = T f € HJ(Q) tal que

a(u,v)+/lfwvdx:ffvdx
Q Q

para qualquer que seja v € Hy(Q). Por Q ser limitado, o teorema de Rellich-Kondrachov
implica que podemos entender 7' : L*(Q) — L*(Q) como um operador compacto. Assim,

nosso problema se torna achar # tal que

w=T(f +An)
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ou realizando a troca de variaveis v = f + Au

v—ATv =f. (2.17)

Pela alternativa de Fredholm, temos que em (2.17) unicidade implica existéncia. Isto
é, se provarmos que para / = 0, (2.17) s6 admite a solugdo trivial # = 0, (2.17) tera sempre

solucdo.

A pergunta natural que surge é entdo: “o (2.16) tem unicidade de solucdes?” A resposta
mais simples é usando principios do maximo (veja e.g. Gilbarg e Trudinger [10]). Para ilustrar,

a resposta ¢ afirmativase ag > Qousea; =0 (i = 1,...,7) e ag > —11, onde 14 é o primeiro

n —_—

autovalor de Zu = Lot D;(a;jDju) em Q com condi¢io de fronteira de Dirichlet nula

(veja a secdo 2.4).

No restante deste texto, para evitar tecnicalidades, s6 consideraremos o caso do lapla-

ciano a;; = 6;j, com a; = ao = 0, cuja forma bilinear associada ¢

a(u,v) = f Vu -Vo dx = (””U)Hg(gy
Q

Finalmente algo relevante a se pensar é quando “fraco é igual a classico”, quer dizer,
quando as nog¢des de solugdo fraca e classica coincidem. Trivialmente, toda solugio classica
em C?(Q) ¢ uma solucfo fraca; reciprocamente, integrando por partes e argumentando por
densidade, se uma solugio fraca # € HO1 (Q) estiver em C2(Q), entio ela sera clssica. Assim, a
questio se reduz a saber se, quando uma # € H () satisfaz uma equagio eliptica no sentido

fraco, ela tem uma regularidade maior que Hj.

Um indicativo de que esta pergunta pode ter resposta afirmativa ¢ o seguinte fato de
analise complexa: se Q C R? é um aberto nio-vazio e # : Q — R é uma fungdo harmdnica,
entdo # ¢ localmente a parte real de uma fung¢io holomorfa e portanto tem derivadas conti-
nuas de todas as ordens. Este resultado nfo deixa de ser impressionante, pois uma igualdade
2u , Pu

envolvendo % ¢ 5,7 acarreta informagdes sobre todas derivadas individualmente.

De fato, vale que:

Teorema 9 (Calderén-Zygmund). Seja m > 0 um inteiro e suponha que Q, além de limitado,
sea de classe C™*2. Sew € H) (Q) e f € WP (Q), para algum 1 < p < o, sdo tais que

fVu-Vgodx:ffcpdx
Q Q

para qualquer fungdo teste ¢, entdo u € WP (Q) e existe uma constante C > 0 dependendo

somente em m, Q e p tal que
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l#llyyme2e ) < ClIf llwme @)

Em particular, se Q é suave e f € C®(Q), n € C®(Q).

Devemos atentar ao fato de que as conclusdes acima ndo sdo validas se p = 1 ou
p = oo. Este aqui ¢ uma situagio ilustrativa: suponha que Q seja de classe C2 e que f € C(Q).
Portanto, f € LP(Q) paratodo 1 < p < oo e, pelo teorema acima e a desigualdade de Sobolev,
a solugio fraca u € HO1 (Q) esta em C1(Q) para todo 0 < a < 1. No entanto, nio ¢ verdade

que em geral # € C%(Q).

Por exemplo, se Q ¢é o disco unitario em R?, £ (x,y) = se (x,y) #

Xy
log (x2+y2) Vx2+y?

(0,0) e £(0,0) = 0, pode-se provar usando o potencial newtoniano e a férmula de Poisson

que # nio é de classe C2. Mas isto seria verdade com uma condigio ligeiramente mais forte:

Teorema 10 (Estimativas de Schauder). Seja m > O um inteiro, 0 < @ < 1 e suponha que Q,
além de limitado, seja de classe C">®, Se u € HO1 (Q) e f € C™22(Q) siio tais que

fVu-Vgodx:fftpdx
Q Q

para qualquer funcio teste @, entdo u € C"+>*(Q) e existe uma constante C > 0 dependendo

somente em m, Q e « tal que

Vale lembrar que, como Q ¢ limitado, C"#(Q) ¢ C™*(Q),se 0 < 8 < a < 1.
Como C%! ¢ o conjunto das fung&es lipschitizianas, vemos que, se f satisfizer a condigio de
Lipschitz e Q for de classe C>!, » € C>¥(Q) para 0 < a < 1.

As demonstragdes dos dois teoremas acima (e dos dois das se¢Ses que vem) estio em
Gilbarg e Trudinger [10].

2.3 Um principio do maximo

Seja aqui Q € R” um aberto limitado.

Os principios do maximo sio ferramentas muito Uteis para se estudar certas qualidades
qualitativas das solugdes de equagBes elipticas. Uma versio bem simples, mas a Gnica que

precisaremos neste trabalho € a seguinte.

Teorema 11 (Principio do Méaximo). Suponha que u € C*(Q) N C(Q) seja tal que
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(-Au)(x) + au(x) 20 sex € Q
u(x) >0 sex € 0Q)

para algum a > 0. Entdo u > 0. Se Q for conexo, entio vale a alternativa: ou u > 0 em Q ou

u =0.

Note que esta versdo implica 0 maximo e o minimo de uma fung¢io harmonica se ddo

na fronteira de Q.

Aplicaremos este teorema no proximo capitulo quando procurarmos por solugdes

positivas de (1.2), uma vez que em varias aplicagOes se impde que # > 0 em Q.

2.4 Decomposicdo espectral do laplaciano

Assuma novamente que Q C R” é um aberto limitado. Pelos resultados da se¢io 2.2,

o problema

(—An)(x) = f(x) se x € Q
u(x) =0 se x € 0Q

admite para toda f € L*(Q) uma Unica solugio # no sentido fraco e a correspondéncia
fel* Q) - Tf =uc¢€ Hol(Q) ¢ continua. Assim, fazendo a injegio Hol(Q) c I?

T : L*(Q) — L*(Q) se torna um operador compacto. Mais ainda, é
* hermitiano: sejam f,g € L* eponha Tf =u € H/(Q) e T f = v € H}(Q). Entio

fVu-Vvdxsz‘vdx:(f,Tﬁ)LZ(Q)
Q Q

e também

fou-Vu dx = f gudx = (9,T )2
Q Q
logo (f, T9)12¢0) = (Tf, 91205

® positivo: de fato, nas notagdes acima

(Tf,Tf)LZ(Q):fM%deO
Q

esoeigualalse f =0.

Portanto, aplicando a teoria de Riesz-Fredholm e outras propriedades dos operadores

elipticos de segunda ordem, pode-se provar o seguinte teorema de diagonalizagdo:
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Teorema 12 (Decomposi¢io espectral do laplaciano). Suponba que Q seja limitado e suave (isto

¢, de classe C*) e considere o problema de autovalor:

(=Au)(x) = Au(x) sex € Q
n(x) =0 se x € 0Q (2.18)

Entéo (2.18) tem uma sequéncia de antovalores 0 < A1 < 13 < A3 < ..., A / +oo.
(Estamos adotando a convengio de que os antovalores sio repetidos segundo sua multiplicidade).

Mazs precisamente:

(1) A1 é positivo, tem multiplicidade wm e suas antofuncdes correspondentes nio trocam de

sinal em Q;

(ii) podemos escolber uma sequéncia de antofuncies de (2.18) (ey) tais que e € C®(Q) N
Hol(Q), e1 > 0em Q, fgei dx =1, efQ epe; dx =0sek # 1;

(iii) (ep)pen € (ep/ A/ Ap)pen assim definidos formam bases hilbertianas, respectivamente, de
L*(Q) e de HJ (Q);

(1v) (Ap)pen admitem a seguinte caracterizagigo variacional

/llein{fWuIZ dx;fuz dle};
Q Q
/l/e+1=Min{f|Vu|2dx;fu2dlee

o Q

u € ortogonal ao subespaco gerado por ey, . . . e },

sek > 0.
OBSERVAGAO: s6 supomos que Q era suave para inferirmos que e, € C®(Q). Para Q
limitado arbitrério, ainda se tem que ¢, € H} N LY N C*(Q).

Dada # € Ho1 (Q), # admite uma série de Fourier 3 aze, em L*(Q) e uma outra série
X aer/ A, em Hol(Q). Como —Aep = Aep, 0s a}’s € 0s a,’s se relacionam da seguinte

maneira;

ak:fuek dx:fV%~Vek//l/€ dx = a) [ A
Q Q

Deste modo, temos as seguintes identidades a Parseval:

2 2
ul = D
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2 _ 2
) = Z Ak,

/llfnzdxstVMlzdx
o Q

que é a desigualdade de Poincaré.

Em especial

2.5 Aplicacdo: problema de Dirichlet “classico”

Com as técnicas discutidas acima, € possivel se resolver o problema que enunciamos

no capitulo 1:

(-Au)(x) =0 se x € Q
u(x) = g(x) se x € 0Q (2.19)

onde Q € R” era limitado e suave e g : dQ — R era continua.

Com efeito, pelo teorema de Stone-Weierstrass (veja, e.g., Rudin [23]) existe uma
sequéncia de fung¢des polinominais (p) tais que pp — ¢ uniformemente em 9Q. Aplicando
o principio de Dirichlet e resultados de regularidade, existem v), € C®(Q) as solugdes de

(—Avg)(x) = (—App)(x) se x € Q
vp(x) =0 se x € 0Q

Definindo agora #y, = v + pp, #p’s satisfazem

(=Aup)(x) =0 sex € Q
up(x) = pr(x) se x € 00

Pelo principio do maximo, |l# — #jlle = llpr — pille = 0 quando k,/ — oo, e deste
modo (1) converge uniformemente para uma fungio # € C(Q). Como cada u;, satisfaz a

propriedade da média, também a satisfaz #; donde » € C*(Q) e

(-Au)(x) =0 sex € Q
n(x) =g(x) se x € 0Q

No entanto, ndo ¢ claro que fQ |Vu|? dx < oo, ou seja, que # € H'(Q); de fato, isto
ndo acontece em geral! (Dai vemos como a critica de Hadamard era relevante). Para maiores
detalhes, a exposi¢do Ponce [18] discute minuciosamente (2.19) e os diversos métodos criados

para tentar resolvé-la.
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3 Célculo diferencial em espacos abstratos

3.1 Diferenciabilidade

Ao longo desta subsegdo, E e F serdo espagos de Banach com normas || ||z e |l |IF
respectivamente, U C E sera um subconjunto aberto nfo-vazio e I : U — F uma aplicagio.

Escreveremos || ||, sem subindices, quando nio houver perigo de confusio.

E bem sabido que a brilhante idéia por tras do Calculo Diferencial € a de que fung¢des
“decentes” sdo “quase lineares” numa vizinhanga de um ponto. Para trazermos a frase acima

em termos precisos, ¢ importante compreender a seguinte proposi¢do elementar:

Teorema 13. Assuma que E =R e U = (a,b) é um intervalo, com a < u < b. Assim, a fim de

que exista o limite

. T(u+h)-1(n)
lim
h—0 h
¢ necessdrio e suficiente que haja uma aplicacio linear L : R — F tal que h — I(u+h) — (I(n) +

L - h) seja de ordem superior; isto é, que

iy (2 +h) = (L) +L-h)ll
1m

=0
h—0 |h|

Neste caso,
I(uw+h)—1(n)

h

L-1=I'(n) =1lim
h—0

Assim sendo, se I tiver derivada em # (em uma linguagem fisica, puder ser calculada
sua “velocidade instantanea”), entdo ela se comportara mais ou menos como h +— I(u)+L-h
(sua “reta tangente”). Deste modo, a fim de generalizar os métodos do Calculo para espagos
E de dimens3o arbitraria, parece natural o seguinte conceito: uma aplicagdo I : U — F sera
dita diferencidvel (a Fréchet) em um ponto u € U se houver uma transformagio linear continua
I'(n) : E — F tal que

lim W (u+h) = (I(u) +1'(n) - h)IF

h—0 ”%HE

=0

Ademais, diremos simplesmente que [ ¢ diferencidavel, se for diferenciavel em todos os

pontos # € U.

Nio ¢é dificil se provar que varias boas propriedades das fung¢des derivaveis de uma

variavel real sio herdadas para este contexto, como:

(1) aderivada a Fréchet I’(u), se existir, é Gnica;
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(i1) diferenciabilidade acarreta continuidade;

(i1) (a regra da cadeia) se I é diferenciavel em » € U, G € outro espago de Banach, V c F ¢é
um aberto e K : V — G € uma aplicagdo diferenciavel em v = I(#), entdo K o I, de
dominio {# € U;I(u) € V}, é diferenciavel em # com (K o I) (u) = K'(I(n)) - I’ (n);

(iv) (linearidade)se I e | : U — F sdo diferenciaveis em um ponto # € U e a,b € R, entdo
(al + b]) édiferenciavel em # com (al + b]) (u) = al’(u) + b]' (un);

und so weiter.

Os exemplos mais simples de fungdes de diferenciaveis sio estes:

Exemprro 3. Se ¢ : E — F ¢é linear e continua, entdo, para quaisquer #,h € E,
¢(u + h) — (¢u + ¢h) = 0, donde ¢'(#) = ¢ (note que # ndo aparece no lado direito desta

equagio).

ExempLO 4. Se a : E X E — F & bilinear e limitada, defina A(u) = a(u,un) (u € E).
Assim, se u.h € E, A(u + h) = a(u + hyu + h) = a(u,u) + a(u,h) + a(h,u) + a(h, h);
assim ||[A(u + h) — (A(uw) + a(h,u) + a(u,h))|lF = lla(h,h)||F, que é de ordem superior.
Por conseguinte, A ¢ diferenciavel a Fréchet e para v € E, A’(u)h = a(u,h) + a(h,n); em

particular, se a for simétrica, A’(u)h = 2a(u, h).

Analogamente, poderiamos estender os dois resultados acima para aplica¢des multili-
neares, mas a notagdo ficaria um pouco mais complicada. Nio obstante, se / for uma aplicagio
de uma estrutura mais complexa, estes raciocinios nfo se aplicam. A vista disto, se faz neces-
sario introduzir uma nog¢do mais facil de ser calculada: diremos que I ¢ diferencidvel a Gateanx

em um ponto u € U, se existir uma transformagio linear continua (DI)(#) : E — F tal que

lin% AUk tf(;) — 1) =(DhH(n)-v (3.1)
-
para qualquer v € E.

Como se pode ver, esta nogio esta mais inspirada no conceito de derivada direcional
ou entdo, como no teorema 13, na idéia de “vetores velocidade”. Observe que é imposto que

(DI)(n) seja linear, algo que n3o segue da existéncia dos limites em (3.1).

Evidentemente, diferenciabilidade a Fréchet implica em diferenciabilidade a Gateaux
(com (DI)(#) = I’(u)), mas a reciproca nio é geralmente verdadeira se a dimensio de E for
maior que um. Para exemplificar esta afirmagio, considere E = R? e I dada por I(x,y) =

X(,Lfyz, se (x,y) # (0,0) e 1(0,0) = 0. Facilmente pode-se confirmar que I ¢é derivavel a

Gateaux na origem, (DI)(0,0) = 0, mas I sequer é continua (de fato, 1(1/n,1/n%) 7,
1/2 # 1(0,0)).
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Entretanto, como no Calculo em espagos euclidianos, ha uma situagdo muito comum
na qual estes dois conceitos sdo equivalentes. I sera dita de classe C' (simbolicamente, I €
CY(U;F)oul € CY(U), se F = R), caso for diferenciavel 2 Gatedux em todos pontos de U

e a aplicagio # € U — (DI)(n) for continua.!

Teorema 14. Se I for de classe C', I é diferencidvel a Fréchet.

Para provar o teorema acima, precisaremos de uma proposi¢do classica.

Lema 1 (Desigualdade do valor médio). Sejam a < b dois nimeros reais, f : [a,b] — F uma
fungio derivavel e suponha que haja wm M > O tal que ||f'(x)|| < M para todo a < x < b.

Entdo

If (&)= f@ll <M - a) (3.2)

Demonstragdo. Suponha, por absurdo, que (3.2) nio valha e tome um & > 0 pequeno o
suficiente para que ainda se tenha || f (&) — f(a)|l > (M + &)(b — a). Nesta situagdo, afirmo
que ||f (b) - f(#)ll > (M + 8)(;72;“) ou ||f(#) - @l > M +e) ([’;“); do contrario,

If(b) = f@N <If &)= f((a+b)/2)II+If((a+5)/2) - f(all
<M+e)b-a)

0 que seria uma contradigo.

Pondo a1 = a, by = b, defina ay = aj e by = 2L se ||£ (42) - f(a)|| > (M + ) L52
ouap = # e by = by, quando ndo. Repetindo o argumento para [a2, b2] e assim por diante,

controi-se uma seqiiéncia de intervalos [4,, b, ] nio-vazios tais que

(1) [a1,61] D [a2,b2] D [a3,b3] D ...
(i) diam.[ay, b,] = b, —a, = (b — )27}

Pelo teorema de Cantor, N[a,, b,] = {x}, para algum a < x < b. Escrevendo

f(bn_f(ﬂn) :an(bn_f(X) +(1_0n)f(x)_f(ﬂn)
b, — a, b, — x X —ap
com 0 < 6, < 1¢édado por 8, = fn”__a’; , Vé-se que W — f’(x); mas entdo o item (iii)
acima daria que || f/(x)|| > (M + &), absurdo! m|

1 Aqui estamos usando a norma do operador em .Z(E; F) = [as transformag&es lineares continuas 7' : E —

F], que ¢ dada por ||l z(£;r) = Sup <1 1T xlIF-
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OsservAgAO: Ha varias demonstragdes do lema 1. Por exemplo, Dieudonné [9] usa
um argumento mais geral baseado no fato de que b = Sup{t € [4,b]; ||/ (1) - f(a)l| < M (¢ -
a)}, mas que nio € tdo intuitivo quanto a dedu¢io acima a la Cauchy-Goursat. Uma outra
prova é uma aplicagdo simples do teorema de Hahn-Banach, que esbogaremos rapidamente.

Seja ¢ : E — R um funcional linear continuo tal que ¢ - (' (b) — f(a)) = I/ (b) -
F@l*>ellgll = IIf (b) = f(a)ll. Definindo p : [a,b] — R por p(t) = ¢ - f(t) (a < t < b),

p € continua e derivavel. Portanto, segundo o teorema do valor médio, hAum a < ¢ < b tal

que:

If (&) = f@I?=p(1) - p(0)
=p'(&)(b - a)
=(¢-f(&)(b-a)
<|plM(b - a)

Demonstragio do teorema 14. Sejam u € U e & > 0. Existe entdo um § > 0 para o qual
I(DI)(u + h) - DDH(w)llF < &

se [|Allg < 6. Assim, aplicando a desigualdade do valor médio para ¢ € [0,1] — I(# + th) —
(I(n) + (D) (n)t),

W (e +h) = (I () + (DI)() - W)|Ir < ellhlle
para qualquer que seja |||l < 6. Isto mostra que
G, h) = (I(n) + (DI)(w) - h)llF

|
e 12|z

ie., que I é diferenciavel a Fréchet em #, de cuja arbitrariedade conclui-se a prova do teorema.

=0

O

Finalizaremos esta se¢do com algumas nomenclaturas muito Uteis para a continuagio.

Assuma agora F' = R.

Dessarte, se I é de classe Cl e u € U, I’(#) é um elemento do dual topolégico de E,

denotado por E*. Usaremos entdo a notagdo do produto escalar de dualidade entre E e E*,
que é (f,u) € E*XE —(f,u)y=f(u).

Um ponto # € U é dito um ponto de minimo local para I se houver uma vizinhanga
V de # no qual I(#) = Infy I. Se V puder ser tomada como U, entio diremos que # é um

ponto de minimo global.
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E dito também que # € regular para I se I'(u) # O (isto é, existe um v € E tal que

(I'(n),v) # 0); caso contrario € dito um ponto critico.

Analogamente, um wvalor y € F na imagem de I ¢ dito regular se todo ponto # € U

tal que (%) = y € regular; sendo, y (ainda na imagem de I) é dito um wvalor critico.

Lema 2 (Lema de Fermat). Se I € C1(U) e u é um ponto de minimo local, entdo u é um ponto

critico para 1.

Demonstragdo. Para h € E e t > 0 suficientemente pequeno, I (# + th) > I(x). Subtraindo
I (), dividindo por ¢ e passando ao limite t — O, (I”(#), h) > O para qualquer 4 € E. Como
I'(n) € linear e (I'(u), £h) = =(I'(n), h), a fortiori I'(u) = 0. m]

3.2 Topologias fracas

Outro argumento classico e muito simples em Calculo € o famoso teorema de Weiers-
trass: uma funcio real continua definida em um intervalo fechado e limitado admite maximo

e minimo. Podemos estendé-lo da seguinte forma:

Teorema 15. Seja X um espago topoldgico compacto e I : X — R uma funcio semicontinua
inferiormente (isto é, [I > ] = {u € X;1(n) > a} éaberto para todo « € R). Entdo existe um

u € X tal gue
I(n) = I§fl

Demonstragio. Como X = U [I > —n]e X é compacto, existe um inteiro ndo negativo N

tal que

X=[I>-1]U...U[I > -N]

daonde I > —N paratodo # € X e m = Infx I > —co. Afirmo portanto que este infimo
¢ atingido; com efeito, do contrario {[I > ¢ + 1/n]},en seria um recobrimento aberto de X

sem subrecobrimento finito. O

Um grande inconveniente para a aplica¢do do teorema acima é que, em todo espaco
de Banach E de dimensio infinita, a bola unitaria B = {# € E;||#|| < 1} jamais é compacta
(este é o chamado “lema de Riesz”). Felizmente, ha uma ferramenta que nos permite recu-
perar algum tipo de compacidade, que ¢ o uso das topologias fracas o (E, E*). Esta consiste
da menor colegdo de abertos em E que torna as formas lineares / € E* continuas. Algumas

de suas propriedades mais elementares s3o (para as provas, recomendamos e.g. Brezis [3] ou
Rudin [22]):
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(1) uma base local de vizinhangas de um ponto # € E ¢ dotipo V = {v € E; [{fi,u —v)| <
&....,{fn,u—v)| <&},ondee >0e fi,..., fn € E*;?

(i1) (E ,o(E,E *)) satisfaz o axioma de separagio de Haussdorf, logo ha unicidade nos limi-

tes;

(iii) uma sequéncia (#,) converge paraum # € E em o (E, E*) (escreve-se “u,, — u fraca-
mente” ou “u,, — u em o (E, E*)”) se e somente se [, u,) — (f,u) paratodo [ € E*.

Assim, neste caso o principio da limitagdo uniforme nos da que ||#|| < lim inf ||#,]l;

(iv) (teorema de Mazur) um conjunto convexo K ¢é fechado na topologia o (E, E¥) se, e so-

mente se, for fechado na topologia forte (advinda da norma || [|);

(v) (teorema de Kakutani) se E for reflexivo (em especial se for hilbertiano), entdo B é

compacto em o (E, E*), e reciprocramente;

(vi) se E* for separavel, entdo os conjuntos limitados de E sio metrizaveis na topologia
o(E,E").

Exemplifiquemos a forga das proposi¢des supracitadas redemonstrando o lema de Lax-
Milgram no caso simétrico. Sejam E = H um espago de Hilbert, 2 : H x H — R uma forma

bilinear limitada, coerciva e simétrica e ¢ € H* como no teorema 8.

Definimos entdo [ : H — R por I(#) = %a(%,u) — (¢, u). Pelos exemplos 3 e 4,
I € CY(H) e sua derivada é (I"(n), h) = a(u,h) — (¢, h), para u,h € H. Ademais, se para
dados #,v € H, pusermos f(t) = I((1 —t)u + tv) para0 < t < 1, f é de classe C? com

f"(t) =a(v—u,v—u) > 0; consequentemente f é convexa e também I o €, pois

I(1=t)u+tv) =f(t)
< (1—t)f(O)+tf(1)
=tl(n)+ (1 -1)I(v) (3.3)

Desta maneira, seus conjuntos de nivel [/ < a] sdo convexos e fechados (por I ser
’ . . ’ . , . . .
continua) e, assim aplicando o teorema de Mazur, / é semicontinua inferiormente (pois [/ >

@] = complementar de [/ < «]).

Mais ainda, como I () > a|u|> — ||¢l||#,

lim I(x) = +o0 (3.4)

|#|—>+c0

I assume seu infimo. De fato, tomando » > 0 grande o suficiente para que |#| > r =

I(n) > I1(0) + 1, usamos o teorema 15 para X = rB, obtendo # tal que I(#) = Inf,p I, que

2 Observe que V contém o plano de dimensio infinita # + N (f1) N...N N (fx), logo os abertos em o (E, E*)

sio “grandes”. N (f) = f~1{0} é o nticleo de f € E*.
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¢ obrigatoriamente o infimo global de I em H. Neste ponto, o lema de Fermat nos da que

I'(n) =0, isto ¢,

a(u,h) — (¢, h) =0 (3.5)

para qualquer 4 € H, como queriamos provar. A unicidade de # segue do fato de que se # é

outro ponto critico de I, entdo 0 = (I"(u) — I'(#),u —u) = a(u — u,u —u), logo u = u.

Na nomenclatura de Calculo de Variagdes, pode-se dizer que (3.5) ¢ a equagdo de
Euler para o problema de minimizar I em H. O procedimento acima pode ser generalizado

para quando [ satisfaz (3.4), de classe C! e convexa (estritamente, se quisermos unicidade).

3.3 Operadores de Nemytskii

O passo final antes de estudarmos problemas elipticos é ver como as nio-linearidades
f em (1.2) podem ser descritas em H (Q), ou seja, quais sdo as propriedades de mapeamentos

do tipo # — fo(x, u(x))dx. Seja Q C R” um aberto nio-vazio.
Vamos dizer que uma fung¢do f : Q X R — R é de Carathéodory se
e paratodos € R,x € Q> f(x,s) for mensuravel (2 Lebesgue);

® para quase todo x € Q, s € R f(x,s) for continua.

Trivialmente, o categoria de fungdo de Carathéodory mais simples, mas é o que mais

nos interessa, sio as f € C (QXR).

Proposi¢do 2. Se u : Q — R for mensuriavel a Lebesgue e f : Q X R — R for de Carathéodory,
x € Q> f(x,n(x)) (3.6)

serd mensuravel a Lebesgue.

Demonstragdo. Seja (K,) uma sequéncia de fungdes simples mensuraveis convergindo em
todo ponto a #. Entdo, escrevendo K, = Y a;Ig, (Ig, ¢ o indicador, ou a caracteristica, de

E;), temos que

f o6 Kn(x)) = D f (%, a), (x)
para x € Q, logo é mensuravel. Como f (x, K,(x)) — f(x,u(x)) para quase todo x € Q, a

conclusio se segue do fato de que o limite pontual de fun¢des mensuraveis ¢ mensuravel. O

Deste modo, para uma fungio de Carathéodory f, introduzimos o operador de Nemyts-

kii A dado por (3.6) e que esta definido sob e a valores em espagos de fungdes mensuraveis.
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Com algumas hipoteses naturais sob o crescimento de f “no infinito”, .4} tem propriedades

de continuidade.

Teorema 16. Sejam 1 < p,q < oo e suponha que f : Q X R seja uma funcio de Carathéodory tal
que
f (6,91 < ai(x) + anls |’ (37)

para quase todo x € Q, todo s € R, para alguma a1 € L1(Q) e ay > 0. Entdo o operador de
Nemytskii N7 = LP(Q) — L1(Q) ¢ continuo.

Demonstracdo. Seja u € LP(Q); entdo a desigualdade de Minkowski e de Holder nos ddo que

(f|f(x,u(x))|qu)”q < (f|d1(x)|qu)1/q+(f(ﬂle(X)lp/q)qaZX)l/q

= llailly + azllu|l, < oo

portanto A (#) € L1(Q). Provemos agora a continuidade.

Se A7 : LP(Q) — L1(Q) nio fosse continua, haveria uma sequéncia (#;) em conver-
gindo a um certo # em LF(Q), mas que [|A7 (uy) - Ny(w)lly 2 &, para algum & > 0. Pela
“reciproca do teorema da convergéncia dominada™, existe uma subsequéncia (np,) € uma
h € LP(Q) tais que #p,(x) — n(x) e lug, (x)| < h(x) para quase todo x € Q. Por conseguinte,
ja que | A () ()| < ar(x) + ar|lh(x)|P11 e L1 e N () (x) — Ny (n)(x) em quase todo
x € Q, o teorema da convergéncia dominada nos da que A7 (ug,) = A7 (m)lly — 0; ou seja,

¢ menor que ¢ para / suficientemente grande. Absurdo! O

OsservagAO: Vale a reciproca: se Ny aplica continuamente L?(Q) em L7(Q), entdo
valem as estimativas (3.7) para a1 e a apropriados; consulte de Figueiredo [7]. Note que isto
¢ um resultado totalmente analogo ao que ocorre em transformagdes lineares: uma aplicagio
linear T : E — F entre dois espagos vetoriais normados E e F ¢ continua se e so se houver

uma constante M > 0 tal que || Tx||r < M||x||g, Vx € E.

Em particular, quando definirmos o que é uma solugio fraca de (1.2) e quisermos apli-
car algum argumento da teoria de pontos criticos, sera conveniente achar alguma fungio J tal
que J'(n)-¢ = fQ [ (x, u(x))p(x)dx para toda funcio teste ¢. Ao menos formalmente, inter-
cambiando derivagdo com o sinal da integral, um candidato é () = fQ ou(x) f(x,7)drdx.
Analisemos esta questio.

Se f : QxR — R é uma fun¢do de Carathéodory satisfazendo a condigdo (3.7),
definamos F : Q@ X R — R por F(x,s) = fos f(x,7)dt. Para facilitar, vamos escrever B =
p/q em (3.7). Entdo F é também de Carathéodory (note que para quase todo x, F(x,s) =
lim, e > Z/Z;é f(s,72)) e satisfaz

3

Este resultado é um passo fundamental na prova do teorema de Riesz-Fischer (L?’s sdo completos). Veja
Brezis [3], teorema 4.9.
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a)
|F (x,5)| < a1 (x)|]s| + |s|A+1

B+1

Bl gy + 1
la1(x)| F + 2 |s|F*

<
B+1 B+1

(3.8)

) ) 5 g1
onde aplicamos a desigualdade de Young. Entdo pondo 4] = %Iml F e LPI(B+D ¢ ay =
ar+1

B+1

> 0, (3.8) se torna
|F (x,5)| < a}(x) + ab|s|P/P+D (3.9)
e Np : LPY1(Q) — LP(Q) é continua.
Se B+1=p,(3.7) e (3.9) ficam como
|f (x,5)| < a1(x) + azls|P™"  onde a; € LP'(Q) (3.10)
IF(x,5)| < a(x) +alsl”  onded) € L'(Q) '

(p’ € 0 expoente conjugado a p: [l)+pi = 1) portanto podemos definir J (#) = fQ F(x,u(x))dx,
que é uma real fungdo continua em L?(Q). Afirmo que sob estas hipéteses | € C1(LF(Q))
e (J'(u),hy = fo(x, u(x))h(x)dx, Yu,h € LP(Q) (observe que este funcional esta bem

definido pois Ny € LP' (Q)).

Deveras, pelo teorema fundamental do Calculo pode-se escrever J(# + h) — J(u) =
I8 fol f(x,u + th)dtdx, donde a desigualdade de Holder e o teorema de Fubini nos dio que

TG+ by = J () - fQ £, () h(x)dx

1
f f (f Ce,n + th) — f(x,u))h(x)dxdt
0o Ja

1
< fo 1A (o + thy = A () el

1
- (fo A7 (u + th) —/igr(u)llpfdt)llhllp

e a conclusido desejada ¢ obtida do fato de .4} ser continua.

Assuma agora que Q ¢ limitado, n > 3 (para facilitar) e usemos as qualidades de
Hol(Q). Se 0 p em (3.10) é < 2* (lembre-se que 21 = % - %), por Hol(Q) c L¥(Q) c LP(Q)
continuamente pelas desigualdades de Sobolev e de Holder, | € C'(H}).

Além disto, se p < 27, H& (Q) c LP(Q) compactamente pelo teorema de Rellich-
Kondrachov, acarretando que se (%) converge a # em O'(Hol(Q), (HO1 (Q))*), u, — u forte-
mente em L?(Q), e por conseguinte [ (#;) — J(u); i.e., ] é continua na topologia fraca (aqui

usamos que H, (Q) é reflexivo e separavel).
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Ha mais um outro fato importante para p < 2*. Se (%) em Ho1 (Q) é limitada, pas-
sando a uma subsequéncia se necessario, ha um » € Hol (Q) parao qual wp, — uem LP(Q) e
portanto A7 (ug) — Ny (n) em LP'(Q). Assim, caso & € HO1 (Q),

|<J’<uk>—]’(u>,h>|=‘ fg (f (x.m) = f (x.0)) h(x)dxc

, 1/p’ 1/p
< (f |f (x, ) — f(x, ) dx) (f |h(x)|de)
Q Q
< C”%(”n) - f/‘?(%)”p’lhll—lol(g)

onde C > 0 ¢ constante da inje¢io HS (Q) c L (Q). Em outras palavras,

1] (o) _],(M)”Hol(g)* < C”J%‘(%n) - J‘?(”)”p' -0

o que mostra que J' : HJ(Q) — Hj(Q)* é compacto (mapeia conjuntos limitados em con-

juntos de fecho compacto).

Resumindo e trocando p por p + 1, provamos o seguinte:

Teorema 17. Assuma que Q C R” (n > 3) é um aberto nio-vazio limitado e que f : QxR — R

¢ uma funcio de Carathéodory satisfazendo
|f G 9)l < a1(x) + azls|? (3.11)

para todo s € R, quase todo x € Q, para alguma ay € LP' (Q) e para algum a; > 0.

Se0<p < Z—f%, o operador | : Hol(Q) — R dado por J(n) = fQF(x,u(x))dx, onde
F(x,s) = fosf(x,r)dr éde classe Cl e (J'(n), h) = fo(x,u(x))h(x)dx,pam neh e Hol(Q).

Se0<p< Z—J_“%, entdo | é continua na topologia fraca 0'(Ho1 (Q), (HO1 Q)*)e] éum

operador compacto.

OBSERVAGAO: para n = 1 ou 2, poderiamos tomar 0 < p < oco. Para uniformizar a

notagdo, desconsideraremos estes casos.

Para as fungBes f de Carathéodory que satisfazem (3.11) diremos que elas pertencem
a classe N?(Q).

IMPORTANTE: salvo de mengio do contrario, se f € N?(Q), F sempre sera o seu “po-

tencial” F(x,s) = foS f(x,7)dr.

3.4 Equactes semilineares

Tal qual foi dito no capitulo 1, a equagdo a ser estudada nesta redagdo é do tipo:
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(=Au)(x) = f(x,n(x)) sex €Q
n(x) =0 se x € 0Q (3.12)

onde Q c R” ¢ limitado e suave, 7 > 3 e f : Q X R — R € continua. Uma solugio classica
u é uma fungio em C%(Q) caso (3.12) valer em seu sentido usual; por outro lado, motivados

pelos resultados do capitulo 2, uma solugdo fraca u € Hol (Q) € uma tal que

f Vu - Vodx — f F(x,u(x))v(x)dx =0 (3.13)
Q Q

para toda fung¢io v em C°(Q) ou, equivalentemente, em Hj (). Quando f € N?(Q) para
0<p< Z—f%, o teorema 17 indica que as solugdes fracas (3.13) sdo os pontos criticos para o
funcional I € Cl(l—lo1 (Q)) dado por

[(14):%LIVulzdx—LF(x,u(x))dx (3.14)

O restante deste trabalho se ocupara em garantir quando (3.14) tem pontos criticos,
ou seja, (3.12) tem solugdes fracas. Mas, antes, sera oportuno para algumas aplicagdes (e para
descargo de consciéncia) provar que, sob condigdes bastante gerais sobre f, podemos garantir

que as solugdes fracas sdo cldssicas.

Diremos que f : Q x R — R é localmente hélderiana de expoente 0 < a < 1, se para
todo compacto K € Q xR,

sop LSOO

(x.5)£(y,1)eK [(x —y,t —s)|?

Por exemplo, usando a desigualdade do valor médio (lema 1) e argumentos usuais de
compacidade, ¢é facil ver que toda f € C'(Q x R) é localmente holderiana para qualquer

expoente 0 < a < 1.

Teorema 18. Se f € N?(Q) for localmente holderiana e 0 < p < X3, as solugbes fracas u €
H(Q) de (3.12) estio em C*(Q).

Demonstracio. E claro que podemos assumir que p > 0. A parte crucial da prova é mostrar
que # ¢ holderiana; para tal fim, empreguemos um argumento do tipo “bootstrap”. Seja A > 1
dado por Ap = (n +2)/(n - 2).

Passo um: pela desigualdade de Sobolev, # € L?' (Q) = L*"/ =2 (Q);
Passo pois: portanto, pelo teorema 16, x € Q > g(x) = f(x,#(x)) esta em L7'(Q),

onde g1 = 2*/p = A2Z;

n-22
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Passo TRES: —Au = g fracamente, o que, pelo teorema de Calderén-Zygmund, obriga
que # € W241(Q);

Se 2q1 > n, a desigualdade de Sobolev novamente nos da que # € C%?(Q) para algum

0 < 6 < 1. Se ndo, repita os passos um a trés acima, notando que agora:

* pela desigualdade de Sobolev, # € L”(Q), onde r > A-2Z;

n+2?
® assim g € L92(Q), paraqa =7 /p > Aq1 (se 2q1 —n < 0, v = (nq1)(n — 2q1)_1);

® ¢ portanto # € W242(Q).

Como AF — oo, as iteragdes acima nfo podem se dar indefinidamente. Portanto para

um k suficientemente grande, 2g; > 7 e # € C%?(Q), como querfamos.

Desta maneira, ¢ definida acima é holderiana de expoente y = a6 (a é o expoente de
f)eun e C*(Q), pelas estimativas de Schauder. O

Evidentemente poderiamos obter uma regularidade ainda maior da classe de diferenci-
abilidade de f'; basta reaplicar repetidas vezes as estimativas de Schauder. Para outros teoremas
de regularidade, consulte Cazenave [5], Struwe [25] (apéndice B) ou qualquer obra sobre o
199 problema de Hilbert.

3.5 Aplicacdo: problemas sublineares

O lema de Fermat nos diz que os pontos de minimo local de 7 sdo criticos. Entdo uma
primeira abordagem, um pouco ingénua, mas no espirito original do Calculo de Variagdes,

para determinar as solugdes (3.12) seria tentar minimizar globalmente /.

Como para0 < p < Z—f% I é semicontinua inferiormente (de fato, # +— % f |Vu)|?dx é

convexa), um jeito de se impor que ela tenha um minimo via teorema 15 é que [ seja coerciva:

lim 1(x) = +co. (3.15)

|u|—>+00

(3.15) é trivialmente satisfeita se F puder ser estimada por

F(x,s) < ay(x) + %,usz (3.16)

em toda parte, onde a1 € L' e 0 < u < Ay = primeiro autovalor de —A em Q. Com efeito,

nestas circunstancias a desigualdade de Poincaré se aplica como:
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I(M)z1f|Vu|2dx—fd1(x)dx—1uf|Vu|2dx
2 Ja Q 2" Ja

1 YR
2 5 (1= )l gy — llarlls = +oo

quando |#| — +co. Assim, empregando a mesma justificativa do final da se¢do 3.2, 0 minimo

¢ assumido em algum #, no qual 7’(») = 0.

A classe de nio-linearidades mais rudimentar que verifica (3.16) ¢ das /s sublineares,

que cumprem

i f(x,s) _
im =

|s|—+c0 S

0 (3.17)

uniformemente para x € Q. De fato, de (3.17), para qualquer £ > 0, hAum § = S(&) > 0 tal
que |s| > S = |f(x,s)| < &ls|/2. Portanto, se M = Maxﬁx[_&s] |/ + 1, globalmente temos

|f(x,5)] < &ls|/2+ M

Assim, como em (3.8) e usando a desigualdade de Young ab < ea?/(4M) + Mb?/s)
(a,b > 0), temos

|F (x,s)| < (const.) + |s|%/2
sendo suficiente entio tomar & < A;.

Esta, é claro, uma condigdo muito restritiva, mas ela se adapta a situagdes em que nio

¢ evidente em primeira instancia que o método variacional é aplicavel.

ExemrrLo 5. Considere

(=Au)(x) = Au(x) — [ (u(x)) sex € Q
u(x)=0 se x € 0Q (3.18)

para A € R dado, Q, além das hipdteses habituais, é conexo e f : [0,+c0) — R localmente

lipschitziana e satisfaz as condigOes

lim £92 =0
u—0+ S (319)
Jim £2 = 4o

(f(s) = e — 1 é um bom exemplo).

Afirmamos que se 4 > A1, (3.18) tem uma solugdo positiva (# > 0 em Q).
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Por (3.19) existe o primeiro zero positivo & > 0 de s € [0,+00) > As — f(s) e, para
este, s — f(s) > 0se 0 < s < & Definaentio g : R — R por

0 ses <0
g(s)=qAs—f(s) se0O<s<¢
0 ses > &

de modo que g seja sublinear e considere o problema auxiliar

(=Au)(x) = g(u(x)) sex € Q
u(x) =0 se x € 0Q (3.20)

com o seu funcional adjunto 7 : HO1 Q) - R, I(n) = %fg |Vul?dx — fQ G(un)dx.

Agora temos que as solugdes classicas ndo-triviais u de (3.20) satisfazem 0 < #(x) < &
para todo x € Q. Primeiramente, sio positivas pois —Az > Oem Qe x = 0O em dQ e o

resultado segue do principio do maximo.

Para a outra desigualdade, seja M > 0 0 maximo de # e, usando que g4 ¢ lipschitziana,
tome a > 0 tio grande para que h(s) = as + g(s) seja crescente e, em especial, 0 < A(s) <
h(M) =aM,¥ 0 <s < M.Deste modo,

—Au + an = h(n), em Q.

Pondov =M —u, (-A + a)v = aM — h(n) = h(M) — h(x) > 0 em Q, bem como
v = M — & em dQ. Se por acaso M fosse > &, o principio do maximo daria que v > 0, ou

melhor, que # < M em Q, impossivel. Entio M < &, exatamente como foi dito.

Como ¢g(s) = As — f(s) em 0 < s < &, sO nos resta provar que (3.20) admite uma
solugio ndo-trivial. Neste caso, basta verificar que Inf/ < 0 = 7(0) e minimizar / em Hol (Q)

(pelo teorema 18, 0 minimo obtido sera uma solugio classica).

Sejaeq € Hol (Q) N C*(Q) uma primeira autofungio de —A descrita no teorema 12.

Entdo para ¢t > 0 suficientemente pequeno

1 1
I(te)) = E/lltz - E/ltz + resto de ordem 2

pelo fato de f(s)/s =0 0. Portanto, se A > A3, I(te;) < O parat > 0 pequeno, for¢ando a
Inf] < 0.

3.6 A regra dos multiplicadores de Lagrange

Teorema 19 (Regra dos multiplicadores de Lagrange). Seja E um espaco de Banach, U c E

um aberto ndo-vazioe g1, . . ., gy : U — R fungdes de classe C' tais que para todo v na superficie
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M =[g1=0]N...N[gy = 0] asderivadas {(v),. .., g,,(v) formam um conjunto linearmente

independente.

Entdosel : U — R for de classe Cl e u € M for tal que I(n) = Infy I, entdo existem

multiplicadores A4, . .., A,y € R para os quais

I'(w) = ) dig}(n) (3.21)

1=1

Demonstragdo. Quebremos a prova em quatro etapas, duas das quais s3o essencialmente algé-

bricas.

Passo um: Se X € um espago vetorial € ¢1,. .., ¢, € ¥ sio formas lineares em X tais

que N(¢1) N...N N(¢m) C N (), entdo ¢ é combinagio linear dos ¢;’s.

De fato, defina a transformagio linear 7 : X — R”*! por Tx = (o1 X,...,m -
x,¥ - x). Entdo a imagem de T' é subespago de R”*! que nio contém o vetor e = (0,...,0, 1).
Portanto, aplicando o processo de Gram-Schmidt corretamente, pode-se produzir um u =

(U1s -+ s Mo 1) € R que é ortogonal a imagem de T e que p-e = 41 > 0. Em outras

—_ym _Hi

palavras, para qualquer x € X,y - x = = 37| -o-g;

- X.

Passo pois: Sejam X, ¢1, . . ., ¢, como anteriormente e assuma que os ¢;’s sio linear-
mente independentes. Entdo existem vetores x1, ..., x, € X linearmente independentes tais
que X =Rx1®...®0Rx,, @ ﬁ;ilN(goi).

Provemos por indugdo em .

Param = 1, como ¢ # 0, ha um x; # 0 em X para o qual ¢; - x; # 0. Entdo,

_ pix
para qualquer outro x € X, 4,01(x o1

y € N(¢1). Portanto X = Rx1 & N (¢1).

x1) = 0, de modo que x = tx; +y,ondet € Re

Supondo que a afirmagio é valida para m — 1 (m > 2), mostremos-a para m. Observe
que, pelo passo um, existe um x,, € X tal que 91X, = ... = @pm-1-% = 0, mas que @, X, #
0. Aplicando a base m = 1 para Y = ﬂ?’i;lN((,ol-), temos que Y = Rx,, N (N((,om) N Y). Pela
hipdteses de indugdo X =Rx1®...Rx,;;,-10Y = X =Rx16...0Rx,, ® N7, N (¢;), como

queriamos.

Passo TREs: Sejam E e F espagos de Banach, U C E um aberto ndo-vazio e g €
C(E;F). Suponha que para # € U sejatal que 4’ (#) € £ (E; F) seja um isomorfismo linear
entre E e F. Assim, existe uma vizinhanga V' de # tal que g, restritaa V, é um difeomorfismo

de classe C! entre os abertos V ¢ Ee ¢g(V) C F.

Este ¢ o famoso teorema da fun¢do implicita e a prova dele ¢ idéntica ao caso em
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que E = F = R”, exceto possivelmente da sutileza de que ¢’(#)™! € Z(F;E), corolrio
do teorema do grafico fechado. Consulte Ambrosetti e Prodi [1], Dieudonné [9], Nirenberg

[17] e Schwartz [24] para a demonstragio e diversas extensdes.

Passo Quatro: (Conclusdo) Sejam x1, . . ., x,, obtidos pelo passo dois com ¢; = 4/()
eescreva E = F@® G,onde F = Rx; & ... ® Rxy, e G = N7 N(g;(#)). Pelo teorema do

grafico fechado, a norma || || de E ¢ equivalente a

m
el = { )" 2} + 1PGul

1=1
onde escrevemos # = Y.’ a1x; + um vetor em G, que ¢ a sua projegdo Pgu. Deste modo,
identifiquemos £ ~R” & G.

Defina g : U — E por

7(0) = (91(0), .., gm (), Pv), v € U

de modo que 4 seja de classe C! e em u:

g'(w)h = ((g{(w). h).....{g},().h).PG - h), h € E.

Logo verifica-se que ¢’ (#) é um isomorfismo e, pelo passo trés, existe uma vizinhanga
V de u que ¢é lancada por 4 difeomorficamente sobre a vizinhanca W = 4(V) de g(#) =
(gl(u),...,gm(u),PGu) = (0,...,0,Pgu) = Pgu. Sendo h : W — U sua inversa, note
que, por este motivo, a fim de que w € W satisfaga h(w) € M, é necessario e suficiente que

w = Pgw.

Assim, | = [ohoPg : W — R atinge seu minimo em #. Aplicando o lema de Fermat

e a regra da cadeia:

0=]"(n)
= I'(ho P (u))h' (Pgu)Pg (3.22)

e uma vez que ¢’(#) deixa F e G invariantes,

W (Pgu)Pg = g'(h(Pgu)) ' Pg
=4'(n)"'Pg
= Pg
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(3.22) se lé como

1/(14)])(; =0

ou seja, I'(#) se anula sobre G = N2 N (g/(#)), o que, pelo passo um, implica (3.21). |

OBservAGAO: a grande dificuldade da prova foi que, a0 passarmos para dimensio in-
finita, perdemos um pouco geometria de superficies. Mesmo assim, a prova acima tem um
certo aspecto geométrico, que é o seguinte. Assumindo que m = 1 e que £ = R, temos
que g;(#) = Vgi(u) e podemos tomar G = Vgq(#)*. Assim, a sentenca “E =~ F & G” seria
entendido como tomar um sistema de coordenadas ortogonais na qual o M se torna local-
mente grafico de 41, que, nestes eixos, é “horizontal” em #. Posto isto, I'(#) = VI(u) seria

ortogonal a todas dire¢Bes horizontais (€ G) e logo vertical, quer dizer, colinear a Vg1 ().

ExeMPLO 6. A regra dos multiplicadores ¢ uma técnica muito conveniente de se usar,
principalmente podemos impor certos “vinculos”. Por ilustra¢io, tome o problema de auto-

valor nio-linear:

—AAu(x) = f(x,u(x)) sex €Q
n(x) =0 se x € 0Q (3.23)

onde o autovalor A € para ser determinado, Q novamente é conexo e f € N?(Q) (0 < p <

n+2

212) € localmente holderiana e satisfaz

x,00=0 emQ
f &0 (3.24)
sf(x,s)>0 emQses#0
Nesta condig¢des, (3.23) admite uma solugdo # > 0 em Q com A > 0. O método aqui
¢ uma sequéncia espiritual da caracterizagio variacional de Rayleigh-Ritz para o problema de

autovalor linear (2.18).

Tome a parte positiva f*(x,s) = Max{f (x,s),0} ((x,s) € Q x R), e considere o
problema de minimizar v € Hol(Q) - J(v) = —fQF+(x,7))dx sob a bola unitaria B =
{v e Ho1 (Q); fQ |Vo|2dx < 1}. Como ] é continua na topologia fraca e nesta B é compacta,

o minimo m = Infg I se dd em um # € B.

Note que m < 0, pois se tomarmos e; (como no teorema 12) é facil ver que 7(eq) < O.
Destarte |#| = 1. Sendo, o lema de Fermat daria que J'(#) = 0 e assim 0 = (J'(u),u) =
fQ uf*(x,u)dx, o que por (3.24) acarretariau < O0em = J(u) > 0.
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Como M = {v;|v| =1} =[g = 0], parag(v) = (v,v) =1 (v € Hol(Q)), que é Cle

ndo tem pontos criticos em M, a regra do multiplicador diz que ha um A € R para o qual

/lfVu-Vh dx = ff+(x,14)hdx (3.25)
) )

para qualquer 4 € H,(Q). Pondo s = # em (3.25), vé-se que 1 > 0 e, assim, pelo teorema de
regularidade 17, # € C 2(Q).

A fim de mostrar que # e A sdo solugdes (3.23) resta averiguar que # > 0 em Q. Ponha

w = [# < 0]. Entio w é um aberto e

—AAu(x) =0 se X €w

u(x) =0 se x € dw

. , .
o que, pelo principio do maximo, mostra que # > 0 em w e, desta forma, w = @.

3.7 Aplicacdo: problemas homogéneos

Um modelo muito simples, mas que surge em certos tipos de solugdo para equagido de

Schrodinger, €

—Au = u|lulP™! em Q

n=0 em 0Q) (3.26)

onde 0 < p < loul<p < 22 Admitindo a conexidade e regularidade de €, (3.26) sempre

tem solugdo positiva.

De fato, considere o problema (3.23) com f(x,s) = s|s|?~!. Vimos que existe um

A>0eum # > 0 tal que

—AAu = ululP~1 = u? em Q
u=0 em 0Q

Assim, trocando # por tv (¢t > 0), vemos que

—AtAv = tPy?

Escolhendo entdo ¢t = (1/ /1)1%, v € uma solugdo positiva de (3.26).
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Ao passo que | é sublinear se 0 < p < 1, 0 método de minimizagdo global é inefetivo
1
p+l
Mesmo assim, existe um tipo especial de solugio para (3.12).

para p > 1, porque # +— I(u) = %f [Vu|? — |#|P*! se torna ilimitado inferiormente.

Dizemos que uma solugio de (3.12) é um estado fundamental® se ela minimiza I sob

o conjunto de todas as solugdes nio-triviais. Provemos que, para todo 1 < p < 22, (3.26)
possui um estado fundamental positivo.

A prova disto consiste em atacar o problema sob a chamada superficie natural ou de
Nehari:

M = {u e H{(Q);{I'(u),uy = 0e u % O} (3.27)

= {u € Hol(Q);f \Vul*dx = f |ulP*ldx e u % o} (3.28)
Q Q

Por (3.27) toda solugio nio-trivial de (3.26) esta em M. Deste modo, o objetivo é

mostrar a existéncia de um # > 0 em M tal que I'(#) = 0e I(») = Infy I = m.

A homogeneidade de (3.26) facilita grandemente esta tarefa. (3.28) tem como con-

sequéncia que para # € M valem as identidades

11

[(%):(E—m) Q|u|P+1dx (3.29)
11

I(M):(E_m) Qqulzdx (3.30)

A desigualdade de Sobolev

p+l

flulp“dx < C(f |Vu|2) ’
Q Q

p-1
2

(L'V”'Z) > 1/C (3.31)

paratodo # € M e portanto M “ndo se acumula no 0”. (3.31) também nos da que m > O.

aplicada a (3.28) da

Vejamos mais algumas propriedades de M. Para qualquer “dire¢io” v # 0 em Hj (Q),

existe um Unico ¢ > 0 para o qual

f|V(w)|2dx:f|w|P+1dx
Q Q

* Em inglés, ground state solution.
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que ¢ dado por

[ a7
t=t(v) = (W) (332)

Como v # 0+ t(v) é de classe C! (pelo teorema 17), ¢ facil ver que este fato implica

que M e aestera {u € Hol(Q); |#| = 1} sdo difeomorfos.

Mais ainda, M = [¢4 = 0] para g(v) = fQ |Vu|>dx — fQ |u|P*1dx definida em U =
{v # 0}. Uma vez que 4 € C(U), novamente (3.30) d4 que

(g’ (n), n) = 2f |Vu?dx — (p + 1)[ |ulPHdx
Q Q
=(—p + 1)f |Vu|?dx <0 (3.33)
Q
para todo # € M. Logo 0 é um valor regular para f e poderemos, se I atingir m, aplicar o

teorema 19.

Para confirmar que m é assumido, apliquemos o “método direto do Calculo de Va-
riagdes”: seja (#,) uma sequéncia em M tal que I(#,) — m. Substituindo® #u, por |u,|

podemos assumir que #, > 0. Por (3.30), (#,) € limitada e, usando a compacidade de

HC} (Q) c LP*(Q) e a reciproca do teorema da convergéncia dominada, podemos assumir

que existe um # € Hol(Q) para o qual
(i) #, — u fracamente em H, (Q);
(i1) #,, — u fortemente em LP*!;
(i11) #,(x) — u(x) em quase todo ponto x € Q.

A semicontinuidade da norma em o (H, (Q), H, (Q)*), (3.28), (3.29), (i) e (ii) acima

forcam a

1 1
=i _——_— P+1
m hm(2 p+1)fglun| dx

_ (% _p_i 1) fg P dx (3.34)
f |Vu|? < liminff \HE
Q Q
= liminf | |u,|?*!
Q
= | |ufP*! (3.35)
Q
I(n) < liminfI(u,)
=m (3.36)

> Lembre-se que pela regra da cadeia H] (Q) ¢ fechado pela operagio v - |v|.
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Afirmamos que # € M. Supondo por absurdo que nio, (3.35) se da com uma desi-
gualdade e t = t(#) em (3.32) é < 1, de modo que (3.30), (3.34) e (3.35) fazem que

O<m=1(tu)
- tz(l - L)f |V |dx
2 p+1 Q

21_Lf p+1
<t(2 P+1) Q|14| dx

=t’m<m

absurdo!

Assim, pela regra do multiplicador I”(#) = 14’ (#), para algum A. Aplicando os dois
lados em # e comparando (3.27) com (3.33), devemos ter que A = 0, donde # # 0 é um ponto
critico de 1. Finalmente, o teorema 18, o item (iii) acima bem como o principio do maximo

obrigam a # > 0 em Q. A demonstragio esta concluida.

COMENTARIO SOBRE A CONDICAO EM p: Uma renomada identidade devida a S. Poho-

zaev diz que, se f = f(s), toda solugio classica # de (3.12) satisfaz

f(2nF(u)+(2—n)uf(u))dx:fx.v(x)wmzda(x) (3.37)
Q

r
onde I' = 9Q, v ¢ a normal unitaria exterior e do ¢ o elemento de area em I'; para prova,

consulte Badiale e Serra [2] e Willem [27], ou Kavian [12] para uma versdo mais geral.

Consequentemente, se Q € estrelado em relagdo a origem, v(x) - x > 0em dQ e

fF(x,u)de fuf(u)dx.
Q Q

Escolhendo £ (s) = s|s|[’~! como acima, temos

1 2
(—— & )fw’”dxzo
p+1 n-=-2)Jg

de modo que nio ha outra solugio, sendo a trivial, parap > (n +2)/(n - 2).

n-—2

Se ainda Q for estritamente estrelado, isto ¢, v(x) - x > 0 em I (e.g. uma bola) e
tomarmos p = (n +2)/(n — 2), (3.37) da que V& = 0 em I'. Assim, aplicando o teorema da

d. A -6
1vergencia

0= a—Mdo' :fAudx = —f lu|P~ udx
r ov Q Q

Dedugdes rigorosas desta ferramenta importante estdo em de Figueiredo [6] e Kavian [12].

6
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portanto ndo pode haver solugdes positivas.

Isto sugere que, mesmo para as aplicagdes mais simples, a condi¢do 0 < p < (n +
2)/(n — 2) ndo é de toda superficialidade. Evidentemente, isto nio quer dizer que p > (7 +
2)/(n —2) deve ser descartado; de fato, nem deveria ser, ja que p = (7 +2)/(n — 2) aparece em
varias conexdes com Fisica e Geometria. Resultados profundos de Brezis e Nirenberg [4] e

7, a situacio

de Rabinowitz [20] mostram que, se somarmos a / um termo de ordem superior
pode se reverter. E 6bvio que a questdo também depende da geometria de Q; por exemplo, em
uma regido anular ha solugio positiva para todo p > 0. Recomendamos a leitura dos artigos

supracitados, bem como a discusso em Cazenave [5] (se¢do 2.7).

7" Por exemplo, s > As, para A apropriado.
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4 Procedimentos minimax elementares

4.1 Introducdo

O procedimento de se produzir solu¢des nio-triviais estudando superficies de Nehari
pode ser generalizado para outras linearidades diferentes de “poténcias puras” (vide Badiale e
Serra [2]), mas as tecnicalidades se multiplicam a ponto de se questionar a fertilidade de tal
método. Uma razdo por tras disto é que, quando se tenta passar das propriedades guantitativas
para propriedades gualitativas das poténcias, ndo fica muito claro o que é essencial ou o que
ndo €.

Um outro meio de se enxergar o problema ¢é o seguinte. Tome novamente /(%) =
%fQ |Vu)|?dx — [% o lulPdx (u € Hol(Q)) e p > 1 e adotemos um linguajar topografico.
Nio ¢ dificil ver que 0 é um ponto de minimo local para I'', e que, como dito anteriormente,
que I ¢ ilimitado inferiormente. Escolha entdo um e um ponto fora das montanhas que
circundam a origem no qual a “altitude” 7 (e) < 1(0) = 0. Poderia se esperar (a0 menos neste
viés geografico) que se pudesse construir uma ferrovia ligando uma vila que estd em 0 a uma
outra que esta em e, que evitaria os relevos acidentados ao redor de 0, de modo a minimizar a
altura maxima subida. No seu cume, o trilho seria horizontal tanto em relagdo ao morro que

escala quanto as serras ao seu redor e teria se descoberto um novo ponto critico a /.

O raciocinio acima seria o contetdo geométrico do “teorema do passo da montanha”,
que é um dos mais simples e importantes métodos minimax. Estes basicamente se ocupam

em caracterizar um valor critico ¢ de / por uma expressdo do tipo

¢ = Inf Max I(n)
A€eS ueA

onde § é uma classe adequada de partes do espaco em que se procura solugdes. Nio ha um
algoritmo para se escolher §, senfo que § deve refletir alguma peculiaridade de 7. No caso do
teorema do passo, S sera escolhido como o trago das curvas ligando 0 a e e usaremos como
. . 4 7 <«
propriedades que sabemos como I se comporta perto da origem (que é um minimo) e “perto

do infinito” (onde tende a —0).

Para justificar tais silogismos, serd necessario supor que [ satisfaga uma certa propri-

edade de compacidade chamada de “condi¢io de Palais-Smale”. Esta hipétese possibilitara o

. . ~ _ s—0 .
1 Verificaremos isto na segio 4 através do fato de que (|s|’~!s)/s — 0, mas ha um método mais simples

neste caso. Repetindo os argumentos do teorema 17, pode se verificar que I é de classe C? (isto é, I’ €
Cl(Hol(Q), HO1 QN el”(n)=U")(n) € .,Z”(Hol (Q), Hol(Q)*) ¢ dada por (I”"(n)h, k) = fQ Vh - Vkdx -
P fQ |u|P~ hkdx; em particular (I”(0)h, k) = fQ Vh - Vkdx. Pela desigualdade do valor médio, pode-se
provar a expansdo de Taylor (consulte Ambrosetti e Prodi [1] ou Dieudonné [9]): (%) = 3(I”(0)u,u) +
[termos de ordem |#|*] > %|Z4|2 > 0 = /(0), para |#| suficientemente pequeno.
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uso de um argumento topoldgico indireto através do “lema de deformagio”, que tem um pa-
pel central na teoria minimax. Por fim, apresentaremos o “teorema do ponto de sela”, que se

aplica a situagdes em que o “teorema do passo da montanha” é inefetivo.

4.2 A condicdo de Palais-Smale (PS)

Seja E um espago de Banach e I € C(E). Uma sequéncia (#;) em E é dita de Palais-
Smale para I se (I(#}))pey € limitada e I’(#;) — 0. Diremos também que / cumpre a
condi¢io de Palais-Smale (daqui para frente denotada por (PS)) se toda sequéncia de Palais-

Smale admitir uma subsequéncia convergente.

Esta condi¢do € uma ferramenta muito adequada para se estabelecer alguma compaci-
dade sobre I; por exemplo, para qualquer ¢ € R, o conjunto K, ={u € E;I(u) =cel'(n) =
0} é compacto (possivelmente vazio) se I satisfaz (PS). Note também que para verifica-la,
basta se ater a sequéncias que mantém [ limitado, o que é muito conveniente quando nio se

tem estimativas a priori para as solu¢des de uma equagio eliptica.

E facil ver que, se E tem dimensio finita, é suficiente que / seja coercivo para que
ele cumpra (PS), pois a coercividade forgaria as sequéncias de Palais-Smale a serem limita-
das. Coincidentemente, este mesmo raciocinio se aplica aos funcionais adjuntos a problemas

semilineares.

Proposicdo 3. Seja Q um aberto suave limitado em R” (n > 3), E = Hj(Q) el € Cl(Hol(Q))

da forma
](u):lfqulzdx—fF(x,u)dx
2 Ja 0

onde F(x,s) = fosf(x,r)dr ef € NP(Q)paraQ < p < (n+2)/(n — 2) (manteremos as
mesmas notagoes do capitulo anterior). Entio a fim de I satisfaca (PS) é necessdrio e suficiente que

toda sequéncia de Palais-Smale possua uma subsequéncia limitada.

Demonstragdo. A necessidade € trivial; para a suficiéncia, escreva I’ como I’(#) = Lu + ]’ (u)
onde L ¢ o isomorfismo entre E e E* dado pelo teorema da representagio de Riesz-Fréchet
e J/, como no teorema 17, é um operador nio-linear compacto. Se (#;) uma sequéncia de
Palais-Smale, podemos admitir, passando a uma subsequéncia, que (#;) ¢ limitada, portanto,
passando novamente a outra subsequéncia, também assumir que J'(#) converge a um certo

¢ € E*. Assim up = L7 (uy) + L™1]"(uy,) — L™'¢ e a prova estd completa. O

OsservagAo: a condigdo (PS) pode parecer a primeira vista muito restritiva para apli-
cagdes; de fato, era este o sentimento quando ela foi primeiramente introduzida por S. Smale
e R. Palais para generalizar a teoria de Morse a espagos de dimensio infinita. Atualmente, no

entanto, apds o sucesso dos trabalhos de Ambrosetti, Brezis, Nirenberg, Rabinowitz et al.,



4.3. O lema de deformagio 53

(PS) é tida como uma hipdtese muito sensata e, quando ela ndo vale, ¢ porque ha algo de

“curioso” ocorrendo nos niveis de I (vide Struwe [25], capitulo III).

4.3 O lema de deformacio

Lema 3 (Lema de deformagio). Seja E um espago de Banach e I € C'(E) satisfazendo (PS). Se
¢ € R ndo é um valor critico a I, para qualguer € > O, pode se determinar um 0 < & < € e uma

aplicacion : E — E continua tal que:

(1) 1 é wuma DEFORMACAO, isto é, é homotdpica a identidade: existe wma aplicacio H : [0,1] X

E — E continua tal que H(O,u) = u e H(1,u) = n(u) para todo u € E;
(i) 1 fixa os niveis[I <c—€le[l >c+el:n(u) =usell(n)—c|>%;

(1)) nlanga [I < c+elem[I <c—€el:n([I <c+¢e]) c[I <c-&l

Antes de provarmos o lema 3, seria muito ilustrativo entendermos o resultado abaixo:

Proposi¢do 4 (M. Morse). Assuma que E = R" e I € C®(R") satisfazendo (PS). Se a < b sio
tais que ndo hda nenbum valor critico ¢ € [a, b], entdo existe uma deformagio n : R” — R” tal

quen([I < b]) c[I < al

O conteudo da proposi¢io € que a existéncia de um valor critico indica uma cisio

grave na topologia dos niveis [/ < b]e[] < a].

Demonstragdo. Como queremos levar pontos em [/ < b] e “diminui-los” a [ < a], seria

natural fazermos isto percorrendo as linhas de maior descida de 7, que tém sentido de — grad 7.

E justamente assim que procederemos.

Defina 9 : [0,+00) — [0, +c0) por #(£) = 1,s5e 0 < E < 1ed(é) =1/&,se > 1, e
o campo vetorial W : E — E por W(u) = —ﬁ(l gradl(uk)l) gradI(n) (u € E). Entio W ¢
localmente lipschitziana e limitada em toda parte, portanto o fluxo 4 # da equagio diferencial

ordinaria:

() = W(u())
esta definida paratodo -0 <t < e x € E.

Provemos que existe um 7' > O tal que 47# € [I < a] paratodo # € [I < b].
Note primeiramente que, por (PS), existe um 0 < § < 1 tal que |grad /()| > ¢ para todo
u € [a < I < b]; do contrario, haveria uma seqiiéncia (#;) em [a < I < b] tal que
|grad I(#)| — 0. Passando a uma subsequéncia, #;, — o, que cumpre a < I(ug) < b e

grad I (no) = 0, contradizendo as hipoteses da proposicio.
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Duas observagdes cruciais sdo também as seguintes: dado # € E, t +— I(g'(un)) €
decrescente, pois j—tl(gt(%)) = b(lgradI(4")|)| gradI(4")]* < 0; e que H(&)&? > 62 para
&>0.

Feitas estas consideragdes, afirmamos que se pode tomar T = (b — a)/6°. De fato, se

houvesse um # € [I < b]tal que I(g7 u) > a, terfamos que para0 <t < T,

d

—1(4"(n)) < =57

719" (1))
portanto integrando teriamos:

](un) <I(u)-6>T
<b -6

<a

absurdo! Logo, 47 ([I < b]) c [I < a].
Ponha entfio H (s,u) = ¢°T(u) e n(u) = g7 (u) (0 < s < 1, u € E). H é deste modo

uma homotopia entre a identidade e 17, que tem as caracteristicas almejadas. O
A prova do lema 3 consiste em acertar alguns detalhes da prova acima, a saber:

® precisaremos de uma “deformagio local”, ja que queremos fixar os niveis [/ > ¢ + €] e

[{ < ¢ +€]. Isto sera feito alterando o suporte de W;

® Quando E nio ¢ hilbertiano, ndo temos vetor gradiente e, até se tivéssemos, no caso em
que I é apenas de classe C!, nio poderfamos usar um argumento de equagdes ordina-
rias, dado que o fluxo 4°# ndo poderia estar bem definido. O fato é que no é necessario
percorrer a diregio de menor descida, apenas uma “ingreme” o suficiente. Por exemplo,
em um ponto # no qual I’(#) # 0, o teorema de Hahn-Banach garante a existéncia de
um vetor x € E tal que (I"(#),x) > |[I'(w)|*> e |Ix|| < 2|lI’(#)]|. Pela continuidade
de I, as desigualdades anteriores persistem para uma vizinhanga de # e assim determi-
namos localmente uma “dire¢io de descida rapida”. A passagem do local para o global
pode ser efetuada, mesmo quando E tem dimensdo infinita (e portanto nfo localmente
compacto), através de particdes da unidade e do conceito de paracompacidade. E com

isto que nos ocuparemos na proxima subsegio.

4.3.1 Paracompacidade

Seja M um espago topolodgico. Dados recobrimentos {Uy }aea € {Vi}pep de M, di-
remos que {Vjz} refina {U,}, caso, para todo 8, Vi € U, para algum a. Um recobrimento
{V;} sera dito localmente finito, se todo # € M tiver uma vizinhanga que intecepta um nu-

mero finito de Vj’s.
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Assim diremos que M é paracompacto se todo recobrimento {U,} de M tiver um

refinamento localmente finito.

Trivialmente todo espago compacto é paracompacto. Na verdade, vale um resultado

muito mais surpreendente:

Teorema 20 (A. H. Stone). Se M for metrizdavel, sevd também paracompacto.

Demonstragdo. O argumento adotado sera o de Rudin [21]. Seja d uma distancia compativel
com a topologia de M e denote por B(#;7) = {v € M;d(n,v) < r} a bola aberta de raio

r > 0ecentradaem u € M.

Dado um recobrimento {Uy }4e4 de M, usando o lema de Zorn nio ¢ dificil se provar
que existe uma relagdo de ordem total em A, no qual todo subconjunto nio-vazio tem ele-
mento minimo (este ¢ o chamado “teorema da boa ordena¢io”). Com esta ordem em mente,
defina indutivamente para todo inteiro nfo-negativo 7 o conjunto Vo, C M como a reunido
de todas as bolas abertas B(#;27") onde:

(1) @ é o menor elemento de A tal que x € Uy;
(1) u ¢ Vyj,sej <n;

(1) B(u;3-27") c U,.

Facilmente se verifica que {V,,} é um recobrimento de M que refina {U,}. Resta

portanto se verificar que {V,,,} € localmente finito.

Para isto, tome # € M e sejam @ € A o menor indice para o qual # € V,, para algum

nej > 1tal que B(u; 277y c V,,,. Mostraremos que

®sei>n+j, B(#;27"77) n3o intersecta nenhum Viis

® sei <n+j B(#;27"7) intersecta no maximo um Vpg;.

o0 que evidentemente encerrara a demonstragio.

Como i > n, (ii) implica que todas as bolas de raio 27 usadas na construgio de V;
tém centro v fora de V,,, donde d(#,v) > 277, por B(#;27") C V,,. Assim, uma vez que
i>j+1len+j>j+1,temos B(u;27"7) N B(v;27") = @ (do contrario, havendo um w
nesta intersecio, d(#,v) < d(u,w) + d(w,v) < 27777 + 27" < 277, absurdo). Isto mostra o

primeiro item acima.

Para o segundo, assuma 7 < 7 + j. Sendo p € Vg, e g € V,;, com 8 < y, mostremos
que d(p,q) > 27"77*! forgando a no maximo um deles estar em B(#;27777). Tome p’ e ¢’ tais
quep € B(p',27") c B(p';3-27") c Ugeq € B(¢',27") c B(¢q’;3-27") c U,.Por (i), q’ ¢ Up
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e assim d(p’,q’) > 3 - 27, Disto, a desigualdade triangular nos da d(p,q) > 27% > 2777+,

como queriamos.

O

OsservagAo: No caso em que M ¢é separavel, o uso explicito do axioma da escolha
¢ facultativo. Com efeito, o teorema de Lindel6f diz que, descartando alguns U,’s, pode-se
sempre supor que A = N, o qual possui uma boa ordem trivial; ou entio, poderia se usar a

deducio intuitiva de Lima [14].

4.3.2 Campos pseudogradientes

Seja E um espago de Banach e I € C(E). Diremos que um vetor x € E é pseudogra-

diente para I em u se:

]l < 2117 ()|
I’ (w), x) = |II'(w)|? (4.1)

Como observamos no inicio da se¢io, a existéncia de vetores pseudogradientes é asse-

gurada pelo teorema de Hahn-Banach, mas sem unicidade de dire¢do em geral.

Diremos que um campo vetorial X : 2(X) — E, de dominio em Z(X) = {u €
E;I'(u) # 0}, é um campo pseudogradiente a I se X for localmente lipschitiziana® e X (#) for

um vetor pseudogradiente a I para todo # € Z(X).

Em suma, —X sera para nossos propositos uma diregdo suficientemente brusca para

I. Um resultado geral e, que seria inusitado mesmo para o caso euclidiano, é:

Teorema 21 (Palais). Toda aplicagio I € C(E) possui wm campo psendogradiente X.

Demonstragdo. Para todo v € Z(X), escolha um w = w(v) € E tal que |lw] = 1e
I'(v),w) = |[I'(v)]]. Pondo x = x(v) = %ll]’(fv)llw, por continuidade existe uma vizi-

nhan¢a G, 3 v na qual (4.1) se conserva.

{Gu}vez(x) € um recobrimento de Z(X), o qual por ser um espago métrico (pela
topologia induzida de E) e é paracompacto. Seja entdo { Vs } gep um recobrimento localmente

finito de {G,}.

Ja que, para todo B, pg(n) = dist(u, Z(X)\Vp) (# € E) cumpre a condi¢io de
Lipschitz’ e pg = 0 em 2(X)\Vj, estdo bem definidas e sio localmente lipschitizianas as

“parti¢des da unidade”:

ui, isto quer dizer que todo # em uma vizinhanca U, restrita a qua é lipschitiziano. Esta
2 Aqui, isto quer dizer que todo # € Z(X) t hanga U, restrita a qual X ¢é lip

definigio esta de acordo com a dada em 2.4, pois no caso R” X R tem dimensio 7 + 1 < co.

> Rudin [23], capitulo 4, exercicio 20.



4.3. O lema de deformagio 57

Vo) = paw)/( D pp(n)), (€ D(X))

De fato, a somatdria acima é numa vizinhanga de # finita, donde que ¥, € localmente
lipschitziana. Observe também que O < ¢, < 1 e que Y ¥, = 1, onde esta soma também ¢é

(localmente) finita.

Deste modo, escolhendo para cada @ um vetor x, = x(v), caso V, ¢ G, defina
X(n) = Y xa¥a(n) (u € 2(X)). Entio X € localmente lipschitizana e, qualquer que seja
n € 9(X), X(u) é uma combinagio convexa de pseudogradientes em #, logo também pseu-

dogradiente. A prova esta terminada. i

4.3.3 Prova

Demonstremos o lema 3 realizando os passos descritos apds a prova da proposicio 4.

Como anteriormente, existe um 0 < § < 1l eum 0 < & < ¢ tais que ||[I’(»)|| > 6 se
u € E cumpre |I(u) — c| < &. Do contrario, existiria uma sequencia (#;) tal que I () — ¢
e I'(u) — 0. Por (PS), haveria um ponto critico no nivel ¢, contradizendo as hipoteses do

lema 3.

Defina entdo a “fung¢do de Urysohn™:

dist(#, A)
dist(u#, A) + dist(u#, B)

onde A=[I <c-%J]U[l >c+€]eB=[c-e<1I<c+e] Observe que0 < f <1,

fn)=

f=0emAef=1emB.Se X : Z(X) - E é um campo pseudogradiente a [ e ¢ é como

na prova da proposi¢do 4, ponha

W(n) = —f ()3 (1 X ()11) X ()
seu € 2(X) e W(u) =0 em caso contrario.

Uma vez que W ¢é localmente lipschitziana e [W(#)|| < 1, o fluxo 4*(#) da equagio

diferencial ordinaria

u(t) = W(n(t))

estd definido globalmente para (¢, #) € R x E.* Ademais, como para todo #, %I(gtu) <0,0

fluxo preserva conjuntos tipo [/ < a].

* O teorema basico de existéncia e unicidade para equagdes diferenciais ordinarias, bem como as proprieda-

des do fluxo, se transportam com mesmo enunciado e prova para espagos de Banach arbitrarios. Consulte
Dieudonné [9] ou leia a prova do teorema 7.3 de Brezis [3] e tente generalizar.
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Afirmamos que n(#) = g7 (n) (u € E) para T = 2&/6? satisfaz as conclusées do lema.
Com efeito, se houvesse um # € [I < ¢ + &] tal que I(n(#)) > ¢ — &, entdo g*(n) € [c —& <

I <c+e]paratodoO<t<Te
T d
T =160+ [ L1 e
0 t
T
=I(n) - fo F G wy9(IX (g w) )T (g w). X (5" ) )dt

T
Sl(%)—fo FUX (g w) DI (9" )2 dt
<c+e-62T

=CcC—-€&

contradi¢io. (Usamos mais uma vez que H(£)&2 > 62 se ¢ > ). Foraisto, W = Oem A e
portanto n fixa [/ < ¢ —€]e [ > ¢ +€]. Sendo n claramente homotdpica a identidade, ndo

ha mais nada a se fazer.

OBSERVAGAO: existem versdes mais gerais do lema de deformagio, vide Rabinowitz
[19], Struwe [25] e Willem [27]. Estas se ocupam em refinar as hipdteses requiridas e as

conclusdes obtidas. Por exemplo, (PS) s6 entra para estabelecer um § > 0 para o qual
1 ()|l = 6 (4.2)

num nivel [c —& < I < ¢ + &]. Assim, se [I < ¢ + &] ndo for deformavel a [I < ¢ — &], entdo

(4.2) ndo se sustenta e pode-se produzir uma sequéncia (up) tal que I(up) — c e I’(uy) — O.

44 O teorema do passo da montanha

Teorema 22 (Teorema do Passo da Montanha). Sejam E um espaco de Banach e I € C W(E)

satisfazendo (PS). Se I satisfazer as condigdes geométricas:
(i) 1(0) = O;
(ii) hd r e @ > O para os quais I (u) > @ caso ||u|| = 7r;

(ii1) existe e € E tal que |le|| > r e (e) <O.

Entdo I possui um valor critico ¢ > « caracterizado por

c =Inf Max I(n)
vel uey[0,1]

onde I é classe de todas as curvas continuasy : [0, 1] — E satisfazendo y(0) =0ey(1) =e.
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Demonstragdo. Evidentemente ¢ < +00; além disso, se y € T, existe um 0 < ¢ < 1 para o qual

ly (Ol = r e assim Max,ey0.111 = I(y(t)) > p. Portanto ¢ > p.

Suponha por absurdo que ¢ n3o é valor critico de [ e, para € = @/2, sejam & e n como
no lema 3. Se y € T ¢ tal que Max,¢,[01]/ < ¢ + &, defina o =5 oy. Como I(e) < 1(0) =
O<a—-€<c—¢,vemos queOeeestioem [/ < ¢ —¢],donde o (0) = 0e o (1) = e, quer

dizer, o €T.

Por outro lado, como y[0,1] c [ < c+¢],07[0,1] C [/ < c—¢], donde Max,es[017] <

¢ — &, contradizendo o fato de ¢ ser infimo. Portanto, ¢ ¢ um valor critico. m|

OBSERVACOES:

1.) Heuristicamente, as hipdteses geométricas (1)-(iii), que sdo satisfeitas se /(0) = 0,
0 for um ponto de minimo e I for ilimitada inferiormente, dizem que os pontos (0,0) e
(e, 1(e)) no grafico de I estio separados por uma cadeia de montanhas. Entretanto, elas, sem

(PS), nio sdo suficientes para a conclusio do teorema 22 se dim. £ > 1.

Para ver isto, considere I : R — R dada por I(x,y) = x* + (1 - x)>y? com e = (2,2).
Entdo, I(0) = 0, 0 ¢ um ponto de minimo e I(e) = 0, mas um calculo simples mostra
que I n3o tem pontos criticos sendo a origem. A razio disto é que ha uma “cordilheira” de
altura constante igual a 1 separando 0 e e de modo que a busca por passos da montanha se

estende até o infinito, mas sem sucesso. Em termos quantitativos, escrevendo y € (0, +c0)

a(y) = ((1 + 3yLz) - J(+ #)2 - l,y), temos: (%)(a(y)) =0, (%)(a(y)) >0 (Vy > 0),

Ia®) Z25 14, (am) 255 0e aly) 225 (1, +00).

2.) Mesmo que ndo valha (PS), a demonstragdo acima mostra que nio pode haver uma
deformagdo que leve [/ < c+¢&]em [/ < ¢ —¢] paraalgum & > 0. Assim, a luz da observagio

na subsecdo 4.3.3, existe uma sequéncia (#;) em E tal que I (#) — c e I'(u) — 0.

O teorema é um arquétipo classico do método minimax, cujo script segue em geral as
seguintes linhas: primeiro se escolhe uma familia de conjuntos que explore as caracteristicas
de I e que é invariante por uma deformagio 7; a caracterizagdo de um valor ¢ por uma
expressio “min-max”; argumentos topoldgicos estimando ¢ e, por fim, uma aplicagdo do lema

de deformagdo para provar que ¢ € critico.
Apliquemos estas ideias mostrando o seguinte resultado intimamente ligada aos resul-

tados do capitulo anterior:

Proposigio 5. Seja E um espaco de Banach e I € CI(E) satisfazendo (PS). Se I é limitada

inferiormente, ¢ = Infg I é um valor critico.

Demonstragdo. Por hipotese, ¢ € finito e, se S € a familia de conjuntos de E consistindo de

um unico ponto, ¢ € dado por
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¢ = Inf Max1(n)
Ke§ uekK

Se ¢ nio fosse assumido, ndo seria critico e o lema de deformagio, com € = 1, nos
daria uma deformagio 7 : E — E que mapearia S em § e que, por argumentos idénticos aos
da demonstragdo do teorema 22, nos forneceria um # € E tal que I(#) < ¢ — & para algum
€ > 0. Absurdo! O

OsservagAo: Tanto a proposi¢do acima quanto o teorema do passo da montanha po-
deriam ser obtidos através do chamado “principio variacional de Ekeland”; consulte Cazenave
[5], de Figueiredo [7] e Mawhin e Willem [16].

45 Aplicacio: problemas superlineares

Teorema 23 (Ambrosetti-Rabinowitz). Se Q é um aberto limitado suave em R” (n > 3) e
f : QxR — R for continua satisfizer:

(A) f € NP(Q) paraalgumQ < p < (n+2)/(n —2);
(B) f (x,s)/s — O uniformemente em x € Q quando s — 0;

(C) existem constantes 6 > 2 e p > Q tais que para todo |s| > p
0<OF(x,s) <sf(x,s);
entdo a equagdo semilinear

—Au(x) = f(x,u(x)) x €Q
n(x) =0 x € 0Q (4.3)

terd uma solugio fraca ndo-trivial.

A hipoétese (C), chamada de “condicio de Ambrosetti-Rabinowitz”, é satisfeita com
p = 0seafungio s = f(x,5)/(s|s|°?) for nio-decrescente e s6 se anular no 0 para todo
x € Q. A possibilidade de haver algum p permite que seja possivel acrescentar a uma f

satisfazendo (C) um termo de ordem superior quando |s| — .

Um outro método de interpreta-la é ver que ela diz que F cresce superquadraticamente,

pois

%(S_HF(x, s)) >0

paraVx € Q,[s| > p. Integrando, obtém-se

F(x,s) > SQF(x,p), ses>p
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F(x,s) > |s|F (x,—p), ses < —p

de modo que

F(x,s) > als|?+b (4.4)
em toda parte, onde
a= Min F(x,s) (> 0 por (C)),
xeQ,|s|=p
b = Min {F(x,s) - alslg}.
(x,5)€Qx[-p.p]
Portanto, voltando a (C):
1o 64 )
fx,s) > 5(45 +b/s) ses > p;
1 -1
f(x,s)ﬁa(—as +b/s) ses < p.

Por conseguinte, pode-se dizer que o teorema 23 ¢ sobre n3o-linearidades f* que pos-
suem um certo crescimento superlinear. Note que (B) implica que (4.3) tem a solugdo trivial

u=0.

Fungdes que satisfazem (B) e (C) sio, por exemplo, aquelas que “sio poténcias no
infinito”, como combinagdes de (x,s) - V(x)|s|?~1s, onde V € C(Q) é positiva (a0 menos

para os termos de maior expoente).

Demonstragdo. Provemos que () = %fg |Vul?dx — fQF(x, n)dx (u € HOI(Q)) satisfaz as

condi¢Bes do teorema 22.

Passo um: 1(0) = 0 e tem um minimo no 0.

A primeira parte é 6bvia; para a segunda, note que para qualquer £ > 0 existe um
5 > 0 tal que
F(x,s) < ;|S|2 (4.5)

se |s| < 6. Por outro lado, como f € N?(Q), existem uma a1 € L? e a, > 0 para o qual

|F(x,s)|§j(; If (x,7)ldT

a2 +1
< latlly,” + s|?
la1ll, n 1| |
p+1)’
dlp ay + 1

p+1
AT o

< (const.),|s|P*! (4.7)
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para todo |s| > & (usamos em (4.6) a desigualdade de Young). Entio juntando (4.5) e (4.7),
vale que
|F(x,s)] < §|5|2 + (const.)1|5|p+1

para qualquer x € Q e s € R. Assim, as desigualdades de Poincaré e Sobolev afirmam que para
todo # € H}(Q)

f F(x,u)dx
Q

< ffuzdx+(const.)1f || dx
2 Ja Q

< (COHSt.)2(8 + |I4|p_l)|%|2 .
HO

onde as constantes dependem somente em p e em Q. Deste modo

‘ | fQ F(x, u)dx|
lim

=0
u—0 |%|§_11
0

e em virtude disto,

1
I(n) = §|%|2 + termos de ordem |#|?

donde se verifica que 0 ¢ um minimo local a 7.

Passo pois: I é ilimitado inferiormente.

: M 1
(4.4) diz que para uma fungio nio-nula v € H,(Q)
2

I(tv) < %f |Vu|>dx — |t|94f lu|?dx — b(medida de Q)
Q Q

— —
quando t — +co.

Passo TrEs: [ satisfaz (PS).
Provemos que toda sequéncia de Palais-Smale ¢ limitada, o que nos dara (PS) pela
proposi¢do 3. Se (#;,) sequéncia tal que |I(#;)| < C paraalgum C > Qe |[I'(u)|| = &, — 0,

vemos que
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Ep 1,
C+ gl = 10n) = (1) )

Il
—

1
g |* + g L (f(x, up)up — HF(x,%/e))dx

1
|%k|2+5f (f(x,uk)%k—HF(x,uk))dx
lug (x)|zp

vV
—_—
NI~ N~ NI~
[ | |
D= D= D=

lup|? + 1 Inf {f(x, s)s — F(x, s)}(medida de Q)

0 xeQs|<p

\Y
—_—

quer dizer, vale uma desigualdade da forma

(constante positiva)|#,|* < (constante independente de k) (1 + |u|)

e assim (#;) se mantém limitada.

Passo Quatro: Como [ satisfaz as hipdteses do teorema 22, ha um ponto critico # tal

que I(u) > 0 =1(0) e, que assim, ndo pode ser o estado identicamente nulo. m|

OBSERVACOES:

1.) Tomando a parte positiva f*(x,s) = Max{f (x,s),0} e procedendo como acima
e como no exemplo da se¢do 3.5, pode-se garantir a existéncia de solugdes > 0 se f for

localmente holderiana (com a desigualdade valendo estritamente em €, se este for conexo).

A tnica modificagio talvez seria no passo 2, no qual teriamos que usar uma v positiva;

2.) Nio ¢ necessario que 0 seja um minimo local para a aplicagdo do teorema 22. Uma
examinagdo minuciosa verifica que as hipoteses dele valeriam mesmo se somassemos a / uma

fungdo continua 4 de norma |A|;2 suficientemente pequena.

Sob hipdteses mais fortes sobre f, podemos garantir a existéncia de um estado funda-

mental, conceito introduzido em 3.7.

Corolario 1. Se que [ satisfizer (A), (C) e
(B) sf(x,s) < As? + C|s|P*, para algum C > 0, um A < A1 (ver secdo 2.4) e para todo
(x,5) € QX R;

(4.3) possuird um estado fundamental.

Demonstragio. Como (B’) implica (B), o teorema acima e sua prova mostram que /(%) =
%fQ |Vu)?dx — fQF(x,u)dx (u € Hol(Q)) ¢ de classe C!, satisfaz (PS) e que o conjunto
§ c HJ(Q) das solugdes # 0 de (4.3) é ndo-vazio. Para v € §, vale que:
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f@f(x,v)dx:flelzdx
Q Q

=21(v) +fF(x,v)dx
Q

Por (C) e pelos argumentos do teorema 23, s/ (x,s) > 6F (x,s) — (const.) em toda
parte, implicando:

Hf F(x,v)dx < 2I(v) — (const.) (4.8)
Q

Agora, (4.4) diz que # — [, F(x,u)dx ¢ limitada inferiormente, o que aplicado a

(4.8) indica que m = Infg I > —co.

Seja (#;,) uma sequéncia em S tal que I(#;) — m. Ja que I’(u) = 0, (PS) forca a,
passando a uma subsequencia se necessario, que (#) convirja a um certo #.> Resta somente

conferir que # # 0.

De

0 = (I'(ug), )
:IIVuklzdx—fukf(x,uk)dx
Q Q

ZfIVu/elzdx—/lfuidx—C(f|%k|p+1dx)
Q Q Q

as desigualdades de Sobolev e de Poincaré (na sua versio da se¢io 2.4) asserem que

A 2 p+1
_ < .
(1 ﬂl)luk|Hol(Q) < (const )Iuleg(Q)
de modo que |#;| > (constante positiva) para b = 1,2,3. ... Passando ao limite, |#| > O e a

conclusio se segue. O

4.6 O teorema do ponto de sela

O proximo e ultimo teorema abstrato deste trabalho foi formulado por Rabinowitz a

fim de dar uma prova variacional do teorema 26, que veremos em breve. Ele diz que:

Teorema 24 (Teorema do Ponto de Sela). Seja E = M & X um espaco de Banach, onde M #+ {0}
é de dimensio finita. Suponba que I € C'(E) satisfaca (PS) e que:

(1) exista wma constante @ € (—co,+o0) eum r > O tais que I (v) < « para todov € M

que cumpra ||v|| = r;

5> Se f fosse impar, poderiamos trocar #;, por |#,| e supor que # > 0 em quase todo ponto.
par, p kP k por q q p
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(11) exista wuma constante B > a tal que I > B em X.

Entdo I tem um valor critico ¢ > B caracterizado por

¢ = Inf Max I(n) (4.9)
hel ueh(K)

onde T é a classe das aplicacbes continuas h definidas em K = {v € M;||v|l < r} e tais que

h(v) =vsellv| =r.

Aqui estamos obtendo um valor “minimax” sobre todas “superficies parametrizadas

em K” que possuem o0 mesmo bordo.

O seguinte lema nos serd fundamental:

Lema 4. Nas notagées do teorema, se f : K — M é continua e f (v) = v caso ||v|| = r, entdo

f (@) =0 paraalgum v’ € K.

Demonstragido. Ponha ¢ : K — K por ¢y = v — f(v), se [[lv — f(v)|| < 7, e pory(v) =
m (7) - f(v)), caso ||lv = f(v)|| > r. Logo ¢ é uma fungio continua definida e a valores
em um compacto convexo de um espago de dimensio finita, de modo que o teorema do ponto
fixo de Brouwer (veja, e.g., Kavian [12], Lima [13] e Nirenberg [17]) garante a existéncia de

um v’ € K parao qual y(v') =2'.

Deve-se obrigatoriamente que ||’ — f (v)|| < 7, pois, do contrario, ||[2’|| = |y (v))|| =
7, 0 que implicaria que f(v’) = v/, contradi¢io. Por conseguinte, v’ — f (v’) = ¥/, provando

o lema. 0

Demonstragio do teorema 24. Denotando por P € Z(E) a projecio de E em M, o lema
garante que, qualquer que seja 2 € T, f = Ph se anula em algum ponto v’, donde A(v") € X.
Consequentemente,

Max (I o h) > I(h(2")) = B

e assim —oco < 3 < ¢ < +00.

Verifiquemos que ¢ é um valor critico. Supondo por absurdo que nio, escrevendo
€= —a>0,o0lema 3 fornece uma deformagio n que fixa o nivel [/ < ¢ —€] D [ < «]
(e portanto deixa I invariante) e que leva [/ < ¢ +e]em [] < ¢ — €], paraalgum 0 < & < &.
Assim, se g € I for tal que Max ([ 0 g) < c+&, g =nog el eMax(loyg) < ¢ —¢,

contrariando a (4.9). o

OBSERVAGAO: Pode-se mostrar (vide Rabinowitz [19]) as conclusdes do teorema do
ponto de sela seriam validas mesmo se K fosse uma vizinhanga limitada da origem (em M),
mas nio obrigatoriamente “uma bola”. Esta prova mais geral depende do celebrado grau to-

poldgico de Brouwer; referimos a Kavian [12], Nirenberg [17] e Schwartz [24].
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4.7 Aplicacio: problemas assintoticamente lineares

O teorema 24 ¢ de grande utilidade em problemas assintoticamente lineares, i.e., quando
a ndo-linearidade f possui limites f (x,s)/s quando s tende a —o0 e a +co. A fim de ilustrar

isto, consideremos a equagio:

—Au(x) = Au(x) + p(x, u(x)) x €Q
n(x)=0 x € 0Q (4.10)

onde A € (—oo, +00) édado e p : QXR — R é “perturbagio” continua e limitada (pertencendo

assim a classe N°(Q)).

A questio de existéncia a (4.10) depende sensivelmente do valor de 1. Com efeito,
mesmo para o caso linear em que p = p(x), vale a alternativa de Fredholm: se A ndo for
autovalor de (—A) (com condi¢do de fronteira de Dirichlet nula) solugio existe e ¢ Unica; se
A for autovalor, s6 havera solugio se p for ortogonal a toda autofungio de A. Por esta razio,

faz sentido fazer a divisio:

4.7.1 Caso um: A ndo é autovalor
Teorema 25. Sob as condicdes acima e se A ndo for autovalor, (4.10) terd uma solugio fraca.

Demonstra¢do. De novo, provaremos que o funcional 7 : Hol (Q) — R de classe C!

I(u):%fQIVMIde—%Luzdx—LP(x,u(x))dx (4.11)

possui um valor critico. Como para A < 1; (outra vez, usaremos a notagio de 2.4), o resultado
¢ obtido por um argumento de minimizagio global (vide se¢do 3.5), assuma que 1 < A <

Ap4q para algum inteiro positivo k.

Definindo M como o subespago gerado por ey, ... e, e X = M+ (= fecho do subes-

pago das combinagdes lineares de g1, x4, - - .), basta provarmos as seguintes afirmagdes

(a) lim I(un) = —oo;
e

(b) | }im I(n) = +o0;
u|—+00

neX
(c) I satisfaz (PS);
que mostrara que valem as condi¢des do teorema do ponto de sela. Com efeito, pelos argu-
mentos de semicontinuidade inferior da se¢do 3.2°, I é limitada inferiormente em X, restando

sO tomar r > 0 suficientemente grande.

¢ Note que X ¢ fechado em (H01 (Q), Hol (Q)*).
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. . . . o 1
A seguinte estimativa sera conveniente: se £ > 0 tdo pequeno para que 4 < A—&3t <

A .
A+ sj—f < Apy1, existe um s > 0 tal que

lp(x,5)| < &ls|
parax € Qe [s| > sg e, portanto,
&
|P(x,s)| < §|s|2+C

em toda parte, onde tomamos C = Max |P(x,s)|.

xeﬁ,—SOSSSSo
ProvA DE (a): Se # € M, podemos escrevé-lo como # € Zle(u, e;)e; (aqui (, ) sera o

produto escalar em L2(2)), de modo que

k k
1 2 NEEL 2L &2 :
I(M)Sigﬂﬂ(%,ezﬂ _5;|(M,€l)| +§|M|2+C-(medldade§2)

1 A & 2 .
< 5(1 " + /1_1)|M|H01(9) + C - (medida de Q)

— —00
quando |#| — +oo.

Prova DE (b): Agora a soma hilbertiana se reverte: se # € X, entdo u € Y (s e)e;

donde
1 — 1 - € .
1) 2 5 Z A2\ (u, €))% - > Z |(n, )| - §|u|§ + C - (medida de Q)
1=k+1 i1=k+1
1 /l E 2 .
> 5(1 T /1_1)|”|H01(Q) + C - (medida de Q)
— +00

assim que |#| — +oo.

Prova DE (c): Mostremos que toda (#,,) sequéncia de Palais-Smale é limitada. Se #,, =

U

+u},,onde n,, € M eu, € X,aortogonalidade entre M e X em L*(Q) e em HO1 (Q) dio:

|<I’(um), u,in>| = f (Vum -Vu,, — Aupn,, — p(x, um)%;;;)dx
Q

(4.12)

f (IVa, 1 = Al 2 = pCe, )i ) dx
Q

Como para m suficientemente grande ||/ (#,,)|| < 1e

< Ipllo (medida de Q)2 1

' fp(x, U, dx
Q

< (const.)|x, |H01(Q)’
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(4.12) permite as desigualdades

\%

—f|V14,_n|2dx+/lfIu,_nlzdx+fp(x,um)u,_ndx
Q Q Q

A
(— — 1)|%;7|2 — (const.)|u,, |
A

|4, ]

\%

Iu;llzfIVM;;ZIde—/lfIu:nlzdx—fp(x,um)u;ldx
) ) o)

A
> (1 - )|u,;|2 — (const.)|u] |
Aps1

obrigando a (#;,) e (1), e logo (#,,), a permanecerem limitadas. |

OBSERVAGAO: este teorema poderia ser deduzido por intermédio da teoria de Leray-

Schauder; consulte Kavian [12].

4.7.2 Caso dois: A é autovalor
Aqui se faz necessario supor alguma condigdo sobre p. Se Ay < Apyy = ... = Apyy, =
A < Apym+1, denotemos por
® E~ o subespago gerado porey,...,ex;
* E% o subespaco gerado por ey 1, . . ., ehm;

® E7* o fecho do subespago gerado por g 15 €pyma2s Chomass - - -

Teorema 26 (Ahmad-Lazer-Paul). Nas notagies e hipdteses acima, suponha que valha a condicio
de Abmad-Lazer-Paul:

lim | P(x,u(x))dx = +o0 (4.13)
it

Entdo (4.10) possuirda uma solugio fraca.

Antes a prova, que nio difere muito da anterior, convém dar alguns exemplos de
(4.13).

ExempLO 7. se P(x,s) — 400 uniformemente quando |s| — +oco, valera (4.13).

Com efeito, todo # na bola unitaria de E° é combinacio finita de funcSes em C®(Q)

e é # 0. Assim, usando que E° tem dimensio finita e portanto tem sua topologia induzida
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por qualquer norma, existe uma vizinhan¢a de U € # na qual toda fun¢io v € U satisfaz

|v| > & para algum § > 0 em um aberto nio-vazio w C Q.

Ademais para todo M > 0 existe um so > O tal que

xeQ
seR

P(x,s) > (M +Inf P(x,s) - (medida de Q))/(medida de w)

paratodo x € Qels| > so. Por conseguinte, para t > to(U) = so/d e v € U:

fP(x,w(x))dx:fP(x,tv(x))dx+f P(x,tv(x))dx
Q w

Q\w
> M

Como a bola em E° é compacta, a escolha do g acima pode ser feita de maneira a

independer de U e, por isso, [, P(x,v(x))dx — +oo uniformemente.

ExempLo 8. Suponha que p é da forma p(x,s) = g(s) — h(x) e que existam os limites
g(—00) = Slirpw g(s)
g(+00) = lirp g(s)

Neste caso, P(x,s) = fos g(t)dt — sh(x), a regra de 'Hospital e o teorema da con-

vergéncia dominada nos dio que para qualquer ¢ # O:

lim 1 P(x,tp)dx = g(+c0) lpldx — g(—o0) lpldx — f hedx
tooo b Jo [¢>0] [¢<0] Q
lim 1 P(x,tp)dx = g(—0) lpldx — g (+00) lpldx — f hodx
to- L Jo [¢>0] [¢<0] Q

Portanto, repetindo os argumentos de compacidade do exemplo anterior, (4.13) é

automaticamente satisfeita quando se verificar as chamadas condicées de Landesman-Lazer:

g(—0) lldx — g(+00) lpldx < fghgodx <

[¢>0] [¢<0]

g(+) lpldx — g(—o0) lpldx (4.14)
[¢>0] [¢<0]

para qualquer ¢ # 0 em E°.



70 Capitulo 4. Procedimentos minimax elementares

Para criar alguma intuigdo sobre (4.14), notemos que ela é condi¢io necessaria para
existéncia de solugdes se supormos também que g(—) < g(s) < g(c0), ¥s € (—c0,0). De

fato, se # for uma solugio fraca de (4.10) e ¢ € E°\ {0}:

O:fVu-Vgodx—/lfu(pdx:f(g(u)go—h(p)dx
Q Q Q

destarte

f hedx < 7(+<>0)f lpldx — g(—0) lpldx
Q [¢>0] [¢<0]

th(pdx > g(—c0) [ lpldx — g(+c0) lpldx

¥>0] [¢<0]

0 que nada mais é que (4.14).

Demonstracdo do teorema 26. Averiguemos que I dado por (4.11) tem um ponto critico atra-

vés do teorema 24 com M = E~ @ E% e X = E*. Como anteriormente, verificaremos que

(a) lim I(#) = —oo;
et
(b) lim I(u) = +oo;

neX
(c) I cumpre (PS).

Prova DE (a): Decomponha # € Hol (Q)poru~ +u’+u*,onden € E-,u’ € E%e

u* € E*. Quando # € M, u* = 0 e podemos estimar:

I(u)z%fQIVulzdx—%‘fguzdx—‘fQP(x,u)dx
k

=%Z}(ﬂi—ﬂ)w,emz—fQ(P(x,u)_p(x,uo))dx_fgp(x,%o)dx

Como 3£, Ail(m, e = w712 e IP(x, u(x)) = P(x, u®(0)] = | [0 plx, )] <

lIplloolze™(x)|, pode-se escrever pela desigualdade de Schwarz e Poincaré que:

I(n) < 1(1 - /l/e+l)|%—|2 + (const.)|# | — f P(x,uo)dx
2 /l/e Q

— —00

a0 passo que |#| — oo.

Prova DE (b): Procedendo como acima, temos a desigualdade para # € X:
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1 A
I(n) > —(1 - A)Inlz — (const.) |u|
2 /lk+m+1

— +00
quando |#]| — co.

Prova DE (c): Seja (#,,) uma sequéncia de Palais-Smale e seja C > 0 tal que |7 (#,,)| <
C paratodo m = 1,2,3,.... Mostremos que ela é limitada. Repetindo a técnica do teorema

25, (u,,) e (u,) sdo limitados. Por outro lado,

C 2|1 (um)|

=

f {1V, P+ Vi, 1 = A((n5)% + (7,)%)
Q

— (P (x,u,) — P(x, u?n))} - P(x,ugl)dx

Uma vez que o termo entre chaves é limitado, a fortior: ( fQ P(x, uo)dx) também o é.
A vista disto, a condigio de Ahmad-Lazer-Paul impde a que (#2,) nio se afaste arbitrariamente

da origem, comprovando (PS). i

Alas... how terrible is wisdom when it brings no profit to the wise, Johnnys
(Louis Cyphre, Angel Heart (1987))
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