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Resumo

Este trabalho de conclusdo de curso tem por objetivo a resolucdo numérica da Equacdo de
Black-Scholes em uma e duas dimensGes. Empregamos o método de Fuler Implicito para discretizar
a variavel temporal e diferencas centradas para a variavel(is) espacial(is) da equacdo do calor, ob-
tida através de mudancas de variaveis da Equacdo de Black-Scholes. O método de Euler Implicito
produz um sistema linear para cada instante de tempo, que € resolvido através de um método direto
para a equacao do calor em uma dimensao e de métodos indiretos tanto para uma quanto para duas
dimensoes. Empregamos métodos simples de paralelismo para resolver os sistemas lineares nas duas

dimensoes.

Palavras-chave: métodos numéricos, equacao de Black-Sholes, computacao paralela.
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Abstract

This course conclusion work aims to numerically solve the Black-Scholes equation in one and
two dimensions. We employ the Backward Fuler method to discretize the temporal variable and
centered differences for the space variable(s) for Heat Equation, obtained through change variables
of the Black-Scholes equation. The Implicit Euler method produces a linear system for each time
instant, that is solved by a direct method to the Heat Equation in one dimension and indirect
methods for both one and two two dimensions. We employ simple parallelism methods to solve the

linear systems in two dimensions.

Keywords: numerical methods, Black-Scholes equation, paralell computing.
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Capitulo 1

Introducao

Opcoes sdo um tipo de derivativo, um instrumento financeiro que, como o nome diz, deriva seu
valor de um ativo adjacente que pode ser uma agdo, moeda, taxa de juros, commodity etc. Uma
opcao estabelece um contrato que da ao comprador o direito de comprar ou vender o ativo adjacente
a um preco previamente definido numa data especificada ou até essa data. Sdo muito usadas no
mercado financeiro como instrumento de hedge - um seguro contra movimentos indesejaveis de
precos.

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes publicaram o artigo “The Pricing of Options and
Corporate Liabilities” no periddico Journal of Political Economy que definia um modelo matematico
de precificacdo de opcoes.

Este modelo foi adotado rapidamente, e se tornou eventualmente o mais famoso, e mais utilizado
em financas. Sua relevancia como modelo de precificacdo de derivativos ficou consagrada apoés
Miryon Scholes, Robert Merton e Fischel Black receberem o prémio Nobel de Economia em 1997.
A partir dai, o mercado de opc¢oes cresceu rapidamente e a aplicacdo de matemaética sofisticada
na area financeira passou a se tornar intensa, levando ao desenvolvimento de novos campos em
matematica e engenharia financeira.

A equacgdo de Black-Scholes pode ser transformada em uma equagao diferencial parcial parabo-
lica cuja solucao anélitica é conhecida porém seu célculo envolve o calculo de integrais improéprias
e, por isso, métodos numéricos de resolucao da equacao parabdlica podem ser mais eficientes. Por
outro lado, a equacio de Black-Scholes com solucao analitica se refere a uma classe de opcoes bas-
tante especifica, e variacdes da equacido para abarcar outros tipos de opcoes e arranjos desembocam
em modelos que nao tém solucao analitica ou sdo de dificil obtencao.

Métodos numéricos também sao uma boa maneira de resolver a equacao de Black-Scholes quando
esta se refere a um portfélio que contém duas ou mais opcoes. Nesse caso a equacao parabolica
derivada contém duas ou mais variavéis espaciais e solugbes exatas se tornam progressivamente
dificies.

Complementar ao uso de métodos numéricos, a modelagem de problemas financeiros através de
equagobes diferenciais parciais tem sido favorecida pela cada vez mais ampla aplicagao de algoritmos
que sao executados paralelamente em processadores multi-core e/ou clusters de processadores. Para
isso, sdo usadas tecnologias que estdo disponiveis gratuitamente como aplicativos FOSS (software
livre e de codigo aberto, na sigla em inglés).

Em particular, a tecnologia OpenMP - voltada para solugoes de paralelizagdo em ambiente de
memoria compartilhada - nascida de um consércio entre grandes empresas de tecnologia da infor-
macao - torna relativamente simples a paralelizagdo de algoritmos oriundos de métodos numeéricos.

1.1 Objetivos

Este trabalho de conclusao de curso tem por objetivo analisar a adequagdo de métodos numéricos
na resolugdo da equacgdo de Black-Scholes em uma e duas dimensoes, bem como a possibilidade de
implementacoes desses métodos em ambiente de paralelizacao com meméria compartilhada.



2 INTRODUCAO 1.2

1.2 Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 apresentamos o modelo mateméatico que serve de motivacdo para a resolugdo
numérica de uma equagao parabdlica. Segue-se a descri¢cao e andalise do método numérico escolhido
para resolucao dessa equacao. O capitulo 4 apresenta os métodos empregados para resolucao de
sistemas lineares.

O Capitulo 5 apresenta a Inteface de Programacao de Aplicativos (API, na sigla em inglés)
OpenMP, uma API voltada para programacao de aplicacdes que rodam em paralelo.

Finalmente, no capitulo 6 mostramos os resultados obtidos para a equacao do calor em uma e
duas dimensoes.

No ultimo capitulo apresentamos as conclusoes.



Capitulo 2

Modelo matematico

No estudo de equagoes a derivadas parciais ¢ muito comum a modelagem de problemas oriundos
da Fisica. A propria classificacdo destas equagoes definem problemas tipicos das ciéncias fisicas.

e Equacao eliptica: Equagio de Poisson, aplicada ao estudo do fendémeno da distribui¢do do
calor em uma barra, superficie ou volume;

e Equagdo parabdlica: Equacao de Fourier, que descreve a propagacao do calor em solidos, ao
longo do tempo;

e Equagao hiperbolica: Equacdo da onda, descrevendo a propagacao de diversos tipos de ondas
em diversos meios materiais ou nao, estudada em actstica, eletromagnetismo, e dindmica dos

fluidos.

Apesar de serem introduzidas geralmente envolvendo problemas das ciéncias fisicas, as equagoes
a derivadas parciais também sdo usadas para modelar problemas de outras naturezas. Na teoria de
probabilidade aplicada em financgas, o modelo de Black e Scholes [eMS73], é uma equagao diferencial
que envolve a determinacao tedrica do preco de opcoes européias. Este modelo é usado extensamente
por fundos de investimentos, bancos e outras instituicbes financeiras, a fim de determinar precos
de acdes no sentido de “eliminar o risco” de perda. Scholes recebeu o prémio Nobel de Economia
em 1997 junto com Robert C. Merton, que expandiu o entendimento do modelo matemético de
precificacao de opcoes.

E usada para determinar preco de opcdes de compra (call), e opcdes de venda (put). No caso de
uma op¢ao de compra, o emissor da opcao vende o direito de comprar a acao adjacente pelo preco
contratado caso o comprador da opcao deseje comprar a acdo. No caso de uma opc¢ao de venda, o
emissor da opc¢ao vende o direito de vender a agdao. Portanto ele é obrigado a comprar a agdo caso
o comprador da opcao deseje vendé-la. !

O preco de uma opc¢ao é uma fungdo de 5 varidveis: preco da acao adjacente, preco de exercicio
da opcao (strike price), tempo até a expiracao do exercicio da opgao, volatilidade da acdo adjacente,
e a taxa de juros livre de risco.

Opcoes sdo classificadas em familias com respeito a data de sua expiracdo. A grande maioria
classificam-se ou como opgoes européias ou como opcoes americanas. Se a opgao é européia, ela
pode ser exercida somente na data de expiracdo. Se a opcao é americana, ela pode ser exercida em
qualquer momento antes da data de expiracdo. 2

Uma solugdo V(95,t) para a equacao de Black-Scholes mostra o preco da opgao que deve ser
exercido a fim de estabelecer um hedge, 3 ou seja, o valor em que se deve comprar ou vender a acao
adjacente, para evitar perdas substanciais.

"http:/ /pt.wikipedia.org/wiki/Mercado de opgdes. Pagina visitada em abril de 2014

http://en.wikipedia.org/wiki/European _call. Pigina visitada em abril de 2014

http://pt.wikipedia.org/wiki/Cobertura_ (finangas). Pagina visitada em maio de 2014. Hedge - cobertura em
inglés - é uma palavra inglesa usada em finangas para designar “um instrumento que visa proteger operacoes financeiras
contra o risco de grandes variagoes de preco de determinado ativo”



4 MODELO MATEMATICO 2.0

O modelo descreve uma equagao diferencial que pode ser reduzida & uma equagdo de difusao,
cuja solucao numérica pode ser obtida através da discretizacao pelo Método de diferencas finitas.
Nesse trabalho iremos usar um meétodo implicito para obter aproximagoes para equacao de Black-
Scholes.

A equagao de Black-Scholes, definida em [eMS73] é

OV 5o 07 ov
_ = < <t<
ot 555 +r855 1V =0,0<S50<t<T,
V(S,T) = max{S — K,0}, 0<S, (2.1)

V(0,6)=0, 0<t<T,
V(S,t) = S, S — oo

onde
S - prego da acao,
V(S,t) - preco da opgao em funcao do tempo e do preco da agdo,
r - taxa de juros livre de risco anualizada,
o - “volatilidade dos retornos da acao”

No caso de uma opcao de compra européia, as condicoes inicial e de contorno sido, respectiva-
mente,

V(S,T) = max{S — K,0}, 0<S5,
V(0,t)=0, 0<t<T, (2.2)
V(S,t) > S, S — oc.

A condigao final V(S,T) indica que o preco da opgao valera a diferenca entre o preco do ativo
adjacente, e o preco de exercicio K, caso essa difenca seja positiva.

A equacao de Black-Scholes é uma equacdo a derivadas parciais na varidvel dependente V', e
nas variaveis independentes ¢ e S. E uma equacao diferencial parcial de segunda ordem com coefi-
cientes varidveis. Esta equacg@o pode ser transformada em uma equacao de difusdo, numa primeira,
aproximacao, através das seguintes mudancas de varidveis.

S =e",
2T
pel (2.3)

2
V(S,t) = v, 7) = v(Wn(S), T (T — 1)).
Calculando as derivadas parciais %—‘Z, g—‘g, %, expressas em funcgado das derivadas de v em relacao

2
a x e T, e substituindo as expressdes obtidas na equacao de Black-Scholes obtemos *

t=T—

v 82U+(2r )81) 2r < 0<t< 2
—=— 4 (= -1)— - =v,—-00 <z <0
or  Ox? o? or o2’ - T T

v(x,0) = V(eX, T) = f(e*), —0o <z < 00

PN (2.4)

A fim de eliminar as parcelas da derivada parcial de v em relagdo a z e da fungdo v no segundo
termo da equagao 2.4, fazemos k = %, t=7,v(x,t) = e*®Py(z,t) = ¢u. As derivadas parciais de
de v em relagdo a x e t serdo dadas por

‘Para demonstragdo, ver http://www.math.tamu.edu/ stecher/425/Sp12/blackScholesHeatEquation.pdf, e
http://en.wikipedia.org/wiki/Black-Scholes _model



2.1 BLACK-SCHOLES 2D 5

ov ou
En Bou + ¢a
ov ou
0% ou d%u
5z = o pu + 2a¢o— + 55
Fazendo ainda

—1 o2 —9or

()427(5—1): 202
) 9 (2.6)

6:_—1(/@'4—1)2:—0 —2r

4 202

obtemos a equacdo de difusdo na varidavel dependente u e nas varidveis independentes x e t,
dada por

8u_82u e 0<t<02T
ot 0x2’ O=T =00V - 2

u(z,0) = e *u(z,0) = e *f(e¥), —o00 < x < 00

2.7)

Se temos uma op¢ao de compra européia, com preco de exercicio E, entao f(x) = max(x—FE,0).
A solugao da equacao de difusao com condicao inicial dada em 2.7 possui uma forma fechada, dada
por

1 o _@=9?
u(z,t) = / u(§,0)e” 4 dE. (2.8)
Viant J o

Porém essa formula é valida apenas para precificacio de opcoes de compra européias °. Em geral,
é dificil obter uma solugdo analitica para equagdo de Black-Scholes aplicada a opgoes genéricas, por
exemplo, no caso de opcoes americanas e asidticas, bem como outros tipos de opcoes exodticas,
cujos padrdes de retornos apresentam configuracoes mais complexas. . Nese caso as equacdes de
Black-Scholes nao possuem solucoes analiticas e, portanto, precisam ser resolvidas numericamente.

Outro ponto a favor da obtencdo de solugbes numéricas é o fato de que a determinacao da
solucao analitica envolve o calculo de duas integrais impréprias para cada valor de S e t, o que é
feito através da implementacao de métodos numeéricos custosos.

Feita a transformacao da Equacao de Black-Scholes em equagdo do calor, podemos implementar
um método de resolucao numérica.

No caso da equagao de Black-Scholes em duas dimensdes torna-se mais dificil encontrar uma
solucao analitica, e métodos numéricos devem ser empregados para se encontrar aproximagoes.

2.1 Black-Scholes 2D

O problema unidimensional da equacao de Black-Scholes se tranforma em um problema multi-
dimensional quando uma opcao esta atrelada a mais de um ativo adjacente.
No caso em que a opgao esta ligada a dois ativos a Equacao de Black-Scholes é dada por

oV
E ‘l‘O’%S

) OV
19257

9%V oV oV oV
2 —_— —_— pr—
+ po102S51.59 5.5 + rSq a5, + rSs 5, rV =0, 2.9)

0<51,0<85,0<8t<T,

t0Sis
2

Sen.wikipedia.org /wiki/Black?Scholes _equation
®http://en.wikipedia.org/wiki/Exotic_ option



6 MODELO MATEMATICO 2.1

S1 e Sy representam os dois ativos adjacentes; o1 e o2 sdo as volatilidades dois dois ativos; p
é a correlacao entre os dois ativos.

A equacdo 2.9 também tem uma solugao analitica para opcoes de compra européias. Ver, por
exemplo, [eYK13]. Porém, como no caso unidimensional, para op¢oes com data de expiracao variavel,
opcoes exdticas etc, ndo é possivel ou é muito custoso encontrar uma solucao analitica e, portanto,
métodos numéricos devem empregados.

Para facilitar o uso de métodos numéricos podemos simplificar a equacao 2.9 de maneira a obter
uma equacao de difusdao simples, em duas dimensoes no espaco. Para os detalhes da transformacao
desta equagao na forma padrdo, ver [eCS98|.
gu _ a2(@ - @) (2.10)

ot ox? 0y

Dessa forma, recaimos novamente na Equagdo do Calor, porém agora em duas dimensoes.

Neste trabalho também empregamos o Método de Euler implicito no tempo e diferencas cen-
tradas no espaco para resolver a Equacdo do calor 2D, e estudaremos dois métodos iterativos para
resolver o sistema linear que surge da discretizacao por diferencas finitas desta equagido, o Método
de Jacobi e 0 Método de Gauss-Seidel. Apesar de o segundo ser mais eficiente computacionalmente,
o Método de Jacobi, como veremos é altamente paralelizavel em cada iteragdao e por isso podemos
empregar técnicas simples de programacao em paralelo para aumentar sua eficiéncia.



Capitulo 3

Método numeérico

A equagao do calor é uma equagao diferencial parcial (EDP) parabolica nas varidveis espago, x, e
tempo, t - de segunda ordem, linear, e de coeficientes constantes. Esta equagdo modela a distribuigao
do calor em uma barra - ou numa placa, no caso bidimensional - ao longo de um intervalo de tempo.

Uma. das formas de se obter uma solucdo numérica para a equacao do calor é através da discre-
tizagdo da equacgdo 2.7. A discretizagdo no espaco € obtida tomando-se n + 1 pontos zg, 1, ..., Tn
divididos em n intervalos de comprimento h = #»—*0._ Os pontos da barra construidos dessa forma
sao definidos como z; = x9 +th,i=0,1,2,...,n.

De forma idéntica discretizamos o tempo, obtendo m pontos tg, t1, to, ..., t,, dividos em intervalos
de tamanho fixo igual a At = %, e pontos t; =tg + jAL, 7 =0,1,2,...,m.

Queremos aproximar a solu¢ao da equacdo do calor, u(t;, z;) = w;;, nos pontos (t;, z;) da malha.

Podemos usar métodos explicitos ou implicitos para obter a aproximacao da solucao exata.
Ambos possuem vantagens e desvantagens. Uma das boas vantagens de se trabalhar com métodos
implicitos é que ele é incondicionalmente estavel - ndao ha limite para o tamanho do passo. Uma
desvantagem é que em geral esses métodos sdo mais lentos pois é necessério resolver um sistema
linear.

Por ser incondicionalmente estavel, e portanto, nao haver restrigdo sobre o tamanho do passo
na variavel tempo, vamos adotar o método de Fuler implicito para encontrar a aproximacao para
a equacdo do calor. Os métodos implicitos, em geral, produzem sistemas lineares que podem ser
resolvidos por métodos diretos ou indiretos.

Com os intervalos de discretizagdo At, no tempo, e h, no espago, definidos anteriormente, a
discretizagao da equagao de difusdo 2.6 no ponto (¢;, z;), pelo método de Euller Implicito fornece

k+1 k
u: —ut 1
: t ‘ h2 (ufj_ll - 2'U/7{-€+1 ufi_ll)
A (3.1)
1
k+1 k k+1 k+1
= u = ’ + (wit 4+ ul),

N I VA G2

onde A = %
A obtencao de solucao tnica para a EDP implica o estabelecimento de condicao de contorno e
condic¢ao inicial que serao dadas respectivamente por

u(t,a) = fa(t), w(B,t) = fp(t), u0,2)=g(z). (3:2)

A obtencao da aproximacao u;; no ponto (z;,t;41) envolve as aproximacoes nos pontos (;—1,tj4+1),
(®it1,tj41) e (xi,t), como mostar a Figura 3.1.
Definidos discretizagdo no tempo e espago, método numérico, e condi¢bes inicial e de con-

torno, para cada instante ¢, k = 0,1,...,T, resolvemos o sistema linear Au = b, com u! =
k41" k+1 k+1
[y uy ™y T,



8 METODO NUMERICO 3.2

o
(o]

o Backward-
4 X X X o difference
Liq X © method

[1+2\ =) T [k bt
—A 1+2) = uk
A= ' . . , b=
—A 142X =) ul_y
i —A 142)] [uk |+ Auktt

3.1 Erro de discretizagao local

Para obter o erro de discretizacao local partimos da equagao de discretizagao 3.11 e substituimos
as solucoes aproximadas uf pelas solucoes reais u(t, z), no que teremos

ut + At,z) —u(t,z) 1

~
~

N 2 (u(t + Atz — h) —2u(t + At,z) + u(t + At,z + h)) (3.3)

Definimos o erro de discretizagdo local como

Pt z) = “F At’zi —ultz) %(u(t AL T —h) — 2u(t+ At z) +u(t + Atz +h))  (3.4)

Supondo u € C*, desenvolvemos as séries de Taylor dos termos u(t + At, z), u(t + At,x — h),
u(t + At,x + h). Usando o fato de que uy = Utzy = Uzgzr, Obtemos

- At At?
T(t, $> = [ut + jutt + Tu”tm]_'_
1

) (3.5)

Ath

1 1
= (_iAt — EhQ)umm + O(A? + Ath? + b

Portanto, a discretizacdo da Equacao de Poisson em uma dimensao, pelo método de Euler
implicito no tempo e por diferencas centradas no espago, gera um erro de discretizagao local de
primeira ordem na varidvel temporal e de segunda ordem na variavel espacial, ou seja o método é
de ordem O(At + h?).



3.2 ESTABILIDADE DO METODO E ORDEM DE CONVERGENCIA 9

3.2 Estabilidade do método e ordem de convergéncia

Um dos caminhos para estudarmos a estabilidade da equagdo do calor, é fazer a discretizacao
primeiro no espaco para para cada instante de tempo. ' Esse método é chamado Método de dis-
cretizacdo por linhas (MOL na sigla em Inglés). Ele resulta em um sistema de ODE’s com cada
componente correspondendo & uma solucdo em determinado ponto da malha, como funcao do tempo.
Obtemos assim, para cada i =1,2,...,n,

(1) = 2 (w1 () — 20(t) + v (1)

ou, em forma matricial,

Ccom
2 1 1 (1)
. 1 -2 1 ) 0
1 -2 1 0
| I =2 [ gn(t)]

onde go(t) e gn(t) sdo as condi¢des de contorno da equagao.

Com o problema discretizado dessa forma podemos utilizar a teoria de estabilidade de EDO
aplicado ao sistema linear 3.2, usando-se os autovalores da matriz A, que dependem agora da
discretizacao espacial.

Agora, ao aplicar o Método de Euler Implicito u*+! = u* + At f(u*) ao sistema 3.2, resulta na
discretizacao completa - com diferencas centradas no espaco - definida em 3.11. Ou seja, fazemos a
aproximacdo u¥ = u;(ty).

Se, para qualquer autovalor p de A, Atu estd na regido de estabilidade do método de Euler
implicito para a ODE, dizemos que o método é estavel.

Os autovalores da matriz A sdo dados por

Ly = %cos(pwh) -1), p=12,...,n, h= %

Como p,, depende de h, o niimero de autovalores e seus moédulos variam com o tamanho do passo
na dimensao espacial. Porém, considerando valores fixos para At e h, podemos analisar a estabilidade
absoluta no sentido da ODE. Desse modo, basta que Aty, esteja na regiao de estabilidade do método
de Euler implicito.

De 3.2, é facil verificar que —4/h? < tp < 0 e portanto, é necessario que —4/h?, esteja na regido
de estabilidade.

Assim, usando o método de Euler implicito para obter a discretizacao 3.11, obtemos um método
absolutamente estavel, jA que a regido de estabilidade do método de Euler implicito para ODE’s
contém todo o semi-eixo real negativo. Assim, para qualquer escolha de At > 0, o método é estéavel,
embora para At muito grande pode nao ter acuracia. Em geral podemos tomar At = O(h) para
conseguir uma solugdo razoavel.

Para estudar a convergéncia do método 3.11, vamos escrevé-lo na forma

u"t = Bu® 4 ¢*

com B = A7! [A da discretizacdo do nosso método|, e ¢ = A~'h, em uma malha com % e

ckF e R*=1. Aplicamos a equacao a diferencas a solucdo exata u(z,t) para obter

'Esta segdo é baseada em [LeV05]
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ot = BaF + cF + Atr?

onde
u(xwy, tg) T(21,tk)
ak _ u(xg.,tk) oo 7'(372.,tk) (3.6)
u(:rn_.l,tk) T(xn—.btk)

Subtraindo 3.2 de 3.2 obtemos a equacdo a diferencas do erro global, E¥ = uF — aF,

EFY = BEF — Atr*
e, assim,
k

Ek — Bk’EO _ Atz Bk:—n-‘rlTn—Q

n=1

k
= || B < I BMIEC| + Aty | BMH|lwm2).

n=1

Se 7772 — 0 em cada passo, ou seja, o método é consistente, e se, ||B¥|| ¢ uniformemente
limitada para todo At e k tal que kAt < T e, portanto, estavel, pelo Teorema de Equivalencia de
Lax o método converge. 2

3.3 Verificacao da implementacao do método de Euler implicito no
tempo e diferencas centradas no espaco

Para a validacao dos algoritimos implementados neste trabalho utilizaremos a técnica classica
de validacdo por solucdo manufaturada.

Vamos apresentar os resultados para um problema de Cauchy de uma equacao diferencial or-
dinaria, com método de discretizacao explicito, porém o raciocinio é vélido para problemas que
envolvem EDP’s.

O proximo teorema [Bul92], mostra que podemos escrever a solugao numérica de um método de
passo 1inico aplicado a um problema de Cauchy como uma expansdo em poténcias do tamanho do
passo.

Teorema 3.3.1. Seja o problema de Cauchy

{Ctlity(t) = f(t,y(t)) (3.7)
y(to) =m0

com solugao numérica dada pelo método de passo unico N1 = Mg + At P (L, i, At), € seja uma
funcao f(t,y), com N + 2 derivadas parciais com rela¢io a y, continuas e limitadas no intevalo
(t,y);to <t <T,y eR,

existe a expansio em poténcias de At da solu¢ao numérica n(t, At), na forma

n(t, At) = y(t) + AtPe,(t) + AP e, (8) + -+ AtV en(t) + AT EN (8, Ab), (3.8)

com ej(tg) =0,j =p,p+1,..., vdlida para todo t € [to,T] e todo At = %, n=12....

*Para uma apresentagio detalhada do Teorema de Equivaléncia de Lax ver [eKWMG67]
3Esta secdo é baseada em notas de aula do Prof. Alexandre Roma para a disciplina MAP 5725, do IME-USP, de
fevereiro de 2012
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De 3.8, e subtraindo y(t) dos dois lados da equacdo obtemos uma expressao do erro global de
discretizacdo no instante ¢ como uma expansao sem série assintotica

—e(t, At) = n(t, At) Z Atle;(t) + AtNTEEN 1 (t, At) & e, (t) ALP (3.9)

Para determinar a ordem p do método, partimos do fato de conhecermos o erro de discretizacao
global, ja que em 3.8 & dada a solugao exata y(t) do Problema de Cauchy. Dessa forma, determinamos
as aproximagcoes numeéricas n(t, At) e n(t, At) com passos At e At , respectivamente. Temos que

n(t, At) —y(t)| | ep-(t)AL” -
At e« (t)(AL)p*
n(t, 2 y(t) P (t)((2 )A | Y (3.10)
“ o n(t, At) — y(t
s 92<n<t At—y<>>‘

Esse dltimo resultado vale tanto para métodos explicitos como para métodos implicitos. Na
notacao que estamos usando, basta substituir as expressoes da aproximacao numérica e da solucao
exata por u;j(At) e u(z,t, At), respectivamente.

Portanto, ao executar essa estratégia para tamanhos de passo no tempo sucessivamente menores,

At, AQt, A4t, ..., obtemos uma sequéncia p7j,p3,ps, ..., que converge para a ordem do método em
questao.

Em nossa discretizacio, esperamos obter ordem um para escolhas de At, tal que At = h e
ordem dois para At ~ h®. Assim, dado que estamos escolhendo uma solucdo manufaturada e o
método usado é incondicionalmente estavel, temos a liberdadde e escolher At proximo de h? para
que tenhamos maxima ordem de convergéncia possivel.

No capitulo 6 mostramos as ordens de convergéncia obitdas para algumas escolhas de At usando
a técnica descrita nesta secao.

3.4 Discretizacao da Equacao do Calor 2D

_ Ou
A discretizacio por diferencas finitas da equacdo do calor 2D, 2 %= m 6 2% usando Eu-
ler implicito é semelhante & discretizacao em uma dimensdo. Acrescentamos a segunda dimensao
no espago e obteremos um sistema linear diagonalmente dominante, porém com uma matriz de
coeficientes bloco tridiagonal.

up ! —uf I k k Ly k k

Ui ij o +1 +1 +1 +1 +1 +1

A T A Winy T 2uiy tug) Ay 5 (i1 = 2ui +uji)
1 A A

k+1 _ k 1 k+1 k+1 2 k+1 k+1
= it = v ),
uz] (1+2)\1—|—/\2)u”+<1+2)\1+2A2)( i— 1j+uz+1])+(1+2)\1+2/\2)(u,j 1+ul,]+1)

1 A A

k+1 _ k Lo k+1 k+1 2 k+1 k+1
= Uy = @“z’j + = 3 (wily; +uily ;) + F(Umq + U 1),
i=1,2,...n—1,j=1,2,....m—1,

At At

AM=—s, Ag= —= =142\ 2)9.
1= A M T R B =142A1 +2X
(3.11)

Podemos escrever este conjunto de equagodes na forma matricial Au = b com
T = [u R+l kel k1 K+l ket k+1 k+1 k+1 k+1

u Upp HUgp HeeesUp_115 Ut s U29 5oy Uy 250y UL 15 UQ 25+ "’unfl,mflLe
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B1 B2 i [ T1 i
Bz B1 B2 )
A = ) T B .. s b = :
B; B; B Tn—2
i By B | [ "n—1,]
onde
Ry i
-1 B -\ D)
- B =\ -2
i -\ B
e
k k+1 |, \k+1 k k+1
uyy +k/\1“o1 1;:1)\2 uyp + 2‘1%2
ugy + Agugg Uy
1 = . , T2 = . )
k k1 k+1 k k+1
Up_11 + AUy + Aou, Up 19+ AUy
k k+1 k k+1 k+1
UT m—2 2‘ A1Ug o UT 1 + AUy j i‘?Um
k +
u2,m—2 u2,m72 + )‘2u2m
r3 = . , T4 = .
k k+1 k k+1 k+1
unfl,me + A1“11,77172 un—l,m—l + Alun,m—l + )‘2un—1,m

O erro de discretizagdo local do Método de Euler implicito aplicado & equagdo do calor 2D
acima é obtido de forma semelhante & 3.5, apenas acrescentando a segunda varidvel espacial y.
Assim, também em duas dimensdes obtemos ordem de consisténcia O(At + Az? + Ay?).

Também pode-se mostrar que o Método de Euler é incondicionalmente estavel e convergente,
com ordem de convergéncia igual & ordem de consisténcia.

Resolveremos o sistema linear Au = b aplicando os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel. Vamos
compar o Método de Jacobi sequencial com sua implementacao em paralelo.



Capitulo 4

Métodos de resolucao de sistemas
lineares

A resolucao do sistema linear Au = b pode ser obtida através de métodos diretos e indiretos.
A depender da matriz A envolvida na resolucdo do sistema, uma das duas classes de método se
adequard melhor a tarefa.

Aqui resolvemos o sistema que surge do Método de Euler implicito aplicado a equagdo do calor
em uma dimensao, por um método direto - Fatorizacdo de Crout - e por dois métodos indiretos -
Jacobi e Gauss-Seidel.

Métodos indiretos de resolucao do problema sao mais facilmente paralelizaveis. Em particular,
como veremos mais adiante, o Método de Jacobi possui alto grau de paralelizacao. Por isso utilizamos
esse método para a equacado de Black-Scholes tanto em uma como em duas dimensoes.

4.1 Um método eficiente para resolucao de sistemas tridiagonais

Métodos diretos de resolucao de sistemas lineares tém a vantagem de fornecerem a solucio exata
a menos de problemas de arredondamento na aritmética envolvida. Os varios métodos existentes
em geral se utilizam de alguma variacdo da elinagdo gaussiana e de alguma forma de fatorizagao da
matriz A. Esta ultima aumenta consideravelmente a eficiéncia do algoritimo se é uma fatorizagao

LU. 1

Definicao 4.1.1. Uma matriz n X n é chamada matriz banda se existem inteiros p e q, 1 < p,
q <mn, tais que a;; = 0 se p <i—j ouq<i—j. O tamanho da banda de uma matriz banda ¢
definido como w =p+q— 1.

No nosso sistema linear oriundo da discretizagao implicita adotada, estamos lidando com uma
matriz de coeficientes que é tridiagonal. Matrizes tridiagonais ocorrem quando p = ¢ = 2, ou seja, o
tamanho da banda é igual a 3 - diagonal principal, diagonal acima e diagonal abaixo sao diferentes
de 0.

Um algoritimo eficiente para resolver sistemas lineares cuja matriz é tridiagonal e definida
positiva utiliza a Decomposi¢ao de Crout, um tipo especial de decomposi¢ao LU.

Dadas as matrizes

111 0 0 ull 0 0
lor lo - : U1 U2 :
L=y yU=10
0 S 0
L 0 e 0 ln,n—l lnn_ L 0 e 0 Un,n—1 unn_

'Esta secdo e as proximas duas sio basedadas em [eDF10].

13



14 METODOS DE RESOLUGAO DE SISTEMAS LINEARES 4.2

As entradas da matriz A considerando as matrizes L e U acima, com excecdo das entradas nulas
sao dadas por

ain = l;
Aiji—1 = li,ifl, 1= 2, 3, ey Ny (4 1)
@i = lii—1wi—1; + L, 1=2,3,...,n; :
aiit1 = liiiiv1, 1=1,2,...,n—1

Este sistema de equagdes é resolvido aplicando-se um algoritimo que usa a Fatorizacdao de
Crout. O algoritimo envolve (5n — 4) multiplicacoes/ divisoes e (3n — 3) adi¢oes/subtracoes, o que
representa uma vantagem significativa para métodos de fatorizacao LU que nao levam em conta o
fato da matriz A ser tridiagonal.

4.2 0Os método de Jacobi e Gauss-Seidel

Os métodos iterativos sdo usados na pratica quando precisamos resolver sistemas lineares cuja
ordem da matriz de coeficientes é grande. Essa necessidade surge quando precisamos obter apro-
ximagoes melhores da solugfo exata via um método numérico dado. A equacao do calor modela a
distribuicdo de calor em uma barra, e os pontos em que estamos calculando aproximagoes a solugao
dessa equacao formam uma malha que, & medida em que aumentamos esse numero de pontos, e
a malha fica mais fina, a ordem da matriz de coeficientes aumenta. Para uma determinada ordem
desta matriz, os algoritmos diretos passam a ser menos eficientes que os indiretos.

Existemn muitos métodos iterativos eficientes para resolugdo de sistemas lineares. Exemplos sao
o algoritmo de Gauss-Seidel, SOR, Gradientes Conjugados etc, porém, especificamente para o caso
de uma matriz tridiagonal, os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sdao bastante apropriados, sendo
que na pratica Gauss-Seidel - um aprimoramento de Jacobi - é o mais utilizado.

Como neste trabalho iremos empregar técnicas de paralelizacdo de algoritimos numéricos, o
algoritimo de Jacobi serd utilizado pois entre os algoritimos iterativos, € o que apresenta maior
facilidade de paralelizacao. Implementamos o Método de Gauss-Seidel para fazer um comparativo
entre os trés métodos - Jacobi, Gauss-Seidel e Fatorizagdo de Crout - na resolugdo sequencial.

Em geral os métodos iterativos de solucao de Sistemas Lineares transformam o sistema Ax = b
em x = Tx + c¢. O processo inicia com um “chute” inicial x(© e calcula-se uma sequéncia de
aproximacoes x®), dadas por

x®) =7x*D y o k=1,2, .. (4.2)

O Método de Jacobi é obtido parcelando a matriz A = [a;;],j = 1,2, ...,n em trés matrizes na
forma A= D — L —U, onde D, L, U sdo dadas por

ail 0 0 0 0 0 —aiy ... —ain
A= 0 az t- : N _
0 T —Qp—1,n
0 ... 0 ann —apy ... —app-1 0 o ... ... 0
De Ax =b < (D — L —U)x = b, obtemos
Dx=(L+U)x+b=x =D YL+U)x+D'b, seexisteD™ L. (4.3)

No método de Euler implicito, onde obtemos os elementos das diagonais na forma (1 + 2)), é
garantida a existéncia de D~
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Portanto, o método de Jacobi em forma matricial é dado porém
x®) = D7Y(L + U)x*V + Db (4.4)

que estd na forma 4.2, com T = D™Y(L +U) e c = D™ 'b.

Esta forma matricial do Método de Jacobi é usada para fins teéricos. Em particular, hd um
Teorema que postula a convergéncia da sequéncia x(k)zo:() do Método de Jacobi e de Gauss-Seidel
para a solucdo tnica do sistema Ax = b, para qualquer escolha de x(©). 2

Na prética a resolucdo computacional do método de Jacobi se faz através da iteragdo

n

. 1 _ .
zF = — Z(—aijxf Db, i=1,2,...,n (4.5)
Qg =
J#i
O Método de Gauss-Seidel constitui um aprimoramento do Método de Jacobi. Parte do fato
de que em 4.5 os pontos x’f,...,xfﬁl para ¢ > 1, ja foram calculados e, portanto, devem ser

melhores aproximacdes em relacdo a iteracido anterior. Desse modo podemos usé-los para calcular
a componente ;rf . Assim, a forma computacional do Método de Gauss-Seidel é dada portanto

1 i—1 n B .
xr = — _Z(aij‘r?)— Z (aijac? Yaw|, i=1,2,...,n. (4.6)
v j=1 j=i+1

Para escrever a forma matricial, partimos de 4.6, e multiplicamos ambos os lados das equagoes
por ay para cada ¢ = 1,2,...,n. Deixando os termos da iteracdo k do lado esquerdo e os termos da
iteracdo k — 1 do lado direito, obtemos o sistema de equacgodes

aney = —aprh ™t —aah T 4 —apaf T 1 by,
a21$’f + a22w]§ = —a23$§_1 4o — a2n$2_1 4 by,
(4.7)
a2 + anozh + - + annzk = by.
Tomando D, L e U, definidas em 4.2, escrevemos
(D — L)x® = yx* 1 4+ p
=x® =(D-L)'Ux* Y+ D-L)"'b, k=1,2,... ",

ou
xk) — Tgx(k_l) +c4.

comT,=(D—-L)"tec,=(D— L) 'b.
Esta forma é valida uma vez que na discretizagdo por nos adotada gera um sistema linear com
as entradas a;;, i = 1,2,...,n, ndo nulas, e portanto (D — L) é nao singular.

4.3 Convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-Seidel

Os métodos iterativos devem definir algum critério de parada para a aproximacao que geram em
relacdo & solugdo real do sistema linear. Em geral calcula-se alguma norma da diferenca entre o vetor

x5+ ¢ o vetor x(F) - entre duas iteracbes consecutivas - em termos absolutos ou relativos. Ou seja

[ F ) —x (KD || o
[l A1 | oo

pré-estabelecido para essa diferenca tdo menor quanto mais desejamos que a solucdo aproximada

pelo método de discretizagao esteja proxima da solugao exata.

calculamos, para cada iteracdo, |[|x**+1 — x| ou, , € comparamos com um valor

*Ver [eDF10], p. 459
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Em nossos algoritmos usaremos a norma infinito absoluta da diferenca entre dois vetores apro-
ximacao de iteragoes consecutivas. E como queremos alcancar uma aproximacao da solucao exata
tao proxima quanto possivel, estabelecemos como tolerancia entre duas iteragoes consecutivas um
valor da ordem proxima do erro de maquina para o tipo double da Linguagem C, 1014

A andlise de convergéncia de métodos iterativos usa a definicao matricial genérica desses métodos
dada em 4.2. Os resultados que apresentamos aqui fazem uso de dois conceitos importantes. Raio
espectral e norma de uma matriz quadrada.

Definicao 4.3.1. O raio espectral de uma matriz A € definido como
p(A) =max|\|, onde X é um autovalor da matriz A. (4.9)

Definicao 4.3.2. Seja o conjunto de todas as matrizes nxn. A norma de uma matriz € uma funcao
Il : R™*™ — R, definida neste conjunto e que satisfaz, para todas as matrizes n x n A, B, e todo
a € R:

o [[A] = 0;

e |[A]| =0, see somente A=0;
o [laAl = [alllAll;

o [[A+ Bl <[[A]l + Bl

IAB| < [[A[l[|B]|

Para calcular a norma de uma matriz usamos o seguinte resultado, que permite calcular a norma
de uma matriz a partir da norma do vetor ||Ax||, e que chamamos de norma induzida (ou natural)
da matriz.

Teorema 4.3.3. Seja a norma vetorial ||.|| em R. A norma induzida da matriz A é dada por
|All = max ||Az|| (4.10)
[l =1

Os proximos dois resultados sao os subsidios principais para a definicdo de convergéncia de um
meétodo iterativo.

Teorema 4.3.4. As sequintes afirmacgées sao equivalentes.

~

. A ¢ uma matriz convergente
2. limy 00 [|[A"|| =0, para alguma norma natural.

3. lim, o0 [|[A™]| =0, para todas as normas naturais.
4. p(A) < 1.

5. limy, oo A2 =0, para todo x.

Ver [eHBK66|, para a prova desse teorema.

Lema 4.3.5. Se o raio espectral da matriz T satisfaz p(T) < 1, entdo (I —T)~" existe, e

o
I-T)'=I+T+T*+---=> T9. (4.11)
§=0
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O proximo resultado define a condicao para que um método iterativo seja convergente.

Teorema 4.3.6. Para qualquer (9 € R, a sequencia {:B(k)}zozo definida por

#®) =751 4o k=1,2, ... (4.12)
converge para a Unica solu¢io x = Tx + ¢ se, e somente se, p(T) < 1.

Demonstragao. Primeiro, suponha que p(1) < 1. Entao,

x®) = Px(=1 4 ¢
=T(Tx* " 4 ¢)+c
= 7%2x* 2 4 (T + I)c (4.13)

=TFxO) 4 (TF1 4 ... 4+ T+ Ie.
Como p(T) < 1, pelo Teorema 4.3.4, T' é convergente, e

lim TFx© = 0. (4.14)

k—o0

Pelo Lema 4.3.5,

o
lim x* = lim T"x© + > Tec=0+ T -T)'c=(I-T)"c.
k—o0 k—o0 Jry

Como x =Tx + ¢ = x = (I — T) ¢, a sequencia {x(¥)} converge para o vetor solucio x.
Para provar a volta, considere z € R", e x a solucdo tnica de x = Tx + ¢. Defina x(9) = x — z,
e x®) = Tx(=1) 4 ¢ k > 1. Entao {x*)} converge para x. Temos também que,
x —x® = (Tx + ¢) — (Tx* 4+ ¢)
= T(x — x*~1)
_ T2(X o X(k—2))

= T*(x — x)
= Tz,

Assim, limy_,o0 T%(x — x0) = lim_,o0 T#(x — x®)) = 0.
Como z foi escolhido arbitrariamente, pelo Teorema 4.3.4, T' é convergente e p(T") < 1. 0

Para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, definidos por x(*) = zj(kfl) +cje x (k) = Tgx(kfl) +
cg, respectivamente, onde T, = D™ (L+U) e T, = (D—L)~'U, se p(T}) < 1 e p(T,) < 1 os métodos
convergem para a solucao x, com Ax =b,A= (D — L -"U).

Isso é garantido pelo préximo resultado.

Teorema 4.3.7. Se A ¢ estritamente diagonal dominante, entio para qualquer escolha de =9, os

métodos de Jacobi e Gauss-Seidel geram sequencias {w(k)}zozo, que convergem para a solucdo unica
de Az =1b.3

A relag@o entre a velocidade de convergéncia e o raio espectral para métodos iterativos é deter-
minada a partir do Corolario 1 e do Teorema 4.

3Burden, p. 459.
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Corolario 4.3.8. Se |T|| < 1 para toda norma natural de matriz e ¢ é um dado vetor, entdo a
Sequencia {w(k)}zozo definida por k) = Tk 4 ¢ converge, para todo 20 € R™, para um vetor
z€R"™ comx=Tz+ c, e os erros estao limitados e dados por:

L o —2®| < |72 — af|;

k IT1* (1 0
2. |z —a®]| < 17 ) — 2.
Teorema 4.3.9. Para toda matriz A e todo € > 0, existe uma norma natural ||.||, tal que p(A) <
|Al| < p(A) + €. Portanto, p(A) é o infimo para as normas naturais sobre A.

Ver [Ort72] para a prova deste teorema
Com estes dois resultados temos que

™ — x| ~ p(T)*|x = x]|.

Portanto, quanto menor p(7) < 1 mais rapida a convergéncia do método.
O Teorema 5 nos diz que, se ambos os métodos, de Jacobi e Gauss-Seidel, convergem, o Método
de Gauss-Seidel converge mais rapidamente. A prova pode ser encontrada em [YouT71].

Teorema 4.3.10. Se a;; < 0, para todo i # j e a;; > 0,1 = 1,2,...,n, entdo uma e apenas uma
das afirmagies abaizo € verdadeira:

1. 0 < p(T,) < p(T;) < 1;
2. 1< p(Ty) < p(T,);
3. p(Ty) = p(Ty) = 0;
4. p(Ty) = p(Ty) = 1.

4.4 Velocidade de convergéncia dos métodos de Jacobi e Gauss-
Seidel

Para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel aplicados & resolugao do sistema linear oriundo da
discretizacao da equagao do calor em uma dimensao pelo Método de Euler Implicito no tempo e por
diferengas centradas no espaco, é possivel determinar os valores de p(T}) e p(Ty) considerando-se
que, para cada instante de tempo, podemos considerar que estamos resolvendo uma ODE u” = f.
Nesse caso temos que

1
p(Tj) = cos(mh) =~ 1 — §7T2h2 +0(hY <1, e
p(Ty) =1 —m?h? + O(h*) < 1.

Como p(Tj) e p(T,) tendem a 1 quando h tende a 0, quando mais fina a malha de pontos na
barra, mais a solugao aproximada demora a convergir para uma dada tolerancia do erro.

No entanto o método de Gauss-Seidel é melhor que o de Jacobi por um fator de 2 e, assim,
tipicamente, o namero de iteragoes necessario para alcancar uma tolerancia dada para Gauss-Seidel
é metade do necessario para Jacobi.

Pode-se mostrar que essa relacao ¢ mantida no caso da andlise de convergéncia para os dois
métodos em questao aplicados ao problema bi-dimensional.

Na secao 6.1, onde apresentamos os resultados obtidos usando solucdo manufaturada, verificamos
empiricamente a relagdo entre niimero de iteracoes e a escolha do Método de Jacobi ou Gauss-Seidel.
Na figura 4.1 mostramos a relagdo obtida para as malhas de 256 e 512 pontos. Para esses graficos
usamos At = h, onde At é 0 passo no tempo e h € 0 passo no espaco.

4|LeV05], pp.65, 66.
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Figura 4.1: Numero de iteracoes necessario para obter determinado erro

19



20

METODOS DE RESOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES

4.4



Capitulo 5

OpenMP e a paralelizacao do Método de
Jacobi

OpenMp é uma inteface de programagao de aplica¢oes (API na sigla em inglés) que utilizam
a capacidade de processamento em paralelo com memoria compartilhada existentes em muitas
configuracoes de computadores, e que sao atualmente cada vez mais acessiveis ao usuario comum
- os computadores com processadores duo e quad cores invadiram a nova geragdo de maquinas
vendidas no varejo.

Essa tecnologia foi lancada em outubro de 1997, com o nome OpenMP for Fortran 1.0, Em 1998
a API foi extendida para as linguagens C/C++. Foi desenvolvida por consorcio envolvendo Compaq
/ Digital, Hewlett-Packard Company, Intel Corporation, Sun Microsystems Inc. e o Departamento
de Energia dos EUA. !

A API é composta de trés componentes principais: diretivas para o compilador, bibliotecas de
rotinas em tempo de execucdo, varidveis de ambiente. E portavel, sendo implementada para os
sistemas operacionais da série Microsoft Windows, e a maioria das plataformas Unix e Unix-like
(GNU/Linux, FreeBSD, Apple OS X etc.); e padronizada. 2

Essas caracteristicas colocam o padrao OpenMP como o mais amplamente usado quando se
trata de paralelizacdo em ambiente de memoria compartilhada.

5.1 Conceitos de programacao em paralelo e implementacao OpenMP

Vamos citar brevemente de alguns conceitos de programacao paralela para entender como se da
a paralelizacdo de processos através do OpenMP. 3

e Programa sequencial: especificacao de instrugoes executadas sequencialmente

e Contexto: conjunto de registradores e seus valores, pilha de execugao, tabelas de adminis-
tracao de memoria e de tratamento de sinais etc.

e Processo: execugdo de um programa sequencial.

e Programacao concorrente: especifiacao de diversos programas sequenciais que executam
em paralelo (concorrentemente).

e Multiprocessamento: existem varios processos compartilhando memoria.

e Processos leves ou threads: linhas de execucdo concorrentes que compartilham o mesmo
processo, isto é, sdo subprocessos. Podemos entender threads como fungdes ou procedimentos
dentro de um mesmo programa executando concorrentemente e compartilhando o contexto.

'www?2.latech.edu/ box/hapc/openmp.pdf
2www2.latech.edu/ box/hapc/openmp.pdf
3Estes conceitos foram retirados de Gubi, apostila.pdf
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O conceito de threads é ilustrado na Figura 5.1. 4

Programming Shared Memory Computers

Threads:
P P PP T PP = e
v Thread 0 | tuncaq varl Stack Pointer ~ ThF_EGUS il llght..
' Sta d bt Prgm. Counter 1 welght processes
= ; Reqisters : % Threads share Process
LR E, e T R P state among multiple threads.
= 3:-1--;:‘.\!1 )] u’ar; 4 StackPointer | This greatly reduces the cost
a T i " - Prgm. Counter  » of switching context
- vard Registers ] 9 )
L] ./ ¥
Text main) o
o funcAl)
funcB() Pracess ID
User IO
Group IO

arrayl
arraye Files

Locks AN
Heap Sockets

Figura 5.1: thread 0 aponta para Thread 0 Stack, thread 1 aponta para Thread 1 Stack. As threads 0 e 1
tém suas pilhas de memoria privadas, porém compartilham as outras partes da memoria: Text, Data e Heap.
Fonte: tutorial de treinamento disponibiliado pelo site do projeto www.openmp.org

Uma instacia de um programa é constituida de um processo e vérias threads que interagem
através da escrita/leitura na regido de memoria compartilhada. O sistema operacional decide quando
rodar cada thread e também sincroniza a operagao das threads para garantir a obtencao de resultados
corretos. A ordem em que cada thread € executada nao é determinada a priori, podendo mudar a
cada nova execugao do programa.

O modelo OpenMP gerencia a utilizacao de multiplas threads, sob uma regiao compartilhada de
memoria, dentro de um mesmo processo, através de diretivas passadas ao compilador. Essas threads
se comunicam através de varidveis compartilhadas.

A forma como essas threads sdo criadas pelo OpenMP para rodar um bloco de um processo em
paralelo e como apés a execucacgao desse bloco o programa volta a ser executado sequencialmente é
conhecido como Modelo Fork/Join. Este ¢ o modelo fundamental de criagao de threads do OpenMP.

Em termos bésicos, ao iniciar a execu¢ao de um programa, é criada uma thread, designada
como thread mestre. Em algum ponto do programa pode ser desejavel (e possivel) criar threads
adicionais. Neste ponto ocorre uma bifurcacao (fork), em que um bloco de programa pode ser
processado independentemente por duas ou mais threads. Cada thread recebe um identificador
dnico, iniciando com id 0, para a thread mestre, id 1, id 2 etc, para as demais. Ao finalizar o
processamento em paralelo daquele bloco, o programa junta (join) as threads novamente em uma
s6, voltando a execucacao novamente para a thread mestre. Isso pode ocorrer diversas vezes ao
longo da execucao do programa, e mesmo apoés iniciar a execugdo de um bloco em paralelo, com
diversas threads trabalhando ao mesmo tempo, pode-se bifurcar uma ou mais delas também em
novas threads. A Figura 5.2 ilustra o modelo fork /join.

Em um programa em Linguagem C, para definir o namero de threads a ser usado em um bloco
de programa e informar ao compilador o bloco de execucao em paralelo utiliza-se respectivamente
as instrugbes omp_set_num_threads (n) e #pragma omp parallel. Um exemplo simples
ilustra a execu¢do de uma funcao em paralelo em um programa em C.
double A[1000];

omp set num_threads(n);
#pragma omp parallel

{

ind ID = omp get thread numf();
pooh (ID, A);

TR W N

4Esta se¢do é baseada no tutorial de treinamento em OpenMP, disponibilizado no site do projeto www.openmp.org
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Figura 5.2: Representacdo visual do Modelo fork/join. Fonte: tutorial de treinamento disponibiliado pelo
site do projeto www.openmp.org

7}
8 printf("all done\n");
Neste codigo, omp_set_num_threads (n) solicita a criagdo de n threads e a diretiva

#pragma omp parallel define o coédigo que serd executado em paralelo entre { e }. Veja a
Figura 5.3.

double A[1000];

omp_set_num_threads(4)
pooh(0,A) pooh(1,A) pooh(Z2,A) pooh(3,A)

printf(“all done\n");

Figura 5.3: Representacio visual do Modelo fork/join. Fonte: tutorial de treinamento disponibiliado pelo
site do projeto www.openmp.org

Na versao paralela do programa que aproxima a solucao da equacio do calor em 1D e 2D, vamos
usar uma construcdo baseada no paradigma worksharing. No paradigma SPMD, todas as threads
rodam o mesmo c6digo de forma redundante. Porém, como é nosso caso, muitas vezes estamos
interessados em dividir partes de um bloco de cédigo de modo que cada uma seja processada
independentemente por cada thread. Este modo de paralelismo é conhecido como worksharing, e
o subconjunto desse paradigma que utilizaremos em nosso programa é o loop construct.

A diretiva OpenMP para dividir a execucao de um laco for em C é #omp parallel for.
Esse objetivo é atingido simplesmente inserindo essa diretiva imediatamente antes de um lago for.
Dessa forma a paralelizacao do algoritimo de Jacobi para resolver o sistema linear se dara na barra,
no caso 1D, e em cada reta horizontal contendo os pontos discretizados no caso 2D
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Capitulo 6

Resultados

6.1 Equacao do Calor 1D

O sistema tridiagonal oriundo da discretizagdo adotada favorece a implementacao de algoritimos
diretos de resolucao do sistema linear obtido. As implementacSes da resolugdo por métodos indiretos
mostrou-se nao frutifera dada a alta ineficiéncia.

Isso ocorre porque para se obter valores razoaveis para a norma do erro no caso dos métodos
de Jacobi e Gauss-Seidel, o nimero de iteragdes cresce muito rapidamente conforme a malha de
pontos aumenta.

Para os resultados a seguir foi utilizado um problema com solugao analitica conhecida, dada por

u(z,t) = exp(—m’t) sin(mz) (6.1)

no dominio [0, 1] x [0,0.5]. Dessa forma o problema que estamos resolvendo é dado por

2
@ = 8—, O0<z<l
ot 0x? 6.2
u(x,0) = sin(7x) (C.1) (6.2)

u(0,t) =0, u(l,t) = exp(—mr>t)sin(r) (C.C.)

que é um problema bem posto e portanto a principio admite uma tinica solucao.

Aqui, estamos utilizando a técnica descrita na se¢fo 3.3, para mostrar como se comporta a ordem
do método para diferentes escolhas de At. Se escolhemos At ~ h a ordem de convergéncia tende a
um, ao passo que At =~ h?, resulta em convergéncia tendendo a dois. Por outro lado, dado que a
segunda escolha de At implica em elevar ao quadrado também o niimero de passos necessarios para
se alcancar o instante de tempo méaximo fixado, o tempo de execucdo aumenta quadraticamente. A
tabela 6.1 mostra a ordem de convergéncia do Método de Euler implicito para At = h e At = hZ.

As colunas Razdo conv., com as razdes de convergéncia do erro entre dois tamanhos de malha
consecutivos, mostram os valores 2P, onde p é a ordem de convergéncia.

Na figura 6.1 mostramos o grafico do logaritimo na base 2 da norma infinito do erro cometido
na aproximacdo da solug¢do. Variamos o valor de At em relagdo a h, para dar uma idéia de como
podemos escolher At para maximizar o tamanho do passo no tempo e obter o menor erro possivel.
Para as escolhas At = 0.5h e At = h, multiplos de h, observa-se que o logaritimo do erro cai com
ordem menor que quando tomamos At = 2h% e At = h%. No primeiro caso observa-se a dominéancia
da ordem de convergéncia do método de Euler implicito no tempo, enquanto no segundo, dada
a dependéncia de At em relacdo a h?, observa-se a predominancia da ordem de convergéncia do
método de diferencas centradas no espaco.

No gréafico mostramos o efeito de se escolher dois valores arbitrarios para At, At = 0.01h e
At = 0.001h. Nesses dois casos, o comportamento das curvas passa a variar conforme o tamanho
da malha. Quando At = 0.01h, o erro até a malha de 128 noés fica abaixo do erro para At miltiplo
de h%. Esse mesmo efeito ocorre até a malha 1024 para At = 0.001h. Essas mudancas denotam a
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alteracdo de ordem do método a partir de determinado tamanho de malha, e podem auxiliar na
escolha de At em relacdo a h para a precisao que se deseja alcancar para a aproximagao da solugao.

Malha n Norma inf. Razao conv. Tempo Norma inf. Razao conv. Tempo
(At = h) (At = h?)
0 8 3.4133e-02 - 0.000 3.5385e-03 - 0.000
1 16 1.4430e-02  2.365382 0.000 8.2019e-04  4.314206 0.000
2 32 6.4017e-03  2.254126 0.000 2.0092e-04  4.082128 0.000
3 64 2.9759e-03  2.151157 0.000 4.9971e-05  4.020753 0.000
4 128 1.4290e-03  2.082513 0.000 1.2477e-05  4.005202 0.050
5 256 6.9943e-04 2.043104 0.000 3.1181e-06 4.001301 0.380
6 512 3.4590e-04  2.022028 0.000 7.7947¢-07  4.000326 2.980
7 1024 1.7199e-04 2.011134 0.020 1.9486e-07  4.000084 24.640
8 2048 8.5757e-05 2.005598 0.090 4.8715e-08  4.000057 197.310
9 4096 4.2819e-05 2.002807 0.370

Tabela 6.1: Tabela de convergéncia para Fatorizacao de Crout.

a —8— di=0.5h —e— di=0.001h
' —&— di=h
—8— di=0.01h —e— di=h"2

-10

log do erro
-15

-25
1

Malha
Figura 6.1: Efeito no erro cometido ao aproximar a solucao para algumas escolhas de At em relacao a h.

As tabelas 6.2, 6.3, fornecem os resultados para Jacobi e Gauss-Seidel. Observando a coluna
tempo das tabelas, vemos que o custo computacional de usar os dois métodos indiretos é muito
mais alto do que usar um método direto como a Fatorizagdo de Crout.

O tempo de 0.24s obtido para uma malha de 4096 pontos, que resulta em uma norma do erro
da ordem de 10e — 5, mostra-se apropriado para obter uma solugao préxima o suficiente da solugao
manufaturada. Assim, poderia ser empregado para obter os resultados da equacao de Black-Sholes
original.

Embora em termos préaticos a resolugdo de um sistema tridiagonal até a ordem que estamos
trabalhando seja resolvido de forma eficiente usando-se um método direto como a Fatorizacao de
Crout, podemos verificar bons ganhos de escalabilidade quando introduzimos OpenMP na resolucao
dos sistemas lineares pelo Método de Jacobi.

Para essas simulacGes, vamos escolher na dimensdo temporal apenas o primeiro instante de
tempo t = At. Uma medida comumente usada para verificacao de escalabilidade, é o Speedup, dada
por



6.2

EQUACAO DO CALOR 2D

Malha n Norma 2 Razao conv. Norma inf. Razdo conv. Tempo
0 8 8.0895e-03 - 1.1440e-02 - 0.000

1 16 4.3823e-03  1.845962 6.1975e-03  1.845962 0.000

2 32 2.2623e-03  1.937109 3.1993e-03  1.937109 0.020

3 64 1.1439e-03 1.977764 1.6177e-03  1.977764 0.200

4 128  5.7410e-04  1.992442 8.1190e-04  1.992442 1.560

5 256  2.8743e-04 1.997325 4.0649e-04  1.997325 12.660
6 512 1.4379e-04 1.998970 2.0335e-04  1.998970 100.160
7 1024 7.1911e-05 1.999568 1.0170e-04  1.999568 792.340

Tabela 6.2: Tabela de convergéncia para Método de Jacobi.

Malha n Norma 2 Razao conv. Norma inf. Razdo conv. Tempo
0 8 8.0895e-03 - 1.1440e-02 - 0.000

1 16 4.3823e-03 1.845962 6.1975e-03  1.845962 0.000

2 32 2.2623e-03  1.937109 3.1993e-03  1.937109 0.010

3 64 1.1439e-03  1.977764 1.6177e-03  1.977764 0.110

4 128 5.7410e-04  1.992442 8.1190e-04  1.992442 0.940

5 256  2.8743e-04 1.997325 4.0649e-04  1.997325 7.580

6 512 1.4379e-04 1.998970 2.0335e-04  1.998970 60.670
7 1024 7.1911e-05 1.999567 1.0170e-04  1.999567 482.160

Tabela 6.3: Tabela de convergéncia para Método de Gauss-Seidel.

Tola
)
Tnew

onde T,y € o tempo gasto no método sem aprimoramento - que em nosso caso sao os métodos
de Gauss-Seidel e o método de Jacobi em paralelo - e T}, representa o método aprimorado.

Na figura 6.2 vemos os resultados de escalabilidade para a Equagao Parabélica 1D. Esses resul-
tados constituem a média aritimética de trés execucoes do programa.

Um Speedup maior que 1, indica ganho de escalabilidade. Pelo grafico vemos que a depender da
malha adotada, obtemos ganhos de escalabilidade diferentes. Para malhas mais grossas, como as
malhas de 256 e 512 nds, obtemos speedups maiores com o uso de poucos processadores. Ja para as
outras malhas, mais finas, os ganhos maiores se ddo com o aumento do nimero de processadores.
Para essas malhas, o pico é alcancado com o uso de 8 processadores. Com 32 processadores o ganho
de escalabilidade j4 é bem menor.

Esses resultados ocorrem devido ao trade-off entre o aumento do nimero de processadores
na execucao em paralelo e o custo envolvido no gerenciamento da prépria execugdo em paralelo.
Desse modo, em situagoes praticas esse tipo de gréfico auxilia na escolha adequada do nimero de
processadores a serem utilizados para a paralelizacdo de problemas de modelos particulares.

S:

6.2 Equacao do Calor 2D

Dada a énfase deste capitulo nos resultados de escalabilidade obtidos na implementacao dos
algoritimos numéricos para a Equacio do calor em duas dimensdes espaciais, ndo faremos aqui a
recuperacao dos valores obtidos até o aprecamento da opcao em si.

Vamos estabelecer apenas uma funcao suficientemente diferenciavel para efeitos de comparagao
com a solucao numérica e da validacao dos algoritimos.

Nao estamos comparando a resolucdo numérica da equacao do calor padrdo com a resolugao
numérica. Dessa forma a comparacdo é simplemente entre os trés métodos de resolucdo - dois
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Figura 6.2: Escalabilidade de Gauss-Seidel e da paralelizagdo de Jacobi na equagdo parabolica uni-
dimensional

sequenciais e um em paralelo.

Mas mesmo assim como o procedimento para recuperar a solucdo seria idéntico nos trés casos,
os resultados sao validos para fins da aplicacdo a casos reais com dados provenientes dos mercados
de ativos.

Como no caso unidimensional aplicamos os algoritimos para uma EDP com solugdo analitica
conhecida e dada por

u(z,y,t) = exp(—t) sin(zcos(m) + ysin(m)) (6.3)

no dominio [—1,1] x [—1, 1] x [0, 2]. Dessa forma o problema que estamos resolvendo ¢ dado por
ou 0 0?

_ _|_ ,

ot 02 ' Oy?

u(z,y,0) = sin(zcos(m) + ysin(m)) (C.1.)

u(ilvya ) = el‘p(
u(l,y,t) = exp(—t
u(z, —1,t) = exp(—t

u(z,1,t) = ea:p(

-l<zx<l, -1<y<l1

sin(— cos(m) + y sin

(=

sin(cos(m) +y sin(w
sin( (
(m

xcos(m) — sin(m

t)
)
)
t)

) +Sln( ) (C.C))

A Figura 6.3 mostra o speedup para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel, e de Jacobi com
paralelizacao via OpenMP. Como no caso unidimensional, estamos considerando apenas o primeiro
instante de tempo para a comparagao, e anotando a média de tempo gasto em trés execugoes do
programa.

O programa foi executado na méaquina CFD do Laboratorio de Matemética Aplicada. Esta
maquina contém 8 processadores com 8 niicleos cada e portanto podemos ter ao todo 64 threads
rodando em paralelo, uma thread para cada nucleo.

Como podemos ver na Figura 6.3 os ganhos de escalabilidade variam bastante com o tamanho
da malha de discretizacao do problema. Para as malhas mais finas, 128 x 128 e 256 x 256, o maior
ganho da paralelizacao se da ao usar 16 procesadores, enquanto para as outras malhas, mais grossas,
o uso de 32 processadores resulta em maior eficiéncia.

Esse comportamento destoante do caso unidimensional quando estamos usando 32 processadores
também é relacionado ao gerenciamento interno da execuc¢ao em paralelo.

sin(zcos
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Figura 6.3: Escalabilidade de Gauss-Seidel e da paralelizacdo de Jacobi na Equagdo parabdlica bi-
dimensional

Finalmente, nota-se também que sempre ha ganho de escalabilidade para alguma malha em
relacao ao algoritimo de Gauss-Seidel nos dois casos, unidimensional e bidimensional.
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Capitulo 7

Conclusoes

A resolugao numérica da Equacao do Calor em uma dimensao se mostrou bastante eficiente ao se
adotar um Método implicito para a discretizagdo do tempo e diferencas centradas para discretizagao
do espaco. A Fatorizagdo de Crout consegue gerar uma aproximag¢ao muito boa - norma do erro da
ordem de 1074 - para malhas bastante finas.

Assim os resultados obtidos no caso unidimensional favorecem a resolucao numeérica da equacgao
do calor com a finalidade de se recuperar posteriormente os precos de opcoes européias dados pela
Equacao de Black-Scholes original.

Por outro lado, a implementacdao em paralelo do Método de Jacobi obtém bons ganhos de
escalabilidade em relacdo tanto ao proprio Método de Jacobi, quanto ao Método de Gauss-Seidel.

No caso da Equagio Parabdlica em duas dimensoes, a paralelizagdo do Algoritimo de Jacobi em
ambiente de memoria compartilhada se mostrou eficiente na comparagdo com a versao sequencial,
e também com o Método de Gauss-Seidel.

Dessa forma, a paralelizagdo tanto em uma quanto em duas dimensdes mostrou bons ganhos de
eficiéncia. Sendo que no caso bidimensional, no qual métodos iterativos sdo uma boa opgao para a
resolucao dos sistemas lineares, essa poderia ser usada aproximar a solucao da equacao parabdélica e,
posteriormente, encontrar a aproximacao do preco da opgao utilizando a equagado de Black-Scholes
bidimensional.
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Apéndice A
Programas

1. Aqui vao os programas com implementacdes dos 3 métodos em 1D e 2D.
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