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RESUMO

A Leishmaniose € uma doenca que depende de um vetor de transmissdo para se
propagar em uma populacao, sendo este vetor o mosquito do tipo Lutzomia. O contato
entre humanos nédo permite a transmissao da doenca de um humano infectado para
outro humano néo infectado. O controle de transmissdo atualmente, de acordo com a
legislacdo vigente, é feito através do sacrificio de animais infectados, principalmente

cachorros.

Este trabalho tem como objetivo a simulacdo do modelo deterministico da dindmica da
Leishmaniose, aonde os pontos de equilibrio serdo calculados através de métodos
numericos e posteriormente classificados. Em cada simulagéo ira se variar o nimero de

moscas na populagdo para se observar 0 comportamento do sistema.



ABSTRACT

The Leishmaniosis is a disease that depends on a transmission vector to spread in a
population, being this kind of mosquito vector Lutzomia. The contact between humans
does not allow the transmission of the disease from an infected human to another
human uninfected. The transmission control currently, according to the current

legislation, is made through the sacrifice of infected animals, especially dogs.

This study aims to simulate the deterministic model of the dynamics of leishmaniasis,
where the equilibrium points will be calculated using numerical methods and further
classified. In each simulation will vary the number of flies in the population to observe

the behavior of the system.
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INTRODUCAO

A leishmaniose é considerada uma zoonose, ou seja, € uma doenca presente em
animais, que pode ser transmitida para o ser humano. Sua transmissdo nao ocorre do
contato direto entre seres humanos mas sim através da picada do mosquito do tipo
Lutzomia, porém, apenas as fémeas da espécie sdo capazes de transmitir a doenca,
visto que os machos se nutrem com seiva vegetal, e a fémea se nutrem de sangue,

como descrito em [8].

Existem varios tipos de leishmaniose onde cada tipo causa sintomas diferentes.
No caso da leishmaniose visceral, os sintomas s&o: febre irregular, anemia,
indisposicao, palidez da pele ou das mucosas, falta de apetite, perca de peso, inchaco
no abdémen devido ao aumento do figado e do baco. O periodo de incubacao neste
caso varia de, seis semanas a seis meses, sendo que os 6rgdos mais afetados sao:

baco, figado e medula éssea, como citado em [10].

No caso da leishmaniose mucocutéanea, através de uma lesdo cuténea inicial, os
parasitas podem se disseminar pela boca ou pelo nariz. Podem ocorrer lesbes
inflamatérias nas mucosas do nariz ou da boca, ou até mesmo a formacédo de Ulceras
gue chegam, em alguns casos, a desfiguracdo do rosto do paciente. O periodo de

incubacédo neste caso € de algumas semanas.

E uma doenca que se ndo for tratada a tempo é quase sempre fatal, por isso €
extremamente importante o diagndstico precoce. Este € feito através de exames
laboratoriais, sendo que o diagndstico € comprovado através da presenca dos parasitas
nos tecidos do doente. Os exames, que podem auxiliar nesta comprovagéo sao: exame
direto de biopsia de baco, aspirado de medula, sangue, para a forma visceral da

doenca, e raspado da leséo, bidpsia da leséo, para a forma mucocutanea.

Como o vetor da doenca é um mosquito, o paciente deve ter um cuidado

especial para que este ndo entre em contato com o vetor da doenca, evitando assim



que esta possa se espalhar. As protecbes mais eficazes desta doenca sao

relativamente simples, sendo protecbes mecanicas contra a picada de insetos.

Existe uma grande polémica no Brasil em torno de um depositario da doenca: o
cachorro. A recomendacao do Ministério da Saude, e do Conselho Federal de Medicina
Veterinaria é a eutandsia do animal em caso de comprovagdo de infeccdo. A
justificativa para tal € que qualquer tipo de tratamento no animal infectado representa
um risco a populacgéao, visto que o animal infectado € um hospedeiro e ira contribuir para
a propagacao da doenca na populacdo. Além disso, ndo existe qualquer tipo de

tratamento cientificamente comprovado que causa da cura do animal infectado.

A eutanéasia de animais infectados pela leishmaniose esta prevista na legislacao
brasileira, no decreto n° 51.838/1963, cddigo penal e recomendac¢fes sanitarias. No
artigo 9°, diz: Os caes encontrados doentes deverdo ser sacrificados, evitando-se,

porém, a crueldade. Este decreto € de 14 de marco de 1963, conforme em [11].

Caso o médico veterinario descumpra o decreto, e determine o tratamento do
céo infectado, este podera responder junto ao Processo Etico Profissional (PEP) e a
representacdo junto ao Ministério Publico Federal e Estadual, conforme em [11].

Apesar disto, existem diversas pesquisas cientificas na busca de uma cura
definitiva da leishmaniose para os cées, o0 que evitaria a eutanasia deste. Alguns testes
experimentais destas vacinas, resultaram em um declinio de até 61% de casos em

humanos e de 25% para o caso de cachorros.

Apesar de sendo desconhecida pela maior parte da populacéo, a leishmaniose
causou mais mortes do que a dengue no periodo entre os anos 2000 e 2011 em nove
estados brasileiros. Antigamente, a doenca ficava restrita a regido nordeste do pais,

sendo que agora encontra-se presente em todo o territério nacional.

Entre os anos 2000 e 2011, a dengue causou a morte de 2.847 mortes, enquanto

a leishmaniose causou a morte de 2.609 mortes [8].



Neste trabalho, vamos estudar o modelo dinamico de transmissdo da
Leishmaniose, realizando simulagcfes afim de se obter diferentes resultados e compara-

los.

Para cada simulacdo, ira se variar o numero de moscas, assim poderemos
observar para cada simulacdo o comportamento da evolucdo da doenca ao longo do
tempo. Também iremos realizar analises de estabilidade para os pontos de equilibrio,
para observar a estabilidade do sistema para estes pontos, através da matriz

Jacobiana.

No primeiro capitulo, iremos apresentar os modelos de dinAmica de transmisséo
da Leishmaniose, bem como as suas caracteristicas, e também uma introducéo

histérica sobre o desenvolvimento destes sistemas.

No segundo capitulo, iremos apresentar os métodos que iremos utilizar para se
realizar a integracdo namerica que iremos utilizar nas simulac¢des, bem tal como a sua

implementagé&o no sistema estudado.

No terceiro capitulo, iremos apresentar os resultados das simula¢gdes que foram
realizadas variando o nimero de moscas na populagcdo, bem como a matriz Jacobiana

para o ponto de equilibrio e seus autovalores.



CAPITULO 1 — MODELO DINAMICO DE TRANSMISSAO DA LEISHMANIOSE

1.1 Introducéao Historica

O primeiro matematico a desenvolver um modelo matematico em epidemiologia
foi Daniel Bernoulli em 1766. O modelo proposto por Daniel Bernoulli mostrou que a
inoculacdo universal contra a variola, poderia aumentar a expectativa de vida de 26

anos e 7 meses a 29 anos e 9 meses.

Anos depois, a primeira formulacdo completa de um modelo matemético
genérico em epidemiologia foi proposto em 1927, por Kemack e McKendrick. A analise
de seu modelo levou a um teorema bastante importante, aonde se diz que uma
epidemia pode ocorrer em uma populagédo de individuos totalmente suscetiveis, caso
haja a introducéo de um determinado numero de individuos infectados.

E em 1931, Greenwood introduziu a ideia de que durante um dado contato entre
um individuo susceptivel, e em individuo infectado, existe uma probabilidade de o

individuo susceptivel se infectar.

A utilizacdo de modelos matematicos para se estimar a evolucdo da doenca, é

de extrema importancia na prevencao de epidemias.

1.2 Alguns modelos matematicos em epidemiologia

Existe alguns modelos matematicos em epidemiologia, porém o0s mais
importantes sdo os modelos: Sl, SIS e SIR. Em ambos os modelos, os individuos da

populacao séo classificados de acordo com o estado da doenca:

1. Individuo suscetiveis: sdo individuos da populacdo que ndo possuem a doenca,
mas que estdo expostos a ela, podem se tornarem infectados caso haja um
contato com um individuo infectado. O numero de individuos € representado por

S(t), no instante t.
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2. Individuos infectados: séo individuos da populacdo que possuem a doencga, e
pode infectar um individuo suscetivel. O niumero de individuos é representado

por I(t), no instante t.

1.3 Modelo SIS

Neste modelo, um individuo suscetivel pode se tornar infectado e infeccioso
através do contato com um individuo infectado. Apesar disto, o novo individuo infectado
nao se tornard imune a doenca, podendo este se curar e retornar a classe de individuo

suscetivel, e se infectar novamente.

As equacdes diferenciais que descrevem o modelo SIS, com dinamica vital e

populacdo ndo constante sao [4]:

S ) o
— =05+~ +puN —45
dt '

dl ) o

— =35 —~I =45

dt '

Com t > 0, e satisfazendo as condicdes iniciais S(0) > 0 e 1(0) > 0. Aonde:

3 : tara de contato
L : tara de natal idade

e

tara de mortalidade

=0

v 1 tara de recuperacdo
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O diagrama abaixo (Figura 1) ilustra a dinamica no modelo SIS:

Figura 1. dinamica no modelo SIS

gty

As linhas pontilhadas representam mortes e nascimentos na populacéo, ja as

linhas solidas representam as infeccdes e as recuperacoes [4].

O Ro indica o numero de novos casos da doenca que ira aparecer, a partir da

introducéo de um individuo infectado. O Ro é definido como sendo: RO = 3/(v+4),

O Caso Ro > 1, indica que a doenca esté se instalada na populacdo

A condicdo para que a doenca esteja se propagando em uma determinada
populacao, para o modelo SIS com dinamica vital e populacéo estavel, € definida pelo
Numero de reproducéo basico (Ro).

1.4 Modelo de transmissao da Leishmaniose

O modelo SIS sera empregado para descrever a dinamica de propagacédo da

Leishmaniose em uma populagéo.
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Os individuos serédo classificados neste modelo como:

1. Sp(t), onder =1,...n representa o numero de individuos susceptiveis no
tempo t, para a espécie r. Sendo n o numero total de tipos de animais no sistema,
incluindo seres humanos. Sao considerados suscetiveis, pois podem se tornar

infectados com a picada de alguma mosca fémea infectada.

2. Ip(t), onder =1,...n representa 0 numero de individuos infectados no
tempo t, para a espécie r. Sdo considerados infectados, pois podem infectar um mosca
fémea susceptivel. Uma mosca susceptivel, ao picar um animal infectado, pode se

contaminar e ajudar na propagacao da doenca.

3. Sg(t), onder=1,...n representa o nimero de moscas fémeas susceptiveis,
no tempo t. Sdo consideradas moscas fémeas susceptiveis, as que podem se
contaminar ao picar um animal contaminado, se tornando ela infectado e podendo

infectar outros animais susceptiveis de qualquer espécie.

4, If(t), onde r=1,...n representa o nimero de moscas fémeas infectadas, no
tempo t. S&o consideradas moscas fémeas infectadas, as que podem infectar animais

susceptiveis, ou seja, aqueles que ainda ndo possuem a doenca.

A populacéo total, para uma espécie r, no tempo t, € dada por Nr(t) = Sr(t) + Ir(t),

e a populacéo total de moscas fémeas, no tempo t, € dado por Nf(t) = Sf(t) + If(t).

A taxa de nascimento serd identidade para as populacdes infectadas e
susceptiveis, e existe transmissdo vertical, ou seja, qualquer novo individuo é

susceptivel.



As equacdes que descrevem o modelo, em [1] s&o:

Aonde:
(v

pj

P

ij & j!_f .

GFJ; t=f?_ir:

A taxa de novos individuos infectados, para a espécie j, € dada por

cef AT . , . . ~ . .
il Si /N 5 oy seja, é dada diretamente proporcional a propor¢cdo de animais
susceptiveis, a probabilidade de infeccdo a cada picada, a taxa de picada, e a

populacdo de moscas gémeas infectadas. E a taxa de novos casos de moscas fémeas

infectadas é dada por =1

.",I' e _.'_ir .

dS; S ,
—L = —ﬂjpj_:;lff +f’jj—j —|—_3jiﬂ'fj — JJ',S‘J" J= 1,..., n
dt ‘“.'r.,i'
dj- JSr' .
?;:ajpjﬁff—f;-jfj—ﬁjfj. j:]. ..... T
dSy ) I . R
- = — E r_’i:-pf_z-?bf—I—",-'Jrff—l—,.'.fr'ff\rf —r:TJrSf
i—1 [
dl ¢

- If al
Tt = Z r_’kt-pf_l-?bf — ’j-'ff__,r — Uff_ir.
i=1 !

4

taxa média de picadas de uma mosca fémea, para a espécie j.
probabilidade de uma picada de uma mosca fémea infectar um individuo
susceptivel, para a espécie |.

Probabilidade de uma mosca fémea susceptivel, ser infectada ao picar
um individuo infectado, para a populacao i.

taxa de individuos infectados que se recuperaram e se tornaram
susceptiveis, para a espécie j e moscas fémeas respectivamente.

taxa de natalidade para a espécie j e moscas fémeas respectivamente.

taxa de mortalidade para a espécie j e moscas fémeas respectivamente.

n

Z ooyl i/ N; ) Sf

13

, OU seja, € diretamente proporcional a taxa

de picada, a probabilidade de infeccdo de uma mosca se infectar ao picar um animal

infectado para a espécie i, a propor¢cdo de animais infectados para a espécie i, e a

populacdo de moscas fémeas susceptiveis.
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O numero de reproducédo basico é um parametro limiar muito Gtil para determinar
a intensidade da propagacédo da doenca. Em seguida, iremos obter o Ro para o modelo
descrito:

Fazendo as seguintes substituicdes:

.5'j|:t:] = _1"\-'}'[21.:] — IJ e .__flil:l = 1"b_f|!l:| — f_f

Obtemos as seguintes equacdes:

dl; &

dt :Zﬂzﬁle.:'_ f_irf)_-'fjf_gfff

dl, N; — I .

d_; - “’J‘ij_.-Tjij —Yly — o5l J=1,...n.

Colocando 7 ¢ i em evidéncia na primeira e na segunda equacao,

respectivamente, obtivemos:

dl; ‘
i :Zﬂtﬂh: f\f—f_f} (v +01)1;,
—L = a,p; T — O, i=1,.
at TN AJ =0 i

Dividindo por Ny e Nj g primeira e a segunda equacado, respectivamente,

obtemos:



1 riI . L (Nj—N: I_f
E +op) =,

1 dr; aip: N — I I.
Nd N, ( ~ j) Iy = (3 +oj) 5 = Lm
&4 j- - j 4 j, N j‘
J.nl'rr I I J_nlyr' _I I
Cﬂmﬂ¥=1_%ﬁ¥=l—%. temos :
Ny Ny N Nj

Ldl; Iy Iy
+
J.:\ff dt Z_; ﬁi.lﬁf i;ﬁ'! ( J.:\;f ) [ f Crf:l J.-\'!.f

A ot (1 ——j) Iy — [“J'j+0j]Tj. j=1..n

J.n*rj dt J.n*rj J.nklj‘ 4 j‘
! I d; 1 fiI dr;
Fazendo y = 'f €1 = L obtemos — y_ T e oty _

— = aiprazi(l —y) — (7 + o5y,
1=1

dr;  ip; _

d—;_ ij[l—zjjlf_f—[m—l—crj] vi, para j=1,..n
I

Por y = x'_f. temos Iy = Ny e
N

dy n
i Zﬂiﬂf.i-fi“ —y) = (yr+orly.
=1

d i i1 IV
L= ST (1 — 2y)y — () + o), para j =1,

TN dt

1 fﬂj

—. logo

15
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Colocando (v + o) e (7 + 0j) em evidéncia na primeira e
sequnda equacio, respectivamente . obtemos :

f N - i . .

E'=]_ -'-f Ll I";-f
dr; _ v p; Ny N _ o
Nipf. o Ny

Fazendo A\ = e k: = — . temos :

_ir—f?_ir] e I:“_.'J:—f?j:].j'»'j

1 .
&y = [y + l.'?'_f]”l—fj]z.}tiz y)

flt -
d

J [~z AR - L0 . ;
E:[L IJ—I:TJ] I'-';"JII-J'_'EJ_]H_-EJ_]. _}:J._i'j

O Ro, pode ser definido como: Ro.j = }‘i“r"i, para a espécie j, jaA o Ro do

sistema, é definido como a soma dos Ro, de todas as espécies, como:

Ro = i:)u J
j=1

O Ro,j, represente o numero total de infec¢cbes causadas na populacdo, através

de um individuo infectado. No caso do modelo descrito, a introducdo de um animal

. o N A

infectado, da espécie j, ird causar a infeccéo de moscas fémeas. E cada uma destas
n . . . - -'r'-J . .

novas moscas fémeas infectadas, iram causar a contaminacdo de animais na

populacao.

Portanto, o Ro,j é diretamente calculado, como o produto das moscas infectadas
pela introducédo de um animal infectado, da espécie j, com o0 niumero de animais que

serdo contaminados por cada mosca infectada por este novo animal infectado.
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1.5 Estudo sobre a estabilidade do sistema

Iremos estudar a estabilidade do sistema, nos pontos de equilibrio. Iremos

apresentar a definicdo de pontos de equilibrio e matriz Jacobiana.

Nas simulacdes, é localizado o ponto de equilibrio do sistema, e em seguida é
calculada a matriz Jacobiana para aquele ponto. Se observa que, quando o Ro é maior
do que um, todos os autovalores da Matriz Jacobiana para este ponto, tem a sua parte
real estritamente positiva, indicando que o ponto € assintoticamente estavel.

1.5.1 Ponto de equilibrio

Dada a equacéo diferencial:

dr o
— = .E']
dt st
Dizemos que x* € ", é ponto de equilibrio se f(x*) = 0, para todo t.

Iremos localizar os pontos de equilibrio do sistema que estamos estudando.

Dada a equagao de y'(t):

il
d . .
?':: = cg((1 —y) ; A — )

Fazendo dy/dt = 0, obtemos:

mn
1=1 — Y
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Da mesma forma, para as equacdes relacionadas as populagbes de animais e
humanos:

dr; : . o
T; = ;{1 — x5)ky — i), para 1 =1 ou 2
elt

Fazendo dxi/dt = O, obtemos:

B rIfg' fj
- J. T jt‘jy

T;

1.5.2 Matriz Jacobiana

Dado uma funcéo f, e um ponto x* € ", é definidio uma matriz n x m como:

aft
{'[Elj —= EI‘IEI*J

Portanto, definimos a matriz Jacobiana como, no ponto x*: A = Df(x*).

Definimos como a Linearizagédo do sistema original, no ponto x*, como:

'
Iy = 110 — 41202 — ... T pdy
'
Iy = 2101 — 42202 &+ ... T A2ndy
¥, , . .
Iy = Omld2 — Gm2T2 +— ... T Gmndn

Aplicando ao sistema de equacao que esta sendo estudada em questéo, temos:
Para y'(t):

dy

T
- = col (1 —y) ; A — ), onde cg = py 4+ 5

fylt) = y' (1) = col((1 —y)(Mz1 + dax2) — y)
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Para *1(t):

dry
dt e1(fy(1 —z1)y — 1), onde ¢y = p1+m

fr, (t) = 21 (t) = c1(ka(1 — z1 )y — 1)

Para Z2(t):

— = eolko(l — o)y — x2), onde c3 = po+ o

fru (t) = 25(t) = calka(l — 22)y — x2)

Calculando os elementos da matriz Jaxobiana do sistema em guestédo, obtemos:
Para y'(t):

i1 = m = —Cgl[)ll1_.1‘1_ + Aoxa + ].]
Dy
ad fylt
a2 = g’ij = coAi (1 —y)
a3 = O5lt) _ Aa(l —y)
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Para 71(t):

) fr1lt _
ity = ‘ f;llk ) =1kl —aq)
ay
A freqlt) _
= '},r'llt - = —c1(1 — ky)
iJry
) flt)
flag = ‘ '},r'lllt ) =10
1o

LY
Para T211):

) fealt .
i3] = ‘ f,‘;gk ) = okl — x9)
oy
) foalt)
32 = ‘ '},F'IL — =10
iy
) foalt .
33 = : '}.F'IL | _ —ca(1 — Fay)
)1

Portanto, definimos a matriz Jacobiana para o sistema em questdo, no ponto x*,

como.

—cpl ATy + Ao 1) gl —y)  cpAa(l —y)
J(r#) = 1k (1 — ) —c1( 1 + yky) 0
caka(l — ra) 0 —ca(1 + yka)

Logo, podemos definir para o sistema em questdo, a linearizagdo do sistema

original para o ponto x*:
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y' (1) = —cp(Axy + Xoxa + Dy + coM (1 — )y + cpda(l — y)a

(1) = c1b1(1 —y)y — (1 + kyy)ay

3 (t) = eaka(1 —y)y — call + kay )y

Assim, podemos escrever como:

y'(t) —cpl Ay + Ao + 1) M (1 —y)  epAa(l —y) yly)
i (t) ]| = ekl —y) —c1(1 + Ey) 0 rilt)
ro(t) coka(1 —y) 0 —ca(l + koy) | | x2(t)

1.5.3 Teorema da Linearizacao

Um ponto x* é considerado hiperbdlico, caso nédo exista autovalor da matriz J(x*),

com parte real zero.

Suponha que o sistema dindmico € hiperbdlico em um ponto fixo x*, entdo x* é
assintoticamente estavel se sua linearizacao € assintoticamente estavel. Além disso, se
x* € assintoticamente estavel, entdo todos os autovalores da matriz Jacobiana possuem

valor estritamente negativo na sua parte real, conforme em [6].

Através das simulacdes, iremos mostrar que quando o potno de equilibrio para a
simulacdo em questéo, for assintoticamente estavel, o0 Ro para a simulacdo tem valor
maior ou igual a um, indicando que o sistema entrou em estabilidade e portanto a

leishmaniose se instalou na populacao.
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CAPITULO 2 — RESOLUCAO NUMERICA

2.1 Introducéao

Existem muitos métodos para resolver analiticamente um sistema de equacdes
diferenciais, porém isto nem sempre é possivel. Nestes casos se utiliza métodos de

resolucdo numerica.

Porém, vale adiantar que o método escolhido para a resolugdo numero do
sistema de equacdes diferenciais proposto, sera o Runge-Kutta, pois este método
apresenta algumas vantagens, como por exemplo, a de nao ter a necessidade de
derivadas de ordem superior a dois, para o sistema de equacao, do qual se pretende

fazer esta resolucdo numérica.

O método de Runge-Kutta foi desenvolvido por dois cientistas: Carl David Runge
e M. Wilhelm Kutta. Este método de resolucdo namerica € um dos mais populares, e
também um dos mais precisos para se obter solucdes aproximadas para problemas de

valor inicial.

No nosso sistema de equacdes diferenciais, temos quatro variaveis, que sao:
Y(t) : Proporgéo de moscas infectadas, no instante t.
X1(t) © Proporgéo de humanos infectados, no instante t.
X32(t) © Proporgéo de animais infectados, no instante t.

t o Indica o instante, em dias.

O método de Runge-Kutta, é construido em torno do polinbmio de Taylor, por
isto, antes de definirmos o método, iremos definir o polinbmio de Taylor, e

posteriormente, iremos contruir o método de Runge-Kutta em torno do polinébmio.

Para a resolucdo do sistema de equacdes proposto, iremos utilizar o método de

Runge-Kutta para sistemas.



2.2 Polindbmio de Taylor

Dado um polindbmio qualquer.

23

I ' I ' i y I L I y
plz)=ag +ay(r —a) + ap(z —a)? +ag(z —a)® + ... + a,(z —a)"

Dizemos que este esta centrado em x = a. Logo, derivando p(x):

5 ) I’ I ) r 5 } i ) —
pr) = ay + 2as(x — a) + 3az(z — a)® + ... + na, (r — a)"!
o _ p'la)
pla) =0 =>=0 =
' 1!
Fazendo a segunda derivada, temos:
;o . . \ p 4y f v
p'(z) = 2a3 + 6ag(r —a) + ... + n(n — 1)a,(zr —a)" =
Fa 0
o 7 1(a)
plla) =ay =>ay= "E—I:” :

Portanto, por inducéo se obtém:
p*(a)

IIL‘ !

P (a) = klag => . =

Definicdo. Dada f: R — R uma fungao que tenha derivadas até ordem n no ponto x = a,

associamos a f o polindbmio Pn,a(x) de grau < n dado por [5]:

B, x)=ay+ailr —a)+ar—a)” +

coeficientes:

f*a)

rIl.‘ !

() = B=0,12..n

Logo:

Ppalz) = fla) + fYa)(z —a) +

L,

f‘rg\’ (1)

- ANl
saan 1 {I” I\.E - i—'[] , Onde OS

}r'l.rn‘JI:“.] ,
L Ty

(r—a)"
!

doy W2
(r—a)” + ..
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2.3 Método de Runge-Kutta

A construcao deste método gira em torno do polindmio de Taylor. O polinémio de
Taylor € uma expansao do teorema do valor médio. O polindmio de Taylor de grau n é
dado por, numa vizinhanca de x = a [2]:

f"(a)
2!

£ (a)

!

(x—a)*+ -+ (x —a)".

Prl('r'} = f{”} + .-irIE“]{-r —a)+

Iremos, deduzir o método de Runge-Kutta, que usa diretamente o polindémio de

Taylor.

Vamos considerar que x(t) seja um funcdo qualquer, tal que faca parte de algum
problema de valor inicial:
f '(t) = flx.t)
r(to) = xo 1)

Iremos escrever o polinbmio de Taylor para x(t), em torno do ponto t + h,
obtemos:
() ()

w(t +h) = x(t) + ha'(t) +
2| 3! 2)

Usando a equacéo (1), e a regra da cadeia, obtemos as seguintes equagoes:
2(t) = flt.z)=f
Adf  of dx(t)

z'(t) = L P P fo+ fox'(t) = fe + fof
oty = VI ANl s o ot e el 4 1t
(i ()1

Fazendo as substituicdes, das equacgdes obtidas acima, na equagéo (2), vamos

obter o seguinte polinbmio de Taylor:
W2 (fi+ [ fo) 2.
17 fi - fre) —()[IJ';_]

1

r(t+h) ==zi(t) + hf +
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Escrevendo o polinbmio de Taylor, para a fungéo f(x,t), em torno do ponto (t+h,x
+ hf)

flt +hoe+hf) = flot) +hf'(x,1)

flt+hax+hf)= flz.t)+n(fi + fof) (4)

Reescrevendo a equacéao (3), obtemos:

W (fe + ff2)
2

zlt +h) =x(t) + hf + L o(h?)

d g L R
.E'|:!L- T .IrJ] = EI:EL] +4 ﬁ_f 4 h_f e h Ixff . f}r| ]

- !
olt + h) = () + 2L 4 AU S M)

a =1

+ O(R)

]

i

+O(h*)  (5)

Substituindo (4), em (5), obtemos:

. hf(x.t) hf(t+h.o+hf o,
vt +h) =r+ ‘fj* ) B k. )L om?
Eliminando o O(h3), podemos escrever:

. i+ F . .
r(t+h)=x+ % onde Fy = hf(r.t) e Fo =hf(t+h, o+ Fy)

i

Quanto menor dor o valor de h, chamado de passo, menor sera o erro cometido

na aproximacao.

Esta é formula para o método de Runge-Kutta de segunda ordem. Aonde
podemos aproximar uma funcéo, sabendo o valor de um ponto em especifico, que

neste caso é o valor inicial do problema.

Para o problema proposto, em vez de utilizar o método de resolugcdo numero
Runge-Kutta de segunda ordem, iremos utilizar o de quarta ordem. O de quarta ordem
utiliza em vez de dois termos, do polinbmio de Taylor, quatro termos. Logo a precisao

deste é superior ao de segunda ordem.



O método de Runge-Kutta de quarta ordem é definido como:

. |
it +h)=x(t) + ;[ﬁ_l + 2K + 2Kq + If_l]

Aonde:
Ky =nhflr.t)
A ) h K.
Ky = hf(t+ 5,2+ %J
. ; h Ifg.
Ky=nhf{t+ ok T+ 5 )

Ky =nhf(t+h,r+ K3)

Exemplo:

Supondo o problema abaixo:
y'(t) =t +1
yl0) =0

Resolvendo analiticamente, temos:

Ay

: lylt,
J(t) = dylt) _

dt
dy(t) = (t +1)dt == [rfy[t:] = (t + 1)dt

t+1

_ ot
portanto /ffy[a‘._] = ylt) = 5+ t+c
Como y(0)=0 => y(0)=c=0=>c=0

Portanto, podemos definir y(t), como:
@

&

ylt) = & +t

i

Portanto, para t=1, temos, y(1) = 3/2.
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Supondo, que gostariamos de estimar o valor de y(1), usando o método de Runge-

Kutta, teriamos, usando o passo igual a um (h=1), teriamos:
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y'(t) = fly.t)=t+1

K= f(y(0).,0)=0+1=1

. P (¥ I, 11, I 3
112 - ,fl._.gl._[:].] B ?.U_ E] = |‘.§, E] = E— J_ = E
. oo Ko I, P I 3
.:rl:; = flhijltt:]_] an T 0+ E] = fltz. E] = E + 1= E

Ky = flyl0) + K3, 0+ 1) = f[;. ll=1+1=2

Aplicando o restante do método:

| | | 1
y(t+h) =y(0+1) = y(1) = y(0) + Z[Ky + 2K, + 2K + K]

| Lo

. 1 1
y(l) = yl0) + a[l +3+34+2]=0+ E[Q] =

el

I

Apesar da simplicidade do problema em questdo, o exemplo mostra a
implementagdo do método de Runge-Kutta, e o resultado que ele obteve vai de

encontro com a resolucdo analitica.

Podemos definir o algoritmo como:

Entrada: Equacéao diferencial: x(t)
Valor Inicial: x(to) = xo, aonde t=to, e h.

Saida: Valor da funcao, x(j), aonde j>0.
Passo 1:i=0, f(x,t) = x'(t)
Passo 2: Se i =j, ir para Passo 7
Passo 3: K1 = h f(x(ti), ti)

K2 = h f(x(ti) + h/2, ti + K1/2)

K3 = h f(x(ti) + h/2, ti + K2/2)

K4 = h f(x(ti) + h, ti + K3)
Passo 4: i=i+1
Passo 5: x(ti) = x(ti-1) + [ K1 + 2K2 + 2K3 + K4]/6
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Passo 6: Ir para o Passo 2
Passo 7: SAIDA ( x(ti))
PARE

2.3.1 Método de Runge-Kutta de quarta ordem para sistemas de equacodes

Para a resolucdo numérica, do sistema de equac¢fes diferencias, que descrevem
0 comportamento da leishmaniose em uma determinada situagdo, iremos utilizar o

meétodo de Runge-Kutta de quarta ordem, para sistemas.

O exemplo dado anteriormente, na implementacdo do método de Runge-Kutta,
ficou restrito apenas a uma equacéao diferencial, e ndo a um sistema de equacoes.
Portanto, iremos descrever, a implementacdo do método de Runge-Kutta, de quarta

ordem para sistemas de equacoes.

Supondo que temos, n equacdes diferenciais no sistema, isto é:

T (t), 2olt), xa(t), ... 2, (1)

Da mesma forma, este € um problema de valor inicial que podemos definir como:

( 7\(t) = fi(x1.1), aonde x1(to) = 110
r5(t) = fa(x1,t), aonde r2(to) = 120
¢ wh(t) = falxy,t), aonde x3(to) = x30

P e s ' ¥ '
o (t) = fulry.t), aonde x,(to) = r,0
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Logo, para equacao i, aonde 1 < i <=n, temos:
ri(t+h) =x;(h) + 6[h‘{ + 2K + 2K, + K]
Aonde:

K{ =hflry,r2, 23, ..., 70)

K — bl Ki K} K K] .]
g =NJlr{+—. T+ —. T3 T —., ... T —
T J 1 9 2 9 3 9 T 5
- -3 . -
i ) K é K35 K _;% K3
Ky =hflei+ —= w0+ —= 03+ —= o Tn + ——)

a =1 i =1

Ki=hf(r) + K} 20+ K2 03 + K3, ... 7, + K}
2.3.2 Implementando o método de Runge-Kutta

As equacdes diferenciais que representam o sistema sao:

dv o . _
ﬁ = (5 + o)l —yl[Mry + A — )
v

x | | |

=L — (4 01) (ki (1 — )y — 1)

dt '

Lx: | | |

T2 — (e + 0n)(ke (1 — ma)y — 1)

dt '

Do qual, as equagdes representam respectivamente, a propor¢do da populacao
infectada de moscas, humanos e animais.

Podemos escrever, o sistema de equacdes da seguinte forma:
y'(t) = fly. z1,12)

7 () = gi(y. 1)

7y (t) = galy, 72)



Logo, pelo método de Runge-Kutta de ordem quatro para sistemas, temos:

1
ylt+h) =ylt) + E[h’l + 2K, + 2K3 + K]
1
T [f + fl] =1 [f] + E[Ll + 205+ 205+ L-l]

1
o [t — fljl = .I‘gl{i]l — E[JH_ + 20+ 203+ .Ll]

Aonde:
(K1 = fly,x1,72)
) Ly = qi(y.r1)
Ji = galy, x2)
( Ky L Jy
Ko = fly+—. 11+ —. 70 + —
2= fly 5Tt ST 2]
Ky Ly
) L?—q1[y+?.l1+?]
K J
Jz = g2y + ?14‘2 + %]
rh’ _f[+’2 +L2 +sz|
= fly +—.1 — .1 —
3 [l 5 1 2 2 2
Ky Ly
) LJ—‘?I[H"‘?-H"‘?]
([ Ky = fly + K3, x1 + L3, 22 + J3)
) Ly=qgi{y + K3, 11 + Ly)
Jy = galy + K3, 12+ J3)
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A simulacao ira iniciar considerando as condi¢fes iniciais, e a cada interagao, ir

calcular um novo para cada das variaveis.

Cada simulacao, ira ser feito para um periodo de 10.000 dias.



32

CAPITULO 3 — RESULTADOS E SIMULAGCOES

3.1 Consideracdes iniciais

As simulagBes tem o objetivo de variar o valor do Ro, para a analise da resposta
do sistema. Iremos variar o nimero de moscas em cada simulagdo, mas é equilavente
varia 0 numero cachorros para se observar a variacdo do Ro e a resposta do sistema.
Através dos pontos de equilibrios do sistema, para cada simulacao, iremos calcular a

matriz Jacobiana e seus respectivos autovalores.

Sera observado que, para as simulagdes que apresentarem Ro maior que um,
todos os autovalores da matriz jacobiana, para o ponto de equilibrio em especifico da

simulacédo, tera sua parte real negativa.

Os objetivos da simulacdo para o modelo estudado, de dinamica comportamental

da leishmaniose, sao:

=>» Observar que, conforme fomos aumentando o nimero de moscas no sistema,
0 numero Ro ird aumentar também.

= Observar também que, quando Ro, for maior que um, o sistema ira se
estabilizar, e assim a leishmaniose tera se instalado na populacao.

As condigdes iniciais para o sistema sao:

ylt) =0

ri(t) =10

ra(t) = 0,50

para t =0

A variacdo de t, se dard por dia. Os valores dos parametros foram retirados de

[1] e seré&o utilizados na simulacdo. Os parametros e seus respectivos valores sao:

vy  (Taxa de picada, para humanos) 1/14 por dia
B! (Taxa de recuperacéo, para humanos) 0.00329 por dia

@1  (Taxa de mortalidade, para humanos) 0 por dia
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/1 (Probabilidade de infecgéo, para humanos) 30%

rvs  (Taxa de picada, para animais) 1/14 por dia

72 (Taxa de recuperacao, para animais) 0.0137 por dia
7y  (Taxa de mortalidade, para animais) 0.00274 por dia
f2  (Probabilidade de infeccdo, para animais) 25%

7f  (Taxa de recuperacao, para moscas) 1/14 por dia

7y  (Taxa de mortalidade, para moscas) 1/14 por dia

ff1 (Probabilidade de uma mosca se infectar, ao 25%
picar um humano infectado)

ft.2  (Probabilidade de uma mosca se infectar, a0 25%

picar um animal infectado)

O tamanho da populacdo de humanos, e animais sera de 5.000, e ndo seré
variada nas simulacdes. Porém, para a realizacdo das simulacdes, o tamanho da
populacdo de moscas ird variar para cada uma das simulagdes, comecando em 2.000
até chegar a 11.000.

O tamanho do passo para o0 método numero que iremos utilizar, Runge-Kutta, foi

definido com um, pois a variacdo do tempo sera em dias.

3.2 Simulac¢des por variagcdo do tamanho da populacédo de moscas

3.2.1 Simulacao para Ny = 2.000
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Gréfico 1. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 2.000

Simulagéo para Ro= 0.37995 e Ny = 2000

Populagoes
— Humanos
Animais

— Moscas

Densidade Populacional

I I | I I
10 10 10° 10 10*

Tempo(dias)

O gréafico acima (Gréafico 1), representa a simulacdo feita para o tamanho da

populacao de mosca igual a 2.000.

Se observa, o0 aumento da populacdo de moscas, e humanos infectados, mas
logo em seguida este numero cai tendendo a zero. Conforme era espero, visto que Ro

calculado para estas condi¢des € de aproximadamente 0.38, ou seja, menor do que um.
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Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:
—0.125292105  0.02108665  0.02108665
J(X#*) = | 0016294473 —0.00174112  0.00000000
0.007733293  0.00000000 —=0.01510821

E seus, respectivos autovalores, sao:

A = —0.129410063

Ao = —0.013939425

Az = 0.001208052

Podemos observar que, nem todos os autovalores da matriz jacobiana, para o

ponto de equilibrio do sistema é estritamente positivo.
Indicando, que o ponto de equilibrio em questdo, € um ponto de equilibrio
instavel. Conforme era esperado, visto que Ro, neste caso, € menor do que um,

indicando que a leishmaniose néo se instalou na populacéo, neste caso.

3.2.2 Simulacao para Ny = 3.500
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Gréfico 2. Simulacao feita para o tamanho da popula¢do de mosca igual a 3.500

Simulagéo para Ro= 0.6649125 e Ny = 3500

Populagoes
— Humanos
Animais

— Moscas

Densidade Populaciqpal

I 1 1 | 1
10 10° 10 10°

Tempo(dias)

O gréfico acima (Gréafico 2), representa a simulacdo feita para o tamanho da

populacdo de mosca igual a 3.500.

Se observa, na simulacdo cima, que em relacédo a simulacdo anterior, houve um
maior no numero de infectados, e um periodo mais prolongado, das populacdes de
humanos, e moscas infectados.

Porém, conforme esperado, ao longo do tempo, as populacdes infectadas,

tenderam a zero, visto que o valor de Ro, € menos que um.
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Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:
—0.13588739  0.01884952  0.01884952

J(X*) = | 0.02020248 —0.00245755  0.00000000
0.01302158  0.00000000  —0.01570189

E seus, respectivos autovalores, sao:
A1 = —0.1406089027

Ao = —0.0141126769

Az = 0.0006747484

Podemos observar, que nem todos os autovalores da matriz jacobiana, para o
ponto de equilibrio do sistema, é estritamente positivo. Indicando assim, que o ponto de

equilibrio em questao, € instavel.
E este resultado, vai em direcdo ao que era esperado. Visto que Ro, para esta
simulacdo, € menor que um, assim a leishmaniose ndo estd instalada na populacéo, e

ao longo do tempo, ela tende a desaparecer.

3.2.3 Simulagao para Ny = 5.000



38

Gréfico 3. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 5.000

Simulagéo para Ro= 0.949875 e Ny = 5000

Populagoes
— Humanos
Animais

— Moscas

Densidade Populacional

I ] ] 1
10 10 10° 10 10

Tempd(dias)

O gréafico acima (Gréafico 3), representa a simulacao feita para o tamanho da

populacao de mosca igual a 5.000.

Se observa nesta simulacdo um Ro maior, porém ainda menor que um,
indicando que a leishmaniose ainda nédo se instalou na populagdo. Sendo assim, as

populacao infectadas tendem a zero ao logo do tempo.
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Porém, podemos observar que o Ro, nesta simulacdo, foi maior que nas
anteriores, e o numero de individuos que foram infectados aumentaram, assim como o

tempo também em que a doenca ficou instalada na populacéo.

Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, é dada por:
—0.14197689  0.01795466  0.01795466

J(X*) = | 0.02234626 —0.00317398  0.00000000
0.01792454  0.00000000  —0.01629557

E seus, respectivos autovalores, sao:
A1 = —0.1472203606
Az = —0.0143286081
Az = 0.0001025271

Podemos observar, que nem todos os autovalores da matriz jacobiana, para o
ponto de equilibrio do sistema, é estritamente positivo. Indicando assim, que o ponto de

equilibrio em questao, € instavel.
E este resultado, vai em direcdo ao que era esperado. Visto que Ro, para esta
simulacdo, € menor que um, a leishmaniose ndo esta instalada na populacéo, e ao

longo do tempo, ela tende a desaparecer.

3.2.4 Simulacgao para Ny = 6.500
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Gréfico 4. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 6.500

Simulagao para Ro= 1.2348375 e Ny = 6500

Populagoes
— Humanos
Animais

— Moscas

Densidade Populacional

I ] I I I
10 10 10° 10

Tempd(dias)

O gréfico acima (Gréafico 4), representa a simulacdo feita para o tamanho da

populacao de mosca igual a 6.500.

Conforme podemos observar, nesta simulacdo, o Ro foi maior que um, indicando
gue a leishmaniose se instalou na populacdo. Podemos observar que, mesmo depois
de um grande intervalo de tempo, as populacgéo infectadas continuaram em um patamar

elevado, sem tendéncias de cair.
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Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:
—0.14602600  0.01747282  0.01747282

J(X*) = | 0.02370047 —0.00389041  0.00000000
0.02248280  0.00000000  —0.01688925

E seus, respectivos autovalores, sao:

A1 = —0.1517400468

Az = —0.0145809080

Az = —0.0004847103

Conforme era esperado, todos os autovalores da matriz Jacobiana, para o ponto
de equilibrio em questdo, sdo menores do que zero, visto que o Ro é maior que um.

Indicando, que o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

Nesta simulacdo, o sistema entrou em equilibrio, indicando que a leishmaniose

se instalou na populagéo.

3.2.5 Simulacao para Ny = 8.000
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Gréfico 5. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 8.000

Simulagao para Ro= 1.5198 e Ny = 8000

Populagoes
— Humanos
Animais

— Moscas

Densidade Populaciqpal

I I I I I
10 10 10° 10° 10*

Tempo(dias)

O gréfico acima (Gréafico 5), representa a simulacdo feita para o tamanho da

populacdo de mosca igual a 8.000.

Conforme podemos observar, nesta simulacéo, o total das populacdes infectadas
ficou em um numero maior, e seu crescimento se deu em um espa¢o menor de tempo,

0 que era esperado, visto que o numero Ro nesta simulacao, foi maior que na anterior.
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Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:
—0.14896925  0.01717166  0.01717166
J(X*) = | 0.02463348  —0.00460684  0.00000000
0.02673150  0.00000000  —0.01748293
E seus, respectivos autovalores, sao:
A1 = —0.155114871
Az = —0.014865014
Az = —0.001079133
Conforme era esperado, todos os autovalores da matriz Jacobiana, para o ponto
de equilibrio em questdo, sdo menores do que zero, visto que o0 Ro € maior que um.

Indicando, que o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

Nesta simulacdo, o sistema entrou em equilibrio, indicando que a doenca se

instalou na populacgao.

3.2.6 Simulacao para Ny = 9.500
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Gréfico 6. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 9.500

Simulagéo para Ro= 1.8047625 e Ny = 9500

1
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Animais

— Moscas
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10 10 10° 10 10°

Tempo(dias)

-

O gréfico acima (Gréafico 6), representa a simulacdo feita para o tamanho da

populacao de mosca igual a 9.500.

Conforme podemos observar, nesta simulacéo, o total das populac¢des infectadas
ficou em um numero maior, e seu crescimento se deu em um espacgo menor de tempo,

0 que era esperado, visto que o numero Ro nesta simulacao, foi maior que na anterior.



Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:

—0.15124003  0.01696561 0.01696561
J(X#*) = | 0.02531536 —0.00532327 0.00000000
0.03070111 0.00000000  —=0.01807661

E seus, respectivos autovalores, sao:
A1 = —0.1577RH268
Az = —0.015177261
Az = —0.001677378
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Conforme era esperado, todos os autovalores da matriz Jacobiana, para o ponto

de equilibrio em questdo, sdo menores do que zero, visto que o Ro € maior que um.

Indicando, que o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

Nesta simulacdo, o sistema entrou em equilibrio, indicando que a doenca se

instalou na populacgao.

3.2.7 Simulacao para Ny = 11.000
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Gréfico 7. Simulacao feita para o tamanho da populacdo de mosca igual a 11.000

Simulagéo para Ro= 2.089725 e Ny = 11000
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O grafico acima (Gréfico 7) representa a simulagdo feita para o tamanho da

populacao de mosca igual a 11.000.

Conforme podemos observar, nesta simulacéo, o total das populac¢des infectadas
ficou em um numero maior, e seu crescimento se deu em um espa¢o menor de tempo,

0 que era esperado, visto que 0 numero Ro nesta simulacao, foi maior que na anterior.



a7

Assim, a matriz Jacobiana no ponto de equilibrio, € dada por:
—0.15306758  0.01681575  0.01681575

J(X#*) = | 0.02583547 —0.00603970  0.00000000
0.03441828  0.00000000  —0.01867029

E seus, respectivos autovalores, sao:

A1 = —0.159985231

Az = —0.015514601

Az = —0.002277736

Conforme era esperado, todos os autovalores da matriz Jacobiana, para o ponto
de equilibrio em questdo, sdo menores do que zero, visto que o Ro é maior que um.

Indicando, que o ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

Nesta simulacdo, o sistema entrou em equilibrio, indicando que a doenca se

instalou na populacgao.
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CONCLUSAO

O objetivo deste trabalho foi a simulacdo do modelo comportomental de
leishmaniose, através do modelo de resolucdo numérica Runge-Kutta, achando seus
pontos de equilibrio, e a partir deles, a classificacdo do ponto em estavel

assintoticamente ou instavel, através da matriz Jacobiana.

Para tal realizacédo, foi observado que quando o numero, Ro, foi maior que um, o
sistema apresentou um ponto de equilibrio estavel assintoticamente, indicando que a

leishmaniose tinha se instalado na populagao.

Graficamente, foi observado, que quando Ro, era maior que um, o gréafico ao
longo do tempo nao apresentava qualquer tipo de tendéncia de diminuicdo da
proporcéo de infectados na populagao.

Esta condicao pode ser observada, nas simulacoes, 4, 5,6 e 7.

Nas simulagbes em que o Ro foi menor do que um, o0 sistema apresentou um
ponto de equilibrio instavel, indicando que a leishmaniose néo tinha se instalado na
populacao, e isso se refletiu graficamente, aonde foi possivel indicar que ao longo do
tempo, a proporcado de individuos na populacdo tanto de, humanos, moscas e animais,

estavam com tendéncia a zero.

Esta condicdo pode ser observada, nas simulacdes, 1, 2 e 3.

Todas as simulacdes, foram feitas variando o numero de moscas na sua

populacao, e para todas as simulacdes, a condi¢cao inicial foi a mesma.

Deste modo, podemos concluir através de simulagfes, que quando o Ro, é maior
do que um, a matriz Jacobiana, para o ponto de equilibrio em questédo, apresenta todos

0S seus autovalores menores do que zero, indicando que aquele ponto de equilibrio em



especifico é estavel assintoticamente, ou seja, a leishmaniose tinha se instalado na

populacao.

Podemos concluir também que o controle de moscas na populacao impede o
avanco da leishmaniose na populacdo, pois a mosca € o vetor principal da sua

transmissao.
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