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CapiTULO 1

Introducao

A epidemilogia é o estudo dos fatores que determinam a freqiiéncia e a dis-
tribuicao das doengas nas coletividades humanas (IEA — Associacao Internacional
de Epidemiologia, 1973). O desenvolvimento e utilizagdo de modelos mateméticos
nesta area é quase tao antiga quanto na fisica (Coutinho,2004) e pode fornecer in-
formacgoes importantes sobre uma determinada doenca e, consequentemente, uma
melhor estruturacao de combate como, por exemplo, através da vacinagao.

Diversos modelos ja foram e sao estudados de modo a tentarem prever o com-
portamento de doengas. Dentre eles, podemos citar o SI (Sucetivel-Infectado), o
SIS (Sucetivel-Infectado-Sucetivel), o SIR (Kermack e McKendrick), etc. Eles serao
descritos neste trabalho e utilizados como base para apresentacao de um modelo
mais complexo.

Através do estudo desses modelos, este trabalho de conclusao de curso visa
abordar a teoria basica dos sistemas de equacoes diferenciais e a teoria epidemiold-
gica envolvida. Dessa forma, far-se-4 uma ligagao entre as suposicoes matematicas e
as epidemioldgicas para entao verificarmos como se comportam as taxas de transmis-
soes dada a imunizacao de um percentual da populagao. Para isso, abordaremos o
modelo descrito em Coutinho et al (1993) e apresentado de forma mais simplificado
em Massad, Ortega e Silveira (2004).

Neste trabalho, simularemos a evolugao epidemiolégica do sarampo para di-
ferentes coberturas vacinais, a partir do modelo SIR e, com os dados de Correira,
Mena & Soares (2011) e do IBGE (2012), com os parametros brasileiros estimados.

Com isso, incluimos no modelo o conceito de vacinagao e simulamos o modelo di-
versas vezes para diferentes coberturas vacinais, verificando assim quando podemos
controlar ou dizimar uma doenca.



CAPITULO 2

Materiais e Métodos

2.1 Equacoes Diferenciais

De maneira geral, é chamada equacao diferencial aquela cuja incégnita é uma
funcao que envolve derivadas dela mesma. Um exemplo classico baseado no Teorema
Fundamental do Célculo, apontado por Figueiredo € Neves(2010).

Tomando f : [a,b] — R uma fungao continua, podemos definir:

Flz) = /xf(s)ds 2.1)

Sendo F'(z) derivavel e F'(x) = f(x), Va € (a,b), sendo que F representa uma
solucao da equagao diferencial % = f(x). Como se pode ver, para qualquer cons-
tante a, F'(a) = 0. Logo, temos o seguinte sistema:

y(a) =0 (2.2)
dy
o = @) (2.3)

Dizemos que y(a) = 0 é a condigao inicial do problema. Nesse caso, notemos que
nos traz uma solugao unica. Podemos, por contradi¢ao, supor as diferentes solugoes
F e G. Entao, tomemos W = F — (G e assim:

aw
C = 1) - gla) =0 (24)

O que nos daria que W é constante, pois W(a) = F(a) — G(a) = 0, mostrando
entao que a solucao é, de fato, unica. Contudo, diferentemente deste caso, nem
sempre conseguimos encontrar uma tnica solucao para uma equagao diferencial. Na
verdade, nem sempre sequer conseguimos identificar uma solucao analitica e conti-
nua para equagoes diferenciais. Tomemos o exemplo abaixo descrito em Rosa(2006).

Seja a equagao

dx
- = f(t2) (2.5)

Considere uma funcao f(.), tal que f(¢,z) = f(z) e que f(x) possua a seguinte forma:

f(x):{ 1—1 ,sex >0 (2.6)

, caso contrario
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Utilizando uma condigao inicial z(0) = 0, observa-se que x = 0 = f(0) = —1,
o que nos da que a solugao decresce. Contudo, para z < 0 = f(x) > 1, o que nos
dé uma contradicao.

Para o caso em que temos fungoes continuas e solugoes nao necessariamente
continuas ou analiticas, podemos enunciar o Teoremada Existéncia e Unicidade.
Teorema 1. Seja o problema de valor inicial abaixo:

dz
e @7)
z(to) = xg (2.8)

Se as fungoes f(t,x) e %—J; forem continuas no retangulo R = {(¢,z) € R?|a <
t < B,0 <x<~v}e (to,rg) € R, entdo o sistema acima possui uma unica solugao
em um intervalo contendo ¢,.

Tendo analisado condicoes de existéncia e unicidade das solugoes, analisamos
propriedades e utilizamos entao diversas técnicas para descobrir tais solugoes, po-
dendo gerar solugoes analiticas ou numéricas. Algumas dessas técnicas e proprieda-
des serao apresentadas no topico seguinte.

2.1.1 Tipos de Equacoes Diferenciais
2.1.1.1 Equacgoes Diferenciais Lineares de Primeira Ordem
Equacoes diferenciais lineares de primeira ordem sao equacoes da forma:

&~ plt)e + (1) (2.9

Em que p: (a,b) — R e q: (a,b) — R sdo fungodes reais continuas definidas em
um intervalo aberto (a,b).

Uma fungdo z : (a,b) — R é chamada solucao se for diferencidvel e satisfizer
a equacao acima. No estudo desse tipo de equacao, temos duas questoes, sendo a
primeira referente a solugao geral (diz respeito ao conjunto de familias de fungoes
que satisfazem a equagao) e outra a solugao com base numa condigao inicial (solugao
unica, pelo teorema da existéncia e unicidade, refere-se a tinica fungao que satisfaz
o sistema), tal como se expressa:

dx

— =Ptz +a(?) (2.10)

Dessa forma, diferentemente da grande maioria das equagoes diferenciais, as
equacoes diferenciais lineares de primeira ordem sempre possuem uma tinica solugao
e, quando possuem um valor inicial, ela é sempre tnica.

2.1.2 Sistemas de Equacgoes Diferenciais

Figueiredo & Neves (2012) definem os sistemas de equagoes diferenciais da
seguinte maneira:



Seja € um aberto de R, J um intervalo de R e f : JxQ) — R™ Considere o
sistema: q
S fta),j=1,...n (2.12)
dt
Em que f(t,z) = (fi(t,z),...fu(t,x)), com = = (x1,...,x,) € R".
Dessa forma, podemos reescrever o sistema como:

X~ fw) (2.13)
O que nos remete a uma equacao diferencial andloga a do teorema descrito no Te-
orema 1, o que nos da a exiténcia e a unicidade da solucao da equacao e, com a
hipotese de regularidade, do sistema, estendemos que ele também possui solugao e,
no caso de houver condicoes iniciais, ela é nica.

Um exemplo de sistema de equagoes diferenciais conhecido seria aquele provindo
das equacoes de Lotkta-Volterra, conhecido como modelo predador-presa, descrito
da seguinte forma:

dz
= ar - By (2.14)
dy
gl oxy — vy (2.15)

Em que z é referente ao nimero de presas e y ao nimero de predadores. Logo,
temos que ‘Cll—f ¢é a taxa de variacao do nuimero de presas, % ¢é a taxa de variacao do
nimero de predadores, « é a taxa de natalidade das presas, 3 é a taxa de encontros
fatais entre predadores e presas (assumindo que ao encontrar uma presa, o predador
a abaterd), v é a taxa de mortalidade natural da populagao de predadores e § repre-

senta o crescimento da populacao de predadores baseado na predacao das presas.

2.1.3 Modelos epidemioldégicos

Muitos dos modelos epidemiolégicos existentes hoje originaram-se das equagoes
de Lotka-Volterra, que por sua vez originaram-se do modelo de equacoes logisticas
de Malthus-Verhulst. Através destas, foram desenvolvidos os modelos de dinamica
populacional, e, a partir das equagoes de Lotka-Volterra, inspiraram-se outros mo-
delos epidemiolégicos de como as doengas se dispersariam (Berryman, 1992).

Segundo Massad et al 2004, os modelos epidemioldgicos sao divididos em dois
grandes grupos: Modelos Compartimentados e Modelos Estruturados. Em geral,
eles podem expressar tanto formas relativas quanto absolutas de populacoes, po-
dendo entao se representar tanto por taxas quanto por niimeros absolutos.

Nos modelos estruturados, existem mudancas na probabilidade de infeccao
de acordo com caracteristicas como idade ou sexo. Nesse tipo de modelo, dife-
rentemente dos modelos de compartimentos, os sistemas costumam exigir equagoes
diferenciais parciais, sendo consideravelmente mais complicados do que os modelos
compartimentados. No caso, modelos estruturados nao serao utilizados neste tra-
balho. Aqui, serao apresentados modelos epidemioldgicos que utilizam sistema de



equacoes diferenciais ordinarias, andlogos ao sistema de equagoes de Lotka-Volterra
descrito na segao anterior.

Modelos compartimentados sao aqueles que dividem a populagao em estudo em
compartimentos, cada um representando uma condicao distinta de seus integrantes.
Cada um dos modelos apresentados sao utilizados de acordo com as caracteristicas
das doencas que se deseja modelar. Iremos descrever os modelos SI, SIS, SIR e o
SIR com a inclusao da vacina. Dentre eles, abordaremos os dois ltimos, sendo que
o SI e o SIS sao apresentados como exemplos de modelos simplificados.

2.1.3.1 Modelo SI (Suscetivel-Infectado)

O modelo SI é um dos mais simples que encontramos. Nele, existem 2 compar-
timentos: o de individuos suscetiveis (que nao possuem a doenca e estao propensos a
té-la) e o de individuos infecciosos (aqueles que possuem a doenga e podem transmiti-
la). Seu uso é adequado quando se pretende modelar uma situagao em que doenga
nao apresenta recuperagao e sem tempo significativo de laténcia (periodo em que o
individuo infectado nao infecta outros suscetiveis). Pode-se assim utilizar o modelo
para verificar o comportamento epidemiolégico de uma doenca sem tratamento ou
que simplesmente seja incuravel.

Alguns trabalhos, como Ldpez-Cruz (2006), aumentam a complexidade desse
modelo afim de reproduzir com mais fidedignidade o comportamento de doencas
como a AlIDs. Contudo, isso torna o modelo muito mais complexo e nao iremos
realizar isso neste trabalho.

Sendo assim, para o caso mais simples, modela-se a passagem de um individuo
do compartimento suscetivel para o infeccioso através de um sistema de equagoes
diferenciais. Neste modelo, todo individuo suscetivel pode se infectar e nao ha a
possibilidade de cura. Assim, a cada iteragao, uma taxa A(t) de individuos sauda-
veis se tornam infecciosos. Dessa forma temos:

X D) (2.16)
dy
Y~ Aa(t) (2.17)

Em que A(t) representa a taxa que descreve a forga de infec¢ao no instante t, obtida
por um fator 3(t), que nada mais é do que a taxa de contatos entre individuos mul-
tiplicada pela probabilidade de um infeccioso transmitir a doenca a um suscetivel,
sendo que z(t) e y(t) sdo, respectivamente, representacoes de individuos no compar-
timento de suscetiveis e no compartimento de infectados. Abaixo, encontramos uma
pequena ilustracao representando o modelo.

Sle[1

Figura 2.1: Esquematizagao do Modelo SI

Podemos considerar essa representacao tanto como relativa quanto como abso-
luta. Para representacoes relativas, consideramos que as taxas de suscetiveis e de



infecciosos expressam as proporcoes de suscetiveis e de infectados, resultando que
z(t) + y(t) = 1. Para representagoes absolutas, x(t) é o nimero de individuos no
compartimento de sucetiveis e y(t) é o nimero de individuos no compartimento de
infecciosos.

Esse sistema tem solucdo, conforme visto em Massad et al (2004) e nos dé a
solucao:

2(t) = z(0)e o M0t (2.18)

Em que x(t) é utilizado como uma proporgao de individuos suscetiveis e é denomi-
nado, pela literatura epidemioldgica, fun¢ao ou curva de sobrevivéncia.

A partir dessas informacoes, observamos que é possivel estimar A em funcao de
z(t). Uma vez que z(t) é a proporgao de suscetiveis, podemos definir essa proporgao
para varios valores de t e utiliza-los para estimar A e assim teremos parametros para
estudarmos a evolucao de doencgas entre grupos ou a eficacia de tratamentos. Dessa
forma, estando as relagoes entre A(t) e x(t) estabelecidas, é possivel buscar uma
forma fechada para a solucao de x(t). Seu estudo se baseia no principio de a¢do das
massas de Hammer, no qual dada a forca de infec¢ao A(t). Assim, fixando 3, temos:

A(t) = By(1) (2.19)

Sendo [ uma taxa que representa a taxa de contatos entre individuos suscetiveis
e infecciosos combinada com a probabilidade de um infeccioso infectar um suscetivel.

Caso supusermos que os individuos infectados (aqueles que possuem a doenca)
se tornam infecciosos (que transmitem a doenca), teremos entao o sistema SI, repre-
sentado da seguinte forma:

dx(t
0 sy (220)
dy(t
WO syt (2.21)
Com a condicao de contorno z(t) + y(t) = 1, o que nos da que
dy(t
WO _ byt - yie) (222)
E portanto a solugao de y(t) é
el
v = g (2.23)

Podemos estudar essa solucao de forma qualitativa. Verifiquemos a situacao em
que t cresce indefinidamente, encontramos o resultado lim; ., y(t) = 1, pois 5 > 0,
uma vez que, pela sua definicao, nao faz sentido estudar os casos em que § = 0
e que nao é possivel haver § < 0. Assim, vemos que, quando ¢t — oo, todos os
individuos tendem a ser infectados. Esse resultado é coerente, uma vez que nao
estamos assumindo eventos de mortes ou nascimentos e nenhuma possibilidade de
cura.

Temos ainda que lim;_,qy(t) = —

- Assim, verificamos uma proporgao maior
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de infectados em um curto espacgo de tempo quanto menor for a constante K, além
de uma maior velocidade na disseminagao da doenga.

2.1.3.2 Modelo SIS (Suscetivel-Infectado-Suscetivel)

Modelo similar ao SI, porém, nele consideramos que um individuo possa se
recuperar de sua doenca e vir a ser infectado novamente, como ocorre comumente
com o virus da gripe, por exemplo. Esse modelo é assim representado pelo sistema:

B Byt + () (2.24)
WO Byayett) ~ w0 (2.25)

Em que v é a taxa média de recuperacao dos individuos infectados. Podemos
esquematiza-lo da seguinte forma:

W
Figura 2.2: Esquematizagao do Modelo SIS

2.1.3.3 Modelo SIR (Suscetivel-Infectado-Recuperado)

Também conhecido como modelo de Kermack e McKendrick, esse modelo
descreve o caso em que o individuo, ao se recuperar da infeccao, torna-se imune a
ela. Doencas comumente modeladas pelo SIR sao o Sarampo e a Hepatite C. Neste
modelo, acrescentamos o compartimento de individuos recuperados, o qual descreve
individuos que se recuperaram de uma doenga e nao se infectam novamente. O
conceito desse compartimento pode ser expandido, indicando também individuos
que por qualquer motivo sejam imunes a doenca. Sendo assim, utilizaremos esse
compartimento também para o modelo com vacinagao.

Considerando s o numero de suscetiveis, 7, 0 nimero de infecciosos e r 0 niimero
de recuperados, numa populacao total de N individuos e tomemos o trabalho de
Barros (2007), o qual escreve que o modelo se baseia em duas hipéteses, sendo elas
que a razao (s/N) de variacao populacional de suscetiveis é proporcional ao niimero
de encontros entre suscetiveis e infectados e que a razao de variacao da populagao
removida é proporcional a populagao infectada.

Sendo assim, sejam S(.), I(.) e R(.) as fungoes que descrevem, respectivamente,
as taxas de suscetiveis (s/N), infectados (i/N) e recuperados (r/N), temos o modelo



pelo seguinte sistema:

as(t)  _

o~ = —BS®I)

d;_(tt) = BS(H)I(t) —yI(t) (2.26)
d};—f) = 7I(t)

Com a condigao S(t) + I(t) + R(t) = N (N é a populagao total). No caso, é suposto
que a populagao é constante no intervalo de tempo definido, pois nao ha efeitos mi-
gratérios, natalidade ou mortalidade significativa no periodo. Podemos apresentar
0 esquema como sendo:

Sl=[1]=[R

Figura 2.3: Esquematizacao do Modelo SIR

Podemos acrescentar a variacao da populacao considerando ainda eventos de
nascimento e mortalidade natural. Dessa forma, o sistema de equacoes diferenciais
segue, conforme apresentada em Correia, Mena & Soares (2011) e escrita abaixo:

WU s - ssw10
O o) - (nr 1) (2:27)
WO 510) - ur(e)

Em que ) é a taxa de natalidade, i é a taxa de mortalidade natural, 8 é a infectibili-
dade e v a taxa de recuperagao da doenca. Neste modelo, estamos assumindo entao
que a doencga nao possui uma taxa de mortalidade significativa a ponto de alterar o
comportamento epidemioldgico da doenca.

Em Barros(2007) descrevem-se trés pontos estudados e apontados a respeito
das doengas modeladas por esse método: a doenca pode ser vista como uma forma
de limitante populacional, ela tende a ser de curta duracao em relacao ao periodo de
vida do hospedeiro e ela sempre desaparece antes da extingao da populacao total.

2.1.3.3.1 O fator R,

Define-se como Ry a reprodutibilidade basal de uma infeccao, isto é, "o nu-
mero de infeccoes secundarias causadas em uma populacao inteiramente suscetivel
por um caso indice, ao longo de seu periodo de infectibilidade”. No caso, entende-
mos por infecgoes secundarias todas as infeccoes originadas por um caso indice,



sendo este definido como o primeiro caso registrado de uma determinada doenca
num dado local. Sendo assim, o fator Ry determinaria a capacidade de uma deter-
minada doenca infectar uma pessoa e sobreviver hospedando-se de individuo para
individuo. (Massad et al, 2004)

Dessa forma, a epidemiologia frequentemente esta preocupada em estudar o Ry
de uma doenca a fim de estudar seu comportamento. Por definicao, R é uma funcao
do produto entre a taxa de contatos potencialmente infectantes, a proporcao de hos-
pedeiros suscetiveis e o tempo de permaneéncia de risco entre esses compartimentos.
Assim, temos que:

R(t) = B ()T (2.28)

Considerando que no surgimento de uma nova doenga (instante ¢ = 0) a populacao
inteira é suscetivel. Temos que Ry = 3 * T, que nada mais é do que a reprodutibili-
dade basal da doenca, resultando:

R(t) = Rox(t) (2.29)

Massad et al(2004) retrata que a proporgao de suscetiveis tende a cair de
maneira exponencial, tal como a reprodutibilidade da infec¢cao. Dessa forma, atinge-
se o estado de equilibrio em cada caso, gerando uma situacao nova. Define-se entao
que x(t) = z*, onde z* é a proporcao de suscetiveis no estado de equilibrio, o que
resulta:

Ryz* =1 (2.30)

Rearranjando a equagao, temos que o fator Ry, também chamado reprodutibili-
dade basal de uma infecgao pode ser estimada como:
Ry = L (2.31)
0= 4 .
Uma outra forma de estimar o parametro Ry é através do sistema de equagoes
diferenciais do modelo SIR considerando a situacao de equilibrio. No caso, temos
que:

ds(t) 1(t)

— = AN(t) — 5ms(t) —pS(t) =0

= PyaySO =1 - u() =0 (232
MO~ 1) - ur(t) =0

A partir das duas ultimas equacoes, obtemos:

B St) —I(t) —plI(t) = 0 (2.33)
~I(t) — pR(t) = 0 (2.34)
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Assim, temos que 3 % — v —u = 0. Por definigao, temos que x* é a proporgao
da populagao suscetivel em situacao de equilibrio, a qual podemos expressar por

t L ~ . .
= % Substituindo a expressao no sistema acima, temos o resultado:

T+u

frt —y—pu=0=2"= (2.35)
Portanto, temos o estimador z* = %“ e
1
¥ =— = Ry = i (2.36)
0 Sl

Estimando assim o parametro Ry

2.1.3.3.2 Controle de epidemias

Dado que uma epidemia ocorre apenas quando o nimero de infectados numa
certa populacao aumentar, podemos definir, a partir do modelo, que temos uma
epidemia se e somente se:

dI
prie 0 (2.37)
Assim, pelo Sistema (2.32), temos:
% >0 fSH)I(t) —vI(t) >0< (BS(Et) —v)I(t) >0« %(t) >1  (2.38)

Em outras palavras, esse resultado nos da que uma epidemia sé ocorre se a
relacao entre o nimero de suscetiveis e os contatos com potencial de infeccao for
superior a taxa de recuperagao dos individuos.

2.1.3.4 Modelo SIR com Vacinagao

Neste capitulo, apresentaremos o modelo considerando uma taxa de vacinagao
e seus resultados.

Em adicao a vacinacao ao modelo, nao ha novos compartimentos. Apenas
transportamos uma determinada taxa de individuos suscetiveis para o grupo de re-
cuperados (no caso, imunizados). Vamos supor que uma populagao tenha sido tra-
tada com uma cobertura de vacinagao v para uma determinada doenca em periodo
t. Logo, temos que, a cada iteracao de t, temos influéncia da vacina transportando
uma taxa v de individuos do comportamento de suscetiveis para o de recuperados,
dado que, neste modelo, uma vez recuperado, o individuo nao volta a ser suscetivel,
é o caso de doencga curaveis e vacinaveis, como o Sarampo.

Acrescentando assim a taxa de vacinacao, temos:
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= A—uS(t) — BSHI(t) — vS(t)

dt
%t) — BSWOI() — (ju+)I(1) (2.39)
MO~ 1) - k) + 05(0)

Abaixo, ilustra-se um esquema de como funcionaria o sistema SIR com vacinacao:

Sl=[1]=R
\)

Figura 2.4: Esquematizacao do Modelo SIR com adicao da vacinacao

2.1.3.4.1 Influéncia da vacinagao no fator R,

Tomemos a equagao abaixo, que é parte do sistema resultante do modelo SIR
para uma situacao de equilibrio:

dI(t)

= B S() = 7I(t) = pl (1) = 0 (2.40)

Seguindo as proposigoes de Massad et al (2004), vamos considerar que possa-
mos vacinar, imediatamente, uma proporcao p de individuos, o que é equivalente
a transferir uma proporc¢ao p de individuos do compartimento de suscetiveis, o que

nos da que % = 1 — p. Sendo assim, temos:

dI(t

T _ 50— 1)~ (34 w10 (2.41)
Resultando que:

dl(t

T _ 10— p) ~ (r+ i) =0 (242)

Dividindo ambos os lados da equagao acima por (y+ p)I(t), I(t) > 0 e substituindo
Ry = -2- chegamos na expressao:

=2,
A _ pi-p) _
dt v+

] = Ro(1 —p) — 1> 0= Epidemia (2.43)

Podemos entao definir a relagao entre p e Ry para que Ry(1 —p) —1 < 1. No caso,
chegamos as seguintes conclusoes:

p=1-— Rio = a doenga se estabiliza

p<l1l-— RLO = a doenca nao é controlada

p>1-— RLO = a doenca ¢ eliminada
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2.1.4 O Sarampo

Segundo a Organizacao Mundial de Saude, o sarampo é uma doencga viral al-
tamente contagiosa, responsavel pela morte de, aproximadamente, 2,6 milhoes de
individuos por ano. E uma das doengas que mais matam criancas no mundo, embora
a vacinagao seja efetiva e de custo relativamente baixo. Cerca de 95% desses 6bitos
ocorrem em paises pobres, nos quais a infraestrutura em saide é precaria.

Seu contagio ocorre de pessoa para pessoa, essencialmente através do contato
com secregoes nasofaringeas, porém, hé evidéncias de que o virus se mantém ativo
e contagioso no ar ou em superficies infectadas por até duas horas.

De acordo com o Ministério da Satude, o periodo de incubacao é de 7 a 18
dias, quando se inicia a febre e, posteriormente, a aparicao de erupgoes cutaneas
contagiosas.

O portador do virus se mantém transmissivel de 4 a 6 dias antes da aparigao
das erupcoes cutaneas e até 4 dias depois, podendo infectar qualquer individuo que
nao tenha anticorpos especificos contra a doenca.

Neste trabalho, serao apresentados casos de aplicacao do modelo SIR ao Sa-
rampo, uma vez que as condicoes necessarias para a aplicacao do modelo e as carac-
teristicas da doenca sao compativeis.

2.1.5 Caso de aplicacao do modelo SIR

Em Correia, Mena & Soares (2011), foi feita uma aplicagdo a partir de da-
dos reais de como o Sarampo e a Hepatite C evoluiram em Portugal do ano 1996
até 2007. No caso, foram estimados os parametros para o sarampo: «aj; = 0.9,
By = 0.002, Apy = 0.09 e pupr = 0.01, sendo aps a taxa de recuperagao da doenca,
B a infectibilidade, Ay, a natalidade e py; a taxa de mortalidade.

Encontramos as solugoes numericamente para o sistema desse modelo com base
nesses parametros. O resultado ¢ ilustrado na figura abaixo:
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Figura 2.5: Evolug¢ao do Sarampo nos compartimentos Infectado, Suscetivel e Re-
cuperado em Portugal ao longo do tempo em anos.

O grafico é coerente com o apresentado no artigo e nos remete a conclusao de
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que, para este caso, o sarampo nao apresenta grande ameaga a longo prazo, visto
que o compartimento de infecciosos cai rapidamente e tende a 0 nos proximos 10
anos, enquanto os demais compartimentos crescem. E importante ressaltar que os
parametros foram calculados considerando as taxas de transmissao ja impactadas
pela cobertura vacinal existente no pafis.

Com o objetivo puramente ilustrativo, com foco na aplicacdo do modelo, ten-
taremos aplicar o modelo ao caso do Brasil, assumindo alguns parametros como os
ja existentes na literatura em outros paises e entao iremos adicionar a vacinagao ao
modelo. A ideia é mostrar como a evolucao epidémica se altera com a inclusao da
vacinacao segundo as proporgoes ja descritas.

2.1.6 Caso de aplicacao do modelo SIR ao Brasil

Vamos considerar o modelo aplicado ao Sarampo, da mesma forma que no tra-
balho apresentado na secao anterior. Inicialmente, para que o modelo seja aplicado,
necessitamos estimar os parametros do sistema. Contudo, a estimacao de parame-
tros é geralmente muito dificil e ela pode ser realizada por diversos métodos, os quais
requerem estudos muito mais avancados do que os que se encontram neste trabalho.
(Engbert & Drepper, 1994; Bjornstad, Finkenstadt & Grenfell, 2002)

Sendo assim, como temos o objetivo unicamente de apresentar essa ferramenta,
nao estamos preocupados em utilizar os dados resultantes para eventuais analises
cientificas de cunho real. Dessa forma, tomemos o fator Ry = 6 dado em Massad et
al, 2004, para a populacao americana como sendo similar a da populacao brasileira.
Vamos assumir também que a taxa de recuperacao da doenca nao seja significati-
vamente diferente do trabalho descrito em Correia, Mena & Soares(2011), ou
seja, que v = 0,09. Além disso, a partir dos dados do IBGE (2011), temos que
1 =0,0135 e a taxa de natalidade A = 0, 1748.

A partir desses dados, pela equacao (2.36), temos que 5 = 0,621. Tendo obtido
todas as varidveis necessarias, vamos construir casos com diferentes condigoes inici-
ais. Inicialmente, consideremos que a populacao possui 80% de suscetiveis e 20% de
infecciosos. Apresenta-se abaixo o resultado da simulacao.

Considerando a maior parte da populacao inicial como suscetivel (80%), po-
demos verificar que a infecgao se alastra entre os individuos, gerando uma situagao
epidemica. Na imagem seguinte, iremos verificar uma situacao similar, porém com
a populacao constante.

Podemos também observar as trajetorias das solugoes através de um retrato de
fase. Através do retrato de fase, podemos observar com mais facilidade como uma
variavel interage com a outra. Abaixo, ilustramos um exemplo.

Contudo, uma vez que as varidveis S(t) e I(t) independem de R(t), podemos
tracar o retrato de fase 2D, conforme a seguir:

Observamos, entao, que ha um equilibrio em I(¢) = 0, o que é coerente, pois
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Figura 2.6: Evolugao do Sarampo nos compartimentos Infectado, Suscetivel e Re-
cuperado no Brasil ao longo do tempo em anos.
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Figura 2.7: Evolucao do comportamento epidemiolégico do Sarampo no Brasil sem
programas de vacinagao e com populagao constante.

uma vez que nao ha infectados em uma populagao, nao ha mais disseminagao da
doenga. Também observamos um ponto de equilibrio, localizado, aproximadamente,
em S(t) = 0.15 e I(t) = 0.25, o que nos indicaria que os compartimentos nao iriam
se alterar muito nessas condigoes.
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Figura 2.8: Trajetérias das solugdes para os casos em que S(0) = 0.8 e I(0) = 0.2;
S(0) = 0.2 ¢ 1(0) = 0.8;5(0) = 1(0) = 0.5
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Figura 2.9: Trajetdrias das solugbes para os casos em que S(0) = 0.8 e I(0) = 0.2;
S(0) = 0.2 e I(0) = 0.8;S(0) = I(0) = 0.5
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CApPiTULO 3

Resultados e Discussao

3.1 Adicao do Programa de Vacinacao ao Modelo

Conforme introducgao, iremos observar o que ocorre caso implantemos algum
programa de vacinacao em algumas situacoes hipotéticas apresentadas.

Primeiramente, para simplificar, suponhamos que a vacina tem eficicia de
aproximadamente 100%, ou seja, todos os individuos vacinados irao ser imunizados.
Recapitulando a relagao entre o fator Ry e a a cobertura vacinal necessaria para se
estabilizar ou eliminar uma doenca, vamos simular os casos.

Segundo o estimador ja estudado em capitulos anteriores (na relagao (2.36)),
temos a estimativa Ry = 57,97. Assim, considerando a teoria antes apresentada,
temos a necessidade de cobertura vacinal de 98,2% para que a doenca se estabilize e
possa ser erradicada. Dessa, forma, apresentemos um grafico da aplicacao realizada
com os parametros estimados para o Brasil a seguir:
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Figura 3.1: Evolucao do comportamento epidemioldgico do Sarampo no Brasil com
cobertura vacinal de 98.2% e com populagao variavel.

De forma andloga, podemos verificar esse comportamento para o caso da co-
bertura ser diferente. Supondo os casos em que a cobertura vacinal é de 50% e 20%,
respectivamente, teremos:
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Figura 3.2: Evolucao do comportamento epidemiolégico do Sarampo no Brasil com

cobertura vacinal de 50% e com populacao varidvel.
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Figura 3.3: Evolugao do comportamento epidemiolégico do Sarampo no Brasil com

cobertura vacinal de 20% e com populacao varidvel.

Analisando os graficos, podemos notar que para uma cobertura vacinal de
98.2%, os niveis de infeccao da populacao vao caindo antes do final do segundo ano,
ja para 50% e 20%, esses indices comecam a decair apenas no terceiro e quinto ano,

respectivamente.

Sob outra éptica, podemos verificar o que ocorre quando consideramos o modelo
de populacao constante. Dessa forma, caso vacindssemos 98% da populacao e ela se
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mantivesse constante, terfamos:
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Figura 3.4: Evolucao do comportamento epidemioldgico do Sarampo no Brasil com
cobertura vacinal de 98% e com populacao constante.

Analogamente a outros graficos apresentados, temos também os graficos para
outros percentuais de cobertura vacinal:
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Figura 3.5: Evolucao do comportamento epidemiolégico do Sarampo no Brasil com
cobertura vacinal de 50% e com populagao constante.
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Figura 3.6: Evolucao do comportamento epidemioldgico do Sarampo no Brasil com
cobertura vacinal de 20% e com populacao constante.

A partir desses graficos, observamos comportamentos bem similares ao modelo
com variacao populacional, o que se deve ao impacto dos programas de vacinagao.

Para o caso com vacinagao, podemos também tracar o retrato de fase, no qual
notamos uma grande diferenca ao aplicarmos a cobertura vacinal necesséaria para o

controle e erradicagao da doenga.
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Também de forma andloga, podemos observar o comportamento da doenca
no decorrer de um periodo mais longo. O grafico a seguir ilustra o comportamento
epidemioldgico da doenca a longo prazo.

Aplicagdo do modelo SIR & Sarampo com cobertura vacinal efetiva de 98.2%

09
0.85

Sit)
)
0.78
0.7 4
0.65
0.6
0.55 o
0.5+
0.45
0.4
0.35
0.3+
0.25
0.2+
0.15
0.1
0.05+
7
-0.05 4

0.1 T T T T T T T T T T T
o 10 20 30 40 a0 G0 70 g0 =lv) 100 110 120
Tempo(anos)

Figura 3.8: Comportamento dos compartimentos no decorrer dos anos a uma cober-
tura vacinal de 98.2%. S(0) =0.8; 1(0) = 0.2

Observa-se entao que, nesse caso, a doenca é erradicada em aproximadamente 40
anos, o que é coerente com o esperado. No trabalho Moraes et al (2000), identificou-
se uma cobertura vacinal de aproximadamente 85% da populacao na cidade de Sao
Paulo. Contudo, Massad et al (2004) descreve que para populagdes normais e sem
vacinagao, o Ry tende a ser proximo de 20, o que indicaria uma necessidade de uma
cobertura vacinal de aproximadamente 95%.

Durante a confeccao deste trabalho, foram pensadas possibilidades de aplicagoes
para o modelo. O trabalho de estimativa de parametros para modelos adequados ao
Brasil seria uma delas. Assim, terfamos mais precisao no que diz respeito a cober-
tura vacinal necessaria para a erradicacao da doenca.

H& ainda a possibilidade de se estudar outras doencas e combinar modelos.
E possivel, por exemplo, comparar impactos da descoberta de uma cura de uma
doenca contra os impactos da descoberta de uma vacina para a mesma. Para isso,
bastaria estimar sua forga de infec¢ao e realizar uma simulagao SIR com uma dada
taxa de cura e comparar contra uma simucao SIR com a vacinacao e taxa de cura
igual a 0.

Sendo assim, verificamos a possibilidade de intimeros estudos com base no
conteudo apresentado neste breve trabalho.
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