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Resumo

Uma das razoes para o campo da computacao quantica ter se desenvolvido tanto nos
ultimos tempos e ter se tornado uma area muito ativa foi a publicacao de um trabalho de
Peter Shor [3], que mostrou que em um hipotético computador quantico existem algoritmos
de complexidade polinomial para fatorar inteiros e para encontrar logaritmos discretos, que
sao solucoes de uma equacao exponencial sobre um grupo ciclico finito. Em computadores
classicos nao existem algoritmos eficientes para esses problemas.

Este trabalho tem como objetivo apresentar a computacao quantica e os conceitos ma-

tematicos que a embasam.
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Capitulo 1

Introducao

E possivel modelar fenomenos quanticos em computadores classicos mas extremamente
dificil, devido & impossibilidade de se extrair em um computador classico certas informacoes
quanticas existentes em computadores quanticos, de modo que uma simulacao de um com-
putador quantico em um computador classico nao serd eficiente. Por isso surgiu a ideia e,
com o avanco de estudos nessa area, a necessidade de computadores quanticos.

Os estudos feitos na area da computacao quantica sao amplos e vao desde a criacao de al-
goritmos simples, como algoritmos de busca, passando por pesquisas na area de criptografia,
até o estudo de teletransporte.

O principal artigo estudado para a redacao deste trabalho foi o Quantum computing
and entanglement for mathematicians, publicado por Nolan R. Wallach em 2006. O artigo
apresenta, inicialmente, um curso basico sobre mecanica quantica. Em seguida, ele fala so-
bre alguns conceitos basicos de computacao cléssica e quantica e apresenta alguns termos
usuais da area de computacao. Posteriormente, iniciam-se os estudos de alguns algoritmos
quanticos, que sao mais eficientes que seus anélogos classicos, seguidos de uma discussao e
apresentacao de um algoritmo para a correcao de erros. Por fim, o artigo trata de emara-
nhados e da aplicacao da teoria de Lie sobre a computacao quantica.

A estrutura do artigo foi, em geral, mantida neste trabalho: primeiramente sao apresenta-
dos alguns conceitos de computacao classica e quantica. Em seguida, é feito um estudo sobre
a teoria da mecanica quantica necessaria para o entendimento da computacao, de forma a
tentar contextualizar as estruturas da mecanica quantica dentro do campo da computacao.
Em seguida, sao discutidos trés algoritmos quanticos: a Transformada de Fourier quantica, a
fatoracao de inteiros e a busca numa lista desordenada. Algumas demonstracdes nao foram
feitas por serem muito complicadas e demandarem muitos conhecimentos prévios de estru-
turas algébricas e resultados demonstrados em outros trabalhos. O algoritmo discutido em
mais detalhes é o da busca desordenada, pois sua estrutura é mais simples do que as demais
e as demonstracoes exigidas nele nao carecem de conhecimentos prévios. Posteriormente, é
apresentada a codificacao para a correcao de erros, um estudo extremamente importante

para o avanco da computacao quantica, de forma a tornar mais préoxima a possibilidade de
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construcao de um computador quantico. No tltimo capitulo é feito um breve estudo sobre
emaranhados e medidas de emaranhados, onde se faz uso da teoria de Lie.

Para agregar mais conhecimento sobre os tépicos discutidos, livros e outros artigos foram
estudados e sao tao importantes para este trabalho quanto o artigo principal, que foi seguido.
Todos eles estao citados na bibliografia.

Por fim, h4 uma conclusao sobre os estudos feitos para a elaboracao deste trabalho
e um apontamento sobre os esforcos atuais praticados por pesquisadores e estudiosos da

computacao quantica para o avanco da teoria.



Capitulo 2
Conceltos basicos

Serao apresentados neste capitulo conceitos basicos de computacao classica e quantica,
como nocoes de bits e qubits e operacoes que podem ser feitas com esses elementos. Algu-
mas estruturas matematicas, como espaco de Hilbert, operador unitéario, entre outras, serao

apenas citadas neste capitulo e explicadas em detalhes no Capitulo 3.

2.1 Computacao classica

As informacbes armazenadas e transmitidas em computadores classicos, como os que
conhecemos, sao representadas por bits, digitos bindrios que podem assumir apenas dois
valores, 0 e 1. Cada informagao de um computador é guardada em uma cadeia de bits.

Uma cadeia com dois bits, por exemplo, pode assumir um dos quatro valores: 00, 01, 10,
11. Esses valores sao representacoes dos inteiros 0, 1, 2 e 3 escritos na base 2. Uma cadeia
com N bits podera assumir 2%V valores, encontrados por meio da expansdo na base 2 dos
inteiros 0, 1, ..., N-1, que pertencem ao espaco vetorial Zs X...x Zs.

Em geral, um computador com processador de n-bits é capaz de manipular uma cadeia
de tamanho n. A maior parte dos computadores de uso pessoal possuem processadores de
32 ou 64 bits.

Um programa de computador, para simplificar, serd visto como uma sequéncia de passos
que implementa um certo conjunto de instrucgoes, que é denominado algoritmo. O primeiro
passo do algoritmo consiste em inserir na memoria do computador uma sequéncia de bits. O
passo seguinte opera na sequéncia que veio do passo anterior e produz uma nova sequéncia
de bits, que poderé substituir uma sequéncia de algum passo anterior ou guardar a nova
sequéncia em um novo espaco de memoria. Se projetado de forma apropriada, o programa
terd instrucoes para encerrar suas operacoes em algum momento e devolver uma ou mais
sequéncias de bits, que sao chamadas de variaveis de saida.

Este é o modelo de computacao de John von Neumann. O fato principal deste mode-
lo é que o computador realiza um passo de cada vez. Na verdade, os computadores que

conhecemos realizam muitos passos de muitos programas (algoritmos) por vez, mas isso é
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porque os computadores sao um conjunto de computadores de von Neumann trabalhando
simultaneamente.
Um exemplo de passo, ou operacao, que um computador pode realizar ¢ o NOT, que é

um operador unitario que realiza a inversao de um valor:

ay ‘ NOT ay
0 1
1 0

Outros operadores utilizados em operacoes na computacao classica sao AND, OR e XOR.

2.2 Computacao quantica

O analogo a uma cadeia de bits em um computador quantico é uma superposi¢ao de
cadeias de bits, chamada de qubit. Estas superposicoes sao representadas por coeficientes e
cadeias de bits. Numa linguagem mais simplificada, as cadeias de bits sao estados puros e os
qubits sao “combinacoes” desses estados, onde os coeficientes indicam o “peso” de cada estado
nesta “combinacao”. Assim, considerando-se um espaco vetorial com 2 elementos sobre C, por

exemplo, um qubit é um elemento pertencente a este espaco descrito da seguinte maneira:

a|0) + 1), com |a]* + |b]* =1,

onde a e b sdo os coeficientes e |0) e |1) sdo os estados puros.

A notacao | ) é parte de uma notagao conhecida como Notacao Bra-Ket e é devida a Paul
Dirac. Essa notacao é muito utilizada em mecanica quantica e sera explicada detalhadamente
no Capitulo 3. Por ora, a utilizacao dela é justificada pelo seguinte fato: como as cadeias de
bits sao sequéncias de valores e os coeficientes podem assumir esses valores, a notacao de
Dirac é usada para diferenciar estes dois elementos. Ou seja, no caso do exemplo acima, se
os coeficientes a e b valessem 1 e 0, respectivamente, a notagao de Dirac deixaria claro que
o “peso” do estado |0) é 1 e que o “peso” do estado |1) é 0. Portanto, o qubit seria escrito
como 1|0)+0|1). Sem a notagao em questao teriamos o qubit representado por 10+ 01, que
nao deixa claro quem sao os coeficientes e quem sao os bits.

Ainda sobre o qubit descrito acima, dizemos que ele pode estar no estado |0) com proba-
bilidade |a]? e no estado |1) com probabilidade |b]%. Este ¢ um resultado da teoria de mecanica
quantica e sera explicado no capitulo a seguir.

J& é a possivel notar a principal diferenca entre computagao classica e quantica: apesar
do qubit ser composto por estados discretos (no caso do exemplo citado, |0) e |1)), existem
infinitas superposi¢oes possiveis para um qubit, pois os coeficientes (no caso do exemplo, a
e b) podem assumir infinitos valores.

Se tivéssemos uma cadeia com 2 bits, o correspondente do espaco vetorial de qubits seria

um elemento do tipo
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u = a|00) +b[01) + c|10) + d|11), com |a|® + [b]* + |c|* + |d|* = 1.

Interpretamos essa relacdo da seguinte maneira: o qubit u pode estar no estado |00)
com probabilidade |a|?, no estado |01) com probabilidade |b]?, e assim por diante. O mesmo
resultado é estendido para n-qubit.

As operacoes basicas com qubits, em um computador quantico, envolvem transformacoes
permitidas na mecanica quantica, ou seja, operacoes unitarias e medigoes. Assim, vamos
considerar que o analogo ao passo na computacao classica é uma transformacgdo unitaria
num espaco de Hilbert de cadeias de bits.

Da mesma forma que um programa em um computador classico, um programa quantico
é uma sequéncia de passos, ou de transformacoes unitéarias, e funciona de maneira analoga
a aquele. Portanto, o programa comeca com um n-qubit ug e faz uma sequéncia de trans-
formacoes unitarias 7} sobre este estado. Assim, os passos sao u; = Tiug, ue = Tru,
weey Uy = Tyt Um programa quantico também contém instrucoes de parada e, neste
momento, ele deve fazer uma medicao. O resultado desta medicao é a variavel de saida.

E possivel representar um qubit v da seguinte maneira:

u = cosh|0) + e"?senf|1),

com —% <9< % e 0 < ¢ < 27 [10]. A partir dessa maneira de escrever um qubit u, é

possivel representa-lo graficamente na esfera de Bloch, que ¢ uma esfera de raio unitario,

mostrada na figura abaixo.

1)

Figura 2.1: Esfera de Bloch
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Mecanica quantica

A teoria quantica teve seu ponto de partida com Werner Karl Heisenberg e suas teorias
foram consolidadas por Max Born e Pascual Jordan. Em paralelo, houve um processo de
invencao que culminou em um realizacao diferente da teoria quantica, publicada em 1926
por Erwin Schrodinger. A equivaléncia da teoria de Heisenberg com a de Schrodinger foi
provada por este ultimo ainda em 1926.

A consolidacao do esqueleto formal comum as duas teorias se deve em grande parte & Paul
Dirac, que escreveu e editou algumas vezes o artigo The Principles of Quantum Mechanics.

A teoria da mecanica quantica ainda foi reinventada uma vez mais por Richard Feynman
na década de 40, numa forma que deu inicio a um terceiro tipo de realizacao que, embora
seja tecnicamente muito mais complicado que as realizacoes de Heisenbeg e Schrodinger,
oferece novos pontos de vista sobre o assunto.

Apesar de muito estudada e desenvolvida, a teoria quantica ainda carece de alguns for-
malismos, como a demonstracao da relagao entre varios de seus elementos e o dominio mais

concreto do resultado de medigdes realizadas ou realizaveis |2].

3.1 Estrutura formal

Este capitulo abordard os aspectos mais basicos e necessarios da teoria quéantica para
o entendimento da computacao quantica. O tratamento que sera desenvolvido a seguir é
suficiente apenas para o caso de espacos vetoriais de dimensao finita. No caso de espacos de

dimensao infinita é necessario um tratamento usando andlise funcional.

3.1.1 Espaco de Hilbert

A estrutura algébrica da mecanica quantica se baseia na algebra linear em espagos veto-
riais sobre ntimeros complexos, munidos de um produto escalar hermiteano. Estes espacgos
vetoriais satisfazem os mesmos axiomas de espacos vetoriais sobre R, exceto que escalares

sao agora obtidos em C.
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Para descrever os vetores deste espaco, serd utilizada a notacao de Paul Dirac, na qual
um vetor genérico é indicado pelo simbolo |). Vetores especificos aparecerao entao sob a
forma |p), |¢), etc.

Portanto, no espaco vetorial complexo estao definidas operacoes de soma de vetores e de

produto de vetor por complexo, onde a soma e produto satisfazem as seguintes propriedades:

e Soma:

1. associativa: |) + ([¢1) +[¥2)) = (l@) + [¢1)) + |th2);

2. comutativa: @) + [) = |¥) + |p);

3. existéncia de vetor nulo: existe |0) tal que |p) + (0) = |¢);

4. existéncia de vetor oposto: para todo vetor |p) existe um outro vetor | — ) tal
que [p) + [ =) = [0).

e Produto:

1. associativa: (2129) |@) = z1(22 |@));

2. distributiva: (z1 + 22)|p) = 21 |¢) + 22 ) e z(|p) + |¥)) = z|p) + 2 |¥);
3. produto pela unidade: o produto de qualquer vetor por z = 1 resulta no mesmo

vetor, 1]p) = |¢).

Como dito anteriormente, a teoria quantica é baseada em espacos vetoriais sobre C no
qual esta definido um produto escalar hermitiano.
O produto hermitiano associa a todo par de vetores |¢), [¢)) um nimero complexo, que

serd indicado pelo simbolo (¢, 1) e que satisfaz os seguintes axiomas [11]:

1. {(p, ) = (¥, ) (a barra representa o complexo conjugado);

2. (g, + &) = (g, ) + (p,&);

3. (o, ) = afp, ) e (p,a)) = alp,¢), onde a € C;

4. (p,) >0, para todo ¢ e ¢ pertencentes a E.

Da propriedade 1 resulta que o produto escalar hermitiano de um vetor consigo mesmo
é um namero real, que pode ser definido como o quadrado da norma desse vetor, ou seja,
lell” = (@, ©).

Definimos também que |p) é perpendicular ou ortogonal a |1) se (p,1) = 0.

A qaltima propriedade a ser comentada é que qualquer vetor deste espaco pode ser ex-
pandido em uma base de vetores {®,,}, n = 1,2,..., mutuamente ortogonais e de norma igual

a 1. Assim, um vetor |p) pode ser escrito como
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o) =3 cal),

n
onde os coeficientes ¢, pertencem a C e podem ser expressos em termos do produto escalar,

¢n = (P, ). Uma base com esta propriedade é chama de base ortonormal.

Uma classe importante de objetos definidos em um espacgo vetorial complexo é a classe
das funcgoes lineares, com valores complexos, cujo argumento é um vetor do espaco. A notagao
geométrica introduzida por Dirac para esses objetos é (|. Assim, fung¢des lineares especificas
aparecerao sob a forma (f/|, (g|, etc. Entao, o resultado da acao da funcdo linear (f| sobre o
vetor |¢) serd um numero complexo representado por (f|p).

A linearidade das funcoes significa que, para qualquer funcao linear f

(fl(z1l@) + 22 [9)) = 21(fle) + 2 (fl¥),

isto é, o numero complexo que resulta da aplicacdo de uma funcao linear qualquer sobre
uma combinagao linear de vetores é igual & combinagao linear dos ntimeros complexos que
resultam da aplicacao dessa funcao sobre cada um dos vetores separadamente.

O conjunto de funcoes lineares obedecem a todas as propriedades de espacos vetoriais,
portanto este conjunto também é um espaco vetorial, chamado de espaco dual do espacgo de
partida.

Dirac chamou de bras os vetores do espaco dual e kets os vetores do espago de partida,
de modo que usando a notagao Bra-Ket (citada no Capitulo 2) os produtos escalares apare-
cem representados por brackets (parénteses) do tipo (p|¢), que correspondem a ndimeros

complexos.

Um espacgo vetorial complexo, munido de um produto escalar que define, em particular,
a norma dos vetores que o constituem, é chamado espago de Hilbert quando dotado ainda
da propriedade adicional de completude |2|. Essa propriedade significa que toda sequéncia
de Cauchy converge para um vetor deste espaco.

Um espaco de Hilbert assim definido serd entao tomado como a estrutura sobre a qual
pode ser desenvolvida a dinamica da teoria quantica.

Um exemplo de espaco de Hilbert é o espaco C”, para n finito, munido do produto interno
(2, y) = 325 Thln-

J4 no contexto de computagdo quéantica considera-se que os qubits (superposicoes de
bits) sdo os vetores de um espago de Hilbert, cujos coeficientes associados pertencem a C.
Considere, por exemplo, o espago de Hilbert formado por qubits de cadeias de tamanho 2,

cujos estados puros sao {|00),|01),]10),|11)}. Neste caso, o produto interno dos estados

u = a1|00) + OZQ|01> + Oé3|10> + C¥4|11> €

v = (31]|00) + B2|01) + B3|10) + B4]11)
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é definido da sequinte maneira:

O produto interno assim definido satisfaz os axiomas descritos na se¢ao anterior.

3.1.2 Operadores lineares

Vamos revisar alguns conceitos de algebra linear referentes a operadores lineares, pois as
variaveis dinamicas dos sistemas quanticos correspondem a operadores lineares particulares
do espaco de Hilbert. No caso de computadores quanticos, as operacoes realizadas com qubits
sao feitas por meio destes operadores lineares.

Um operador linear age sobre os vetores do espaco dando como resultado outros vetores
do mesmo espaco, satisfazendo condicoes de linearidade. Ou seja, se f é um operador linear

sobre 0 espaco E, e |¢) e 1)) sao vetores deste espago, entao:

e f|e) € um vetor de E e
o f(ai]p) + aalt))) = an fle) + aaflib), com oy e ay quaisquer e pertencentes a C.

No caso de um espago vetorial de dimensao finita, a acao de um operador linear sobre
qualquer vetor do espaco estara bem definida sempre que a acao do operador sobre cada um
dos vetores da base associada ao vetor em questao estiver bem definida. Isso pode nao ser
verdade no caso de um espago de dimensao infinita.

A soma e o produto de operadores lineares podem ser definidos pelas relacoes

(g+h)le) =gle) +hlp) e (gh)le) = g(hle)),

e correspondem também a operadores lineares.

E possivel associar a cada operador ¢ outro operador ¢!, chamado operador adjunto

de g, através da relacao

(elg'ly) = (Wlgle),

para quaisquer vetores |p) e [1). A representacdo matricial do operador adjunto ¢g' é a
complexo-conjugada da transposta da matriz que representa g.
A definicao de operador adjunto apresenta problemas no caso de operadores nao limita-

dos. A maneira de se contornar essa dificuldade pode ser encontrada em |2|, pag. 55.

Um operador linear f é dito hermitiano, ou auto-adjunto, se satisfaz:

(p, fb)y = (fo,p) ou fl=Ff, (3.1)
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para quaisquer dois vetores do espaco.
Usando a propriedade 1 de produto hermitiano, verifica-se que as matrizes que represen-

tam operadores hermitianos em bases ortonormais sao sempre tais que fu, = fin-

Ha ainda duas classes importantes de operadores lineares a serem comentadas: a dos
operadores unitarios e a dos operadores de projecao.

Os operadores unitarios possuem a seguinte propriedade:

u=u" ou wlu=wl=1.

Um operador unitario transforma uma base ortonormal em outra base ortonormal do
espaco vetorial.
Dentro do contexto de computacao quantica, esses operadores sao tais que, dado, por

exemplo, um estado

041‘00> + 062|01> + 063|10> + Oé4|11>,

sua evolucao durante um intervalo de tempo para o estado

31]00) + Bo|01) 4 B3|10) + B4|11)

obedece a seguinte relagao

aq @11 a2 a1z aig B
Q2 | | Q21 G22 Q23 Q24 o
a 31 (32 (a33 A34 B3 7
Oy A41 Q42 Q43 Q44 B4

onde as matrizes que satisfazem essa relacao sao operadores unitarios.

Exemplos de operadores unitarios aparecerao nos Capitulos 4 e 5.

J& os operadores de projecgao sao identificados pelas seguintes propriedades:

Pl=pP ¢ P°=PP=P

A segunda propriedade é conhecida como propriedade de idempoténcia.

Um exemplo de operador de projecao sera visto na Secao 4.3.

3.1.3 Espectro de operadores lineares e medigoes

Sera dada nesta secdo uma interpretacao do resultado de uma medicao de um sistema
quantico. As operacoes que devem ser feitas para se obter os resultados que serao descritos

podem ser encontradas em [2], se¢do 2.2.3.

10
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Dado um operador linear g, se existir um vetor nao nulo |p,) tal que valha a relacao

gley) =vleq),

chamada usualmente de equacdo de autovalores, entdo v é um autovalor de g e |p,) é um
autovetor associado a esse autovalor. O conjunto de todos os autovalores de um operador
linear é chamado de espectro.

Existe uma energia mecanica associada a todo sistema mecanico num dado instante de
tempo. Em sistemas quanticos isso nao é diferente. Assim, a medicao de um sistema quantico
¢ uma operacao que fornece a energia associada ao sistema num dado instante de tempo.

Conforme sera visto na secao 3.2, faz parte da modelagem do estado do sistema quantico
um operador hermitiano H, que ajuda a descrever a evolugao no tempo do estado do sistema
quantico. O espectro de H deve ser interpretado como o conjunto de valores possiveis que
a energia pode assumir em estados estacionarios (estados puros; no caso da computagao
quantica, bits). Ja os autovetores associados sdo interpretados como os estados estacionarios
do sistema |2|, pag. 61.

Combinacoes lineares de vetores que representam estados estacionarios também caracte-
rizam estados do sistema quantico, mas estes estados nao sao estacionéarios (no caso da com-

putagdo quantica, qubits). Considere a seguinte combinacao linear de estados estacionéarios

o) =3 cul).

n

O resultado da medicao do sistema quando ele se encontra no estado |p) é interpretado

da seguinte maneira:

e O resultado de uma medicao da energia do sistema quantico é sempre um dos auto-

valores de H;

o A probabilidade de obter um particular resultado E, é |c,|? quando o estado do sistema

é descrito pelo vetor |p).

Assim, a energia média do sistema, quando este esta no estado |p), serd a média pon-
derada das energias dos estados estacionarios incluidos na combinagcao linear que caracteriza
esse vetor, com pesos dados por |c,|*.

Essa interpretacao foi formulada pela primeira vez num postulado escrito por Max Born
em 1926 e pode ser vista em mais detalhes em [2], pag 62.

Segue da interpretacao probabilistica de Born que, ao realizar uma medi¢ao num sistema
que se encontra no estado |@), obtemos como resposta uma probabilidade |c,|? de o sistema
estar no estado |®,,) (no qual a energia tem o valor bem definido E,,). Essa é a interpretagao
utilizada na computacao quantica.

A interpretacao dada acima sobre a energia de um sistema quéantico num dado estado nao

apresenta problemas no caso de espacos vetoriais de dimensao finita, mas no caso de espagos

11
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de dimensao infinita, as definicoes dadas até o momento nao sao suficientes para garantir
a existéncia de uma base de autovetores associada a um operador linear H do sistema.
Isso levou Paul Dirac a definir, no seu artigo The Principles of Quantum Mechanics, uma
classe especial de operadores hermitianos de espacos de dimensao infinita que permitem a
analise de vetores de estados quaisquer (estacionarios ou nao) nos mesmos moldes descritos
anteriormente que se aplicam a espacos de dimensao finita. Ele chamou essa classe especial

de observaveis.

3.2 Evolucao temporal do sistema quantico

A descricao da evolucao no tempo das propriedades observaveis de um sistema quantico
que serd considerada neste estudo é a de Schrodinger, que trata os observaveis como ope-
radores independentes do tempo e os vetores de estado da equacao diferencial que modela
o sistema quantico como o0s vetores responsaveis pela evolucao temporal do sistema, ou
seja, como os vetores dependentes do tempo ou vetores dinamicos. Entretanto, existe ainda
a descricao de Heisenberg, que considera os observaveis dependentes do tempo, e exitem
também formulacoes "intermediarias", em que o papel dos agentes dinamicos é de certa
forma repartido entre os observaveis e os vetores de estados.

A equacao de Schréodinger, dada de uma maneira simplificada, que mostra a evolucao de
um estado num sistema quantico é

d (1))

SEL i H (),

onde |¢(t)) é um estado do sistema no instante t e H é um operador hermitiano.
Se considerarmos a condicao inicial |p(0)) = v, onde v ¢ um estado conhecido do sistema,

entao a solucao da equacgao diferencial acima é

(t) = i Fo.

3.3 A reducao do pacote de ondas

J& foi visto o que sdao medigoes e como interpretar seus resultados, mas ainda nao foi
explicado de que forma essas medicoes sao feitas e como descrever o estado do sistema
quantico depois de uma medicao.

As medicoes sao operacoes que devem ser realizadas por dispositivos de medida, portanto,
é preciso conhecer os efeitos da interacao entre o sistema quantico observado e o dispositivo
de medida, que pode alterar o estado do sistema submetido ao processo de medicao. Por
motivos de consisténcia, é necessario tratar a dinamica do dispositivo de medida em termos

da teoria quantica, assim como o sistema quantico observado.
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3.3. A REDUCAO DO PACOTE DE ONDAS

O conjunto formado pelo sistema submetido & medi¢ao mais o dispositivo de medida
pode ser visto como um sistema maior, composto por dois subsistemas. Se {|¢,)} é a base
do sistema a ser medido, formada pelos autovetores do observavel g que se pretende medir,
e se {|®,)} é uma base para o dispositivo de medida, uma base do espaco-produto que

corresponde ao espaco vetorial do sistema composto é

{lor) ©|95)} = {[¢rPs)},

onde ® ¢ a notacao para produto tensorial®.
Assim, num estagio inicial o sistema composto se encontra em um estado que pode ser

escrito como

|0) ® [P0} =D caldn®s),

n
o que significa que o sistema a ser medido e o dispositivo de medida inicializado tém como
vetores de estado |p) = > c,lon) e |Pg), respectivamente.
Para que o dispositivo de medida funcione como tal, é suficiente que a dindmica da
interacao entre os dois subsistemas de que é formado o sistema composto faca com que ele

evolua para um estado final do tipo

S cula) ® [2,),

em que os coeficientes ¢, sao os mesmos que aparecem na expansao do estado inicial a ser
medido e os estados |y,) sdo estados quaisquer do sistema que esta sendo medido. Este
processo ¢ uma hipdtese dindmica que presume efeitos da evolucao temporal do sistema
composto, cuja consisténcia com a dindmica quantica foi demonstrada por von Neumann.

Observa-se que os estados finais do sistema de medida sao imunes ao principio de su-
perposicao, de forma que combinacoes lineares destes estados nao sao estados possiveis do
sistema [2]. Com isso percebe-se que o processo de medicao interfere no sistema quantico
(composto pelo sistema medido e pelo sistema de medida). A equacdo de Schrodinger que
modela a evolucao no tempo do estado do sistema nao explica porque isso ocorre.

Para tratar essas questoes foi introduzido um postulado que preescreve o estado do
sistema quantico apos a conclusao do processo de medida. Assim, se o sistema que se encontra
num estado descrito pelo vetor |¢) é submetido a uma mediacdo do observavel g, cujos
autovetores sao {|¢,)} associados aos autovalores v, o efeito do processo de medigao sobre
o estado do sistema medido, apds a obtencao do resultado (um particular autovalor -,)
serd |¢,), ou seja, o estado é reduzido ao estado estacionério caracterizado pelo autovetor

associado ao autovalor obtido na medigao. Este postulado ¢ designado como redugao do

1O produto tensorial representa a relacdo entre o elemento do sistema quantico e os elementos dos
subsistemas que o compdem. Assim, se |¢) é um elemento de H; e |¢p) de Ha, entdo |¢) ® 1) é um elemento
de H, onde H é o sistema composto por H; e Hs.

13



CAPITULO 3. MECANICA QUANTICA

pacote de ondas.
O processo sofrido pelo sistema medido através da interagao com o dispositivo de medida
é chamado decoeréncia. Ainda é necessario para a teoria quantica um dominio mais concreto

dos resultados de medigoes realizadas e das medicoes realizaveis [2].

Este capitulo apresentou de uma forma bastante reduzida os principais pontos do for-
malismo matematico da mecanica quantica de acordo com o capitulo 2, secoes 2.1, 2.2, 2.3
e 2.4 do livro [2].
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Capitulo 4
Algoritmos quanticos

Embora computadores quanticos com poder de calculo ainda nao sejam conhecidos, de-
vido a dificuldades para transpor alguns problemas como a imprecisao de medigoes e a
decoeréncia, muitos algoritmos quanticos ja foram desenvolvidos, dentre eles os conhecidos
algoritmos de Peter Shor [3] para encontrar logaritmos discretos e fatorar inteiros.

A seguir, sao apresentados alguns algoritmos quanticos interessantes e uteis.

4.1 Transformada de Fourier Quantica

Como a computacao quantica opera com transformagoes unitarias, é fundamental descre-
ver os processos para construgao de algumas destas transformagoes mais importantes. Uma
delas é a transformada de Fourier discreta, que pode ser construida em um computador
quantico com complexidade de ordem polinomial, ou seja, existe um polinomio que limita
superiormente a funcao que devolve o ntimero de passos do algoritmo dado o tamanho da
entrada, para toda entrada suficientemente grande.

O método para a construcao da transformada de Fourier é deterministico, de forma que
um computador quantico apenas realiza operagoes unitarias deterministicas sobre os qubits.

Essa transformada serd dada por uma matriz, que chamaremos de A,, onde as colunas e
as linhas representam bits, sendo as colunas bits de entrada e as linhas, de saida.

A transformacao é dada da seguinte maneira: considere um niimero inteiro a, com 0 <
a < g, para algum ¢. A transformacao sera construida de maneira a levar o estado |a), que

é a representacao binaria de a, para o estado

1 qz_1’ > (27m'ac)
— chexp )
q? q

c=0

Sera dada uma construgao simplificada de A, para o caso em que ¢ é uma poténcia
de 2, descoberta por Coppersmith (1994) e por Deustsch (1995), independentemente. Por-
tanto, considere ¢ = 2! e considere a cadeia de caractere |a) escrita da seguinte maneira

laj_1a;—2...a¢). Para a transformacao A, sao necessarias duas matrizes unitarias:
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CAPITULO 4. ALGORITMOS QUANTICOS

e [?;, que opera no j—ésimo bit da cadeia:

0y 1)

1 1
R: — 10) v2oove .
J 1 1 )
D\7 —%

e ¢ S, que opera nos bits da cadeia que estao nas posigoes j e k, com j < k:

|00) |01) |10) 111)

oY/ 1 0 o0 0

ol o 1o 0

oo o 0 1 0
i\ o o 0 e

Para executar a transformada de Fourier quéntica, aplica-se as matrizes na ordem (da

esquerda para direita)

Ri_1Si—21-1R1—251-31-151-31-2Ri—3...R1.50,-150,1—2...50,1 Ro.

Portanto, para obter a transformada de Fourier 4, quando ¢ = 2' é necessério aplicar
11-1)
2
Transformada de Fourier classica, que ¢ O(n?).

matrizes unitarias. Portanto, este algoritmo é consideravelmente mais rapido que a

A aplicacao da sequéncia de transformacoes acima levara ao estado quantico

1 2miac
e ()

onde |b) é a cadeia |c) invertida, ou seja, é a cadeia de bits que se obtém quando se lé a

cadeia |c) da direita para a esquerda. Assim, para obter de fato a transformada de Fourier é
necessario um algoritmo para inverter a cadeia de bits |b) ou manter os bits na posi¢do em

que estao, mas 1é-los na ordem inversa. As duas alternativas sao de facil implementacao.

Exemplo: Considere a seguinte cadeia de trés bits |a) = |110), que em decimal ¢é igual
a=1%22+1%2'4+0%2° = 6. Neste casoag =0,a; =leays = 1lel =3,logo, g =23 =8. As
matrizes acima devem ser aplicadas na ordem R3S 2R150250,1 . Isso ird gerar a seguinte

sequéncia de aplicagoes:
o Balas) = Rof1) = J5[0) = 1) — o) = (5100 — H11)) [0);

o Sizlmas) = 101} (510) = H11)) = Si2 (F110) = H11)) = (L10) - Fein2)11))
= 11) (510) = Fe21) — L1 [10);

£
|
|
2

o Rila) = Ril1) = H0)- 1) = la) = (2510) = F5e2(1)) (10 - Z511)) 10}
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4.2. FATORACAO DE INTEIROS

o Soalana) = Soal0) (5100 — Z5e™/21)) = [0)
= la) = (&10) - He2I) (510 - &

o Soalaar) = S0,10) (5100 = Z511)) =10 (10) = K1) =
= la) = (F510) — J2 1) (35100 — 510 ) 0):

o Rolag) = Rol0) = (510) + 51))  —
— o) = (Z510) = Fem20) (10 = F510) (10) + 1)

Portanto, expandindo o |a) encontrado, temos que:

1
@) = 5751000) +

1
——1001) +
2

2v/2

1
——|010
~010)

2v/2

1 1.
— —]011) — ——€"/2|100) —
2\/5! ) N 100)

L 1, 1 .
———e™2)101) + —=e"™2[110) + —=€/?|111).

22 21/2 2/2

Logo, obtemos, da sequéncia de aplicagoes acima, o seguinte resultado:

Conforme mencionado anteriormente, a Transformada de Fourier é encontrada de fato

invertendo-se a cadeia de bits |b), ou seja, fazendo as seguintes substitui¢oes:

—
—
(=)
~ Y~ ~— ~— ~— ~~— ~~— — o
I
N W Ut~ O N RO

Uma demonstracao de que este algoritmo leva de fato a uma Transformada de Fourier

pode ser encontrada em |[3].

4.2 Fatoracao de inteiros

Sabe-se, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, que todo inteiro n tem uma decom-

posicao tnica em primos. Encontrar essa decomposicao ¢ um problema que nao possui um
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CAPITULO 4. ALGORITMOS QUANTICOS

algoritmo eficiente. O algoritmo mais rapido conhecido para fatoracao de inteiros leva um
tempo da ordem de exp(c(logn)'/3(loglogn)?/?), para alguma constante c, para realizar a
fatoragao [3].

Peter Shor, no seu artigo Algorithms for quantum computation, discrete logarithms and
factorizing, apresentou um algoritmo de complexidade O((logn)?(loglogn)(logloglogn)), a-
crescido de um poés-processamento de ordem polinomial num computador classico (ja que
para este procedimento o computador classico é mais eficiente) para converter a saida do
computador quantico em fatores de n.

Em 1976, Gary L. Miller mostrou que, usando randomizagao, a fatoracao de um inteiro n
pode ser reduzida a achar a ordem de um elemento x em um grupo multiplicativo® (modn)
(mais formalmente Z,), ou seja, encontrar o menor r tal que " = 1 (modn). Assim, Shor
propos um algoritmo para este problema.

Para achar o fator de um nimero impar n (se n for par, deve-se dividi-lo por 2, seu fator
primo trivial, até chegar em um nimero impar), dado um método para calcular a ordem r

de x, é preciso:
1. escolher um ntimero aleatorio x (modn);
2. encontrar sua ordem r (com o método existente);

3. calcular mdc (2"/? — 1,n), que ira resultar num fator de n.

No passo 3 pode ser usado o algoritmo de Fuclides, que é de ordem polinomial. Como

" =1 (modn), temos que

(2" = 1)(z"? +1) = 2" — 1 =0 (modn).

Assim, o calculo do mdc (z"/? — 1,n) s6 vai falhar em achar um divisor nio-trivial de

"/2 ndo seré inteiro) ou se 2"/ = —1(modn). Este procedimento

n se r for impar (assim z
ira gerar um fator de n com probabilidade de no minimo 1 — 1/2*~! onde k é o nimero de
fatores primos impares distintos de n. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada
em [3].

Enquanto n for impar e nao for uma poténcia de um primo (existem algoritmos classicos
eficientes para este problema em particular), este esquema podera ser repetido e ira funcionar
dentro dos limites estabelecidos.

Basta agora descrever o algoritmo que deve ser usado no passo 2 e implementado em um
computador quéntico.

Dados x e n, para achar a ordem de z, isto é, o menor r tal que 2" = 1(modn) é

necessario, primeiramente, encontrar ¢, uma poténcia de 2 de modo que n? < ¢ < 2n?. Em

! Grupo é um conjunto fechado para uma operac¢io bindria, neste caso a multiplicacdo, que deve satisfazer
as propriedades associativa, existéncia de identidade e inverso [12].
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4.2. FATORACAO DE INTEIROS

seguida, coloca-se o primeiro registro, que ira representar os nimeros a (mod q), no seguinte

estado, conhecido como estado uniforme de superposicoes,

1 &
a2 o).
q a=0

Em seguida, calcula-se 2% (modn) no segundo registro da seguinte forma:

power ;= 1
fori:=0tol—1 do
if [a; ==1) then
power = power * 2 (modn)
end if

end for

Logo, o sistema fica no seguinte estado:

1 &
7 > la)|a®(modn)).
a=0

Em seguida, aplica-se a Transformada de Fourier, como definida na secao anterior, no

primeiro registro, o que vai fazer com que o estado |a) seja levado ao estado

1 &L 2miac
prvE Z exp . |c).

c=0

Assim, o sistema ficara no estado

1 2miac
az exp ( . ) le)|x*(modn)).
0

a=0 c=
Finalmente faz-se uma medicdo no sistema. Assim, obtém-se uma probabilidade do
sistema estar num determinado estado |c, z¥(modn)), que é obtida somando-se todas as

maneiras possiveis de se atingir este estado. A probabilidade encontrada é

2
1 (27m'ac>
LS

q q

a:xo=xk

?

onde a soma ¢é feita sobre a, com 0 < a < g, tal que z* = z*(modn).

Essa probabilidade sera de no minimo 1/3r? para n suficientemente grande [3]. Portanto,
depois de obtido o valor da probabilidade, é possivel encontrar o valor de 7, que era o objetivo
deste passo do algoritmo.

Sao necessarias algumas suposicoes e aproximagoes para chegar no resultado mencionado.
Devido ao fato de que aproximacoes sao feitas para que o célculo de r possa ser efetuado,
é necessario demonstrar que o erro cometido nas aproximacoes ¢ de ordem pequena. Todas

estas demonstracoes necessarias para provar que a probabilidade de se encontrar r com o
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CAPITULO 4. ALGORITMOS QUANTICOS

algoritmo proposto é alta podem ser encontradas em [3].

Nolan R. Wallach, em seu artigo Quantum computing and entanglement for mathemati-
cians, propos uma interpretacao diferente para o problema da fatoracao. Ao invés de encarar
a reducao do problema da fatoracao como o problema de encontrar a ordem de um elemento
x em um grupo multiplicativo (modn), que foi o caminho seguido por Shor, ele interpretou
a reducao como o problema de encontrar o menor periodo de uma funcgao f, definida em
N — Zy. O algoritmo para este problema segue os mesmos passos do algoritmo desenvolvido
por Shor e pode ser visto em [1].

Note que este algoritmo, como todos os algoritmos quanticos conhecidos, é um algoritmo
probabilistico, pois esta associado a uma probabilidade que é dada quando se realiza uma
medicao. Desta forma, é facil concluir que todo algoritmo quantico deve levar em conta a
necessidade de aumentar o coeficiente associado a saida desejada, de maneira que quando

uma medicao for feita, a probabilidade de ter a saida desejada seja alta.

4.3 Busca desordenada

Para fazer uma busca de uma informacao especifica em meio a muitos dados desordena-
dos, o algoritmo cléassico leva um tempo da ordem de O(N), onde N é a quantidade de dados
que se tem. Em 1997, Lov K. Grover criou um algoritmo quantico que realiza essa busca
levando um tempo de ordem O(v/N).

O algoritmo de busca consiste em fazer uma sequéncia de operagoes unitarias, seguidas
de uma medicao. Para as operagoes unitarias serao usadas trés matrizes, duas delas muito
utilizadas em algoritmos quanticos e bastante parecidas com as matrizes R; e S, utilizadas

no algoritmo da Tranformada de Fourier quantica. As matrizes sao as seguintes:

e Transformacao de Walsh-Hadamard:

M= 1 (1 1
V21 1|
e Matriz de rotagao:

R =

efi ()
0 e |’

onde ¢ e ¢ sa0 nimeros reais arbitrarios.

e Matriz de Difusao:

2 2 2
i A N
2 g4z 2
N N N
D: . . .
2 2 2
iy iy LIS N P
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4.3. BUSCA DESORDENADA

O problema ¢ formalizado da seguinte maneira: considere um sistema com N = 2" estados
chamados 51, 9, ..., Sy. Esses 2" estados sao representados por cadeias de bits de tamanho
n. Suponha que exista um tnico estado S, tal que C(S,) = 1, enquanto que para todos os
outros estados S, C'(S) = 0. O problema ¢é encontrar o estado S,,.

O algoritmo para a solucao deste problema segue os seguintes passos:

o . . . 1 . . . .
1. Inicializar o sistema no estado —< > [Sn), ou seja, atribuir o mesmo coeficiente para

todos os estados do sistema;

2. Repetir as seguintes operagoes unitarias O(v N) vezes (sera explicado a seguir o motivo

deste ntumero de repetigoes):

e Seja S o estado em que o sistema esta. Se C'(S) = 1, aplicar a matriz R de forma

a rotacionar a fase em 7 radianos. Se C'(S) = 0, ndo alterar o sitema;

e Aplicar a matriz de difusao D;

3. Medir o sistema. O resultado sera o estado S, procurado com probabilidade de minimo
0.7.

O ponto mais importante do algoritmo estd no passo 2. Cada iteracao feita neste loop
aumenta o valor do coeficiente do estado S, desejado em O <\/LN) Assim, ao final de O(\/N)
repetigoes do loop o valor do coeficiente do estado desejado passa a ser O(1).

Para ver que o valor do coeficiente do estado desejado aumenta em O<\/LN> a cada
iteracao, é necessario ver, em primeiro lugar, que a aplicacao da matriz de difusao D pode
ser interpretada como uma operacao de inversao em relacao a média.

Seja o a média dos coeficientes de todos os estados do sistema, ou seja

1 N
O[—Nizl(l/i.

Como resultado da aplicagdo da matriz D, a magnitude do coeficiente de cada estado
aumenta (diminui) de forma que, depois da aplicac¢do, o valor do coeficiente estard abaixo
(acima) da média o mesmo tanto que estava acima (abaixo) antes da aplicagao, como pode
ser visto na Figura 4.1.

Observe que a matriz D pode ser decomposta na forma D = —I 4+ 2P, onde [ é a matriz
identidade e P é um operador de projecao, conforme visto na Secao 3.1.2. Note que, quando

aplica-se P a um vetor v, obtemos o seguinte resultado

% % % m %(U1+U2+...+UN)

1 1 1 1

N N ]_V V2 _ N(Ul—FUQ—.i-...—l—'UN) (41)
% % ]lV UN %(U1+U2+...+UN)
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-* ———————— 4————|——— Media (a)
A s c o *

Antes de aplicar D
_____________ i Media (a)
« I —| »

Depois de aplicar D

Figura 4.1: Inversao em relacao a média

Observe que o vetor resultante é tal que cada componente é igual a média de todas as
componentes.
Para ver que D é de fato uma inversao em relacao a média, note que quando aplica-se

D a um vetor v, temos que

Dv = (—1+2P)v=—v+ 2Pv. (4.2)

Do resultado obtido em (4.1), segue que cada componente do vetor Pv é a média de
todas as componentes. Seja A essa média. Note,entdo, que a i-ésima componente do vetor
Dv é (—v; +2A), que pode ser escrita como (A + (A —v;)), que é exatamente a inversao em
relacao a média.

Finalmente, para terminar de mostrar que a cada iteracao do passo 2 do algoritmo o

valor do coeficiente do estado desejado S, aumenta em O<\/Lﬁ>, considere um vetor onde

cada componente, exceto uma, tem um coeficiente igual a C’/\/N, com 1/2 < C < 1, e
a componente diferente tem um coeficiente cujo valor ¢ —/1 — C2. A média de todas as
componentes é aproximadamente igual a C/ V/N. Como N — 1 componentes desse vetor
sao aproximadamente iguais a média, a aplicacao de D sobre esse vetor nao vai causar
mudancas significativas nessas componentes. J& a componente diferente das demais, cujo
valor era negativo, se torna positivo e seu valor aumenta em 2C’/\/N, como pode ser visto
na Figura 4.2.

Assim, no loop do passo 2, inicialmente o valor do coeficiente de um estado selecionado é
invertido (pela matriz de rotagao). Em seguida aplica-se a operagao de inversao em relagao
a média. Isso aumenta o valor do coeficiente do estado selecionado em 2C/+v/N. Portanto,
se a magnitude do coeficiente do estado selecionado, isto é v/1 — C2, for menor que 1/v/2, 0

aumento no seu valor a cada iteragdo é maior que 1/v/2N. Ou seja, se
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T ™

d
CiN+1-C° ‘

A
Lo o ) [

CHN+1-C

ST

Figura 4.2: O valor da componente diferente da média aumenta em 2C'/v/ N, enquanto as
demais permanecem praticamente inalteradas

1 20 1 20 VN +2V2C
VI-C?< —=V1I-C*’"+ ——=< —+ = , 4.3
V2 VN V2 VN V2N (4:3)
Ccomo
VN +2v2C VN +2.83C 1
~ para qualquer C, (4.4)

VAN VAN VAN

entdo segue que, de fato, o aumento do valor do coeficiente ¢ maior que 1/v/2N.
Isso implica que, dM < +/N tal que depois de M repeticoes do loop do passo 2, a

magnitude do valor do coeficiente do estado desejado serd maior que 1/\/5, isto é,

M>M71
V2N T VM V2

Portanto, se o sistema for medido agora, ele estarid no estado desejado com uma proba-

~ 0.71. (4.5)

bilidade maior do que 0.7.

Note que este algoritmo também ¢é probabilistico.
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Capitulo 5
Correcao de erros

Conforme dito anteriormente, uma das dificuldades na constru¢ao de um computador
quantico é a decoeréncia, que é o processo sofrido pelo sistema quantico medido devido a
interacao com o dispositivo de medida. Assim, quando hé a necessidade de se realizar muitas
medicoes durante a execugao de um algoritmo, os estragos sofridos pelo sistema medido
sao enormes, de forma que muita informacao é perdida, comprometendo os resultados da
execugao [2].

Porém, existem maneiras de se diminuir a taxa de decoeréncia de sistemas quanticos, por
meio de codificagdes que diminuem a perda de dados no sistema. Esse é o anadlogo quantico
do problema classico de transmitir uma informacao através de um canal que pode sofrer
interferéncias, chamadas ruidos. Neste caso, os codigos para correcao de erros podem ser
aplicados para recuperar com uma alta probabilidade a informagao transmitida, mesmo que
uma parte desta informacgao tenha sido corrompida durante a transmissao.

Para o estudo dessas codificagoes, algumas suposicoes sao necessarias para tornar o pro-

blema mais simples e a resolucao mais factivel:
e Assume-se que a decoeréncia ocorre de maneira independente em cada qubit;

e Considera-se que apenas um bit de cada qubit é afetado por vez (essa hipdtese é
equivalente as hipoteses do analogo classico de transmitir um sinal através de um

canal que sofre interferéncias e é razoavel em muitas situacoes [6]);

e Assume-se que nao ocorrem erros durante as operacoes (essa aproximacao é razoavel
considerando-se que o tempo para realizar operacoes é pequeno o suficiente para que
um estado do sistema ndo sofra mudancas significativas nesse periodo [1]; além disso,
os erros que podem ocorrer nas operacoes sao pequenos quando comparados aos erros

causados pela decoeréncia e corrigidos pelas codificagoes [6]).

O objetivo das codificagoes é preservar um espaco vetorial de dimensao k de erros. Para
isso, mapeamos os estados deste espaco para um espaco vetorial de Hilbert de dimensao n
maior do que k.

Segue a nomenclatura usada para descrever o problema:
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Codigo quantico (n, k): subespago de dimensao k de um espago de Hilbert de dimensao

n;

‘H: espaco de Hilbert de dimensao n, do topico anterior, chamado de espago codificado;

Q: espacgo de Hilbert de dimensao k;

C: codigo;

E: operador de codificacao para C, que age de Q para C;

Seré considerado o caso em que k =2%en =2", com d < r.

Com o proposito de simplificar o problema da codificacao é introduzida a ideia de ope-
radores de recuperacao, pois o uso destes operadores permite que se ignorem detalhes de
implementacao que nao sao relevantes para as propriedades da correcao de erros.

Um operador de recuperacao R é um operador do espaco codificado H que é usado para
restaurar um estado depois que ele foi afetado pela decoeréncia. Na pratica, estes operadores
sao implementados como uma combinacao de operadores unitarios e medigoes.

Um codigo quantico para correcdo de erro é, entdo, um par (C,R), que consiste de
um coédigo quantico e um operador de recuperagao. As propriedades desse c6digo quantico
dependem da interagao do sistema quantico (cujos estados serdo codificados para corregao
de erros) com o dispositivo de medida ou com o ambiente em que o sistema se encontra.

Considera-se que os efeitos sofridos por um estado quantico, devido a sua interagao com
o ambiente, podem ser descritos por operadores lineares de Q. A familia desses operadores
serd chamada de A, com A = {A,...}.

Da mesma forma que no analogo classico, em geral, é impossivel corrigir A de forma a
reduzir o erro a 0. Portanto, é importante corrigir os principais membros de A. Isso leva ao
estudo de cédicos quanticos para correcao de e erros.

Um operador A agindo sobre H induz no méaximo e erros se ele for um produto tensorial
de r operadores onde r — e deles sao a identidade. Assim, um co6digo para correcao de e
erros pode recuperar a informacao de qubits que foram afetados pela sua interacao com uma
familia de operadores lineares A que induzem no maximo e erros.

Para desenvolver esses codigos para correcao de erros é necessario ter uma base para a
familia A de operadores lineares. Uma das bases que pode ser considerada para o caso em
que os operadores interagem com qubits de tamanho 1 (que ainda tem a propriedade de que

cada um de seus operadores é unitario) é a seguinte:

Aozll 0]; Alzll O]; A2:[O 1]; A3:[0 _1]- (5.1)
01 0 —1 10 1 0

Esses operadores, fisicamente, correspondem a: 0) deixar o sistema inalterado, 1) mudar

o sinal do bit se ele estiver no estado |1), 2) trocar o bit (se ele estiver em |0), mudar para
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CAPITULO 5. CORRECAO DE ERROS

|1), e vice-versa), 3) trocar o bit e mudar o sinal se ele estivesse em |1). Esses sdo todos os
erros que podem ser causados a um qubit.

Outra base tutil que pode ser considerada é a seguinte:

_ 10 00 _ 0 1 _
Oloo 01] 2[00] ’

Os operadores Ay e A; implementam uma medicdo ideal de um bit. Os operadores A, e

0 0

A=
! 10

] . (5.2)

A5 implementam uma medicdo ideal seguida de uma troca de bits.

E necessario determinar o tamanho minimo que o espaco de Hilbert A deve ter para
acomodar os qubits codificados. Considerando que apenas um qubit sofre decoeréncia por
vez (conforme as suposicoes iniciais para simplificar o problema), tem-se que a familia A
induz no maximo um erro. Note que os erros que um bit pode sofrer sdo trés (ter seu valor
trocado, ter seu sinal trocado, ter seu valor e seu sinal trocado), conforme mencionado em
(5.1). Portanto, é preciso mapear os qubits para um espago de Hilbert cuja dimensao seja
grande o suficiente para acomodar todas as possibilidades resultantes da acao de cada um
dos trés erros sobre cada um dos bits de um qubit e mais a possibilidade de nao ocorrerem
erros. Assim, dada uma cadeia de n bits, a acdo de todos os erros sobre cada bit e mais a
possibilidade de ndo ocorrerem erros resulta num total de 3n + 1. E necessario dobrar esse
valor para acomodar os dois estados (]0) e |1)) e todas as suas possibilidades de erro. Assim,
chegamos ao valor 2(3n + 1). Logo, lembrando que estamos considerando o caso em que o
tamanho do espaco de Hilbert é uma poténcia de 2, chega-se a conclusao que a dimensao do
espago deve ser tal que 2(3n 4+ 1) < 2", ou seja, n > 5.

Peter Shor propos uma codificacao em que n = 9, em 1995 [4]. J& em 1996, Laflamme
prop6s uma codificagio em que n = 5 [7], que é o valor minimo. Sera descrita a codifi-
cacao estabelecida por Peter Shor, por ser mais natural e por nao fixar valores descobertos
heuristicamente, como é o caso de Laflamme.

Cada qubit deve ser codificado por um operador de codificacdo E da seguinte maneira:

1
0) — m (]000) 4 |111)) (]000) + |111)) (]000) + |111)),

1
1) — m (|000) — |111)) (]000) — |111)) (]000) — |111}).

Note que esse procedimento ird gerar, para cada bit da cadeia, um qubit de tamanho 9.
Considere agora que uma medicao é feita apos essa codificacao. Se nao ocorreu deco-
eréncia, os trés grupos que formam o bit |0) codificado estardo em |000) 4 |111). Da mesma
maneira, para o bit |1), as trés cadeias de bits estarao em |000) — |111). Se ocorreu deco-
eréncia, um dos 9 bits da cadeia mudou e, consequentemente, um dos trés grupos estara
diferente. Para saber qual era o bit original, basta olhar para os dois grupos que sao iguais.

Entretanto, isso nao é o suficiente para restaurar um qubit ao seu estado original, pois ao
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medir-se os qubits codificados novas alteracoes sao causadas neles.

Para preservar de fato os qubits codificados é necessario medir a decoeréncia sem medir
o estado dos qubits. Isso permite reverter a decoeréncia. Para entender como é possivel fazer
isso é preciso estudar o processo da decoeréncia mais detalhadamente.

A decoeréncia é descrita como uma transformacao unitaria que causa um emaranhado
entre os qubits de sistema quantico e os qubits do dispositivo de medida. E possivel descre-
ver este processo mostrando o que acontece com os qubits |0) e |1) quando afetados pela
decoeréncia. Serd considerado que o primeiro qubit da cadeia codificada sofre decoeréncia,
mas o processo ¢ andlogo para qualquer um dos outros oito qubits.

O processo de decoeréncia é

|€0)|0) — ]ao)|0) + [a1)[1)

le0) 1) — [a2)[0) + [as)[1),

onde |ag), |a1), |az) e |as) sdo estados do dispositivo de medida.
Observe o que acontece com o estado |0) codificado, isto é, com a superposi¢ao \/L?(IOOOH—

+[111)). Depois da decoeréncia, este estado passa para a superposi¢ao

1
7 [(la0)[0) + 1a1)[1)) 100) + (laz)[0) + [as)|1)) [11)] -

Reescrevendo em termos da base de Bell!, obtém-se

1 1

— + 000) 4+ |111)) + —= — 000) — [111)) +
=5 (o) + o) (000) + [111))+ == (Ja0) = a)) (1000} ~ [111)

o () + laa)) (1100) +1011)) + 2= (jar) + las}) (1100) —[011)
—— (|a a —— (Ja a - :

o3 2 vz UM 2

Similarmente, o qubit codificado |1), ou seja, a superposicao \% (|000) — |111)) depois da

decoeréncia e escrita na base de Bell vai para o estado

(lao) + las)) (|000) — [111)) + (lao) = las)) (|000) + [111)) +

1 1
22 22

+-—7 (lar) + |ag)) (]100) — [011)) + (lar) +[az)) (]100) +{011)) .

1 1
212 212
Note que os coeficientes do dispositivo de medida, apos a decoeréncia, sao 0s mesmos
para os qubits codificados |0) e |1). Entao, pode-se restaurar o estado codificado e manter-se
a evolucao do sistema criando-se alguns qubits auxiliares que indicarao qual qubit sofreu

decoeréncia e se o sinal dos vetores da base de Bell mudou. Assim, medindo estes qubits

LA base de Bell ¢ uma base para um espaco de Hilbert onde os vetores da base sio definidos em termos de
bases computacionais. Os vetores da base de Bell sdo [000) +|111), |001) £|110), |010) & |101), |100) £|011).
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CAPITULO 5. CORRECAO DE ERROS

auxiliares é possivel restaurar o estado original de um qubit.

Essa restauracao consiste primeiro em uma transformacao unitaria realizada por um com-
putador quantico e depois em uma medicao de alguns qubits resultantes da transformacao.
O primeiro passo que o computador deve executar é comparar todos os trés grupos que
formam o qubit codificado escritos na base de Bell. Se os trés grupos sao iguais, o resultado
que o qubit auxiliar deve indicar é “nao houve decoeréncia”, e o qubit deve ser mantido
como esta. Se os trés grupos nao sao iguais, os qubits auxiliares devem indicar qual grupo
esta diferente e como ele esta. Por exemplo, considere que o qubit auxiliar |¢;) deva indicar
se houve ou ndo decoeréncia; assim, se nao houve decoeréncia, atribui-se o valor |0) a ele,
caso contrario, atribui-se o valor |1). Caso tenha ocorrido decoeréncia, considere que o qubit
auxiliar |¢) deva indicar se o primeiro grupo de qubits é o grupo diferente; assim, se o grupo
em questao nao for o grupo diferente, atribui o valor |0) para ele, caso contrario, |1). E assim
por diante. Em seguida, baseado nas informacos dos qubits auxiliares, o computador deve
restaurar os qubits do sistema aos seus estados originais. Portanto, a analise do sistema e a
devida atribuicao de valores aos qubits auxiliares sao realizadas por meio de transformacoes
lineares e a medicao dos qubits auxiliares implicarao na correta restauracao do sistema. Isso
deve ser implementado usando-se operadores de recuperacao R, ja descritos anteriormente.

Conforme simplificacao feita no inicio do capitulo, este esquema funciona somente no
caso em que apenas um bit sofre decoeréncia. Note que se p é a probabilidade de um bit
sofrer decoeréncia, entdo a probabilidade de k bits ndo sofrerem decoeréncia é (1 — p)*. No
esquema de codificacao dado, cada bit é substituido por 9 bits. Entao a probabilidade de

pelo menos 2 dos 9 bits que formam um qubit codificado sofrerem decoeréncia é

> (z)pk(l —p)’t= (g)ﬁ(l —p) 4 .+ (S)pg — 36 (1—p) + .+

9
k=2
+9p%(1 —p) +p° =1 — (1 +8p)(1 — p)® ~ 36p.

Portanto, se temos um sistema com r qubits, a probabilidade de que ocorra apenas
um erro em cada um deles, de forma que os 9r qubits do sistema codificado possam ser
decodificados para obterem-se os qubits originais ¢ (1 — 36p*)". Assim, se p < 1/36, e r = 10

por exemplo, a probabilidade de se corrigir erros com este esquema ¢ maior que 80%.
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Capitulo 6
Medidas de emaranhados

Neste capitulo iremos mostrar uma aplicagao da teoria de Lie na computacao quantica.
Vamos tratar da estrutura de 6rbitas encontradas quando aplicamos transformacoes locais
sobre estados puros e mostrar um exemplo de medida de emaranhado, que é uma fungao que
permite determinar se dois estados quanticos estao relacionados por transformacgoes locais.

Vamos nos restringir as cadeias de qubits de tamanho 2.

6.1 Emaranhados

Um estado quantico que nao pode ser escrito como um produto tensorial de estados puros

é chamado de estado emaranhado, como por exemplo o estado

1 1
|90>—E E

Uma outra maneira de identificar um estado emaranhado é utilizando o conceito de

(100) +[11)) = —=(|0) @ [0) + [1) @ [1)) .

transformacao local.
Uma transformacao quantica local num qubit de tamanho n é dada por um operador

unitario da forma

Al®RAR...QA,,

onde A; € U(2), que é o grupo dos operadores unitarios de C quando munido de produto de
matrizes.

Nao existe uma transformacao local que leve o estado |p), acima, ao estado puro |00)
(nem ao [11)), o que também caracteriza |¢) como um estado emaranhado. Outra denomi-
nagao que se da neste caso é que o estado |p) nao estd na orbita de |00) (ou de |11)) sob
transformacao local.

O grupo de operadores unitarios U(2) e o grupo de operadores lineares especiais que
possuem determinante igual a um SL(2,C) (este tltimo aparecera na proxima segao) sao

descritos como
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CAPITULO 6. MEDIDAS DE EMARANHADOS

U2) ={zr € GL(2,C) | xa" =1}
SL(2,C) ={x € GL(2,C) | detx = 1},
onde GL(2,C) é o grupo de todas as matrizes complexas nao singulares. Este conjunto é
um exemplo de um grupo de Lie, que sao grupos com estrutura topolégica que tornam

os produtos de elementos do grupo e a inversao funcoes diferenciaveis. Isso significa que

podemos fazer célculo diferencial e integral com esses objetos.

6.2 Medidas de emaranhados

A aplicagao de G = SL(2,C) x SL(2,C) em V = C? ® C?* deixa invariante uma forma

bilinear, cuja notagao é (, ), e que é dada nos elementos da base por

(100}, [11)) = ([11),100)) = 1
(101),]10)) = ([10),]01)) = —1

e todos os outros produtos sao 0.

00)+[11)  [00)+[11)
V2 T V2
|00) 4 |11) |00) + |11) 1

(1L B 2 ooy + 1. 00y + 1) =

2
[(100),100) +[11)) + (]11),]00) + [11))] =

Vamos analisar o estado < ) Note que

N | —

1

[(100),100)) + (00), [11)) + (]11), 00)) + (|11), [11))] =

N |

1
SO+1+1+0)=1

Como (]00), ]00)) = 0, nao pode existir uma transformagao local levando |00) a %
e vice-versa, ja que uma func¢ao da forma ¢(u) = |(u,u)| é invariante sob transformagoes

locais. Esta funcao ¢ um exemplo de medida de emaranhado. De fato, devido & maneira

como a forma bilinear est& definida, um estado u é um estado emaranhado se e somente se
o(u) > 0.

Esta func¢ao tem ainda mais duas propriedades: para todo estado u, ¢(u) < 1; e ¢(u) =1

|00)+]11

se e somente se u esta na Orbita de 7 L sob transformacoes locais.

Para provar a primeira propriedade, considere que v = a|00) +b|01) + ¢|10) + |11). Entao
¢(u) = |(u,u)| = |a*(|00), |00)) + ab(|00), 01)) + ac(|00), |10)) + ad(|00), |11))+

+ba(|01),]00)) + b%(|01),]01)) + be(|01), ]10)) + bd(]01), [11))+

+ca([10), [00)) + ¢b(]10), |01)) + ¢*(]10), |10)) + cd(]10), [11))+
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6.2. MEDIDAS DE EMARANHADOS

da(|11), [00)) + db(|11),[01)) + de(|11), [10)) + d2(|11), [11))| = 2|ad — be].

Como

2lad — be| < 2|ad| + 2|bc| e
2lad| = 2|a||d| < |af* + |d|* (idem para 2|bc|),

entao
¢(u) = 2|lad — be| < laf* + [b* 4[> + |d]* = 1,

como queriamos demonstrar.

Para provar a afirmacao sobre a orbita, isto é, que ¢(u) = 1 se e somente se u esta na

Lo 00)+|11 . . .
orbita de %, sera considerado o seguinte teorema:

Teorema 1 Considere que G € um produto de n copias de SL(2,C) e K n cdpias de SU(2).
Seja G um grupo de Lie semisimples sobre C e K um subgrupo compacto mazximal de G.
Seja (7, V') uma representacio analitica finita de G, munida do produto hermitiano (de
espacos de Hilbert) (| ), que € invariante sobre K. Considere aindav € V eu € w(G)v. Se
m = inf{(m(g)v|r(g)v) | g € G} e (ulu) = m entio 7(K)u = {w € 7(G)v | (wjw) = m}.

Além disso, o infimo € atingido se e somente se a drbita 7(G)v for fechada.

Este teorema diz que se G é um grupo que age num espaco de Hilbert V', e Gv é a 6rbita

por um elemento v deste espaco, ou seja,

Gv={gv | g€ G},

entao, pegando todos os elementos de Gv que tem norma minima, obtemos um subcon-
junto que é, de fato, a 6rbita Ku de algum elemento u de Gv por um subgrupo K de G,
que é compacto e maximal. Uma ideia da demonstragao pode ser encontrada em [1] e a
demonstracao completa se encontra no artigo The length of vectors in representation spaces.
Algebraic geometry, de George Kempf e Linda Ness.

Vamos ver agora como este resultado se aplica a nossa situagao. Note que ao agir sobre o
espago V = C2® C?, o grupo G = SL(2,C) x SL(2,C) gera a seguinte estrutura de orbita:

para cada A € C—0, o conjunto

My={veV]|(v,v)=A}

¢ uma orbita.

Note ainda que como (]00),|00)) = 0 e como o grupo G preserva o produto bilinear
definido, entao (¢|00), g|00)) = 0 para todo g € G, isto &, G|00) esta contido em M,. Além
disso, o elemento {0} também esta contido em M), embora nao faca parte da 6rbita de |00)

(pois 0 nao pertence a G).
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Considere ug = %. Ja sabemos que (ug,up) = 1, entdo, da propriedade do produto

interno, segue que (zug, 2ug) = 2z, onde z € C. Como para cada g € G temos que g(zug) =
zg(ug) entdo a orbita de zug, que é Gzuy, é igual a orbita zGug. Portanto, se z # 0, temos
que G(zug) = M.2.

Precisamos maximar a fungao ¢ em S* (esfera de raio unitario vista na Segdo 2.2), para
encontrar w tal que ¢(w) = 1, que é seu valor maximo conforme vimos na demonstracio da
propriedade anterior. Note que qualquer que seja w, ele vai pertencer a algum M,. Como

M, = zGuyg, temos entao que existe algum z; € C e algum g € G tal que

w = 21 gUyp. (6.1)

Considere z; escrito na sua forma polar

2 =re?. (6.2)
Substituindo (6.2) em (6.1) temos que
w = re’ guy. (6.3)
Como w € S?, temos que
1= [Jwl| = [lre” guol| = [re”| [|guo|| = rle”|[lguo|| = r(v/cos220 + sen?20)||guo|| =
lgwoll = 1 (6.4
= 7r||guo r= : .
[lguoll
Substituindo (6.4) em (6.3) temos que
= ¢t TN (6.5)
[lguoll
Para tal w temos que
09U e GUo et Vc0s?20 + sen?20 1
o) = (w0} = | (220 00 90 | ) = o
guoll™ " llguoll [lguoll [lguoll [lguoll

Entao, maximizar ¢ na esfera unitaria equivale a minimizar a norma de Gugy. O teorema
enunciado acima implica que este subconjunto de elementos de Guy que tem norma minima
é Kug, que é de fato a oérbita de uyg.

Portanto temos que ¢(w) = 1 se e somente se w esta na orbita de ug. Isso completa a

prova da propriedade.
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Capitulo 7
Conclusao

A maior parte da seguranca na internet se utiliza de algoritmos de criptografia, que
se baseia no fato de que a fatoracao de inteiros e que encontrar logaritmos discretos é ex-
tremamente dificil, j4 que nao existem algoritmos eficientes para a solucao destes problemas.
Assim, a computacao quantica atraiu muita atencao quando demonstrou-se que em um com-
putador quantico esses problemas sao resolvidos com complexidade polinomial, ou seja, sao
resolvidos de maneira eficiente. Com isso, este tema passou a ser amplamente estudado e de-
senvolvido, o que faz com que a area da computacao quantica esteja muito ativa atualmente
e em constante construcao. Entao, ter contato com este tema foi surpreendente e desafiador,
j& que por ser relativamente novo suas ideias ainda nao sao popularmente conhecidas e suas
bases ainda nao sao tao profundas.

Embora o campo da computacao quantica esteja bastante aquecido, ainda é necessario
muito esforco e desenvolvimento para que a base tedrica se torne mais solida e para que
varios problemas e obstaculos sejam solucionados ou minimizados.

Conforme ja citado no texto, lidar com a imprecisao e a decoeréncia sao problemas
que dificultam a construcao de um computador quantico. Apesar de ja existirem codigos
razoaveis para correcao de erros [7], construir um computador quantico com precisao alta o
suficiente e baixa taxa de decoeréncia para executar algoritmos com muitos passos, significa
se deparar com dificuldades enormes.

O codigo para correcao de erros descrito neste trabalho e outros presentes nas referéncias
bibliograficas sao construidos com base em simplificagoes e, portanto, possuem limitagoes.
Além disso, a técnica usada para a construcao destes codigos, conhecidos como codigos de
repeticao, que como o nome ja diz geram redundancia de dados, sao bastante ineficientes na
computagao classica [4]. Logo, existe um esfor¢o para tornar os codigos para corregao de erros
mais abrangentes e eficientes. Esse esfor¢o inclui nao s6 o desenvolvimento dos algoritmos
em si, mas também um estudo da mecéanica quantica, para que se torne mais concreto o
dominio de medigoes realizaveis em sistemas quanticos.

Além de pesquisadores e estudiosos da area, que se dedicam ao estudo da mecanica

e computacao quantica em universidades do mundo todo, alguns laboratérios também in-

33



CAPITULO 7. CONCLUSAO

vestem em pesquisas nesse campo, como o AT&T Bell Laboratories, que investe em pesquisa
e desenvolvimento de tecnologias, e o Laboratério Nacional de Los Alamos, pertencente ao
Departamento de Energia dos Estados Unidos, que conta com cientistas e estudantes desen-
volvendo projetos cientificos. Alguns dos artigos estudados para a redacao deste trabalho
foram escritos por profissionais atuantes nestes laboratorios.

Em 1999, o MIT, Massachusetts Institute of Technology, criou um prototipo de com-
putador quantico, que contava apenas com 4 qubits. O experimento gerado no prototipo foi
extremamente simples, ja que o computador quantico era muito simplério e possuia menos
poder de calculo do que uma calculadora comum. Entretanto, este experimento mostrou que
existe potencial para a constru¢ao de um computador quantico [14].

Em 2007, a empresa canadense D-Wave Systems anunciou a criacao de um computa-
dor chamado Orion capaz de desempenhar operacoes quanticas. A comunidade cientifica
recebeu a noticia com ceticismo, pois a D-Wave nao forneceu nenhum detalhe sobre como
o suposto processador quantico funciona e, além disso, os resultados de procedimentos re-
alizados pelo Orion se mostraram mais lentos do que resultados obtidos em computadores
classicos utilizando-se dos melhores algoritmos conhecidos, o que implica que o Orion é
extremamente mais lento do que o esperado para um computador quantico.

Apesar de todas as criticas recebidas por parte da comunidade cientifica, a D-Wave
continua anunciando a evolucao de suas experiéncias quanticas, ainda sem muitos detalhes,
e tem recebido investimentos e clientes, como a empresa Lockheed Martin, que, em maio de

2011, assinou um acordo para a compra de um computador quantico [15].

O principal artigo estudado para a elaboracao deste trabalho é voltado a matematicos,
especialmente em seus ultimos dois capitulos onde se faz uso da teoria da Lie aplicada a
computacao quantica. A teoria de Lie é usada para identificar estados emaranhados, dis-
criminar suas orbitas e gerar medidas de emaranhados. No peniltimo capitulo do artigo o
autor apresenta medidas de emaranhados para qubits de tamanhos 2 e 3 e, no tultimo, para
qubits de tamanho 4 ou mais. Neste trabalho nos limitamos aos qubits de tamanho 2 e nao
mostramos como determinar um grupo gerador de medidas de emaranhados. Logo, esses sao

temas & serem abordados em trabalhos futuros.
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