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Resumo do Trabalho

Esta monografia pretende dar continuidade ao estudo de equacgoes diferenciais parciais
do curso de graduagao por meio de uma aplicacao direta, o modelo de Chemotaxis. Esse
modelo procura descrever o movimento de células biolégicas ou organismos que respon-
dem a gradientes quimicos. O trabalho é centrado em um modelo minimo, estritamente
linear, apresentando dez variantes do modelo, cada qual incluindo um tnico paradmetro
adicional que, sob o limite apropriado, reduz o sistema ao modelo minimo. Essas varia-
¢oOes sao definidas baseadas em realismo biologico adicional. Finalmente, algumas simu-

lagbes numéricas foram realizadas com o uso do software Mathematica.

Palavras-chave: chemotaxis, equacoes diferenciais parciais, biomatemaética, simulacao

numeérica

Abstract

This paper is intended to give continuity to an undergaduate course of Partial Differen-
tial Equations by studying one direct application, the Chemotaxis model. This model
describes the movement of biological cells or organisms that respond to chemical gradi-
ent signals. The work is centered in a minimal model, strictly linear, and then presents
nine variations of this basic model. Each variation includes a new parameter that, un-
der the correct limit, reduces itself to the minimal mode. Those variations are based in
additional biological realism. Finally, some numerical simulations were realized with the

software Mathematica.

Keywords: chemotaxis, partial differential equations, mathematical biology, numerical

simulation



1  Introducao

A habilidade dos organismos de se locomover é essencial para sua sobrevivéncia em
ambientes complexos. Esta locomogao normalmente é feita através da interpretagao de
diversos sinais externos e da reacao a eles. Da mesma forma que um inseto macho é
atraido a uma fémea através de feromonios, ou uma borboleta é atraida a uma flor
através do odor, muitos organismos (primariamente, mas nao unicamente, unicelulares)
e células de organismos multicelulares sao atraidos a seus alvos ou repelidos de certas

substancias quimicas através da chemotaxis.

Especificamente, chemotaxis é o movimento de células e organismos direcionado em
resposta a gradientes quimicos. O quimico envolvido é chamado de chemoattractant ou
chemorepellent, respectivamente relativos a chemotaxis positiva (movimento em dire-
¢ao a fonte quimica) ou chemotaxis negativa (movimento se afastando da fonte quimi-

ca).
Esta definicdo envolve trés categorias de movimentos mais especificos

1- A definigdo original de chemotaxis: uma mudanga na dire¢ao do movimento re-
sultado do alinhamento ativo do eixo da célula de acordo com um gradiente
quimico. Células com movimento ameboide (e.g. globulos brancos) normalmente
seguem este mecanismo.

2- Uma resposta fobica: um decrescimento na velocidade linear em resposta a um
estimulo quimico, seguido por uma mudanga de diregdo. Algumas bactérias (e.g.
Rhodobacter sphareoides) seguem este mecanismo.

3- Klinokinesis: uma mudanga na frequéncia nas mudangas direcionais espontaneas
em resposta a um estimulo quimico. Algumas bactérias (e.g. E. coli) seguem este

mecanismo.

O resultado da chemotaxis positiva seria uma acumulagao das células ou organismos em
uma regiao com maior concentragao do chemoattractant. J4 o resultado da chemotaxis
negativa seria uma dispersao das células ou organismos de uma regiao com maior con-

centracao do chemorepellent.



Alguns exemplos para chemotaxis em células de organismos multicelulares encontram-

se na lista a seguir:

Espermatozoides sao atraidos por substéancias quimicas emitidas pela camada
externa do évulo.

Durante o desenvolvimento embrionério, tem papel crucial em organizar o posi-
cionamento das células; por exemplo, durante a gastrulagao e na padronizacao
do sistema nervoso.

No organismo adulto, direciona a migragao de células imunolbgicas a locais de
inflamagao e fibroblastos em regides feridas para iniciar a cura.

Os mesmos mecanismos sao utilizados durante o crescimento do céncer, permi-
tindo células tumorosas a invadir o ambiente em volta ou estimular o cresci-

mento de novas veias (angiogénese).

Em organismos unicelulares, podemos citar os exemplos:

A mecénica e processos de sinalizacdo que regulam a chemotaxis em bactérias,
como F. coli.

O ciclo de vida de Dictyostelium discoideum.

Por fim, mesmo com as bases fisioldgicas e bioquimicas menos compreendidas, a chemo-

taxis representa um importante papel na locomocao de organismos multicelulares. Para

este caso, podemos citar os exemplos:

No nematodo C. elegans em resposta a sinais externos
Na mosca-da-fruta Drosophila melanogaster, que se locomove através de gradi-
entes de odores atrativos durante a busca por alimento
Mariposas-macho seguem gradientes de feromonios liberados pela fémea durante

o acasalamento.



Substéncias quimicas nao sao os tnicos estimulos percebidos por células e organismos.

Alguns exemplos estao citados na Tabela 1.

Tabela 1 - Nomenclatura de movimentos direcionados em resposta a estimulos variados

Termo Estimulo Exemplos de Espécies Responsivas

Chemotaxis Quimico Bactérias, archaea, amebas, glébulos bran-
cos, espermatozoides.

Elasticotaxis Forga elastica Bactérias gliding (Myxococcus xanthus)

Electrotaxis Campo elétrico Amebas

Galvanotaxis Corrente elétrica Bactérias, espermatozoides

Geotaxis ou Gravi-
taxis

Magnetotaxis
Phototaxis

Thermotaxis

Thigmotaxis ou

Mechanotaxis

Gravidade

Campo Magnético
Luz

Temperatura

Toque, for¢a mecé-

nica.

Bactérias, ciliados (Paramecium) e flage-
lados.

Bactérias

Bactérias, archaea, amebas, flagelados.
Bactérias, ciliados, amebas, nematoides,
espermatozoides, células trofoblésticas,
leucocitos.

Ciliados, flagelados, células endotélicas.

Este trabalho preocupa-se primariamente com as respostas a gradientes quimicos (che-

motaxis).



2 O Modelo

O modelo matematico proposto pelas equagoes de Keller e Segel propde quatro equa-
¢oOes reacao-difusao-adveccao. Estas podem ser resumidas para um modelo com as fun-
¢oes u e v que formam a base do estudo do trabalho, cuja forma geral é:

{ut = V(ky(u, v)Vu — k, (u, v)uVv) + k5 (u, v)
vy = DyAv + ky(u, v) — ks(u, v)v

Nestas equagoes, temos:

e u: representa a densidade de organismos num determinado dominio Q € R™ ;
e v: representa a concentragao do sinal quimico;

e kl: representa a difusividade das células (ou motilidade);

e k2: sensibilidade quimiotéatica;

e k3: crescimento e morte das células;

o k4 e kb: producao e degradacao do sinal quimico.

Embora haja abordagens estocésticas e discretas, o modelo continuo deterministico cri-
ado por Keller e Segel se tornou o método em vigor para o comportamento quimiotético
de sistemas biol6gicos a nivel de populacao. Horstmann considera cinco métodos para

rever as equagoes propostas.

Argumentos com base na lei de Fourier e na lei de Fick
Abordagens com passeio aleatorio viesado
Sistemas de particulas interagindo

Equacoes de Transporte

AT B SR

Processos Estocasticos

Equagoes do tipo Keller-Segel sao muito utilizadas para representar fendmenos quimio-
taticos pois capturam fendémenos importantes, tem uma natureza intuitiva e tem certa
tratabilidade numérica e analitica. Para ilustrar o uso destas equacoes, alguns exem-

plos:



Em resposta a falta de alimento, o Dictyostelium discoideum inicia um processo
de agregacao conduzido pela migracao ao quimico cAMP:

A compreensao de formacao de padroes em células de embrides, como a forma-
¢ao e a dindmica da linha primitiva do embriao;

Padroes de pigmentagao em cobras e peixes;

Colonizagao e migracao de células na crista neural (formagao da rede nervosa)
Resposta inflamatoria de leucécitos a infecgdo bacterial numa camara de
Boyden.

Agregacao quimiotatica de micréglitos pode fornecer uma base mecénica para a
formagao de placas senis durante o curso do mal de Alzheimber

Crescimento de tumores, incluindo a migragao de células cancerosas invasivas,
angiogénese induzida por tumores, e invasao macrofagas em tumores.

No ambito ecologico, modelos como presa-predador, a dindmica espacial nos

ataques de besouros de pinheiros e até em pastoreios de rebanhos.

Transwell insert

Upper compartment

- Neutrophil
Microporous membrane

Lower compartment

Figura 1 - Camara de Boyden



2.1 As variagoes do Modelo

Os modelos descritos por Hiller e Painter podem ser resumidos da seguinte forma para

a equacao de Keller-Segel

u; = V(D(w)Vu — A(w)B(w)C(Vv)) + f(u)
{ ve=Av+ugu)—v

Assumimos, € R" e uma condicio de fronteira de fluxo nulo, ou seja
ﬁ " ut = ﬁ " vt = 0

onde M é a normal exterior a Q. Nos modelos estudados, ¢ suposto que a prolifera-
gao/morte de células é independente do sinal quimico. Definimos o potencial quimiota-

tico ¢(v) como a primitiva de B(v) tal que B(v)Vv = Vv.
2.1.1 O modelo minimo [M1]

Baseando-se em um passeio aleatorio viesado, supomos que uma particula (no caso,
uma célula) executa saltos de largura h constante para esquerda ou para a direita num
reticulado unidimensional. Assumindo que as particulas nfdo interagem diretamente,
obtemos um espago discreto (continuo no tempo) com equagao de evolucao para a den-
sidade da particula u(x,t) na posicao x e no tempo t e com probabilidade Txi de sair de

x eirparax + h:
uy = Ty ulx — ht) — (T + To)ulx, t) + Toppulx + A, t)

No caso da chemotaxis, escolhemos TE = a + b(v(x + h,t) — v(x,t)), um valor linear-
mente dependente da concentragao do sinal quimico. Substituindo na equacgao, expan-

dindo os termos em poténcias de h e escalonando t = oT, temos
u; = M2 (au, — 2bvy), + 0(hY)
Como os limites limp_g 10 aAh? = Dy, e limp_g 3,00 2bAR? = y,existem, temos

up = (Dyuy — xuu vx)x

10



No caso multi-dimensional,

u; = V(D,Vu — y,,uVv)
vy = Dy,Av + pu — Sv
E através da reparametrizagao (técnica de nao-dimensionalizagdo) removemos alguns
parametros e obtemos

u; = V(DVu — yuVv)
vy =Av+tu-—v

Via redimensionalizagao, obtemos um estado estacionario (u,v) = (1,1)

Este modelo apresenta o fato de que seus aspectos qualitativos dependem estritamente
da dimensao que o tratamos. As solugoes existem globalmente se a dimensao da varié-
vel espacial é 1. Entretanto, em dimensao 2, a existéncia global possui um limiar, fora

deste limite as solugoes explodem em tempo finito.

Este limiar é, entretanto, um obstaculo no estudo de estados subsequentes ao estado de
agregacao. Em bactérias como Salmonella typhimurium e E. coli, a agregacao é apenas
o primeiro passo numa sequéncia de estados. Para modelar os estiagios seguintes a agre-
gacao, é necessario modificar o modelo de tal maneira que permita formacao de padroes
sem explodir. Estas modificagoes sao chamadas regularizacoes do modelo, e cada uma
delas adiciona realismo biolégico ao modelo minimo. Note que todas as variacoes de-
pendem de um parametro, e que passando o limite apropriado tornam-se o modelo mi-

nimo.

2.1.2 Sensibilidade dependente de sinal [M2a] e [M2b]

A resposta quimiotatica é mediada através de deteccdo externa de um sinal quimico e
sua transducao internamente. Uma vez internalizado o sinal, o resultado nao somente
gera uma resposta motora, mas também afeta outras sensibilidades, como o controle do
sinal, e a produgao ou degradagao de receptores. Assim, o sinal quimico influencia dire-
tamente no comportamento do modelo. Dois dos modelos mais usados para representar

essa complexidade sao:

11



O modelo receptor [M2a]

—V(DV X \% )
“e = u (1+ av)? v

ve=Av+u-—v

com potencial

Bv
av+1

$1(v) =
Note que, no caso do modelo [M2a|, temos que, & medida que a se aproxima de 0, o
modelo se aproxima do modelo minimo [M1]. Este modelo deriva da seguinte reagao:
kq
Ri+V =R,

ks

onde V representa uma molécula de sinal quimico, Rf um receptor livre e Rb um recep-

tor ocupado.

O modelo logistico [M2b]

1+p
U =V(DVu—)(uv+BVv>

ve=Av+u-—-v
Com potencial

¢2(v) = (1 + B)In(v + B)

Para o modelo logistico temos novamente um estado estacionario (1,1) e obtemos o
modelo minimo [M1] a medida que B cresce indefinidamente.Para f = 0, obtemos a
sensibilidade quimiotéatica “logistica”’, com um problema inerente de que a dindmica do
movimento serd dominada pelo termo do sinal quimico, v = 0, quando na verdade,
pouco sinal quimico nao deveria influenciar no movimento. Este problema é abrandado

simplesmente impondo § > 0.

12



2.1.3 Sensibilidade dependente de densidade [M3a] e [M3b]

Assumindo que as células possuem um volume finito nao-nulo, e que a ocupagao de
uma area limita outras células de ocuparem-na. Introduzindo a funcdo q(u) (que des-

creve a probabilidade de encontrar espago dada a densidade local u).
T} = q(u(x + h)) (a + b(v(x +h,t) —v(x, t)))

E da mesma maneira que procedemos anteriormente passando o limite e nao-

dimensionalizando, obtemos o modelo:
Preenchedor de volume

u; = V(D(q — uq,)Vu — yuq(uw)Vv)
ve=Av+u-—v

Usando uma func¢ao q dada por q(u) =1 — %, onde y = 1 representa a maxima densida-

de de células, obtemos o primeiro modelo preenchedor de volume [M3al:

u
U = V(DVu —yu(l-— ;)Vv)
ve=Av+u-—v

Novamente, obtemos o modelo minimo & medida de y se aproxima do infinito, corres-

pondendo a permissao de um nimero ilimitado de células no mesmo local.

Outro modelo dependente de densidade é [M3b|, em que temos a premissa de que a

velocidade do movimento das células diminuird quando a densidade aumentar em de-
. =, ~ u , ~
terminando local. E usada comumente a funcao A(u) = oo © obtemos (através de nao-

dimensionalizacao) [M3b]:

u =V (DVu — )((1 _Il_leu)Vv)

ve=Av+u-—v

cujo limite € = 0 reduz o modelo ao modelo minimo.

13



2.1.4 Amostragem nao-local [M4]

Definimos o gradiente nao-local para um raio p constante como

V:,v(x, t) = a f ov(x + po,t)do
wp Sn—l
Aqui w é o volume de S™71, a superficie esférica de dimensao n-1. O gradiente nao-local
descreve o efeito do sinal quimico sobre uma amostra de raio p no entorno de um ponto
e detecta a dire¢do dominante do sinal. Certas células (como o Dictyostelum discoi-
deum) conseguem detectar e responder a pequenos gradientes na extensdo de sua super-
ficie, enquanto que outras (como FE. coli) detectam um gradiente através de amostra-
gem da concentracao em diferentes instantes, modificando seu movimento de acordo.

Obtemos, assim, o modelo, como derivado na referéncia [3|

U = V(DVu - )(uV;v)
ve=Av+u-—v

2.1.5 Difusdo ndo-linear [M5]

Até o momento, o termo de difusdo dos modelos possui um multiplicador D constante.
Em diversas pesquisas é possivel encontrar, contudo, uma dependéncia nao-linear na
densidade das células ou na concentracao do sinal quimico. No modelo [M3a|, tinhamos

um termo nao linear para D(u), que foi reduzido a uma constante quando escolhemos a

B u . _q_u_ N\ _
fun(;aoq(u)—1—;,P013q_uqu—1 y u( y)_l'

Atualmente, o uso de difusdo nao-linear nos modelos é comum em estudos de ecologia,
usado pra descrever movimentos induzidos pela populagao. O modelo [M5] aqui apre-
sentado foi desenvolvido por Kowalczyk em [6] e D(u) = u™, ou seja, a taxa de difusao

aumenta com o aumento na densidade. Obtemos [M5] com um estado estacionario

(1,1):

u; = V(Du"Vu — yuVv)
ve=Av+u-—v

Novamente, & medida que n - 0, u™ — 1 e voltamos ao modelo minimo.

14



2.1.6 Produgéo de sinal saturada [M6]

Como o nome sugere, e assim como proposto em [M2a] e em [M2b|, o sinal quimico
eventualmente é saturado com a densidade de células. Intuitivamente, isso previne uma
producao excessiva de chemoattractant com o aumento de densidade. O estudo do mo-
vimento do neméatodo Caenorhabditis elegans leva em conta esta variavel. Este modelo

¢ discutido em 7]

u; = V(DVu — yuVv)
ve = Av +

1+ ¢u

Reduz-se ao modelo minimo quando ¢ — 0.

2.1.7 Modelos de gradientes nao-lineares [M7]

Este modelo visa resolver o impasse de que a dependéncia linear no gradiente permite
velocidades ilimitadas, situagao irreal no comportamento de células que possuem, obvi-
amente uma velocidade maxima. Para o caso da bactéria E Coli, a velocidade advectiva

—k,(u, v)v, é substituida por uma forma dependendo nao linearmente no gradiente de

OVy
(1+kv)?2

sinal, por exemplo, por v, tanh( ) A funcéo F; deve satisfazer a hipotese de que

¢ — 0 transforma o modelo no modelo minimal.

Cvxl) ,tanh (Cvﬂ) ,...,tanh (%) )
1+c 1+c 1+c

Um exemplo, logo, é F.(Vv) = %(tanh(

O Modelo [M7| para este exemplo é

u; = V(DVu — yuF.(Vv))
ve=Av+u-—v

15



2.1.8 O modelo de cinética celular [M8]

O modelo de cinética celular pode representar sistemas como estagios de agregacao do
Dictyostellum discoideum quando a proliferacao celular estd em pausa, além de células
durante angiogénese. Um exemplo para este caso, é usando a funcgao logistica ru(1 —u),
gerando o modelo [M§]
u; = V(DVu — yuVv) + ru(l — u)
ve=Av+u-—v
Note que a escolha de f(u) depende diretamente da situacao abordada e como as células

se movimentam independente do sinal quimico. Para r — 0, aproximamo-nos do modelo

minimo.

16



2.2 Resumo

Apresentamos na tabela a seguir, um resumo dos modelos discutidos com seus funcio-

nais baseados no modelo de Keller-Segel.

Modelo D(w) A(u) B(v) C(Vv) J (D) g
M1 D u X \%% 0 1
M2a D u X %% 0 1
(1+ av)?
M2b D u Bg+1 Vv 0
X 1
p+v
u
M3a D u(l--) X Vv 0 1
M3b D u X Vv 0 1
1+eu
M4 D u X Vv 0 1
M5 Du™ u X Vv 0 1
M6 D u X Vv 0 1
1+ ¢u
1 \%
M7 D u X Ztanh ( cvv ) 0 1
1+c
M8 D u X Vv ru(l —u) 1

17



3  Algumas Simulagées Numeéricas

Foi utilizado o recurso computacional Mathematica para simular numericamentealgunss
modelos, em dimensao 1.

FEm todas as simulagoes, foram usadas as condigoes iniciais u(x,0) = 1, uma populagao
celular uniformemente distribuida no intervalo (0,1), e v(x,0) = 1+ 0.1e720**, Além
disso, supds-se fluxo nulo na fronteira do dominio.

Cédigo em Mathematica

U=ult, x]:

Vo=w[t, x];

eqnl =D[U, £] == & (D[U, {x, 2}]1) - x (D[U, =x] D[V, =] + TD[V, {x, 2}]1):
eqn? =D[V, t] ==D[V, {x, 211 +0-V;

inil = a0, x] =1;

ini2? = v[0, x] =1+ 0.1Exp[-10x~2];

frul = u'™Y [, 0] = 0;

fru? = -u!™Y [t, L] = 0;

frvl = w5 ¢, 0] = 0;

frv2 = w0 ¢, L] = 0;

x =5.0;
d=0.1;
L=1_:

S0l = HDSolve[{eaqnl, eqn?, frul, fru2, frvl, frv2, inil, ini2}, {u, v}, {t, 0, 10}, {x, O, L}]:
Table[Plot [Evaluate[wv[t, x] /. Sel], {x, 0, L}], {t, {0, 0.5, 1, 10}1}]:

Note que as equagoes eqnl e eqn2 variam para cada modelo especificado (neste caso
estao para o modelo minimo [M1])

Além disso, o parametro D da difusao foi renomeado para delta por motivo de conflito
com a fungao D do Mathematica que é o operador de derivacao.

18



Modelo [M1]
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Modelo [M2a]
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Modelo [M2b]

Graficos em diferentes instantes da fungao densidade u com £ = 0.01
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Modelo [M3a]

Graficos em diferentes instantes da fungao densidade u com y = 2
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Modelo [M3b]

Graficos em diferentes instantes da fungao densidade u com € = 3
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As equacgotes para os modelos apresentados, em codigo Mathematica sao

Modelo Minimo [M1]

eqml =D[U, £] = &D[(D[U, x]1), x] - x (D[U, x] D[V, x] +TD[V, {x, 2}]1):
em2 =D[V, £] ==D[V, {x, 2}] +T-V:

Modelo Receptor [M2a]

eqnl =D[U, ©] = SD[(D[U, x]1}, x] - x (D[U/ (1 +aV)"2, x] D[V, x] + T/ (1 +aV) 2DV, {x, 2}]):
em2 =D[V, t] ==D[V, {x, 2}] +U-V:

Modelo Logistico [M2b]

eml =D[U, €] = &D[D[T, x]), x] -x (DT (1 +8) / (V+B), x] D[V, x] +T (1 +5) / (V+B) DIV, {x, 2}]):
eqn2 =D[V, £] ==D[V, {x, 2}] +U-V;

Modelo Preenchedor de Volume [M3a)

eqml =D[U, £] =&D[(D[U, x]}, x] -x (DT (1 -T/y), x] D[V, x] +T (1-T/Sy) D[V, {x, 2}]):
eqn? =DV, t] ==D[V, {x, 2}] +T-V;

Segundo Modelo Preenchedor de Volume [M3b|

eml =D[U, £] = &D[(D[U, =]}, x] -x (D[US (1 +eU), x]1 D[V, x] + U/ (1+eT) D[V, {x, 2}]);
em2 =D[V, t] ==D[V, {x, 2}] +T-V;
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