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RESUMO

Utilizando técnicas da Teoria da Estabilidade, abordadas de forma sus-
cinta neste texto, o objetivo deste trabalho é estudar um problema de estabi-
lizagao que tem uma relacao com a teoria de controle, o Problema de Aizer-
man. Em 1947 Aizerman [1] levantou uma questao fascinante aos olhos dos
matemaéaticos da época que ficou conhecida na literatura como a Conjectura
de Aizerman. Essa conjectura dizia que seria possivel estudar estabilidade de
sistemas nao lineares apenas pelo estudo de sistemas lineares de EDO. Em
1953 Krasovskii [6] provou que de fato a conjectura era valida para sistemas
de dimensao 2 e para alguns sistemas de dimensoes superiores, criando a
expectativa que talvez ela fosse sempre valida. Porém, em 1958, Pliss [10]
apresentou um método de construcao de contraexemplo em dimensao 3 inva-
lidando a teoria inicial de Aizerman para casos gerais. Os trabalhos deixados
pelos matematicos, desde a época do surgimento da conjectura, na tentativa
de validar e/ou ‘derrubar’ a suposigao de Aizerman, sao até hoje de valiosa
contribuicao para a Teoria da Estabilidade com aplicagoes principalmente
no ramo da Engenharia, sendo, ainda, o Problema de Aizerman, um grande

possibilitador de aprendizado e de novas descobertas.



PREFACIO

A partir de uma Iniciacao Cientifica, realizada no ano de 2007 com apoio
financeiro do Programa Ensinar com Pesquisa, este texto consolida o conheci-
mento que adquiri naquele trabalho, cujo o tema do projeto foi “Estabilidade
de Sistemas Dinamicos em dimensao 2 e os Problemas de Aizerman e Lur’e
no Plano” que tive como orientador o Prof. Dr. Pedro Aladar Tonelli (IME-
USP). Podendo, agora, ser exposto com maior consisténcia, apos concluidas
as matérias da Habilitacao (em Sistemas e Controle na POLI), bem como,
todas as outras matérias do IME-USP, principalmente, aquelas ministradas
pelo Departamento de Matematica Aplicada, ao longo do curso de Bachare-
lado em Matematica Aplicada e Computacional (BMAC).

O objetivo deste trabalho é estudar um problema de estabilizacao que
tem uma relacao com a teoria de controle, o Problema de Aizeman. Embora
esse problema ja esteja resolvido por completo em R? por Krasovskii [6], em
dimensoes superiores, isto ¢, na versao geral, este problema nos remete ao
Problema de Lur’e o qual ainda tem sido bastante estudado.

Para um melhor entendimento do Problema de Aizerman e afim de que
seja atingido o objetivo proposto, este Trabalho de Formatura esta dividido
em quatro partes, a saber: Alguns To6picos de Sistemas de EDO, Estabili-
dade Segundo Lyapunov, Funcoes de Lyapunov e por tltimo o Problema de
Alizerman.

Além do objetivo primordial deste trabalho, que é estudar o Problema
de Aizerman, tomando como bibliografia principal a obra de Guzman |4|, eu
resolvi dar uma atencao especial, embora abordados de forma suscinta, aos
capitulos 1, 2 e 3, assuntos dos quais foram objetos de longos estudos no
meu projeto de Iniciagao Cientifica e também muito explorados em algumas
displinas do Departamento de Matemaética Aplicada e da Habilitacao em
Sistemas e Controle da POLI.

Eu procurei fazer este trabalho de modo que pessoas com conhecimen-
tos basicos de Algebra Linear, Calculo e EDO possam compreender o con-
teido aqui exposto, entretanto, para quem possui conhecimentos um pouco
mais avancados em Equagoes Diferenciais Ordinarias, como por exemplo,
para quem cursou matérias equivalentes & Técnicas em Teoria do Controle
(MAP2321), Métodos Numéricos em Equagoes Diferenciais I (MAP2310) e

seus pré-requisitos, poderao acompanhar este texto de forma bastante critica.
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E, ainda, para aqueles que se interessarem poderao se aprofundar, por meio
das referéncias bibliogréaficas, na interessante teoria que faz surgir o contra-
exemplo aqui exposto, passando, dessa fase, para uma possivel pesquisa em
grau de pos-graduacao, tomando como linha inicial o Problema de Aizerman
e em seguida o Problema de Lur’e [9], que introduziu pela primeira vez em
1945 o conceito de Estabilidde Absoluta.

Finalizando, aproveito a oportunidade para deixar meus sinceros agrade-
cimentos, primeiramente, & Deus que me da forcas para superar os grandes
desafios que surgem em minha vida, agradeco ao Professor Pedro, meu ori-
entador, que de forma expléndida com sua sabedoria, paciéncia e presteza
conseguiu me passar conhecimentos fundamentais para que eu pudesse galgar
as disciplinas do IME e POLI com maior facilidade, possibilitando-me, ainda,
a abertura de novos horizontes no mundo académico. Agradeco, também, &
todos os professores do IME e POLI que em suas aulas, algumas um tanto
que arduas, tentaram me transmitir seus sabios conhecimentos matematicos
e de vida. Enfim, agradeco, do fundo do meu coracao, a todos que de forma
direta ou indireta contribuiram para que eu conseguisse chegar ao fim deste

Ccurso.
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Capitulo 1

ALGUNS TOPICOS DE
SISTEMAS DE EDO

1.1 INTRODUCAO

No capitulo 1 temos a apresentacao de alguns métodos relacionados a
como se obter solugoes de sistemas de equagoes diferencias ordinarias linea-
res. Iniciaremos na secao 1.2, como motivacao, com o problema de modela-
gem do péndulo simples o qual mais adiantes nos remeterd a um problema
de controle. Em seguida, na secao 1.3 temos algumas defini¢oes a respeito
de autovalores e autovetores, logo ap6s na secao 1.4, com o objetivo de se
obter solugoes para Sistemas de EDO, temos o conceito de Exponencial de
Matrizes que é uma ferramenta fundamental para a resolucao de Sistemas de
Equacoes Diferenciais. A partir desse conceito veremos, na secao 1.5, como

obter solucoes de sistemas de equacoes difereciais lineares.

1.2 MODELAGEM DO PENDULO

Muitos problemas reais trazem equagoes diferenciais que admitem uma
aproximacao linear que, geralmente, é suficiente para muitos propositos.

Observe o péndulo simples, que consiste de uma particula de massa m,
um fio ideal de comprimento | e # o angulo do fio com a vertical.

Usando a Lei de Newton e lembrando que a derivada segunda corresponde

a aceleragao temos:



Figura 1.1: Péndulo Simples

mi = —T'sinf (1.1)
e
miy = mg — T'cost (1.2)
Eliminando T
Zcost — ijsinf = —gcost (1.3)
Como x = lsinf e y = lcosf, e sabendo que % = %% obtemos:
ij = —l(cos)62 — 1(sind)6 (1.4)
Aplicando (1.3) e (1.4) em (1.2), temos:
10 + gsinf = 0 (1.5)

Que é a equacao do péndulo em relacao ao tempo. No momento vamos
considerar o caso das pequenas oscilacoes do péndulo o que nos permite fazer
uma aproximacao senfl = ¢, portanto a equacao do péndulo se torna:

b= —%0 (1.6)

Agora, fazendo 6§ = x e £ = y temos a seguinte equagao matricial

X = AX (1.7)

() (5006 s

ou seja,



Logo adiante, teremos condicoes de encontrar solugoes para esse tipo de

problema, bem como, fazer uma anélise de sua estabilidade.

1.3 AUTOVALORES E AUTOVETORES

Nesta secao encontraremos alguns tépicos relacionados & Teoria Espectral

dos autovalores de uma matriz, bem como, alguns exemplos.

1.3.1 DEFINICOES

Definicao 1 Seja uma matriz A € R™" e A € C. Dizemos que X é autovalor
de A se eriste v € R" x # 0 tal que Ax = Az, isto €, o operador A — \I nao

€ inversivel. Sendo o polindmio caracteristico de A definido por:
det(A — \I) (1.9)

Definigao 2 O espectro de A (conjunto de autovalores de A) denotado por
a(A) pode ser obtido fazendo-se:

det(A — XI) =0 (1.10)

Definicao 3 Dizemos que qualquer v € R"™ tal que Ax = Ax é Autovetor de

A (correspondente ao autovalor \).

Definicao 4 O conjunto de autovetores de A é denominado auto-espago de

A e serd denotado por:
NAND)={zeR":(A—X)x =0} (1.11)

Definigao 5 Definimos multiplicidade (mult(X)) de um autovalor A € o(A)

sendo a multiplicidade de A como uma raiz do polinomio caracteristico de A

Defini¢ao 6 Definimos dimensao de um autovalor dim(N (X, 1)) como sendo

a dimensao do seu auto-espaco.

Definigao 7 Se ocorrer dim(N (A, 1)) < mult(\) deve ser introduzido o se-

guinte subespaco:
N\ k) ={z € R": (A= A"z = 0} (1.12)
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onde {0} = N(X,0), N(\, 1), N(A,2)... € uma cadeia estritamente crescente e
para algum v(X) em N(A\, v(X)) = N\, v(N\)+1) entao a cadeia se estaciona
em N(A\ v(N)). Assim definiremos que para cada A € C existe um inteiro

minimo v(X\), denominado indice de \.

1.3.2 EXEMPLOS

Exemplo 1. Obter os autovalores e autovetores da seguinte matriz A:

1 2
A=
4 3
Para obter os autovalores, o(A), fazemos:

1-X 2

det(A—\) = 4 33

—(1-MN)B-)\)—-8=0

resolvendo essa equagao, temos Ay = 5 (com mult(\) = 1) e g = —1 (com
mult(Ay) = 1), logo, o(A) = (5, —1).

Para obter os autovetores, devemos encontrar os auto-espacos de cada

autovalor:

e N(5,1) = {z € R*: (A—5I)z = 0}

(2 2)(z)-

assim 4x; — 2xo = 0 ou —4x, + 2x5 = 0, entao ro = 2x;. Portanto o

autovetor associado ao autovalor Ay =5 é

Com dim(N(5,1)) = 1. Note que v(5) = 1 pois N(5,1) = N(5,2).

o N(—1,1)={z € R?: (A+ D)z = 0}

23 )-
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assim 4xq, + 425, = 0 ou 221 4+ 229 = 0, entdo 9 = —z;. Portanto o

autovetor associado ao autovalor Ay = —1 é

N(-1,1) = ( _11 )xl

Com dim(N(—1,1)) = 1. Note que v(—1) = 1 pois N(—1,1) =
N(-1,2).

Exemplo 2. Obter os autovalores e autovetores da seguinte matriz:

210 0
T 020 0
001 1
0 0 4 =2

Onde o polinoémio caracteristico ¢ dado por p(\) = (2 — A)3(—=3 — \).

Obtendo os autovalores, para esse caso temos: A} = Ay = A3 = 2 (com
mult(2) = 3) e Ay = —3 (com mult(—3) = 1), logo, o(T') = (2, —3).

Obtendo os autovetores:

e N2,1)={x € R*: (T —2I)x =0}

01 0 O 1
1'2:()
00 0 O T 0 N 0
=U, =2 Ty =
00 —1 1 s o
41’3—41‘4:0
00 4 -4 Ty

entao ro = 0 e z3 = x4 com x; qualquer. Portanto os autovetores
associados ao autovalor A = 2 sao
1

0
N(271): 0 $1+

_— = O O

0

Com dim(N(2,1)) = 2. Como dim(N(2,1)) < mult(2), devemos in-
troduzir o subspago N(2,2) = {x € R*: (T — 2I)*z = 0}, entdo:

00 0 0 T
0 0 O 0 To _ 0 5r3 — bxy =0
00 5 =5 T3 " —20z3 + 2024 = 0
0 0 —20 20 T4

12



entao rs = x4 com Iy e Ty quaisquer. Portanto os autovetores associa-

dos ao autovalor A = 2 sado

N(2,2) = x1 + T3

S O O =
o O = O
_ = O O

Pode ser verificado que v(2) = 2, pois N(2,2) = N(2,3).

N(=3,1)={z e R*: (T + 31z =0}

51 00 T T+ x5=0
0 500 Ty | 0 r9 =0
0041 zy | Az =0
0 0 4 1 T4 dxs+ 24 =0
entao r1 = 0, v = 0 e x4 = —4x3. Portanto o autovetor associado ao
autovalor A = —3 é
0
0
N(_37 ]-) = X3
1
—4

Com dim(N(—=3,1)) = 1. Note que v(—3) = 1 pois N(-3,1) =
N(-3,2).

1.4 EXPONENCIAL DE MATRIZES

Seja uma matriz A € R™", entao dizemos que a exponencial de A é dada

00 Ak

A

e’ = —_— (1.13)
= k!

A seguir veremos algumas técnicas de como se obter a Exponecial de

Matriz por meio das propriedades fundamentais.
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1.4.1 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS

1. A=0,0€ R™" (matriz nula), entdo et = I, I € R™" (identidade).

A1 0 0 el 0

0 A 0 0 e 0
2. A= ? , entdo e =

0 0 0 0 O 0

0 0 0 X 0 0 0 e

3. Se A é uma matriz nilpotente, ou seja, A' = 0 entdo A% = 0, temos

A _ xoo AR i1 AR
que e —Zk:oﬁ—zk:oﬁ-

4. eMB = e4eB. A € R e B € R™" (valida somente se A e B comu-

tam).

5. Seja A = P .J P~! para J equivalente a A e P € R"™" invertivel, temos:
e =Pel P71

deAt

_ALAt
o = Ae .

1.4.2 EXEMPLOS

10
Exemplo 1. A =
0 2

0
Utilizando a propriedade 2 temos: e? = ( (C; ) )
e

2 3

Exemplo 2. A =
0 2

2 0 0 3
Podemos abrir a matriz A em duas: A; = ( 0 9 ) e Ay = ( 0 0 )

Como essas duas matrizes comutam, isto é, AjAs = AsA;, podemos
aplicar a propriedade 4, assim:
ed = eMitA2) — eA1p42 (egsa forma basta apenas calcular e utilizando

a propriedade 2 e e utilizando a propriedade 3:

14



Como As é nilpotente de ordem 2, isto ¢, (A3)? = 0 temos
1 k
eA2:Z(Ag) (o313
=k 0 0 0 1
Concluimos que:

N e 0 1 3 e? 3e?
e - =
0 €2 01 0 e

Exemplo 3. Considere a matriz da equacao do péndulo citada na secao

1.2:
A:( 0 1)
—4 0

Vamos obter a exponencial dessa matriz considerando g = [:
AV =T

FUSH 1):A
-1 0
P N
=1, =
w= (" ) =4
1 0
[0,
0 1
w=| Y 1):A..
-1 0

Assim, utilizando a féormula (1.13), constatamos que:

-1 0 0 -1 10

A 1 0 0 1 0 -1 1 0 0 1

o)\ o)t s T

Logo

A 1—%+i—é... 1—%—#%—%... _ cosl  senl
—1—}—%—%4—%... 1—%+i—é... —senl cosl

15



Observando, agora, a propriedade 5 veremos na proxima se¢ao que essa
propriedade traz uma enorme quantidade de assuntos que trata de conceitos
de analise matricial, bem como, da teoria espectral de operadores em espacos

de dimensao finita (estudo de autovalores).

1.5 EXPONENCIAL DE MATRIZES PELA FORMA
CANONICA DE JORDAN (a matriz J)

Seja uma matriz A € R™", a partir da secao 1.3 podemos obter uma
matriz J conhecida como Forma Canonica de Jordan tal que A= P J P,
onde P = (P, Ps, ..., P,) é a matriz de autovetores de A.

Para obter P devemos escolher, para cada A, um vetor H(v(\) — 1) com-
plementar de N (A, v(A) —1) em N(\,v())), ou seja,

N\ v(A)=NMNv(A)—1)@ Hv(\) —1) (1.14)
de forma que
Hw(A\) —1)e N\, v(\) — N, v(A) —1) (1.15)
Tomamos entao
P}
P
Hv(\)—-1)=P = : (1.16)

Se dim(N (A, 1)) = mult(\) partimos para o proximo autovalor, caso con-

trario, obtemos P, fazendo:
Py=(A=X)PLe N\ v(\)—1) =N\ v\ —2) (1.17)

Até que seja atingida a multiplicidade de A, assim:

Pll (A—/\I)Pll (A—)\])Zpll (A_)\])l/()\)—lpll
P12 (A—)J)Pl2 (A—)\[)2P12 (A_)\I)V(A)APIQ (1.18)
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A partir desses conceitos, vejamos o enunciado do teorema da decompo-
sicdo de Jordan onde sua prova pode ser verificada em Guzman [4] e Lips-
chutz [8].

Teorema 1 Seja A uma matriz n X n de elementos C. Existe entao uma

matriz nao singular P tal que A= PJP™!, sendo J da forma:

J -+ 0

J = R

0 - J,

Onde cada Ji € da forma:
A 0 0 0
1 N 0
J; =

0 o0
0o 0 1 N

Sendo \; um autovalor de A, para1=1,2,...,h

onde:

t) v(\;) € o nimero mdzimo de vezes que cada \; aparece em cada bloco
Ji;

12) O nudmero de blocos J; relacionados a cada autovalor \; € igual
dimensao do autoespaco de \;. Entao a quantidade n de blocos J; é dada por
n=" dimN(\,1).

Consideramos que a forma de Jordan é de relevada importancia, pois
decompondo uma matriz numa forma canonica conseguimos com maior faci-
lidade obter a exponencial de uma matriz. Em consequéncia, podemos obter

e’t fazendo:

e’1t 0
0 e’nt
sendo
1 0 o --- 0
t/1! 1 0o --- 0
e‘]it = e)"'t t2/2' t/l' 1 - 0 (120)
" (n—=1)! "2/ (n—2)! ¢/1 - 1

17



dessa forma temos:

et = pe’tp! (1.21)

1.5.1 EXEMPLOS

Exemplo 1. Obter a exponencial da seguinte matriz A (¢t = 1):

(1)

Conforme segao 1.3.2 temos 0(A) = (5, —1) ambos com multiplicidade 1.

O autovetor associado ao autovalor Ay = 5 é

P1:N(5,1):<;)x1

O autovetor associado ao autovalor Ay = —1 é

PQZN(—l,l): ( _11)1‘1

dessa forma obtemos a matriz

P:[P1,P2]:(; _11)

A forma de Jordan pode ser obtida fazendo simplesmente J = P~'AP
ou entao utilizando o teorema 1.1: como dim(N(5,1)) = 1 temos um bloco
Ji e v(5) = 1, isto &, o autovalor \; = 5 aparece apenas uma vez no bloco,

assim J; = (5), analogamente, J, = (—1). Logo

(i)

>0
Conforme propriedade fundamental 2, temos: e’ = ( y ) Por-

tanto
e = pe’ P!
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a_ [ 49.716 49,348
98,697 99,065

Exemplo 2. Obter a exponencial da seguinte matriz (t = 1):

0

_ R O O
(@)

1
2
0
0 -2

o O O N

Conforme exemplo 2 da se¢ao 1.3.2 os autovalres sao o(T") = (2, —3) com
mult(2) = 3 e com mult(—3) = 1.

Os autovetores associados ao autovalor A = 2 sdo

1 0
0 0
N(27 1) = O T —f- 1 T3
0 1
Para completar o autoespaco de A\; = 2, temos:
1 0 0
0 1 0
N(Q, 2) = 0 1+ 0 To + 1 T3
0 0 1
logo,
P1 = H(V()\l) — 1) € N()\l, V()\l)) — N()\l, V()q) — 1)
P =H(1) € N(2,2) — N(2,1)
0
1
Pl — O
0
e

Py = (T —2I)P, € N(2,1) — N(2,0)

P2:

o O O

19



e consequentemente

P3:

— = O O

Assim completamos o autoespaco de \; = 2.

O autovetor associado ao autovalor Ay = —3 é

P, =

Com isso temos

S = O

o O =

_— = O O
o

—4

Os blocos da forma de Jordan, pelo teorema, sao:

2 0 10 2.0
Ji = com el = ¢? — |
1 2 11 e? e?

Jo = (2) com e”? = (e2)

Js = (=3) com e’* = (e73)

200 0 e2 0 0
Logo, J = 1 20 0 com ¢ — e2 e2 0 0
002 0 0 0 e 0
000 =3 0 0 0 e3
Portanto
e’ = pe’ P!

Com base nos estudos anteriores temos, agora, condi¢oes de obter solucoes

para todo o tipo Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias Linares.
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1.6 SOLUCAO PARA SISTEMA DE EDO

LINEAR COM COEFICIENTES
CONSTANTES

Seja uma matriz A € R™" real e 2y € R". Consideremos o seguinte

sistema autonomo e homogéneo:

{:c’(t) = Az(t)

I(to) = Zo

Conforme a propriedade fundamental 6 temos:

deAt
= Aet
dt
em particular:
dettx
p 0 — Aez,

A _ z(to)

sendo z(t) = e

solucao que satisfaz a condigao inicial e pode ser escrita como:
z(t) = etz
Agora, para resolvermos o problema nao homogéneo:

{az’(t) = Az(t) + bt)

Qf(to) = Zo

Utilizamos a formula de Lagrange:

¢
w(t) = Mg+ [ eA)p(s)ds

to

(1.22)

(1.23)

(1.24)

trg e z(ty) = eMoxy — x9 = “a%, portanto eMt(eMto)~l 6 a

(1.25)

(1.26)

(1.27)

A partir dos conceitos expostos até aqui, temos condicoes de obter solu-

¢oes para todo o tipo de sistemas de EDO lineares autoénomos. Na sequéncia

temos um exemplo simples que nos remetera a Teoria da Estabilidade.

1.6.1 EXEMPLO

Considere um sistema nas condicoes de (1.22):
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onde

temos

DG e

e sejam as condicoes iniciais dadas por:

o))

Temos como solugao utilizando a equagao (1.25):

( (1) ) — pAlt—to) ( Lo )
y(t) Yo

Obtendo a Exponencial da Matriz A, para ty = 0:

—t
JAW _ ( e 0 )
O 6—275

Logo, observada a condigao inicial, temos a solucao:

x(t) \ [ eTxg
()= () oo
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Capitulo 2

ESTABILIDADE SEGUNDO
LYAPUNOV

2.1 INTRODUCAO

O que pode acontecer com a solu¢ao do sistema (1.28) com o passar
do tempo, sera que a solugao obtida se aproxima da solugao trivial (ponto
de equilibrio)? ou sera que o sistema permanece num estado proximo a
trivialidade? Ou, ainda, serd que a solucao do sistema se afasta da solucao
trivial causando um desequilibrio ao sistema?

O estudo dessas questoes se originou com LAGRANGE, DIRICHLET, e
mais recentemente com A. M. LYAPUNOV e POINCARE, formando a Teoria
da Estabilidade ou Teoria Geométrica de Equacoes Diferenciais Ordinérias.

Conforme vimos no ultimo exemplo do capitulo anterior, surge a questao
sobre a estabilidade de solucoes de uma Equacao Diferencial Ordinaria. Para
destacar a importancia deste assunto podemos citar um exemplo classico de
um problema que talvez tenha colaborado para dar origem a Teoria da Es-
tabilidade, o Sistema Solar, é estédvel ou podera atingir uma situagao critica,

provocada por pequenas perturbacoes que produzam seu desmembramento?

2.2 DEFINICOES
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Consideremos, a partir de agora, as seguintes condigoes:
A equacao 2'(t) = f(t,x(t)), onde f : [tg, +00) X R" — R", que satisfaz

condicoes que garantem que o problema:

{ D) = ft,a(t))

) — o (2.1)

tenha solugdo unica e que serda entendida por xz(t;tg,x¢) definida em
[to, +00).

Considerando o sistema do exemplo anterior surgem, na questao imposta,
trés palavras que traduzem algo sobre estabilidade. Vejamos agora duas

definicoes que nos dard uma idéia geral a respeito da estabilidade.

"Permanece", esta palavra nos traz a idéia de uma solucao estavel que

pode ser definida da seguinte forma:

Definigao 8 Diremos que x(t;ty,x0) € estdvel se para todo € > 0 existe 6 > 0
tal que para todo x1 com |xqy — xo| < § se tem que x(t;ty,xo) existe e estd

definida em [tog, +00) e se verifica:

|z (t; to, x1) — x(t; Lo, x0)| < € (2.2)

"Aproxima", aqui nos temos a idéia de algo que converge, com isso,

podemos enunciar a definicao de solucao assintoticamente estavel:

Definigao 9 Diz-se que x(t;ty, xo)€ assintoticamente estdvel se € estdvel e

existe n > 0 tal que se |x; — xo| <1, entao

limy— ool @(t; o, x1) — x(t; to, 20)| = 0 (2.3)

Logo, a solugao que nao é estavel dizemos que a mesma ¢é instavel o que nos
lembra da palavra mencionada anteriormente quando a solucao do sistema

se "afasta" da solugao trivial.

Com essas defini¢oes temos condigoes de falar, agora, sobre a estabilidade
do exemplo 1.5.1. Analisemos, através de um plano de fases, o comporta-
mento do sistema em pontos proximos a solucao trivial quando ¢ vai para

infinito.
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Condicoes Iniciais Solucgoes

L)) )0

()00 = ()-(2)
-G G)-(7)
J-) = G)- )

Com a analise anterior fica claro que o sistema é assintoticamente estavel,
pois em todos os casos quando t — oo a solu¢ao (z,y) — 0. Podemos,
também, obter o plano de fazes relacionando a solugao (1.29) da seguinte
forma:

xr = e’txo —et="2
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_ Y
y=c "y — (7)==
Yo
Temos: )
Yox
= 2.4
v=" (2.4)
Y
=
0 W

Figura 2.1: Plano de Fases

2.3 ESTABILIDADE PARA EDO
COM COEFICIENTES CONSTANTES

Sendo analisado todos os casos possiveis para diferentes tipos de autovalo-
res, conforme colocado na secao anterior, verifica-se resultados que relaciona
autovalores da matriz A com a estabilidade do sistema. Esses resultados
encontram-se no teorema seguinte, onde sua demonstragao utiliza a Forma

Canonica de Jordan podendo se encontrada em Guzman [4].

Teorema 2 Consideremos o problema

P) {x’(t) = Az(t)

I(to) = Zo

sendo A uma matriz real n X n e seja o(A) o espectro de A, ou seja, o con-

junto de autovalores de A.
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(a) Se = maz[ReX : X € (A)] <0, entao o sistema (P) € assintotica-
mente estdvel.

(b) Se 11 = max[ReX : XA € (A)] =0, entao o sistema (P) ¢é estdvel.

(c) Se 11 = max[ReX : XA € (A)] > 0, entao o sistema (P) é instdvel.

2.3.1 EXEMPLO

Para um sistema nas condigoes de (P) onde

o O O N

S O N =

=~ = O O
o

-2

O polin6émio caracteristico é&: p(A) = (2 — X)3(=3 — \).

entao: o(A) = (2,-3).

Portanto, conforme o teorema, o sistema é instavel.
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Capitulo 3

FUNCOES DE LYAPUNOV

3.1 INTRODUCAO

Apos expostas algumas nocoes sobre estabilidade de Sistemas Lineares de
EDO, neste capitulo, seguiremos este trabalho trazendo alguns topicos rele-
vantes sobre func¢oes de Lyapunov, conhecido também como Segundo Método
de Lyapunov, que traz resultados de extrema importancia para a Teoria de
Estabilidade de Sistemas Nao-lineares de EDO. As demonstracoes dos teore-

mas apresentados neste capitulo constam na obra de Guzman [4].

3.2 A FUNCAO DE LYAPUNOV

Dado um problema do tipo
d(t) = flt,z(@))
l’(to) = Zo

Onde f satisfaz as condic¢oes do teorema 3, e obtida uma determinada
funcao, chamada funcao de Lyapunov, essa funcao, se satisfizer as condi-
¢oes do teorema seguinte, nos fornecerd informacoes sobre a estabilidade da

solucao trivial.
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A construcao de uma funcao de Lyapunov geralmente nao segue um mé-
todo universalmente valido, o que temos em maos sao algumas normas e
principalmente a experiéncia para a obtencao dessa funcao.

O teorema a seguir, praticamente, define a funcao de Lyapunov trazendo

consigo um resultado fornecido pela propria funcao.

Teorema 3 Consideremos a equagao x'(t) = f(t,z(t)), onde
filto,00) x G CRxR"— R"

(G é uma bola aberta de origem em R") é uma fungao continua em seu
dominio de defini¢ao e f(t,0) = 0 para todo to.
Suponhamos que exista uma func¢ao
V i tg,00) x B(0,7) C R x G — [0,00)
tal que
1) V(to, z0) — 0 para |xe| — 0.
2) V(t, o) > a(|zo|) para todo t € [ty,0), |zo| < 7, sendo a : [0,7] —
[0,00) uma fungao continua, estritamente crescente e tal que a(0) = 0.
3) Para toda solugao local a direita x(t) de 2'(t) = f(t,x(t)) tal que
|z (to)| <7 se verifica que a fungao V*(t) = V(t,x(t)) € fungao nao crescente
de t onde estd definida.

Entao a solugao trivial € estdvel em [ty,00).

Esse Teorema nos diz que dada uma fungao V que satisfaz as condicgoes 1,
2 e 3 garantindo a existéncia da funcao de Lyapunov, entao a solugao trivial
é estavel.

Para que possamos nos familiarizar um pouco mais com o teorema acima

apresentamos, a seguir, um exemplo de aplicacao desse teorema.

3.2.1 EXEMPLOS

Exemplo 1.) Dado o péndulo simples, visto na se¢ao 1.1:

(z):(i)l;)(;) (3.1)
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Seja V(t,x,y) = 22 + y* um funcio que satisfaz as condicoes 1 e 2 do
teorema, para que seja satisfeita a condicao 3 devemos ter:
av oVdx 0OV dy
— = 4 7L
dt Oxr dt Oy dt —

Aplicando a regra da cadeia acima em (3.1), temos:

0

d
d‘t/ = 2xy 4+ 2y(—x) =0

Dessa forma, verificamos que a funcao de Lyapunov existe, logo, o sistema é

estavel.

Exemplo 2.) Obter uma func¢ao de Lyapunov para o seguinte sistema:

2'(t) = a(z(t)® + by(t)
y'(t) = —ca(t) + d(y(t))’
Para facilitar as notagoes, a partir de agora, onde se 1& (x,y) entenda-se

por (z(t), y(1)).
Seja (x,y) solucao e utilizando o método de equagdes separaveis, temos

(3.2)

V= Vi(z) + Valy) (33)

partindo da condigdo 1 do teorema 3, para termos (3.3) ndo crescente preci-

samos que
AV Vide OVady
A ST e :
at = oxdt oy at = (34)
Logo,
v ooV, Vs ,
oo by) + 22 (—cx + d
&~ o )+ g (e dy)
dav._ovy, 4 0V oVy Va4
£ .2 T (by) + S22 (—ex) + 22(d .
= )+ D)+ e+ D) (39)
> o, oV,
1 2 _
teremos chances de obter a condigdo (3.4)
Para que (3.6) acontega temos que:
ov; oV,
R —2=b .
o (cx) e o Y (3.7)
logo
2 b 2
Vi = /(cx)d:p = % e Vo = /(by)dx = % (3.8)



portanto

cx?  by?

V=— 3.9
5 T (3.9)
Que satisfaz as condicoes 1 e 2 do teorema 3 se ¢ >0e b > 0 ou

c<0eb<0,nesse caso, V = —(% + %) portanto:

bc >0 (3.10)

Para verificarmos a condigdo 3 do teorema basta substituirmos (3.7) em
(3.5):

av>

dt

com isso, para satisfazer (3.4) temos que fazer:

= cxaz® + cxby — bycx + bydy® = acx® + bdy*

ac <0 e bd <0 (3.11)

Portanto, para que a fungao de Lyapunov exista (3.9) e, conseqiiente-
mente, a solugao trivial de (3.2) seja estavel devemos observar as condigoes
(3.10) e (3.11).

3.3 FUNCAO DE LYAPUNOV PARA
SISTEMAS AUTONOMOS

A seguir temos um teorema importante que garante estabilidade assinto-

tica, devido a Barbashin-Krasovskii [2]. A tltima parte é um complemento
devido a LaSalle [7].

Teorema 4 Consideremos a equagao autéonoma
2'(t) = f(z(t)),z: R — R"
Onde f: R — R" é de classe C*(R") e tal que f(0) = 0. Suponhamos que
existe uma func¢io V : R" — [0,00) ,V € CY(R"™)
tal que:
1) V(zo) >0 se xg # 0, V(0) = 0,sendo xy € R".
2) V(zo) — o0 para |xo| — oo.
3) Se x(t) é uma solugao qualquer distinta da trivial, e V*(t) = V(x(t)),e

av
dt

(t) <0 Vit
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Entao, a solu¢ao trivial é assintoticamente estdvel, ou seja, sendo x(t)
uma solucao qualquer entao
lim z(t) =0

t—o0

Podemos, em lugar da condicao 8, verificar a sequinte condi¢ao:

0 S <de >> <0

M:{xoeR” (ot ftan)) =0}
dZL'Q

E tal que para nenhuma solu¢io x (t) distinta da trivial se verifica:

No conjunto

(a(t): t >t} C M

para nenhum ty, entdo, a conclusao também é vdlida.

3.3.1 EXEMPLOS

Exemplo 1)
APLICAGCAO A SISTEMAS LINEARES DE EDO

Vamos aplicar o teorema acima em um Sistema Linear. Considere a
seguinte funcao:
V(t) = 2% +y°

E facil verificar que a funcio acima satisfaz as condicdes 1 e 2 do teorema 4.

Agora, considere o exemplo visto anteriormente na se¢ao 1.5:

)03 %) ()
Lo
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Verificaremos agora a condi¢ao 3 do teorema 4 no problema acima, fa-

zendo,
dv - oVdx 0V dy
=42
dt Or dt — Oy dt
Temos av
= 2p(—a) + 2y(—2
o = 2a(=2) + 2y(=2y)
dV
A VoW, 2
o (" +y7)

Com isso, concluimos que V(t) = z? + y* é uma funcdo de Lyapunov
para o problema visto acima e portanto, conforme o teorema 4, esse sistema
é assintoticamente estavel.

Pode-se observar a validade do teorema 4 também para Sistemas Lineares
de EDO, levando em conta que, para este caso, podemos obter o mesmo

resultado com o teorema 3.
Exemplo 2)
UM PROBLEMA DE CONTROLE NAO-LINEAR

O Péndulo Invertido é um processo mecanico absolutamente instavel, ou
seja, esta sujeito a cair em qualquer direcao a menos que uma forca adequada
seja aplicada na sua base a fim de manté-lo em equilibrio.

Considere o modelo do péndulo invertido:

21 = Z9
{ . . N (3.12)

Zg = gsinz— -z tu

param,g,l,a >0

Vamos projetar uma realimentagio estabilizante u (torque aplicado na
base do péndulo) com o auxilio da funcdo de Lyapunov V = 627 + fmi?23
(6 > 0), de modo que V = —v22 .

V=9.a Tomat

V =282,29 + mZZZQ(Q sin 2, — i22 + u) (3.13)
l Im
V = 25(2021 + mlgsin z; — alzy + miu) (3.14)
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da equacdo (3.14) obtemos V = —vy22 = z(—7y2):

—vzy = (2021 + mlgsin z; — alzy + ml*u) (3.15)

Dessa forma obtemos o controle desejado:

- —202z1 — mlgsin z; + alzy — v2o (3.16)
ml?

o sistema com o controle é dado por:

{ “a = 2 (3.17)

- =% —a 4 ol v
2 = ml2'zl_'_(ml—*_ml2 ml2)z2

Como V = —722 56 depende de 2y, é possivel garantir apenas que %(t) <
0, logo nao é possivel garantir pela condigao 3 do teorema que o sistema é
assintoticamente estavel, no entanto, aplicando a condicao 4 observamos que
nao existe outra solucao além da trivial tal que
av=
=0
dt

Portanto temos o sistema estabilizado com o controle u.

Para finalizar o assunto sobre fun¢oes de Lyapunov, apresentaremos um
método que auxilia na obtencao de funcoes de Lyapunov para sistemas line-

ares.

3.4 METODO DIRETO DE LYAPUNOV

Desejamos construir uma funcao tal que
V(.To) == <I0, BZL’0>

onde B é uma matriz real simétrica n X n, e a matriz B pode ser obtida

resolvendo a seguinte equacao:

A'B+ BA=—-C (3.18)
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Sendo A € R™™ matriz de coeficientes de um sistema linear de EDO.
C é uma matriz tal que C' = C" e definida positiva, isto &, (Cz, x) > 0.
Satisfeitas essas condigbes e resolvida a equacdo (51) obtemos a fungao

de Lyapunov, de modo que

V(o) = (x0, Bxo) = (Bxg, To) (3.19)
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Capitulo 4

O PROBLEMA DE AIZERMAN

4.1 INTRODUCAO

Apos Aizerman [1] em 1947 ter levantado uma questao que ficou conhe-
cida como a Conjectura de Aizerman, em 1953 Krasovskii [6] provou que
de fato a conjectura era vélida para sistemas de dimensao 2 e para alguns
sistemas de dimensoes superiores, criando a expectativa que talvez ela fosse
sempre valida. Porém, em 1958, Pliss [10] apresentou um contraexemplo em
dimensao 3 invalidando a teoria inicial de Aizerman a qual seria fascinante,
pois ela dizia que seria possivel estudar estabilidade de sistemas nao lineares
apenas pelo estudo de sistemas lineares de EDO. Neste Capitulo serd apre-
sentado o Problema de Aizerman para dimensao 2 com um resultado que
conclui estabilidade assintotica. Em seguida construiremos um contraexems-
plo em dimensao 4, significando que a conclusao obtida em dimensao 2 nao

¢ a mesma para a dimensao 4.

4.2 APRESENTACAO DO PROBLEMA
DE AIZERMAN EM DIMENSAO 2

Considere o sistema de equagoes diferenciais abaixo com coeficientes cons-
tantes a,b,c,d € R.



Colocando o sistema na forma matricial e analisando a estabilidade, te-

mos:
/
:v, a4 "
Y Y
a b o e .
sendo A = ( p ), logo o polindmio caracteristico ¢ determinado por:
c
det(A — \I)
entao,
a— A\ b

s d3 =(a—A)(d—\) —bc

com isso obtemos o polinomio caracteristico de A:
p(\) = A* — (a+ b)A + (ad — be)

Onde A é autovalor de A.
Consideremos, agora, que queremos condicoes para que um sistema seja

assintoticamente estavel. Seja:
p(\) = A* — (a+ b)A + (ad — be)
tomando
N —(a+b)A+ (ad — bc) =0

Para que o sistema (P) seja assintoticamente estavel, conforme Teorema
2, devemos ter (A1, A2) negativos.

Com isso, analisando a equac¢ao acima temos as seguintes condicoes:

A1, A9 tém o mesmo sinal se ad-bc>0

ambas as raizes sao negativas se a+d<0

Agora, pela condicao anterior, suponhamos b, ¢, d, fixos, sendo d # 0 e

%C < —d, com isso verificamos:

Zc<a<—d

Ou seja, o grafico da reta n = a& do plano (£, 7) se encontra na regiao angular

entre

1= e n=dt
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n=(bc/d) &

Figura 3: Gréfico Linear

Suponhamos agora que substituindo o termo linear a(x) de (P) por outro
f(z(t)) nao linear, sendo f : R — R uma fungao continua tal que f(0) =0,

de modo que
be
Ze<f@) <—de paa ££0
ou seja, que o grafico da fun¢ao n = f(£) no plano (£, ) permanega na mesma

regiao angular que antes:
Tn n=-dg
1eg)

n=(bc/d) &

Figura 4: Gréfico Nao-Linear
Exposto isso, cabe, agora, a seguinte pergunta:

Sera que a solucao trivial de

%) {x’(t) = fle(t) + by(t)

yt) = ct) + dylt)

tem o mesmo tipo de estabilidade que antes, ou seja, é

assintoticamente estavel 7
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A mesma consideracao podemos fazer para os demais termos lineares

obtendo , por exemplo, o seguinte problema:

* () = ax(t) + by(t)
Q%) {w) g + dylt)

Com isso, finalizamos a apresentacao do contetido do problema de Aizer-

man em dimensao 2.

A seguir temos um teorema cuja sua demonstracao é uma aplicacao direta

do teorema 4.

4.3 UM RESULTADO PARA
A DIMENSAO 2

Teorema 5 Considere o sistema

() = fl=) + by(t)
yt) = cat) + dy(t)

(P%) {

onde f: R — R € continua e tal que

£(0) =0, &+d<0, FLAC B

§ §

Supondo b # 0. Entao a solugao trivial é assintoticamente estdvel.

Demonstracao:
A demonstracao consiste em encontrar uma funcao que satisfaca as con-

digoes do teorema 4. Entao, considere a funcao:

V(z,y) = /Oz (f(s)d — bes)ds + ;(dx — by)? (4.1)

Essa funcao pode ser obtida aplicando o método direto de Lyapunov ao

sistema (P) e em seguida introduzindo a fungao V ao sistema (P*).
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Verificando a condicao 1:
V(xg) >0 se 29 # 0 , V(0)=0 , sendo x9 € R"
Fazendo (z,y) = (0,0) , é imediata a condi¢ao acima.

Verificando a condicao 2:

Pela hipotese (f(s)d — bes) > 0, portanto a integral, que s6 depende de

x, vai para infinito quando x vai a infinito. Logo,

V(z,y) > o0  para |z,y[— o0

Verificando a condigao 3
Se (z(t),y(t)) é solucao de (P*) e V*(t) = V(z(t),y(t)), entao:

dve - 9Vdr  9Vdy

dt (1) = o dt | By di (4:2)
d;* (£) = (f(2)d — bex)a’ + (dx — by)(da’ — by) (4.3)
N0 = (F()d—bea) () +by) + (do—by)(dF (2) + by) — ez +dy) (4.4
Logo,
dv* 2 2 2
g (t) = df (x)°=bex f(x)+d*x f(x)—bedx® = df (x)(f (z)+dx)—bcx( f(x)+dx)
(4.5)
E finalmente,
) = (F(2) + dr) (@ (2) — bea) (1.6

Observando as condicoes impostas pelo teorema:

f(z)+dx <0 e df(x)—bc>0

Concluimos que
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d;: (t) <0 (4.7)

Como a equacgoes acima s6 depende de x, é possivel garantir apenas que
%(zﬁ) < 0, logo nao é possivel garantir pela condi¢ao 3 do teorema que o
sistema é assintoticamente estavel.

Sendo assim, vamos aplicar a condi¢ao 4 na esperanca de que nao existe
outra solucao além da trivial tal que
ave

0
dt

Verificando a condigao 4:
Note que o conjunto M ¢é o conjunto de todos os pontos da solucao

(x(t),y(t)) onde

av=
t)=20

o (@)
Consideremos a solugao (0, y(t)) e vejamos se existe alguma solugiao além da
trivial

tal que
A%
=0
dt

o [T = e+ we _
(P¥) {y,(t) IR IR B (ORR TORTORS

Portanto, o conjunto M é composto somente da solugao trivial, entao para
todo t e pelas condigdes impostas a solugao trivial de (P*) é assin-

toticamente estavel.

4.3.1 EXEMPLO

Considere o sistema do péndulo com amortecimento:

A Y
y = —4sinz—y

Para esse caso com g¢,l > 0 temos que satisfazer as seguintes condigoes:
f(0) =0, &+d<0eda—b% >0,comoa=0,b=1ed= —1, segue que:
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a+d<0

14919

S
Dessa forma as condigoes sao satisfeitas, portanto o sistema é assintotica-
mente estavel.
Uma andlise analoga pode ser feita para o péndulo invertido, porém cons-

tatamos que o sistema do péndulo invertido nao satisfaz as condicoes do

teorema 5, fato que é 6bvio pois o péndulo invertido é instavel.

4.4 UM CONTRAEXEMPLO

Nesta secao apresentaremos a construcao de um contraexemplo em di-

mensao 4 para a Conjectura de Aizerman devido a Willems [12].

Considere a equacao diferencial:

e (1)+100) (1) +92 () +€ [ax® (t) + Br@ (t) + 72D () + (1) | +ef (2P (1))

passando para a forma de sistemas e tomando z(t) = y;, temos:

1

dW(t) = 41 = v
@) = 4o = ys
d®t) = 4s = w
dWt) = gs = (=9—ed)y —eyya + (=10 — €08)ys — f (y3) — eaya

(4.8)

Podemos observar que esse sistema é o modelo de um tipico Problema de
Aizerman em dimensao 4 com nao linearidade em ys.

Desconsiderando, agora, a nao linearidade vamos analisar o polindémio

caracteristico a fim de obter condigoes para estabilidade assintotica:

M 1002 + 9+ €(aX® + AT+ YN +0) + e KN
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Para € suficientemente pequeno e K limitado, temos estabilidade assinto-

tica se
e >0, a >0, v >0, e (v—a)(y—9a) <0 (4.9)
ou

€ <0, a <0, v <0, e (v—a)(y—9a) <0 (4.10)

Para estabelecer um contraexemplo a partir de (4.8) para o Problema
de Aizerman, deve-se mostrar que (4.8), através de um sistema equivalente,
possui solucao periddica dadas certa condicoes. O sistema equivalente pode

ser obtido da seguinte forma:

Considere o sistema (4.8) colocado na forma matricial:

i 01 0 0\ /uwn 0000)\(m 0
|l o0 1 0w 000 0] w 0
gs | L oo o 1||lw| fooool||lw]| |o
Ya -9 0 —10 O Ya o v B « Ya 1

Admitindo inicialmente ¢ = 0 facamos a seguinte transformacao:

A=PJjp!
y=PJP Yy
P-ly = JP 1y

onde J é a forma real de Jordan da matriz A, tomando y = Pz, temos:

000 O 0
000 O 0
Pz= APz — Pz — +
z =€l 0 0 0 0 ioel flz1 4 23)
0 v f « 1
logo:
00 0 O 0
000 O 0
2= P 'APz—¢ | P! P|z—eP™! +23) (4.11
; e N DI RS S el FICEER OBty
0 v f « 1

f(ys)



que € 0 mesmo que:

=P 'APz —¢|P! (5 v B a)P z—eP! f(z1+ 23)

_ o O O
— o O O

(4.12)
A matriz P é a matriz de autovetores relacionados aos autovalores da

matriz A:

0O 1 0 0
. 0O 0 1 0
0O 0 0 1
-9 0 —-10 0

o polinémio caracteristico de A é:

P(\) = A" +10X* +9

Sendo o(A) = {i, —i,3i, —3i}. Obtendo seus autovetores temos:

N(:I:z',l):{xER4 : (A:I:i[):czO}

Sy (o :
. — 3 0 | -3

N(+£3i,1) = ) T3 = . r3 1 0 T3
31 0 3

Logo a matriz de autovetores P é dada por:

44



-1 0 -3 0
1
p_| 0 -1 0
1 0 1 O
o 1 0 3
substituindo essa matriz em (4.12) temos:
4 01 0 0\/=an
' -1 0 0 0
2.2 _ Z2 4
Z3 0 0 0 3 Z3
Z4 0 0 =30 24
0 -0 + 5 21 0
1 1
-1 —v+a 2 !
—€ —€ 21+ 2
0 —154 8 2 AR
3 3
3 —37 + 3 Z4 3

21 0 1 0 0 21
z -1 0 0 O
.2 _ %) 4
z3 0 0 0 3 z3
Z.4 0 0 -3 0 Z4
0 5—8 \ [ = 0
S e I N IRl IS IR (A | I OB
— 21+ 2 )
8| o 15— 99) 2 0 e
3 3(v — 9a) 24 -3

Com esse sistema é possivel mostrar a existéncia da solucao periddica
por meio de um método conhecido como ‘Averaging Theory’, podendo ser
apresentado da seguinte maneira:

Considere o sistema:

2(t) = Az(t) + ep(2(1), &, €) (4.14)

Onde z(t) € R", A é uma matriz tal que A € R™" ¢ € R™, € é um

parametro escalar e ¢ : (R™ x R™ x R) — R" tal que para todo R, €

e M existe uma constante B(R, €y, M) (a constante de Lipschitz) tal que

1p(21,€, €) — d(22, €, €)|| < Bl|z1 — 22| para todo [|z1]], [|z2]| < R, |ef < € e
1§]] < M.
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Teorema 6 Assumindo que T = I (i.e., que todas as solugoes de z(t) =
Az(t) sao periddicas com periodo Ty), e que ¢p(2(t),&,€) € uma fungao conti-
nua de z,& e € que tem primeira derivada parcial continua em relacao a z e

€ para € suficientemente pequeno (i.e, Ve com |e| < €y e algum ey > 0) Seja:

O(z,&€) = /OTO e 7 p(e7 2, €, €)do
e assumindo as sequintes hipoteses:
1. (2,£,6) =0
2. a matriz %(zo,fo, 0) tem posto completo.

Entao existem fungoes continuas &(€) tal que para € suficientemente pequeno
(i.e, Ye com |e| < € e algum €; > 0) a equagao diferencial (4.13) tem uma
solugao periodica z*(t,€) com:

lim&(e) = & e lim 2* (¢, €) = e 2.

e—0 e—0

A aplica¢ao desse método no sistema (4.13) nos mostra que existem fun-
¢oes continuas «a(e€), B(e€), y(€) e d(€) tais que o sistema considerado tem uma

solucao periodica z*(t, €), com

i (), 3(e), (€):(e) = o, o 1000

(&
21,0 0 1 0 0
-1 0 0 0
lim 2* (¢, €) = e 20 A=
=0 23,0 0 0 0 3
24,0 0 0 -3 0

Se:

1. (y0o — ao)z1,0 + (Bo — d0) 220+

1 27
+— / (21,0080 + 29 08in0 + 230030 + 249sin30) sinodo =0
7w Jo

(Bo — d0)z1,0 + (70 — o) 220+

1 21 . )
+— / (21,0 COS T + 2208IN 0 + 23 €08 30 + 24 sin 30) cosodo = 0
7 Jo
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(730 —3ap) 230 + (B0 — %0)24,0—1-

1 2T
+- / (21,0080 + 29 08In0 + 230 o8s30 + 2408in30) sin3odo = 0
wJo

(Bo — 2)z50 + (L — 3ap)za0+

1 2
+— / (21,0 CO8 T + 228N 0 + 23 o8 30 + 24 sin 30) cos 3odo = 0
m Jo

€

2. (Zio + Z%,o)(%%,o + ZZ,O) #0

A partir dessas condicoes segue um teorema que serd fundamental para

estabelecer o contraexemplo para a Conjectura de Aizerman.

Teorema 7 Se f(0) nao € identicamente igual a ko para qualquer constante
k, entao existe uma solu¢ao periddica, diferente de zero, da equagao (4.13)
para € suficientemente pequeno (i.e, Ve com |e| < € e algum €y > 0) e escolha
adequada das fungoes a(e), B(e€), v(e) e d(e).

Além disso, as fungoes a(€) e y(€) que geram esta solu¢ao satisfazem a

desigualdade:

(7(€) — a(€))((€) = 9afe)) <0

Infelizmente, esse resultado nao serd demonstrado neste texto, podendo

ser consultado na integra, inclusive a ‘Averaging Theory’, em Willems [12].

Retornando para o sistema sem a nao linearidade temos a técnica de
linearizagao (4.9) e (4.10) que oferece estabilidade asssintotica para o sistema
linear. Escolhendo, agora, uma nao linearidade tal que Ky(o), K;(0) e K4(A)
onde:

f:R— R, e f(0)=0
0
k() =19 K@ =D e (o 20)
1 2
Ky(A) = —/ f(Acost) costdt
mA Jo

satisfazendo 0 < K < 1 (ex. f(o) = tanh(o)), seria claro que, conforme a

suposi¢ao de Aizerman, para € suficientemente pequeno (¢ > 0) e valores de
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a>0e~vy >0 tais que (7 — a)(y — 9a) < 0 teriamos estabilidade assintotica
para o sistema nao linear. Isto, entretanto, é uma contradicao pois o sistema
nao linear (4.13) possui solu¢do periédica. Com isso, ficam estabelecidas
as condi¢oes para a obtencao de um contraexemplo para a Conjectura de

Aizerman.
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