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Resumo

Na presente monografia estudamos as teorias de controlabilidade e controle em tempo 6timo dos
sistemas de controle lineares autonomos em dimensao finita sob um enfoque geométrico. O problema
de controle aqui abordado utiliza a classe dos controles Lebesgue-mensuraveis com imagens contidas
em um subconjunto convexo e compacto fixo do RM, a saber o cubo -1, I}M, e com o objetivo
de dirigir os estados a origem apenas. No estudo da controlabilidade dessa classe de problemas
de controle, estudamos geometria de seus conjuntos controldveis e acessiveis demonstrando, em
particular, que estes sdo convexos e compactos. Com relagao a teoria de controle em tempo 6timo,
estudamos a relag@o entre os controles 6timos e a geometria da fronteira dos conjuntos acessiveis e
controlaveis do sistema e, para esta particular classe de problemas de controle, demonstramos uma
versao elementar do famoso Principio do Maximo de Pontryagin.

Palavras-chave: teoria de controle, sistemas lineares autéonomos, controle em tempo 6timo.
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Abstract

In the present monograph we study the theories of controllability and time optimal control of
finite dimensional autonomous linear systems under a geometric point of view. The control problem
approached here uses the class of Lebesgue-measurable controls with range lying in a fixed compact
convex subset of RM | namely the cube [—1,1]™, and with target set the origin only. In the study of
the controllability theory of this class of control problems, we study the geometry of its attainable
and controllable sets proving, in particular, that they are compact and convex. With respect to
the theory of time optimal control, we study the connection between time optimal controls and the
boundary geometry of attainable and controllable sets of the system and, for this particular class
of control problems, we proved an elementary version of the celebrated Pontryagin’s Maximum
Principle.

Keywords: control theory, autonomous linear systems, time optimal control.
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Prefacio

Da filosofia desta monografia

Esta monografia é essencialmente fundamentada no livro de J. Macki e A. Strauss Introduction to
Optimal Control Theory [MS82]. Mais especificamente, é uma revisao da teoria de controlabilidade
e controle em tempo 6timo de sistemas lineares autéonomos desenvolvida na supracitada referéncia.

Quanto ao enfoque deste trabalho, visei principalmente aqueles resultados mais geométricos
e topoldgicos da teoria, talvez até com mais énfase que [MS82]. Tomei ainda a liberdade de
utilizar com mais peso resultados de Topologia Geral e de Anélise Funcional, a fim de alcangar
maior generalidade e abreviar demonstracoes de muitos resultados. Com isso, minha abordagem
aproximou-se naturalmente daquela de referéncias classicas como [HL69], embora eu sé o fosse
descobrir mais tarde.

Os resultados aqui demonstrados, bem como as respectivas demonstragoes sao, com poucas
excegoOes, os mesmos encontrados em [MS82]. Adotei, no entanto, uma filosofia bastante distinta
daquela empregada pelos autores no decorrer do livro. Enquanto 14 se enfatizam os resultados e as
aplicacoes e exemplos, muitas vezes relegando rigor e referéncias explicitas aos teoremas e hipoteses
empregados a um segundo plano, tornando até algumas demonstracoes um tanto obscuras, no
presente trabalho optei por enunciados e demonstracées o mais precisos e rigorosos que pude, aqui
levando em conta a acepcao matematica desses termos.

Essa tarefa de detalhacao, creio, nao deveu-se somente as questoes do rigor e da completude
dos enunciados e demonstragoes, mas também aquela das referéncias bibliograficas. Ainda que
de carater introdutorio quando pensamos na Teoria de Controle como um todo, a abordagem dos
tépicos aqui estudados ja requer vasta quantidade de ferramentas importadas das mais diversas
areas da matematica, muitas delas vistas pouco ou nada nos cursos de graduagao em Matematica.
A fim de preencher essa lacuna, Macki e Strauss desenvolvem em seu livro uma série de apéndices
para apresentar os resultados e teorias utilizados. Aqui também adotei esta postura. No entanto,
julguei muitas dessas exposicoes incompletas e com referéncias insuficientes para o meu préprio
entendimento da teoria, e as quais entao me propus a completar também.

Em particular, julguei necessario incluir uma se¢do de preliminares a respeito das equacoes
diferenciais de Carathéodory, na qual expus, adaptada da melhor forma ao meu alcance, a teoria
desenvolvida em [CL55], além de outros livros e artigos. Os originais, infelizmente, apresentam
seus resultados em uma linguagem antiquada e dificil para o leitor atual, sendo esse julgamento

resultado de minha experiéncia pessoal. Felizmente, o Prof. Pedro Tonelli encontrou a dissertacao
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de mestrado da Priscila Goldenberg [Gol75], a qual, apesar de nao ter havido tempo de inclui-la
como uma das referéncias principais, sugiro como uma excelente referéncia alternativa para aquela
secdo. Para as questoes de Topologia e Andlise que se apresentaram nao encontrei melhor referéncia
que [Roy88], o qual possui boa ponderagao entre completude e acessibilidade.

Nos apéndices ao fim deste trabalho reuni ainda os principais resultados e defini¢bes auxiliares
que utilizei. Procurei explicitar apenas aquilo que julguei necessario, em particular aqueles tépicos
que s&o mais raramente abordados nos cursos de graduagao em Matemadtica e Matematica Aplicada
do IME-USP, os quais eu proéprio tive de estudar com algum detalhe a fim de entender as aplicacoes
a0 assunto principal. As defini¢Ges que julguei pertinentes enunciei-as todas, e os teoremas utilizados
omiti as provas sempre que possivel, referindo o leitor & literatura de minha preferéncia, muitas vezes
diversa daquela sugerida em [MS82]. Os resultados que, entretanto, ndo encontrei demonstracao de
entendimento razoavel na literatura, procurei demonstra-los aqui da forma mais simples possivel.

Em suma, esta monografia é nada mais que uma revisao dos primeiros capitulos de [MS82]
segundo minha visao pessoal, e uma exposicao de toda aquela teoria e detalhes que necessitei, ao
menos ao ponto de eu mesmo poder entender as demonstracoes sem sombra de dividas, no maximo
de rigor e simplicidade que alcancei. Aqui manifesto minha preocupacéao de ter sido excessivamente
pedante em algumas passagens, mas acredito que muitos hao de concordar comigo que em se
tratando de demonstracoes matematicas é preferivel pecar pelo excesso do que pela falta.

Espero ainda que com meu esforgo tenha tornado esta monografia acessivel a colegas formandos

que tenham tido bons cursos de Algebra Linear, Topologia, Analise e Teoria da Medida.
Da organizacao dos contetudos

A organizagdo dos conteidos ficou da seguinte forma. Iniciamos o Capitulo 1 com uma in-
troducgao a teoria das equagoes diferenciais de Carathéodory (Segao 1.1), que surgem naturalmente
na formulacdo do problema da controlabilidade, enunciando os resultados fundamentais a respeito
de existéncia, unicidade, extensao e dependéncia continua nas condigoes iniciais de suas solucoes,
e direcionando o leitor & literatura pertinente. Para o entendimento adequado destas questoes é
necessaria a introdugao do conceito de fungao absolutamente continua e da dedugdo de algumas
propriedades dessas fungdes: fazemos isto a parte, no Apéndice C. Fazemos entdo um pequeno
estudo da geometria do conjunto dos controles admissiveis (Segao 1.2), que sao fungdes vetoriais
a um parametro real com cada componente com quadrado integravel e imagem contida em um
compacto fixo. Este estudo depende de algumas ferramentas mais sofisticadas de Anélise Funcional
(em particular o Teorema de Banach-Alaoglu), as quais dedicamos o Apéndice A. Para encerrar
as preliminares, introduzimos a linguagem dos subespacos afins (Segdo 1.3) e sua topologia de
subespaco herdada do RY.

No Capitulo 2 introduzimos a nocao de controlabilidade, primeiro aplicando os resultado da teo-
ria de Carathéodory as equacoes diferenciais com controle (Sec¢ao 2.1) e depois demonstrando alguns
resultados bem simples a respeito dos sistemas de controle nao lineares auténomos (Segao 2.2). Na
Secao 2.3 nos voltamos mais especificamente ao estudo dos sistemas lineares auténomos, demons-

trando vérias propriedades geométricas de seus conjuntos acessiveis e controldveis. Aqui, a fim de
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avaliar como estes conjuntos variam com o tempo ja precisamos introduzir a métrica de Hausdorf,
para a qual preparamos especialmente o Apéndice E. Fechamos entao este capitulo com a demons-
tragao de duas versoes do Principio do Bang-Bang (Segao 2.4), em cujas demonstragoes invocamos
uma versao bastante geral do Teorema de Krein-Milman, a qual enunciamos na Se¢ao D.2 dos
apéndices.

No Capitulo 3 chegamos ao foco principal deste trabalho. Enunciamos o problema do tempo
6timo, primeiro de forma bastante geral (para sistemas nao lineares e nao auténomos) e logo
em seguida para sistemas lineares autonomos (Sec¢ao 3.1). Nesse contexto, definimos a nogao de
controles extremais e demonstramos uma versao do famoso Principio do Maximo de Pontryagin para
0 nosso caso particular (Segao 3.1.1) para, em seguida, definir os sistemas normais (Segao 3.1.2) e
deduzir varias de suas propriedades geométricas.

Concluimos esta monografia com o Capitulo 4, dedicado a trés pequenos exemplos que ilustram
aplicacoes da teoria desenvolvida: o problema de parada do carro motorizado (Segao 4.1), extraido
de [MS82]; o problema da aterrissagem suave de um foguete (Secao 4.2), extraido de [Zab92]; e a

andlise de um satélite com controles em drbita circular (Segao 4.3), extraido de [Bro70].
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Convencgoes e notacoes

Todos os espagos vetoriais com que trabalharemos serao R-espacos, e entao espaco vetorial sera
sindnimo de R-espaco vetorial. O mesmo se aplica aos espagos da Analise Funcional: todo espaco
vetorial topoldgico terd R como suporte. O termo subespago é utilizado aqui como sindénimo de
subespago vetorial. Subespagos de outros tipos (topolégicos, métricos, com medida, etc. ) serao
explicitamente indicados.

Em espagos vetoriais de dimensdo finita RY denotamos por | - | a norma euclidiana e por | - |,
a norma p para cada 1 < p < oo, de modo que |-| = |- |2. Estas normas — assim como qualquer
outra, como sabemos — determinario a topologia métrica natural do RV, e todas as afirmacoes de
carater topoldgico dirdo respeito a esta topologia.

A menos de afirmacio explicita do contrério, consideraremos os espacos RY munidos das res-

pectivas bases canonicas. Posto isto, ndo faremos ceriménia em identificar elementos de RN com

funcionais lineares sobre RY: dado y = (y1,...,yn) € RY definimos
y* o RN — R
(mla"'axN) = Zi\;l%yz

Muitas vezes, por abuso de linguagem, falaremos em “funcional y” querendo dizer “funcional y*”.
Nestas condigdes, notagoes do tipo kery e y(A) sdo auto-explicativas.
Frequentemente tomaremos uma postura mais geométrica e confundiremos mais uma vez fun-

cionais lineares com produto interno, isto é, pensaremos na aplicacao
(@,y) =y’

como o produto escalar sobre RV (e usamos mesmo esta notacao). Neste contexto, denotaremos
mais uma vez, consistentemente, por ker y o subespago ortogonal a y, por exemplo.

Denotando ainda o espago das matrizes reais com M linhas e N colunas por M/« n(R), iden-
tificaremos mais uma vez RV com Mp«1(R) e, denotando a matriz transposta de A € M/« n(R)
por A* € Myxa(R) temos

Y1

y=| - | eMyaa(R)ZRY = y* = [y;---yn] € Mixn(R) = (RY)*

YN
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xviii CONVENCOES E NOTACOES
Indicamos ainda a norma de uma matriz ou transformagao linear A € M. n(R) por
A] 1= sup{| Az : a] < 1}.

A medida sobre os espacos R é sempre a medida de Lebesgue, a qual serd denotada por m.
Logo o termo mensurdvel, tanto para conjuntos quanto para funcgoes, quando estivermos traba-
lhando nestes espagos, significard Lebesgue mensurdvel. Também a nocao de quase sempre (resu-
midamente q.s. ) diz respeito a esta medida. Todas as integrais que aparecem ao longo do texto
sao integrais de Lebesgue.

Se S é um subconjunto de um espaco topoldgico indicamos por IntS o interior de S e por 95 a
fronteira topoldgica de S.

Se x é um ponto de um espago métrico e r > 0 indicamos por A(z,r) a bola aberta de raio r
e centro em z e por %(z,r) a bola fechada de raio r e centro em z. Observe que nem sempre a
segunda corresponde ao fecho topoldgico da primeira.

Quando tivermos uma funcao representada por f : @ C RM x ... x RN — RM suficientemente

diferencidvel em () aberto,

f = (f17 ctt fM)
e pontos z; = (zj1,...,T;N,;) € RNi| 1 < j < p, utilizamos a notacio Oy f(z1,...,2p), 1 <k <p,
para indicar a matriz real M x Ny

ofr .. of1

Oxy, 1 Bx;me

ofm .. Ofm

Oxy,1 EPES
onde as derivadas parciais sdo calculadas em (x1,...,7,) € Q. Indicamos ainda por C*(Q;RM) o

conjunto de todas as funcoes f : Q@ — RM que possuem todas as derivadas parciais até ordem k

continuas em ).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 A equagao de Carathéodory

Antes de discutirmos o tépico principal do presente trabalho vamos investir algum tempo na
tarefa de descrever um tipo especial de equacgao diferencial que aparece naturalmente na Teoria
de Controle, a equagao de Carathéodory. Esta difere fundamentalmente das equacoes diferenciais
classicas, para as quais supomos que a fungao que rege a equacao ¢ pelo menos continua no dominio
de definicao do problema. Neste contexto classico podemos utilizar os teoremas usuais de existéncia
e, somando-se a continuidade algumas hipéteses adicionais, os teoremas de unicidade e dependéncia
regular nos parametros para as solucoes.

No ambito da Teoria de Controle, entretanto, a perspectiva de se obter uma equacao com
lado direito continuo é excessivamente exigente. Felizmente, a imposigdo (um pouco mais realista)
de algumas hipdteses de mensurabilidade sobre o problema garantira, neste contexto, resultados
andlogos aqueles que temos para as equacoes diferenciais classicas.

Para as definigoes, resultados e motivacoes necessarios a discussao que segue referimos o leitor

ao Apéndice C.

Definicao 1.1. Sejam Q C R x RY um dominio (i.e. um conjunto aberto conexo) e f: Q — RV .

Suponha que existe um intervalo I C R e uma funcéo ¢ : I — R absolutamente continua' tal que
1. (t,¢(t)) € Q para todo t € I;

2. ¢'(t) = f(t,$(t)) q.s. em I.

Nesse caso, dizemos que ¢ é uma solucdo da equacdo diferencial

' = f(t, ) (1.1)

no sentido estendido em I, ou simplesmente uma solu¢do de (1.1) (quando estiver claro que nao

estamos nos referindo a definigao classica de solugao).

A equagao diferencial (1.1) que definimos acima denominamos equac¢do de Carathéodory . Note

que a equagao de Carathéodory difere das EDOs cléssicas apenas no que entendemos por uma

Vide Definicdo C.1. Segue do Corolario C.5 que ¢ possui derivada quase sempre.
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solugdo da equagao. Vamos a seguir enunciar os principais resultados referentes as equagoes de

Carathéodory, andlogos aos teoremas fundamentais das EDOs classicas.

Defini¢ao 1.2. Seja U C R x RY aberto. Dizemos que f : U — RY satisfaz as condicées de

Carathéodory em U se
1. para cada z fixado a aplicacdo t — f(t, ) é mensuravel?;
2. para cada t fixado a aplicagao x — f(t,z) é continua;

3. existe uma funcao localmente integravel m : R — R tal que

£ (t,2)] < mf(t)
para todo (¢,z) € U.

Sejam agora Q C R x RY um dominio, (tg,zg) € Q e a,b > 0 tais que definindo

I,:={teR:|t—ty| <a}

By :={z € RN : |z — x| < b}
tem-se R := 1, x By C €.

Teorema 1.3 (Existéncia de solucdes). Suponha que f : Q — RN satisfaz as condigées de Ca-

rathéodory em um aberto que contém R. Entao existem « € ]0,al, um intervalo
In:={teR:|t—ty <a}
e uma fungdo ¢ : I, — RY a.c. que € solugdo de (1.1) em I, e tal que

o(to) = o.
Demonstragao. Vide [CL55], Capitulo 2, Teorema 1.1. O

A equagado de Carathéodory desfruta de outras propriedades que esperariamos de qualquer
equacao diferencial. Tais propriedades enunciaremos a seguir, mas nao sem antes recordar uma

definicao de fundamental importancia a teoria das equagoes diferenciais.

Definicao 1.4. Dado um dominio Q € R x RY dizemos que f : Q@ — RN é lipschitziana na sequnda
varidvel em (tg, zg) € Q2 se existem uma vizinhanca V5 C R x RY de (tg, xo) contida em Q e uma

constante Ky > 0 tais que

(t, 561), (t,xg) € V() = \f(t,wl) — f(t, x2)| < K0]w1 — X2|. (1.2)

2E f4cil ver que para qualquer € RY o conjunto {t e R: (t,x) € U} é aberto e, portanto, mensurdvel.
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Se tal propriedade vale para para cada (tg,z9) € Q dizemos que f é localmente lipschitziana na

sequnda varidvel em €.

Teorema 1.5 (Boas propriedades). Sejam @ C R x RN um dominio, um ponto (tg,x¢) € € e
f:Q—RN,

1. Extensdo. Suponha que f satisfaz as condicées de Carathéodory em Q. Se ¢ : |a,b[— RY
for uma solugdo de (1.1) satisfazendo ¢(to) = xo tal que existe | := lim;, - ¢(t) e (b,1) €
entao existe § > 0 tal que ¢ pode ser estendida como solugao de (1.1) em Ja,b+ 6]. Um

resultado andlogo vale para a.

Isto implica em particular que o dominio mdxrimo no qual uma solucao define-se € necessari-

amente aberto.

2. Unicidade. Se, ademais, f for lipschitziana na sequnda varidvel em (to,xo) entdo a solugdo
de (1.1) satisfazendo ¢(to) = xo € Unica no sequinte sentido: quaisquer duas solugies ¢1, P2,
definidas em seus dominios madximos I, Iy respectivamente com ty € I1 N Is, que satisfizerem
¢1(to) = wo = d2(to) satisfazem

¢1|11|’1[2 = ¢2|Ilﬁ12'

3. Dependéncia continua. Para cada (t,x) € Q denote por ¢yq : Itz — RN @ dnica solucdo
de (1.1) satisfazendo ¢(t) = x, onde Iy, > t € o intervalo de definicao de ¢t .. Fizados
(to,mo) € Q2 e e > 0 existe 6 > 0 tal que se |(t1,x1) — (to,x0)| < 0 entdo (t1,x1) € Q,

Ito,wo - It1,931 e

|¢t1,$1 (t) - ¢t0,ro (t)| <€ (1'3)

para todo t € Iy, 4.

Demonstragdo. A parte referente a extensao de solugoes pode ser encontrada em [CL55], Capitulo 2,
Teorema 1.3.

Uma extensa discussao a respeito da unicidade das solugbes de (1.1) pode ser encontrada
em [Moy66].

A questao da dependéncia continua pode ser encontrada em [CL55], Capitulo 2, Teoremas 4.1

e 4.2, e de forma muito mais geral e detalhada em [Fil88], Capitulo 1 (vide Teorema 6 em particular).

O

Uma excelente referéncia alternativa para as questoes discutidas acima, além de muitas outras
referentes as equagoes de Carathéodory, é a dissertacao de mestrado de Priscila Goldenberg [Gol75].
Para o leitor interessado, sugerimos os seguintes resultados da teoria das equagoes de Carathéodory

que podem ser encontrados na supracitada dissertagao:

1. existéncia de solucdes: parte 1 do Teorema 5.1 do Capitulo II, piginas 26-27;
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2. unicidade de solugoes: parte 2 do Teorema 5.1 do Capitulo II, paginas 26-27;
3. extensdo a um dominio maximal: Proposicao 11.1 do Capitulo III, paginas 76-77;
4. dependéncia continua: Teorema 14.1 do Capitulo IV, paginas 101-102.

1.2 A geometria dos conjuntos admissiveis

Introduziremos a seguir os conjuntos admissiveis que utilizaremos, cuja importancia na Teoria
de Controle sera esclarecida no Capitulo 2. Os controles admissiveis representam, intuitivamente,
estratégias possiveis para resolver um dado problema, em nosso caso modelado por uma equagao
diferencial. Tal equagao possui um parametro livre, o qual pode ser escolhido convenientemente
para condicionar o comportamento do sistema por ela representado. Nesse parametro livre entram
os controles admissiveis, cuja escolha produz diferentes respostas do sistema. O objetivo da teoria
é entao caracterizar os controles segundo os comportamentos que eles induzem no sistema.

Definimos para cada 7' > 0
U(T) = {u:[0,T] = [-1,1]™ : u é mensuravel}.

Na definigao acima identificaremos, quando for relevante, o conjunto % (0) com o conjunto [—1, 1]M.

Definigao 1.6. Definimos o conjunto dos controles admissiveis por

w =] w(T) (1.4)

>0

A cada u € % chamamos de um controle admissivel. Para cada u € % definimos ainda 7'(u) como

o tnico elemento de Ry tal que u € % (T'(u)). Ou seja
T=Tu)<ue%(T).

Os controles admissiveis que definimos acima representam uma particular escolha de controles
possiveis. Esta escolha implicard em todos os resultados que demonstraremos nesta monografia:
nao seria absurdo esperar que outra escolha produzisse outra teoria com outros teoremas. A
possibilidade de escolhas alternativas para conjuntos admissiveis estd fora do escopo deste trabalho,
de modo que nossos conjuntos admissiveis serdo sempre aqueles definidos acima.

A seguinte observacao nos sera util sempre que precisarmos estender mensuravelmente um
controle, em particular na dedugéo das propriedades da equacao de controle no Capitulo 2: dados
ue€ %) ed >0 existe @ : [-6,T] — [~1,1]™ mensurdvel tal que @7 = u. Com efeito,

podemos tomar

u(t), setel0,T]
0, set e [—94,0]

a(t) ==
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a qual é mensuravel segundo a Proposicao B.2. Observe que 4 nao é um controle admissivel e que
esta extensao nao é unica.

Antes de tratarmos os aspectos mais particulares da Teoria de Controle vamos fazer um estudo
preliminar do conjunto % (T'). Mais especificamente, vamos muni-lo de uma particular topologia
que, como veremos, nos ajudard na demonstracao dos resultados geométricos mais importantes da
teoria, especialmente quando tratarmos do problema do tempo détimo.

Para cada T' > 0 fixado denotaremos por Ly(T") o conjunto das fungdes v : [0,7] — R men-
suraveis com quadrado integravel, identificadas pela relacao de igualdade q.s. . Como é costume,

pensaremos nesse espaco munido do produto interno

T
(v, W) :—/0 v(t)w(t)dt

o qual torna (L2(T'), (,)2) um espago de Hilbert separavel.
Seja agora LY (T) o produto cartesiano de M cépias de Lo(T). E facil ver que, tomando

v=(v1,...,0p) e w=(wy,...,wy) elementos de LY (T), a expressio
T
(v, w) = / v(t) w(t)dt
0
M .7
-y / i (E)ws (1) dt
0

i=1
M

= Z<Ui, w;)2
i=1

define um produto interno sobre LY (T'), o qual também torna (LY (T), (,)) um espaco de Hilbert
separavel. Observe que para cada T > 0 temos % (T) C LY (T), de modo que daqui para frente
pensaremos sempre em % (T) como um subconjunto de LY (T), exceto quando houver mencio
explicita do contrario.

No que segue denotaremos por || - || a norma sobre LY (T) induzida pelo produto interno (,)

acima definido, ou seja, dado v € LY (T) temos

i ={ [ ' v<t>r%hf}é

O Corolédrio A.10 do Teorema de Banach-Alaoglu (vide Apéndice A) implica que para cada

r > 0 a esfera fechada
S(r) :=={v e Ly (T) : |jv|| < r}

¢é fracamente compacta, metrizavel com respeito a topologia fraca e, portanto, fracamente sequen-

cialmente compacta. Note ainda que se tomarmos arbitrariamente u € % (T') temos que |u(t)| < 2
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para todo t € [0,7T] de onde segue que
2 g 2
Jull? = [ fute)ae

T
34/ dt
0

=4T

ou seja, u € S(2T"/?): concluimos que % (T') C S(2T/?).
Para a proposicao a seguir precisaremos da seguinte definicdo: para cada x € R definimos o

sinal de x por

Z, sex#0
o(x) =< 1=l # (1.5)
0, sexz=0.
Estendemos a funcio sinal para vetores: dado z = (z1,...,zy) € RY com N > 1 definimos
o(x) = (o(x1),...,0(xN)). (1.6)

O seguinte fato que utilizaremos na préxima proposicao é de demonstracao elementar, e fica sob

responsabilidade do leitor: se f : [a,b] — R é mensuravel entdo o o f é mensurével.

Proposicao 1.7. Para cada T > 0 o conjunto % (T') é fracamente sequencialmente compacto e

fracamente compacto.

Demonstragdo. Seja S := S(2T"/2). Como % (T) C S e S é metrizével com respeito & topologia
fraca basta mostrar que % (T') é fracamente sequencialmente compacto.

Para tal tomemos uma sequéncia (u,)nen de elementos de % (T'). Como u, € S para cada
n € N podemos supor, sem perda de generalidade, que (uy),en converge fracamente para um
elemento u € S: vamos provar que u ¢ um controle admissivel, e para isto é suficiente mostrar que
u(t) € [-1,1]M q.s. em [0, 7).

Seja H :={t € [0,T] : u(t) ¢ [~1,1]M}: mostremos que m(H) = 0. Se denotarmos

H; := {t S [O,T] : |Ul(t)’ > 1}

teremos que H = Ulgz‘g v Hi, entdo vamos mostrar equivalentemente que m(H;) = 0 para todo
ie{l,...,M}.

Suponha por absurdo que m(H;) # 0. Denotemos por y; : [0,7] — R a funcdo caracteristica
de H; e definamos v = (v1,...,vy) € LY(T) por

Xi(oou;), sej=i

v; =
0, se j # i.
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Como u, < u temos que (v,u,) — (v,u). Logo

T
m(H@)Z/O xi(t)dt
T
<AmmWWﬁ
T
—/(; Xi(t)a(ui(t))ui(t)dt

= (v, u)
= lim (v, up)

n—oo

T
= lim Xi (1)o (ui (1)) un i (t)dt

n—oo 0

mas, por hipétese, u,(t) € [~1,1]" para todo t € [0,7] e para todo n € N, o que implica que

T T
/xﬁwwm%mws/me—mwm
0 0

e portanto
T
m(H) < Jim [ x(Oo(un(t)u (2
= g, ml)
= m(H;),
um absurdo. Logo m(H;) = 0. O

Proposigao 1.8. Para cada T > 0 wvale que
c((0, T RY) n# (T)* = {0}

Demonstragao. Suponha por absurdo que existe v € C([0,T7; RM) nao identicamente nula tal que
(v,u) = 0 para todo v € % (T).
A continuidade de v implica que existe o := supscjo ] [v(?)[: defina w = 1y, Entdo w é

continua, nao identicamente nula e um controle admissivel que satisfaz

(w,u) = é(v,u) =0

para todo u € % (T). Em particular (w,w) = 0, o que implica que w = 0 e, logo, v = 0, 0 que

contradiz a hipdtese. ]



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposigdo 1.9. Sejam y € LY(T) ew € % (T). Entdo
(y,u) = sup{{y,v) : v e %(T)}
se e somente se
U=0oy

Neste caso temos ainda que

y(t) u(t) = sup{y(t)*p:p € [-1, 1}M} q.s. em [0,T].

(1.8)

Demonstragdo. Suponhamos inicialmente que u € % (T) satisfaz (1.7). Entao dado v € % (T)

temos que

ou Sejav <y7u> > <y,v>.

Suponhamos agora que v nao é da forma (1.7). Logo existe j € {1,..., M} tal que

A:={te[0,T]:v;(t) #o(y;(t))}

tem medida positiva. Observe que se t € A é tal que y;(t) # 0 entao

vi(t) > o(y;(t) = a(y;(t) = =1 = y;(t) < 0= y;(t)v;(t) < y;(t)o(y;(t))
<y;(t)o(y;(t))

vi(t) < oy;(t)) = o(y;(t) = 1 = y;(t) > 0= y;(t)v;(t)
de modo que se Z := {t € [0,T] : y;(t) # 0} temos

te ZN A= y;(t)t) <yjt)o(y;t))
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e portanto

ie. fOT yj(t)v(t)dt < fOT y;j(t)o(y;(t))dt. Logo é facil ver que (y,v) < (y,u).
Nas condigdes acima, dado p € [—1,1]* temos q.s. em [0, 7] que

isto é y(t)*p < y(t)*u(t) q.s. em [0, T]. O

1.3 Subespacos afins

Vamos fazer agora uma pequena introducio a teoria dos espacos afins em RY. Precisamos
dela para resolver o seguinte problema. Dado um subconjunto A de RY pode ser que A esteja
inteiramente contido em um hiperplano, o qual podemos identificar com um subespaco de RY por
uma translacdo. Nesse caso, sob o enfoque da topologia do RY concluimos que IntA =0 e 94 = A
imediatamente, independentemente de qualquer outra particularidade da geometria do conjunto A.
Isto ocorre apenas porque, em um sentido que tornaremos preciso, estamos colocando A em um
espaco “grande demais”, que ignora as propriedades de A. Nada mais justo que entao consertar esse
problema, colocando A no menor espago que o contém, e cuja topologia reconhece as propriedades
de A. Veremos abaixo a formalizacdo dessas ideias através do conceito de subespacos afins.

Para esta se¢@o, nao encontrei nenhuma bibliografia que julgasse adequada a nossos propdsitos.
Dessa forma, as defini¢oes e notacoes que introduzimos abaixo nao sao universais e nem padroes:
recomendamos fortemente sua leitura, a fim de que o leitor tome familiaridade com estes tépicos e

principalmente com a simbologia.
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Definicao 1.10. Dizemos que V C RN é um subespaco afim (ou uma subvariedade linear) se

existem z € RY e § ¢ RY um subespaco tais que
V=x+S5.

Logo, um subespaco afim é nada mais que um subespaco vetorial transformado por uma
translagdo. Na proposi¢ao a seguir damos uma caracterizagao algébrica dos subespacos afins, a

qual ilustra a relagao entre estes conjuntos e os conjuntos convexos.

Proposicao 1.11. Um conjunto V. C RN ¢é um subespaco afim se e somente se para quaisquer

z1,220 €V e A € R wvale
Ary+ (1= N)zg € V.

Demonstragao. Suponha que V = x 4+ S é um subespaco afim e sejam z1,22 € V e A € R. Entao

existem y1,y2 € S tais que

x1:x+y1

To =T + Y2
de modo que

Ar1 4+ (1= Nze =Mz +y1) + (1 = N)(z + y2)
=z+ Ay + (1= Ny

o qual pertence a V' pois A\y; + (1 — A)y2 € S, visto que S é um subespaco.

Suponha agora que V satisfaz
r1,x0 €V, )\ER:>)\1’1+(1—)\){L‘2€V.

Se V = () entdao evidentemente V é um subespago afim. Se V # 0 tome x € V arbitrédrio.
Mostraremos que S := —z + V é um subespaco de RY. Com efeito, tome yi,y2 € S e A € R.

Entao existem x1,zo € V tais que

Yyr=—x+x

Y2 = —T + T2
0 que implica que

)\yl = -\ + )\Qfl
=—z+ A1+ (1 - Nz
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pertence a S pois x,z1 € V implica que Az + (1 — Az € V; também

Y1 +y2 = —2x+z1 + 22

2 FREP
= —xT —XT —X
97t T o2

pertence a S pois

1 1
$1,$26V:>§331+§I’2€V

= +1 +1 S
—X —X —X
97T o™

1 1
:>2<—x+2x1+2x2) es

onde na dltima implicacao usamos a afirmacao anterior com A\ = 2. O

A partir da caracterizacdo acima, fica facil deduzir que a interseccao de uma familia qualquer
de subespacos afins é também um subespaco afim: a demonstracdo dessa propriedade fica sob
responsabilidade do leitor. Logo, dado A € RY a familia dos subespacos afins que contém A é
nao vazia — o RV é um subespaco afim dele préprio! — e sua interseccio é um subespaco afim
que contém A: denotaremos este subespago afim por ¥ (A). Em outras palavras, ¥ (A) é o menor
subespaco afim que contém A.

E intuitivo supor que um subespago afim determina unicamente o subespago do qual ele é a

translagao.

Proposicao 1.12. Se Si,Sy C RY sdo subespacos e x1, x5 € RN sdo tais que
x1+ 51 =22+ 52

entdao S1 = S9.

Demonstracao. Com efeito, neste caso S1 = xo2 — x1 + S2: como 0 € Sy temos que 29 — x1 € S1 0

que implica que 1 — x2 € S1. Mas entao

So =21 — 29+ 51 = 5].

A proposicao acima legitima a seguinte definicao.

Definicao 1.13. Seja V C RY um subespaco afim nio vazio. Definimos a dimensio de V como
dimV :=dim S

onde S C RN é o tinico subespaco tal que existe z € RY satisfazendo V =z + S.
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Dado um conjunto nao vazio A C RY definimos a dimensdo de A por
dim A := dim ¥ (A).

Embora um subespago afim determine unicamente o subespaco do qual ele é uma translacao, o
mesmo nao ocorre com a translacao em si: dado um subespaco, translagoes dele por varios vetores
distintos podem produzir o mesmo subespaco afim. Isso, felizmente, é apenas uma interpretacao
ingénua da geometria do problema, pois na verdade a translagao é tinica no seguinte sentido: existe
um Unico vetor de comprimento minimo que produz a translagao desejada, e todos os outros que
fazem o mesmo trabalho sao soma deste com um vetor do subespaco.

Dado A C RY definimos a transla¢do caracteristica de A como o tnico vetor v(A) € A que

satisfaz
|[v(A)| = inf{|z| : x € A}

e o subespago natural de A por S (A) := —v(A) + ¥ (A).
O subespaco .#(A) herda de RY seu produto interno canoénico, o que torna .#(A) um espaco
vetorial com produto interno, o qual tem dimensao igual a dim A. Logo, podemos identificar isome-

e RIMA isto ¢, existe um isomorfismo .#(A) — RI™4 que preserva

tricamente os espagos .7 (A)
o produto interno. Como também as translagoes sao homeomorfismos isométricos, concluimos que

existe um homeomorfismo isométrico
Ja: ¥ (A) - RIMA

o qual chamaremos de isometria natural de A . Observe que J4 nao é um isomorfismo — #'(A) nao
é um espago vetorial — mas preserva também convexidade de ambos os lados.

Assim, ¥ (A) fica munido de duas topologias métricas: uma é a topologia de subespaco herdada
do RY e outra é a induzida de R¥™4 através de J4. No entanto J4 é, como vimos, uma isometria,
de modo que essas duas métricas coincidem: as duas topologias acima sao idénticas. Chamamos
essa topologia de topologia relativa de A.

Definimos entao a fronteira relativa e o interior relativo de A, 0,.A e Int,. A respectivamente,

como a fronteira e o interior de A na topologia relativa de A. E um exercicio simples mostrar que

o,
Int,

A=734(07,'(A))
A=7T,(IntT,'(A))

onde 93, (A) e IntJ ;' (A) sdo tomados com relagio & topologia natural de R¥™ 4. A partir das

observagoes acima fica facil deduzir as seguintes relagoes, que usam apenas a defini¢ao de topologia
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de subespaco topolégico e ficam sob responsabilidade do leitor: dado A € RY valem

0rA C 0A
IntA C Int,. A.

Ademais, como J4 é uma bijecdo concluimos que A = 0, A U Int,. A.

Creio que cabe aqui ser insistente quanto & notagao, a fim de nao gerar confusdo. Dado A
um subconjunto de RY indicamos por 0,A e Int, A sua fronteira relativa e seu interior relativo,
que sdo a fronteira e o interior de A com relagdo & topologia de subespago topolégico de #/(A).
Continuaremos a indicar por JA e IntA a fronteira e o interior de A com relacao a topologia do
espaco RY.

Se A é um subconjunto de um espaco topologico X ainda denotaremos por JA e IntA a fronteira
e o interior de A com relacio a topologia de X. Se X nao for um espaco RY com a topologia da
norma nao consideraremos os conceitos de interior e fronteira relativos de A.

A seguinte proposicdo vem para nos convencer de que procedemos corretamente na tentativa

de colocar A no menor espaco que o contém.
Proposicao 1.14. Para qualquer A C RY vale
Y (Ta(A)) = RImA,
Demonstragio. Suponha por absurdo que ¥ (Ja(A)) # RI™A, Entao
Ja(A) C ¥(Ta(A)) c RImA
implica que
ACV c¥V(A)

onde V := 3,1 (#(34(A))). Vamos mostrar que V é um subespago afim de RY. Como A C V e
evidentemente V' # ¥/ (A), pois J4 é bijetora, isto contradiz a minimalidade de #'(A), o que nos
leva a um absurdo.

Sejam z1,22 € Ve A € R. Como A C V temos que v(A) € V elogo S := —v(A)+V é um

subespago contido em . (A). Temos entao que

—v(A)+z1 €8
*U(A) + x9 € S
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o que implica que A(—v(A) + z1) + (1 — A\)(—v(A) + 22) € S. Mas
AM=v(A)+z1) + (1 =N (—v(A) + 22) = —v(A) + Ax1 + (1 — Mo

o que implica que Az1+(1—\)x2 € V. Isto implica que V' é um subespago afim, como querfamos. [

Por fim, daremos um critério para decidir quando um subconjunto A C RY tem dimensio

maxima.

Proposicao 1.15. Seja A C RY. Entdo dim A = N se e somente se nenhum funcional linear nio

nulo f: RN — R € constante sobre A.

Demonstracdo. Suponha que existe um funcional linear ndo nulo f sobre RV que é constante sobre
A, digamos f(a) = k € R para todo a € A. E f4cil ver que f~Y(k) ¢ RY ¢ um subespaco afim que
contém A (exercicio para o leitor), o que implica que #(A) C f~'(k) e, portanto, f é constante
sobre 7' (A).

Como 7 (A) = v(A)+.(A) entao também f é constante sobre .#’(A) e como este é um conjunto
simétrico e f é linear concluimos que f é identicamente nula sobre .(A), isto é, .(A) C ker f.

Finalmente, como f # 0 temos que
dim A = dim.¥(A) < dimker f < N.

A reciproca é ainda mais facil. Se dim A < N entao dim.”(A4) < N e logo existe um funcional
linear nao nulo f tal que ./(A4) C ker f. Rapidamente concluimos que f é constante sobre ¥ (A) e

logo também sobre A. O



Capitulo 2

Controlabilidade

2.1 Existéncia de respostas e suas propriedades

Nosso objetivo inicial é determinar que condicoes deve satisfazer uma funcao f : RxRY xRM —

RN para que a equacdo diferencial com controle

{ ¥ = f(t,z,u) 2.1)

(to) = o

possua solucdes para quaisquer g € RV e u € %. Antes de mais nada, adotaremos a seguinte
convencao: se T'(u) = 0 entdo a equagao acima possui solugao se e somente se typ = 0 e, nesse caso,
g é sua Unica solugao.

No caso em que T'(u) > 0 e ty € [0,7(u)] queremos determinar quando é possivel encontrar

uma funcio ¢ : [0, a[— RY a.c. tal que

() = f(t, (1), u(t)) q.s.
o(to) = xo.
Uma tal ¢ é chamada de uma resposta ou trajetdria da equagao (2.1).

Com a finalidade de determinar tais condi¢bes tomamos para cada controle u € % (T) a

aplicacao

fu @ [0,T]xRY — RN

e entdo resolver a equagao (2.1) é equivalente a resolver a equagao

{ v = fultw) (2.2)

l’(to) = Zo.

Observe que a equacao (2.2) acima é “quase” uma equagao de Carathéodory com condigao
inicial, exceto pelo seguinte problema técnico: f, estd definida em [0,7] x RN, que nao é aberto.

(0] eriamos ensar em tomar o interior (S mas caso = — um caso que seré
Pod t t de [0,7] x RV, to = 0

15
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particularmente importante para nés, como veremos na definicdo de controlabilidade na Se¢ao 2.2
— a condigao inicial (0,xg) pertence precisamente & fronteira deste conjunto. Procederemos entao
da seguinte maneira: tomaremos uma extensdao mensuravel v : [—6,T] — [~1,1]" de u e tomando
fo @ [6T] xRN — RN
(t, ) — ft,z,0(t))

vamos nos propor a resolver a equagao alternativa

¥ = fult,x)
{m) - 2.3

tomando agora Q = | — §,T[ xRY. Tendo demonstrado a existéncia de uma solucio para a
equagao (2.3) acima, mostraremos que a solu¢ao encontrada independe da particular extensao v

quando restrita a semirreta positiva.

Teorema 2.1. Suponha que f € C}(R x RN x RM;RN). Entdo a equacdo (2.2) possui uma tinica
solugao, que pode ser estendida a um dominio maximal aberto e que depende continuamente da

condicdo inicial xg.

Demonstragao. Vamos mostrar que a equacao (2.3) possui uma tnica solugdo. Para isto, seja €2
o interior de [~6,T] x RV, o que implica que (tg,2¢) € . Observe que f, satisfaz as seguintes

propriedades.

1. Fixado z € RY, a continuidade de f em R x RY x RM implica que

ho: [-6,T)x[-1, 1M — RN
(t,y) — f(tz,y)

é continua. Claro que a aplicagao identidade de [—d, 7 (a qual denotaremos por ) é continua

e, portanto, mensurdavel. Como também v é mensuravel, temos que

fv(tvx) = f(t,{L',’U(t))
= h(i(t),v(t))

é, como consequéncia da Proposigao B.1, mensurédvel em [—d, 7.
2. Fixado t € [0, T] a continuidade de f implica que a aplicagao
zeRY w fo(t,x) = f(t,z,v(t) e RY

¢é continua.

3. A funcao f, é limitada sobre compactos contidos em 2. Com efeito, suponha que K C

é um compacto. Entdo K x [~1,1] é um compacto e da continuidade de f segue que
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fK x [-1,1]M) ¢ RN é compacto e, portanto, limitado. Mas é facil ver que f,(K) C
f(K x [~1,1]M) 0 que mostra a afirmacdo.

Logo, verificamos as condicoes de Carathéodory para f, sobre qualquer compacto K contido em 2.
Em particular tomando um retangulo compacto R C 2 centrado em (tg, xg) temos que as condigoes
de Carathéodory estao verificadas sobre R, e segue entao do Teorema 1.3 que a equagao (2.3) possui
pelo menos uma solugao.

Vamos agora verificar as hipéteses do Teorema 1.5, que garantira as propriedades de extensao,

unicidade e dependéncia continua.
1. Suponha que ¢ : |a, b[— RN, —§ < a <ty <b< T, éuma solucao da equacio (2.3) tal que
existe

[:= lim ¢(t)

t—b—

e (b,1) € Q. Entao o conjunto I' := {(¢,4(t)) : to <t < b} U{(b,])} é um compacto contido

em {2, e logo existe um compacto K de interior nao vazio tal que

I'cIntKk c K C Q.

Como ja observamos anteriormente, as condigoes de Carathéodory para f, valem sobre g :=
IntK e entdo tomando a equagao (2.3) restrita a 2y podemos aplicar o Teorema 1.5 para

garantir extensao de ¢ até b, valendo um argumento analogo para extensoes até a.

2. Como f é de classe C' em R x RY x RM entdo para cada t € [—4,T] fixado a aplicagao que

associa cada x € RV & derivada parcial

ava(t?l') = a2f(ta x?”(t))

é continua. Segue entao do Teorema do Valor Médio que f, ¢ lipschitziana na segunda variavel
em compactos e, portanto, localmente lipschitziana na segunda varidvel em ). Isto garante,

pelo Teorema 1.5, a unicidade das solugoes de (2.3).

3. A dependéncia continua das solugoes com relagao a condigao inicial zy segue agora imediata-

mente do Teorema 1.5, que nao exige verificagao de hipdteses adicionais.

Com isto mostramos que a equacao (2.3) possui solugao unica com todas as boas propriedades que
esperavamos. Agora vamos mostrar que esta solucdo nao depende da particular escolha da extensao
v, pelo menos na nossa regiao de interesse, isto €, a semirreta positiva R;. Mais rigorosamente,

iremos mostrar que se v1, v2 sao extensdes mensuraveis de u e

¢ I — RY
b9 : Iy — RN



18 CAPITULO 2. CONTROLABILIDADE

sao as solugdes (tinicas) de (2.3) associadas a v1, vy respectivamente, entao ¢1|r,nr, = ¢2|nnR, -
Recordemos inicialmente que a argumentacao que fizemos acima para justificar as boas propri-
edades da solucao de (2.3) nao depende da particular condigao inicial ¢3. Ou seja, para quaisquer

(t1,21) € Q a equagao

{ S A CE) (2.4)

.’L‘(tl) = I

possui solugao tnica para cada v. Entao, tomando ¢; > 0 temos que v1 e v9 coincidem com u em uma
vizinhanga de t; (e, portanto, coincidem entre si nesta vizinhanga), de modo que a equagao (2.4)
associada a v1 e a v2 é a mesma e logo, aplicando a unicidade de solugoes, compartilham a mesma
solucdo passando por (t1,z1). Caso ty > 0, este argumento conclui o teorema.

Caso tg = 0, utilizando as mesmas notagoes acima, tome t; € Iy N Iy positivo e x1 := ¢1(t1) e
concluimos que ¢o(t1) = x1 = ¢1(t1). Como t; > 0 é arbitrario, concluimos que ¢; e ¢2 coincidem

em R* . Como por definicao ¢1(0) = z¢g = ¢2(0), concluimos que ¢; coincide com ¢ em R,. [

O teorema acima nos permite enunciar a seguinte

Definicao 2.2. Dados u € %, to € Ry e zp € RY definimos a resposta associada ao controle
admissivel u e & condigdo inicial (tg,zp) como sendo a tnica solu¢ao ¢, rou : I(to,zo,u) — RN
de (2.1) definida em seu intervalo maximal I(¢g, xg,u) C R.

Definimos ainda o fluzo de (2.1) por

X D — RN
(2.5)
(t7 th Zo, U) [ — gbto,xo,u (t)
onde
D = {(t,to,z0,u) € Ry x Ry x RN x % :t € I(ty, zo,u)}. (2.6)

Esta definicdo nos permite enunciar novamente a dependéncia continua na condi¢ao inicial x

que demonstramos no Teorema 2.1 como a seguinte

Proposicao 2.3. O fluzo X : D — RN de (2.1) é continuo nas varidveis (to,xq). Rigorosamente
isto quer dizer que, fivado u € % , vale o sequinte: firado (tg,z¢) € Ry x RN tal que I(tg, zo,u) # 0
e dado € > 0 existe 0 > 0 tal que se |(t1,z1) — (to,z0)| < 0 entdo

I(to,fL‘Q,u) C I(tl,ml,u)

X (¢, 1, 21, u) — X(£, to, To, u)| <€

para todo t € I(ty,zo,u).



2.2. O PROBLEMA DA CONTROLABILIDADE 19

2.2 O problema da controlabilidade

Consideremos agora uma funcdo 7 : Ry — P(RY), a qual chamaremos de fun¢do objetivo.
Enunciamos entao o problema da controlabilidade como segue. O enunciado abaixo é bastante
abstrato e bem mais geral do que utilizaremos aqui. Logo imporemos restri¢oes a f e 7 para que
este problema fique mais tratavel.

Em primeiro lugar, sempre suporemos que f é de classe C! em R x RV x RM | para que valham
os teoremas de existéncia, unicidade e dependéncia continua nos parametros para as respostas da
equagao (2.1). Isto vai permitir que as defini¢bes abaixo fagam sentido.

Em segundo lugar, fica registrado que as defini¢oes de controlabilidade, conjuntos acessiveis,
conjuntos controlaveis, etc. que descreveremos abaixo dependem diretamente do conjunto admissivel
% , da fungao objetivo 7 e da dinamica f, os quais serdao sempre fixos. A possibilidade destes se

modificarem foge do escopo desta monografia e, portanto, nao serd tratada aqui.

Definigao 2.4 (Problema da controlabilidade). Sejam f: R xRN xRM™ — RN 7 :R, — P(R"N)
uma funcao objetivo e % como na Definicao 1.6. Dado = € RY encontrar, se possivel, u € % e
t > 0 tais que (¢,0,z,u) € D e

X(t,0,z,u) € T(t) (2.7)
onde X é o fluxo da equacao
2 = f(t, ) (2.8)

como na Defini¢ao 2.2. Caso isto seja possivel, dizemos

e que o controle u dirige o ponto x ao objetivo .7 no instante t;
e que x é um ponto controldvel,;

e que u é um controle efetivo para x.
Definicao 2.5. Introduzimos ainda as seguintes notagcoes.

1. Paracadat > 0exz € RN o conjunto dos pontos acessiveis em tempo t a partir de x por
o (t,x) = {X(t,0,z,u) : u € Z é tal que (¢,0,z,u) € D} (2.9)
e o conjunto dos pontos acessiveis a partir de x por

o (z) = o (t ). (2.10)

2. Para cada t > 0 o conjunto dos pontos controlaveis em tempo t por

Ct):={x cRY : F(t)NA(t,x) # 0} (2.11)
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e o conjunto dos pontos controldveis por

¢ :=J%®). (2.12)

t>0

Observe que se t ¢ I(0,x,u) para todo u € % entao < (t,z) = (.

Intuitivamente, 27 (¢, z) é o conjunto dos pontos que podemos alcangar a partir de = em tempo ¢
(o tempo inicial é ty = 0) através de uma trajetéria produzida por algum controle admissivel. Vamos
agora fixar algumas hipdteses adicionais que simplificarao a analise do problema da controlabilidade

que estudaremos a seguir.

1. f é autonoma, isto é, f nao depende explicitamente da varidvel t. Isto nos permite reescrevé-la

como f: RN x RM — RV e a equacio (2.1) como

2 = f(z,u). (2.13)

2. f é de classe C! em RN x RM,

3. tp = 0. Em geral esta hipétese nao implica em perda de generalidade pois na maioria das
vezes trabalharemos com sistemas com a propriedade de invariancia temporal: dados u € %

e to > 0 é sempre possivel encontrar v € % tal que para qualquer zo € RV vale
X(t, t(), o, u) = X(t — to, 0, o, U)

para todo t € I(tp,zo,u). Exemplos de sistemas que possuem esta propriedades sdo os
sistemas lineares autonomos, que discutiremos na Secao 2.3 a seguir. Tal convencao nos

permite definir o fluxo da equagao (2.13) como
X(t,z,u) :=X(t,0,z,u)

para todo (t,z,u) € D, onde D agora é redefinido utilizando-se a mesma convenc¢ao. Também

denotaremos I(z,u) := I(0,z,u).
4. £(0,0) = 0.

5. 7 (t) = {0} para todo t > 0, ou seja, daqui para frente nosso objetivo serd dirigir pontos de

RY para a origem apenas. Observe que com esta convencio temos
E(t) ={x € RV :0¢ o (t,x)}

para todo t > 0.

Daqui para frente as hipdteses e notagoes adotadas acima serdo utilizadas implicita e irrestrita-

mente. Vamos a partir de agora deduzir as propriedades geométricas fundamentais dos conjuntos
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acessiveis e controlaveis. Para tanto, deste ponto em diante utilizaremos mais intensamente a lin-
guagem dos subespacos afins introduzida na Secao 1.3 das preliminares. Recomendamos fortemente
ao leitor que ainda nao o fez que consulte aquela secao a fim de tomar familiaridade com as notacoes,
que nao sao universais.

Antes de mais nada mostraremos que, na verdade, os conceitos de conjunto acessivel e conjunto
controlavel estao intimamente ligados: na verdade, o conjunto controldvel é também um conjunto

acessivel, s6 que de outra equagao.
Teorema 2.6. Considere o sistema autéonomo de controle

' = f(z,u) (2.14)
e o sistema em tempo revertido associado

y' =—f(yv). (2.15)

Denote por X1, 61(t) e 1 (t,x) o fluro e os conjuntos controldveis/acessiveis da equagao (2.14) e
por Xa, 6a(t) e “h(t,x) o fluro e os conjuntos controldveis/acessiveis da equagao (2.15). Entdo

para quaisquer x1, T2 € RN wvale que
T € A (t,12) = 73 € Sh(t,71)

para qualquer t > 0.
Observe que, por simetria, a reciproca da implicacdo acima também vale e, portanto, a equi-

valéncia. Tomando entdo x1 = 0 concluimos que
¢1(t) = A(t,0)

para todo t > 0.

Demonstragao. Suponha que z1 € @ (t, x2). Logo existe u € % tal quet € I1(x2,u) e X (t, z2,u) =

z1. Seja

v @ [0,t] — [-1,1]M

s — u(t—s)
a qual é evidentemente mensuravel (pois u o é), e logo v € % . Defina ainda

¢ : [0,t] — RN

s — Xy(t—s,x9,u)
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a qual é a.c. (vide Proposicao C.2) e satisfaz q.s. em [0, ]

¢'(s) = X1 (t — s,22,u)
= —f(Xq(t — s, 22, u), u(t — 5))
= —f(8(s),v(s))

e também ¢(0) = X;(¢,z9,u) = x1. Segue da definicdo do sistema em tempo revertido e da

unicidade de solugoes que ¢(s) = Xso(s, x1,v) para todo s € [0, ], ou seja
Xa(s,x1,v) = X (t — 8,22, u)

para todo s € [0,¢]. Calculando em s = ¢ temos que
Xo(t,x1,v) = X1(0, x2,u) = T2

ou seja, xo € wh(t, xy). O

O teorema acima caracteriza os conjuntos controldveis de (2.13) como os conjuntos acessiveis,
a partir da origem, de seu sistema em tempo revertido (2.15). Este ja era um resultado esperado
para os sistemas autonomos: se posso alcancar xq partindo de x5 em tempo t, para alcancar x2 a
partir de 1 em tempo t basta voltar pelo mesmo caminho no sentido contrario.

Outro resultado que poderiamos esperar, intuitivamente, para os sistemas autonomos é o se-
guinte. Suponha que x é um ponto controlavel, isto é, pode ser dirigido a origem através de uma
trajetoria do sistema de controle, e seja y um ponto dessa trajetéria. Ora, nada mais justo que
esperar que y também seja controldvel: basta seguir a mesma trajetoria que dirige x a 0, agora

porém a partir de y. Provamos esse resultado a seguir.

Proposicao 2.7. Sejam x € € e u € U efetivo para x. Set € I(x,u) € tal que X(t,z,u) =0

entao
X(s,x,u) €€

para todo s € [0,¢].

Demonstragdo. Se s = 0 nao ha o que mostrar pois X(0,z,u) = x € €. O caso s = t também é
facil, bastando observar que como f(0,0) = 0 entao 0 é um ponto estacionario de X (por causa da
unicidade de solugbes, usando o controle u = 0), ou seja X(s,0,0) = 0 para todo s € I(0,0) = R.

Isto mostra que 0 € € e portanto

X(t,z,u) =0€ .
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Suponha agora que 0 < s < t e defina y := X(s,z,u): vamos mostrar que y € €. Sejam

¢ : [0,t—s] — RN
§ — X(§+ s, 7,u)

v o: [0,t—s — [-1,1]M
& — u(§ +s).

Evidentemente v é mensuravel e, portanto, v € % (t — s). Ademais, segue das vérias observagoes

feitas na Proposi¢ao C.2 que ¢ é a.c. em [0, — s] e

¢/(£) = 81X(£ +s,, u)
= f(X(f + 57$7u)7u(£ + S))
= f((§),v(£))

quase sempre em [0,¢ — s]. Como também temos que ¢(0) = X(s,x,u) = y segue da unicidade das
trajetérias passando por (0,y) que [0,t — s] C I(y,v) e ¢(§) = X(&,y,v) para todo & € [0, — s].

Mas entao

X(t—=s,y,v) = o(t — s)
= X(t,z,u)

donde y € € (t — s). O

Segue da demonstracao da proposi¢ao anterior que 0 € €.

Em vista da Proposicao 2.7, podemos pensar no conjunto 4 como a reuniao de todas as tra-
jetorias que dirigem algum ponto controlavel a origem. A imagem que nos vém a mente é de um
conjunto conexo por caminhos, isto é, dados quaisquer x1,xo controlaveis deve haver uma curva
continua com extremidades em 1 e xo, respectivamente, e integralmente contida em %. De fato,
deve bastar dirigir £ & origem por uma trajetéria do sistema e depois voltar da origem ao ponto
T9 por uma trajetéria em tempo revertido. Demonstramos este resultado abaixo, além de enunciar
e demonstrar condicdes necessérias e suficientes para % ser um subconjunto aberto de RY. Este

dltimo resultado seguira do teorema de dependéncia continua.

Teorema 2.8. ¢ ¢ conexo por caminhos. Ademais € € aberto se e somente se Int€ # () e 0 € Int€

e, neste caso, € € conexo.

Demonstragao. Provaremos inicialmente que % é conexo por caminhos. Se 1,79 € € entao exis-
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tem, para j € {1,2}, u; € % e t; € I(xj,u;) tais que

X(tj, x4, u;) = 0.
Podemos entdo considerar a curva v : [0, ¢ + t2] — R definida por

X(t, X, ul), set € [0, tl]
V() =
X(tl + o —t,ZL'Q,UQ), set e [tl,tl +t2]

a qual é continua, satisfaz

’}/(0) = X(O,xl,ul) =T
"}/(tl + tg) = X(O, .CCQ,’U,Q) = Z9

e, portanto, conecta z1 a xo. Além disso, a Proposi¢ao 2.7 implica que {v(¢) : t € [0,t; + 2]} C €,
o que demonstra a afirmacao.

Vamos mostrar agora que % é aberto se e somente se 0 € Int%é. Sabemos que 0 € €, e logo se €
é aberto entdo ¥ = Int%, isto é, 0 € Int%’. Suponha agora que 0 € Int%’, de modo que existe € > 0
tal que A(0,e) C €. Seja x € €. Logo existem u € Z et € I(x,u) tais que X(¢,z,u) = 0. Pela
propriedade da dependéncia continua existe § > 0 tal que se y € B(x,d) entao I(x,u) C I(y,u) e

|X(S7y7u) - X(S7.’L‘,U)| <e€

para todo s € I(z,u). Tomando s = ¢ temos que z := X(¢,y,u) € %(0,¢€) e, como H£(0,¢) C €,
segue que z € €.
Sejam agora v € % e s € I(z,v) tais que X(s,z,v) = 0. Definimos entdo ¢ : [0,¢+ s] — R por

X(& —t,z,v), sef€[t,t+s]

$(§) =

ew:[0,t+s] — [~1,1]M por

u(§), se £ € 10,1]
v(€—1t), sef€lt,t+s]

A Proposicao B.2 implica que w é mensurdvel e portanto w € % (t + s). Segue ainda da Pro-

posicao C.2 que ¢ é a.c. .
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Temos ainda que g.s. em [0, t] vale

¢'(€) = 0 X(&, y,u)
= f(X(& y,u), ul(§))
= f(6(8),w(§))

e da mesma maneira vale q.s. em ¢, t + s| que

¢'(€) = X (¢ —t,2,0)
= f(X(g —t, Za”)ﬂ-’(& - t))

= f(#(§),w(§))
e, finalmente, ¢(0) = X(0,y,u) = y. Novamente argumentando por unicidade das trajetérias temos

que [0,t + s] C I(y,w) e ¢(§) = X(§,y,w) para todo £ € [0,t + s].
Entao

X(t+s,y,w) = ot + s)
= X(s,2,v)
=0

donde y € €(t+3s), isto é, y é controlavel. Como y € H(x,d) é arbitrario, segue que € é aberto. []

Como nos resultados anteriores, é razodvel supor que com o passar do tempo os conjuntos
controlavel € (t) “crescam” no sentido da inclus@o: conforme o tempo passa nosso sistema deve

poder controlar mais e mais pontos, sem perder aqueles que ele ja controlava anteriormente.
Lema 2.9. Se 0 <t; <t9 entdo €(t1) C € (t2).

Demonstragao. O caso t; = ty é trivial, suponha que t; < to. Nestas condigbes sejam x € € (t1) e
up € U tais que ty € I(x,u1) e X(t1,x,u1) = 0. Defina us : [0,t2] — [~1,1]M por

(t) Ul(t), se 0 <t< t1
U =
0, se t1 <t < to.

Segue entdo da Proposicdo B.2 que us € % . Defina ainda ¢ : [0, 3] — R por

X(t,x,u1), se0<t<t
o(t) :=

0, Setlététz.

e entao pelo item 4 da Proposicao C.2 temos que ¢ é a.c. e, portanto, q.s. diferenciavel. Note entao
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que em [0,¢1] vale g.s.

e q.s. em [t1, o]

¢'(t)

0
f(0,0)
f((t), ua(t))

donde ¢'(t) = f(¢p(t),u2(t)) q.s. em [0,t2]. Como por defini¢ao temos que ¢(0) = X(0,z,u1) = =

entao segue da unicidade de trajetérias que ¢(t) = X(¢, x,uz) para todo t € [0, t2]. Mas entao
X(t2,z,uz) = ¢(t2) =0

o que implica que x € ¥ (t2) com controle efetivo us. O

O lema acima ¢é a tltima propriedade que demonstramos para sistemas de controle auténomos
nao lineares. A partir da préxima se¢ao passaremos a teoria dos sistemas lineares auténomos, que
evidentemente é um caso particular da teoria nao linear, no sentido de que todos os resultados que

mostramos até aqui sdo validos para o caso linear.
2.3 Sistemas lineares auténomos

A fim de ilustrar os resultados e técnicas da Teoria de Controle para abordar o problema de
controle enunciado na Definicao 2.4 vamos estudar uma classe particular de problemas de controle:
os problemas lineares autonomos. Neste caso, existem matrizes A € My n(R) e B € My (R)

tais que
f(z,u) = Az + Bu

para cada (x,u) € RY x RM | e logo a equacdo que rege nosso problema de controlabilidade toma

a seguinte forma:
1’ = Az + Bu. (2.16)

O estudo da classe dos problemas lineares é fundamental, j& que muitos resultados relacionados

ao problema de controle nao linear sao obtidos via linearizacao deste ultimo, para entao inferir
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propriedades locais daquele.

Nesta secao e adiante, todas as afirmacdes e notagoes referentes a fluros, conjuntos acessiveis,
conjuntos controldaveis, etc. e propriedades dos mesmos estardo restritas a classe dos problemas de
controle lineares autonomos, ou seja, da equagdao (2.16).

Para equacoes lineares da forma acima, o fluxo X tem uma expressao conhecida, dada pela

formula de variagdo dos parametros.
Proposicao 2.10 (FVP). Para (t,z,u) € D vale
t
X(t,z,u) = S(t)S(0) z —i—/ S(t)S(s) "' Bu(s)ds (2.17)
0
onde S : R — My« n(R) € qualquer solug¢io fundamental da equagdo homogénea
¥ = Ax.

Em particular, se impusermos S(0) = I temos S(t) = e e, portanto, a equacio (2.17) fica

t
X(t, x,u) = el +/ e=)4 Bu(s)ds. (2.18)
0

Demonstragdo. A demonstracdo é mais trabalhosa que instrutiva: os detalhes ficam sob respon-
sabilidade do leitor. Observe que se u € % (t1) entdo a continuidade de S(s)~! implica que

s+ S(s)"1Bu(s) é mensurdvel e limitada pois dado s € [0, ;] vale
S(s) ™ Bu(s)| < [S(s)" Y| Bllu(s)| < [BI[S(s)7"|
e S(s)~! mora em um compacto de My xn(R). Logo o Teorema C.6 implica que
t
t— / S(s) "' Bu(s)ds
0
é uma funcao a.c. e é facil ver que isto implica que
t
t— S(t)/ S(s) "' Bu(s)ds
0

também serd a.c. : em analogia & Proposicao C.2, S € C!([a, b]; My« n(R)) implica que S é a.c. .
Como t +— S(t)S(0)~ x é de classe C* entdo a funcio ¢ : [0,#1] — RY definida por

o(t) == S(t)S(0) ' +/0 S(t)S(s) "' Bu(s)ds

é a soma de uma fungao diferenciavel e uma funcao a.c. e é, portanto, a.c. .
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Agora, um célculo simples mostra que
¢ (t) = Ap(t) + Bu(t) q.s. .

Ademais, é claro que ¢(0) = x e logo ¢(t) = X(t,x,u) para todo t € [0, 1].

Observe por fim que mostramos que I(x,u) = [0,t1] = [0, T (u)] ou seja, para os sistemas lineares
as respostas se estendem até onde for possivel definir o controle correspondente u. Note que isto nao
contradiz a observagao feita na parte 1 do Teorema 1.5 de que I(x,u) é aberto: o espaco topoldgico

em questao é o intervalo [0, T'(u)]. O

A proposicao acima implica que todo ponto x que pode ser dirigido a y em tempo ¢ por algum
controle u pode também ser dirigido a y em tempo ¢ por outro controle v definido exatamente em

[0,t], e 0 qual produz a mesma trajetéria até aquele ponto.

Coroldrio 2.11. Suponha que (t,x,u) € D. Entdo v :=uljg, € %(t), (t,z,v) € D e
X(s,z,v) = X(s,x,u)

para todo s € [0,¢].

A partir de agora, a fim de deduzir as principais propriedades geométricas dos conjuntos
acessiveis e controldveis do sistema auténomo linear (2.16), adotaremos a seguinte estratégia. Uti-
lizando a expressao analitica do fluxo X, isto é a FVP, vamos definir uma transformacao do espaco
dos controles para o RY, a qual, como veremos na sequéncia, “transportard” as propriedades dos
conjuntos admissiveis que deduzimos na Secao 1.2 para os conjuntos acessiveis e controldveis.

Para cada t > 0 definimos a transformacdo de dinamica controldvel .%; : LY (t) — RY por
t
Zi(v) = / e"*ABu(s)ds (2.19)
0
de modo que a FVP torna-se simplesmente
X(t, z,u) = ez + e L (u).
Obtemos entao a importante caracterizacao
o (t,x) = ea + L (U (t)). (2.20)

Proposigao 2.12. A transformacdo % € fracamente continua.

Demonstragdo. Segundo a Proposicao A.6 é suficiente mostrar que .%; é fortemente continua, isto €,
continua na topologia métrica de L3!(t), visto que esta é uma transformacio linear. Mostraremos,
equivalentemente, que cada componente de .%; é continua. Denotando ., = (l1,...,ln) segue da

linearidade de .%; que devemos mostrar que l; € L (t) para cadai=1,...,N.
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Se definirmos Y : [0,] — My n(R) por Y (s) := B*e™*4" temos que .%(v) = ftY(s)*v(s)ds.

0
Entao
¢
b(w) = [ Vils)u(s)ds = (i)
0
onde Y; é a i-ésima coluna de Y, a qual claramente é um elemento de LY (t). Isto prova que I; é
continua. n

O que faremos agora é enunciar e demonstrar as principais propriedades geométricas dos conjun-

tos acessiveis e controldveis dos sistemas lineares auténomos, induzidas pela dinamica controldvel.

Corolario 2.13. Sejamt >0 e x € RV,
1. x € €(t) se e somente se existe u € % (t) tal que v = —Z(u);
2. €(t) = L(%(t)) € simétrico, convexo, compacto e nao vazio;
3. d(t,x) € convexo, compacto e nao vazio;
4. € € convexo, simétrico e nao vazio.

Demonstragdo. Os primeiros trés itens seguem diretamente da FVP, da defini¢do de .Z; e da se-
guinte observagao: .Z; é uma transformacao linear (leva conjuntos convexos em conjuntos convexos;
conjuntos simétricos em conjuntos simétricos) e fracamente continua (leva conjuntos fracamente
compactos em conjuntos compactos) e % (t) é um conjunto convexo, simétrico e fracamente com-
pacto.

Temos ainda pela definigao de € e do Lema 2.9 que este é a reuniao de uma familia crescente

de conjuntos simétricos e convexos e, portanto, também um conjunto simétrico e convexo. O

Concluimos que os conjuntos acessiveis do sistema linear auténomo (2.16) sao elementos con-
vexos de P.(RY) (veja o Apéndice E).

Vamos agora dar uma caracterizagao algébrica, em termos das matrizes A e B, da propriedade
de ¢ ser aberto.

Definicao 2.14. Definimos a matriz M4 g € Myxnm(R) por
Mayp:=[B| AB| A’B| --- | AN"1B] (2.21)

a qual denominamos matriz de Kalman associada ao sistema linear auténomo (2.16).
Dizemos que o sistema linear auténomo (2.16) é exato se sua respectiva matriz de Kalman tem

posto maximo, isto é

posto My g = N.
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Teorema 2.15. Seja y € RV, Sao equivalentes:

1. y* € identicamente nulo sobre € (t) para algum t > 0;
2. y*e™*AB = 0 para todo s € [0,t] para algum t > 0;
3. y*e 4B = 0 para todo s € R;
4. y* € identicamente nulo sobre € ;
5. Y*Myp=0.
Demonstragdo. Suponhamos sem perda de generalidade y # 0, pois o caso complementar € trivial.

(1 = 2) Como y* é identicamente nulo sobre €(t) entao para todo u € % (t) vale

t t
/ y* e A Bu(s)ds = y*/ e *4Bu(s)ds = 0
0 0

e entdo a Proposicao 1.8 implica que y*e™*4B = 0 para todo s € [0,1].

(2 = 3) Observe que a fungdo s € R — y*e 4B € (RY)* é uma fungdo analitica real. Aplicando o
Principio dos Zeros Isolados somado & hipétese de que y*e 4B = 0 para todo s € [0,t] para

algum ¢ > 0 concluimos facilmente que esta aplicagdo deve ser identicamente nula.
(3 = 4) Dado = € ¥ nao nulo existe t > 0 tal que = € €(t). Entao existe u € Z (t) tal que

t t
y'r = y*/ e *ABu(s)ds = / y*e A Bu(s)ds = 0.
0 0

A implicagdo 4 = 1 é imediata da definicao de €. Para terminar, vamos demonstrar a equi-
valéncia 3 < 5.
(3 =5) Supondo que a aplicagao

g : R — (RV)

s — y'e 4B
é identicamente nula temos, derivando g, que

Cogls) = (1) AT B = 0

para todo s € R e para todo n € N. Calculando em s = 0 obtemos y*A™B = 0 para todo
n € N. Segue entao da definicao de M4 p que y*My g = 0.
(5 = 3) Suponha que y*M4 p = 0. Logo y*A"B = 0 para todo n € {0,..., N —1}. Vamos mostrar

que y*A"B = 0 para todo n € N. Seja p € R[)] o polinémio caracteristico da matriz A i.e.

p(A) = det(AI — A).
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Segue entdo do Teorema de Cayley-Hamilton que p(A) = 0 e logo a matriz AN pode ser

escrita como combinacgao linear de {Ak}0§k< N, digamos
N-1
AN =% B A* (2.22)
k=0
onde (3 € R para cada k € {0,..., N — 1}, o que implica que
N—1
y ANB=>" gy A B =0.
k=0

Suponha por inducio que y*A*¥B = 0 para todo k < n com n > N. Aplicando (2.22) temos
que

y* A" B = y*AA"B
— y*AANAn—NB

N—-1

> A"
k=0

N-1

Z ﬂkAk—&-l—i-n—N

k=0

= ) BwrA'B

k=14n—N

=y*A ANB

=0

onde a tultima igualdade segue da hipotese de inducgao. Mostramos com isso que y*A™B = 0
para todo n € N. Isto implica que y*e *4B = 0 para todo s € R ja que, por definicdo de

exponencial de uma matriz

e—sA _ i (_Tj)nAn

n=0

para todo s € R.

Teorema 2.16. As sequintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. o sistema linear auténomo (2.16) € exato;
2. € é wm subconjunto aberto de RN ;

3. 0 € Int¥;
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4. dim % (t) = N para todo t > 0.

Demonstragdo. A equivaléncia 2 < 3 ja foi estabelecida no Teorema 2.8. Vamos demonstrar as

demais.

(2=1) Suponhamos inicialmente que posto My p < N. Isto implica que existe y € RY nao nulo
tal que y*M4 g = 0. Entao pelo Teorema 2.15 temos que y* é identicamente nulo sobre ¢,
isto é, ¥ C kery. Finalmente, observando que y # 0 implica que dim(kery) < N e, logo,
Int(ker y) = 0, temos que Int% = 0 e, logo, € nao é aberto.

(1 = 3) Suponhamos agora que 0 ¢ Int¢". Observe que |5, Int@(t) C Int% donde 0 ¢ Int%’(¢) para
todo ¢t > 0. J& vimos na demonstracao da Proposicao 2.7 que 0 é um ponto estaciondario
de (2.16) e logo 0 € €'(t) para todo t > 0 (basta tomar o controle identicamente nulo em

% (t) e a resposta serd o ponto estacionério 0 € RY).

Sejat > 0 fixado. A discussao acima implica que 0 € 0% (t) e como sabemos este é um conjunto
convexo, e entao o Teorema D.3 implica que existe um hiperplano de suporte passando por
0, isto é, existe y € RY ndo nulo tal que y*z < y*0 = 0 para todo = € €(t). Como % (t)
é simétrico, concluimos que y* é identicamente nulo sobre % (t) e entao pelo Teorema 2.15

concluimos que y*My4 p = 0, ou seja, posto My g < N.

(1 = 4) Suponha que para algum ¢ > 0 temos dim % (t) < N. Nessas condigdes a Proposigao 1.15
implica existe y € RY ndo nulo tal que y* é constante sobre %(¢). Como este conjunto é
simétrico (Corolario 2.13) e y* ¢ linear concluimos que y* é identicamente nulo sobre €'(¢). O

Teorema 2.15 implica que y*My g = 0, isto é, o sistema (2.16) nao é exato.

(4 = 1) Suponha que existe y € RY nao nulo tal que y*Ma g = 0. O Teorema 2.15 implica que y* é
constante sobre € (t) para algum ¢ > 0 e logo a Proposicao 1.15 implica que dim %'(t) < N.

O]

Corolario 2.17. ¥ ¢ nao wvazio, simétrico e convero. Ademais, € ¢é aberto se e somente se o

sistema linear auténomo (2.16) é exato.
Demonstragao. E a reunido do Corolério 2.13 e do Teorema 2.16. ]

Corolério 2.18. O sistema (2.16) € exato se e somente se
dim &/ (t,x) = N

para cada x € RY e cada t > 0.

Demonstra¢do. Suponha que para algum z € RY existe ¢ > 0 tal que dim.@/(t,2) < N. A
Proposicdo 1.15 implica existe ~ € RY nao nulo tal que h* é constante sobre o7 (t,z). Defina
y = e 4h. E facil ver que y # 0 e que y* é constante sobre € (t). A Proposi¢ao 1.15 implica

entdo que dim %' (t) < N e, pelo Teorema 2.16, temos que (2.16) nao é exato.
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A reciproca é simétrica e fica sob responsabilidade do leitor. O

Os resultados finais desta segao revelam como variam os conjuntos &7 (t,z) e € (t) com relacao
ao tempo t. Ja vimos que estes conjuntos sao sempre compactos e nao vazios, isto é, pertencem a
PC(RN ). Este espago, como é discutido no Apéndice E, pode ser munido de uma métrica, a métrica
de Hausdorff, definida pela equacdo (E.1). Sempre que falarmos do espaco P.(R") pensaremos
nele munido da topologia induzida pela métrica de Hausdorff. Nesse sentido, mostraremos que os

conjuntos < (t,x) e € (t) dependem continuamente de ¢.

Teorema 2.19. A transformacdo

¢ : R P(RN
+ PR (2.23)
t — L% (1))
€ localmente lipschitziana e, portanto, continua na métrica de Hausdorff.

Demonstragao. Sejal > 0. Para quaisquer ¢y, to € [0, (] distintos, sem perda de generalidade t1 < to,
temos pelo Lema 2.9 que € (t1) C € (t2). Ademais, dado x € €(t2) existe u € % (t2) tal que

to
a::/ e *ABu(s)ds
0
t1 to
:/ eSABu(s)ds—i—/ e 4 Bu(s)ds
0 1

t2
= y+/ e *ABu(s)ds
t

1

onde evidentemente y € € (¢1). Logo

to
o -yl < / =54 B Ju(s)|ds

t1

< K|t2 — t1’
onde K :=sup{|e™*4B|:0 < s <1} + 1. Isto implica que
d(xz,€(t1)) < K|ta — t1]

e, como x € € (t2) é arbitrario, temos que € (t2) C N(€(t1), K|ta — t1]).

Concluimos entao que
p(€(t1), € (t2)) < Klta — t1

e isto vale para quaisquer ti,to € [0,1]. O
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Proposicao 2.20. Para cada x € RN a transformacao
teRy — o (t,x) € Po(RY)
€ continua na métrica de Hausdorff.
Demonstracao. Seja t1 > 0: vamos mostrar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que
|t1 — ta] < = p(A (t1,2), A (t2, 7)) < €.

Observemos inicialmente que, dado t2 > ¢, o seguinte raciocinio segue. Tomando z € (1, )

existe y; € €(t1) tal que z; = etlA(:C +y1). Como também y; € € (t2), visto que t; < to, temos que
29 1= e (x + v1) = elt2=t)A 4,
é um elemento de o7 (t2, ). Entao

|21 — 2] = |(e274 — 1)z
< |e(t2—t1)A —I||z|

< K|€(t2—t1)A — I

onde K := sup{|z| : z € &/(t1,z)}: concluimos da continuidade da exponencial que existe §; > 0

tal que
01
1 <te<ti+ 5 = o (t1,x) C N( (to,),€/2).

Se tomarmos agora to € |t1,t1 + 01/2] e 22 € &/ (t2, x) temos que existe u € % (t2) tal que

to
29 = ef24 {:c +/ e_SABu(s)ds}
0

t1 to
= ef24 {a: + / e~*A Bu(s)ds + / e_SABu(s)ds}
0

t1

to
=24 {etlAzl —|—/ eSABu(s)ds}

t1
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onde z; € &/ (t1,z). Logo

to
20 — 21| = (274 — )z + etQA/ e 4 Bu(s)ds
t1

to
< A a4 4] [ e
t1
< Klet=A _ 1| 4 Ly|e24||Bl|t; — o
< Kle® A _ [| 4 L1 Ly | B||t; — o]

onde

Ly:= Sup{\e_SA\ s € [t,t1 +6/2]},
Ly = Sup{\es“‘] s € [t,t1+6/2]}

Concluimos que existe d9 > 0 tal que
02
t1 <ty <ti+ 5 = o (ta,x) C N(/(t1,),€/2).

Tomemos entao § := min{dy, d2} > 0.
O caso ty < t1 é andlogo: dado z1 € &7 (t1, ) temos que existem u € % (t1) e zo € o/ (t2, x) tais

que

t1
2 =4 {e_t2A22 +/ e_SABu(s)ds}

to

0 que implica que

to
29 = ef24 {etlAzl —|—/ BSAB’LL(S)dS}

t1

e portanto
0
t1 — 3 < to < t1+ = A (t1,x) C N(H (t2,x),€/2);
em contrapartida, dado z € & (ty,z) existe z; € o (t1,z) tal que zp = 1242 ou seja,
= e(trtl)Azg e, portanto,

0
t1 — 5 <ty <ti+ = JZ{(tQ,IL‘) C N(%(tl,x),€/2).
Concluimos que

[t1 — ta] <0 = p(A(t1,2), d(t2,7)) < €.



36 CAPITULO 2. CONTROLABILIDADE

A argumentacgao para o caso t; = 0 é anéloga. O

2.4 O Principio do Bang-Bang

Faremos agora uma breve interrup¢ao em nossa tarefa de obter propriedades geométricas do
sistema de controle linear autonomo para enunciar e demonstrar um resultado de cardater mais
analitico: o Principio do Bang-Bang, o qual nos garante que todo ponto alcangdvel por algum
controle admissivel pode ser alcangcado também por um controle do tipo bang-bang, isto é, um
controle que mora quase sempre nos pontos extremos de [—1, 1]V,

Este principio é de fundamental importancia a Teoria de Controle, tanto no ambito pratico
como no ambito tedrico. Nas aplicagoes da Teoria de Controle, os controles do tipo bang-bang sao
mais faceis de sintetizar, e correspondem aos controles que sempre utilizam a poténcia maxima
disponivel nos sistemas de controle mecanicos, por exemplo. Nas questoes tedricas, por exemplo na
teoria do problema do tempo dtimo, como veremos no Capitulo 3, a possibilidade de substituirmos
qualquer controle efetivo por um controle bang-bang traz simplificagOes a varias demonstragoes.

A demonstracdo do Principio do Bang-Bang que expusemos aqui é bastante distinta daquela
encontrada em [MS82]. Para esta parte inspiramo-nos, principalmente, em [Eva09], o qual utiliza
o Teorema de Krein-Milman (Teorema D.7). Esta abordagem possui préds e contras. Contra ela,
podemos argumentar que héd o custo de introduzir ao nosso estudo novas e pesadas ferramentas de
Anélise Funcional, além de nova abstracao, e inclusive [MS82] utiliza esse argumento para fazer
uma demonstracao bastante diferente da que apresentamos e que, apesar de mais longa, nao utiliza
o Teorema de Krein-Milman. A favor, argumentamos que o Teorema de Krein-Milman abrevia
bastante a demonstracao. Mais que isso, ele prové alguma intuigdo geométrica ao problema, além
de ser uma generalizacao do resultado em dimensao finita, conhecido daqueles que ja fizeram algum
curso de Programagao Linear em nivel de graduagao. Estes dois ultimos argumentos foram decisivos
para nossa escolha de empregar a abordagem em questao, a qual ilustramos no decorrer da presente

Segao.

Definigao 2.21. Dizemos que u = (uy,...,up) € % é um controle tipo bang-bang se para cada
ie{l,...,M} vale

lui(t)] =1 q.s. em [0, T'(u)].
Dado 2 € RY, denotaremos o conjunto dos controles efetivos para x em tempo t por

&) = £ (=2} N2 (). (2.24)
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Claro que dado u € % (t) temos que

u € é(z) & L(u) = —x
S+ L(u) =0
sz + ZL(u) =0
< X(t,z,u) =0

ou seja, u € &(x) se e somente se u é efetivo para x. Ademais, z € €(t) se e somente se &(x) # 0.
A seguinte propriedade dos conjuntos efetivos é imediata.

Proposicao 2.22. Para todo x € RN o conjunto & (x) C % (t) € convexo, fracamente compacto e,

se x € €(t), ndo vazio.

Demonstragio. Segue da linearidade de % que £, ({—z}) < L3 (t) é convexo e, como % (t)
também o é, entao &;(x) é convexo.

Ainda de acordo com a Proposicao 2.12, a transformagao .Z; é fracamente continua, o que
implica que .2, '({—xz}) C L3 (t) é fracamente fechado. Como % (t) é fracamente compacto e
L3 (t) é separado entdo % (t) é fracamente fechado. Logo & (z) é a intersecgao de dois fechados na
topologia fraca e, portanto, fechado nesta topologia. Como além disso &;(z) C % (t) é um fechado

contido em um compacto entao &;(x) é compacto na topologia fraca. ]

Suponhamos entao que x € % (t). Recordando que a topologia fraca é localmente convexa, a
proposigao anterior em conjunto com o Teorema de Krein-Milman (Teorema D.7) implicam que
&t(x) possui um ponto extremo (veja o Apéndice D), isto é, existe u € &(x) tal que para quaisquer
Uy, u_ € éx(z) e A € 10, 1] temos

u# Mg + (1= Nu_.

O que mostraremos na sequéncia é que estes pontos extremos sao controles bang-bang.

Teorema 2.23. Seja u € % (t). Suponha que existe i € {1,..., M} tal que
H:={se[0,t]:|ui(s)| <1}

tem medida positiva. Entao existem uy,u_ € % (t) tais que
1. para cada j # 1 vale uy j = uj = u_ j;
2. Zi(uy) = ZLi(u) = Zi(u-); e
3. u € Juy,u_|.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar inicialmente que existe € > 0 tal que

Ge:={s€[0,t] : |ui(s)| <1 —¢€}
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tem medida positiva. Para tanto, suponha por absurdo que para todo ¢ > 0 o conjunto G, tem

medida nula. Logo

H= U {se[o,t]:\ui(s)lél—;}— U Gi/n

neN* neN*

seria reuniao enumerdvel de conjuntos de medida nula, o que contradiz m(H) > 0. Logo existe
um tal € > 0 que satisfaz a propriedade acima: até o fim da demonstracao, G := G, tem medida
positiva.

Defina

v : R — RM

T —  xe;

ou seja, para cada x € R o vetor ¥(x) € RM tem a i-ésima componente igual a x e as demais nulas.
Definimos ainda ¥ : La(t) — R por

U(a) ::/Ge_SAB@ZJ(a(s))ds

Seja agora B o conjunto das fungoes a € Ly(t) limitadas e que se anulam apenas em um conjunto
de medida nula, o que implica que ¥ néao é injetora sobre B. Com efeito, todos os polindomios nao
nulos em [0, t] pertencem a B. Se ¥ fosse injetora sobre B entao também o seria sobre o espago de
todos os polinémios. Isto é um absurdo, pois este espago nao é finitamente gerado e o contradominio
de ¥, que é uma transformacao linear, é um espaco de dimensao finita.

Mostramos que existe 3 € B tal que ¥(3) = 0. Note que, sem perda de generalidade, podemos

tomar 3 limitada por 1. Redefinindo agora 3 como identicamente nula fora de G temos

Lo B) = /0 S ABY(A(s))ds

- / e ABY(B(s))ds
G

= ¥(p)
=0.

Definimos agora u,u_ € Ly (t) por

uy =u+€e(Wop)
u_ =u—e(pof)

para cada s € [0,t]. Segue da defini¢ao de 3 que uy # u # u_. Observe também que uy,u_ € Z (t):
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se j #ious ¢ G entdao Y(B(s)); =0 e entdo

Juj(s)| < [u;(s)] + €el(B(s));
= [uj(s)]

<1

mas se s € GG vale

[ut,i(s)] < [ui(s)] + €l (B(s))i
<l—-e€+ce
<1.

Também esta claro que se j # i vale uq j = uj = u_ ;.

Para a segunda asser¢ao, a linearidade de .%; implica que

Zi(ut) = Zi(u) £ eZi(¢ o B)
= Zi(u).

Finalmente, observamos que
1
u= §(u+ +u_)

o que implica que u € Juy,u_|. O

A demonstragdo do teorema acima foi extraida excepcionalmente de [Eva09] (veja o Teo-

rema 2.10 dessa referéncia). O teorema anterior e a discussao que o precede implicam na seguinte
versao do Principio do Bang-Bang, a qual denominaremos informalmente versdo 1.
Corolério 2.24 (O Principio do Bang-Bang v.1). Se x € € (t) entdo existe u € &(x) do tipo
bang-bang. Isto quer dizer que se x pode ser dirigido & origem em tempo t utilizando-se algum
controle admissivel, entdo também podemos dirigir x a origem em tempo t utilizando um controle
do tipo bang-bang.

Ademais, se z € RN ey € o/ (t,z) entdo existe um controle do tipo bang-bang que dirige z a y

em tempo t.

Demonstragao. J& vimos que se z € €'(t) entao &;(x) é convexo, fracamente compacto e nao vazio,
e logo o Teorema de Krein-Milman implica que existe u € &;(z) um ponto extremo desse conjunto.
Aplicando entao a contra positiva do teorema anterior temos que para cada i € {1,..., M} vale
lui(s)| =1 q.s. em [0,¢], isto é, u é do tipo bang-bang.

Para a segunda parte, se y € 7 (t, z) entdo existe x € €(t) tal que y = e*(z + x). Logo para
todo u € &(x) vale que y = e4(z — % (u)). Basta agora tomar u € &(z) bang-bang, cuja existéncia

a primeira assercao deste corolario garante-nos. O
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Vamos agora empregar as mesmas ideias que utilizamos na demonstragao do Principio do Bang-
Bang v.1 para deduzir uma versao mais forte deste principio, da qual podemos adiantar o seguinte
enunciado, o qual tornaremos preciso na sequéncia: todo controle admissivel pode ser substituido
por outro idéntico a ele a menos de uma componente, sendo que este novo controle é bang-bang
nesta componente remanescente.

Dados u € % (t) ei € {1,..., M} fixados definimos

Qi(u) :={ve(t): L(v) =ZL(u) e v; =u;j para todo j # i}.

Observe que Q;(u) C &({—Z:(u)}), e que a convexidade deste ltimo implica facilmente que Q;(u)

é também convexo.
Proposicao 2.25. O conjunto Q;(u) C Ly (t) é fracamente compacto.

Demonstragao. Como Q;(u) C &({—-Zi(u)}) basta mostrar que Q;(u) é fracamente fechado e,
como neste contexto a topologia fraca é metrizével (veja a discussao na Segao 1.2), basta mostrar
que esse conjunto é fracamente sequencialmente compacto.

Seja (vp)neny uma sequéncia de elementos de @;(u) fracamente convergente, digamos, para um
elemento v € &({—%(u)}). Temos que mostrar que v € Q;(u), ou seja, fixado j # i devemos
mostrar que v; = u;. A demonstracao desse fato é facil e usa as mesmas técnicas que vimos na
Secao 1.2. Por conta disso, damos a seguir apenas um guia para a demonstracao, deixando os
detalhes sob responsabilidade do leitor.

Por exemplo, se para algum j # i o conjunto
H = {s € [0,1] : vj(s) — u(s) > 0}

tem medida positiva, e considerando x : [0,f] — R a fungao caracteristica de H, definimos w =
(wi,...,wy) € LY (t) por

x(s), sek=j
0, se k#£j

wi(s) ==

para cada s € [0,#]. Como v, <> v entdo (w,v,) — (w,v) e, portanto, (w,v, —u) — (w,v — u).
Mas algumas contas simples mostram que (w, v, — u) = 0 para todo n € N enquanto (w,v —u) > 0,

0 que nos leva a uma contradicao. O

Concluimos que o conjunto Q;(u) é convexo, fracamente compacto e nao vazio, pois eviden-
temente u € @Q;(u). Aplicando o Teorema de Krein-Milman, concluimos que @;(u) possui pontos

extremos.

Proposicao 2.26. Suponha que w € Q;(u) € um ponto extremo. Entdo |w;(s)] =1 ¢.s. em [0,¢].
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Demonstragdo. Argumentaremos por contradigdo. Se m({s € [0,%] : |w;(s)| < 1}) > 0 existem,

segundo o Teorema 2.23, uy,u_ € % (t) tais que
1. para cada j # i vale uy j; = wj = u_j,
2. Zi(uy) = L(w) = Zilu), e
3. w e |Jugp,u_|.

Como por defini¢ao de @Q;(u) temos também que Z;(w) = Z;(u), as condigoes 1 e 2 acima implicam

que u4,u— € Q;(u). Mas, nesse caso, a condigao 3 contradiz a extremalidade de w € Q;(u). dJ

Corolério 2.27 (O Principio do Bang-Bang v.2). Dados u € % (t) ei € {1,..., M} existe w €
U (t) tal que

1. para cada j # i vale w; = u;;
2. lwi(s)| =1 g.s. em [0,t]; e
3. ZLi(w) = Zi(u)

Ou seja, todo controle admissivel pode ser substituido por outro tdo eficaz quanto ele e que é
tgual a ele exceto na i-ésima componente, e tal que esse novo controle é “do tipo bang-bang somente

na componente 1”.
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Capitulo 3

Controle em tempo 6timo

Neste capitulo estudaremos o problema do tempo otimo: dado um ponto controlavel x, o qual
por definicao pode ser dirigido ao objetivo em algum tempo utilizando um controle admissivel,
desejamos dirigi-lo ao objetivo o mais rapido possivel, isto é, queremos encontrar um controle
efetivo para x que o leve ao objetivo mais rapido que qualquer outro controle efetivo para x.

Assim como no Capitulo 2 nosso objetivo principal é investigar a teoria dos sistemas lineares
autonomos: vamos estudar o problema do tempo étimo do sistema (2.16). Entretanto, daremos

abaixo uma definicao mais abrangente deste problema, utilizando as mesmas notagoes da Secao 2.2.

Definigao 3.1 (Problema do tempo 6timo). No contexto do problema da controlabilidade (De-
finigao 2.4) seja x € €. Queremos encontrar, se possivel, u; € Z ety > 0 tais que (¢1,0,z,u1) € D,
X(t1707x7u1) € g(tl) €

(tQ,O,.%',UQ) € D
=t < tq.
X(tQ,O,IE,UQ) € 17.(tQ)

Nesse caso, dizemos que u; é um controle em tempo otimo para x, ou apenas um controle otimo

para x. Dizemos também que ¢; é o tempo dtimo para x.

Observe que assim como na definigdo de controlabilidade as defini¢des de controle étimo e de
tempo 6timo dependem diretamente das nossas escolhas de conjunto admissivel %/, funcao objetivo
7 e funcao de dinamica f. Tal como anteriormente, consideraremos para todos os fins estas escolhas
fixadas.

Note que, se por um lado
ti=inf{t>0:2€%(t)}

e, portanto, o tempo 6timo para x, se houver, é inico, por outro lado pode haver varios controles
que dirigem x ao objetivo em tempo 6timo, isto é, varios controles 6timos para .
Novamente neste capitulo adotaremos a simplificagao .7 (t) = {0} para todo t > 0, de modo

que se t; é o tempo 6timo para x € € entao
ti=inf{t >0:0€ F(t,x)}

43
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e a reciproca vale desde que o infimo acima seja alcancado.
3.1 Controle 6timo linear autonomo

Nosso objetivo a partir de agora sera estudar os controles em tempo 6timo do sistema linear
auténomo (2.16). Em vista da Proposigao 2.10 e do Coroldrio 2.11 temos a seguinte caracterizagao

dos controles 6timos do sistema (2.16).

Proposicao 3.2. Dado x € € temos que u € % é um controle dtimo para = se e somente se u €
efetivo para x e T'(u) < T'(v) para todo controle v efetivo para x.

Nestas condigoes, o tempo étimo para x € exatamente T (u).

O primeiro resultado fundamental desta secdo, o qual ja utiliza toda a instrumentacdao que

desenvolvemos nas segoes anteriores, é que todo ponto controlavel admite um controle étimo.
Teorema 3.3 (Existéncia de controles 6timos). Todo x € € admite um controle étimo.

Demonstracao. Defina
A={t>0:0e€ (t,x)}

o qual é nao vazio (pois x é controlavel) e evidentemente limitado inferiormente por 0, o que implica
que existe T' := inf A. Provaremos que 1" € A.

Suponha por absurdo que 0 ¢ o7 (T, ). Logo existe r > 0 tal que %(0,7)N.2/(T,z) = (). Como
a aplicagao t — 7 (t, ) é continua na métrica de Hausdorff temos, pela Proposicao E.3, que existe
0 > 0 tal que

T<t<T+6=20,r)Nd(t,x)=0
=0¢ d(t, x)
=t¢ A

o que contradiz a defini¢do de 7. Logo 0 € &/ (T,z) e, portanto, x admite um controle 6timo
ue % (T). O
3.1.1 Controles extremais e o Principio do Maximo

O que faremos a seguir é um pequeno estudo da geometria da fronteira dos conjuntos acessiveis.
Para tanto, introduziremos a nocao de controle extremal, que sao aqueles controles cuja respectiva
trajetoria mora sempre na fronteira relativa dos conjuntos acessiveis. Munidos desta ferramenta,
ilustraremos a estrita relacao entre as trajetorias timas e as fronteiras dos conjuntos acessiveis do
sistema (2.16).

Definicao 3.4. Dizemos que u € % é um controle extremal para x € RY se

X(t,z,u) € 0 (t,x)
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para todo t € [0, T'(u)].

Note que a extremalidade de u ndo implica que este seja um controle efetivo para x. O seguinte
lema mostra que para garantir a extremalidade de um controle basta verificar que o ponto final de

sua trajetéria estd na fronteira relativa do respectivo conjunto acessivel.

Lema 3.5. Sejam x € RN eu € % . Se para algum T € [0,T(u)] vale
X(T,z,u) € 0,4 (T, x)

entao X(t,z,u) € 9,4 (t,x) para todo t € [0, T).

Demonstragao. Mostraremos a contra positiva. Suponha que existe t; < T tal que X(t1,x,u) €
Int, o/ (t1,x). Logo existe um aberto V; de ¥ (< (t1,z)) tal que 1 € Vi C Int, 7 (t1,x), onde
x1 := X(t1,z,u), o que implica que cada z € V; é acessivel a partir de z em tempo ;.

Para cada z € R considere a equacio de Carathéodory

y = Ay+ Bu
y(t) = z

(observe que o controle u nesta equagao é fixado). Analogamente a FVP (veja a demonstragao da

Proposigao 2.10), mostra-se que a solugao da equacdo acima é dada, para t > t;, por
¢
b (t) = 1A, +/ =94 By(s)ds.

t1

Note que para cada t > t; fixado a aplicacao
zeRN = ¢, (t) e RN

¢é aberta. Da unicidade de solugdes — uma conta simples também comprova — temos também que
¢z, (t) = X(t, z,u) para cada t > t;.
Observe agora que se z € &/ (t1, ) existe v € % (t1) tal que

t1
z=X(ty,x,v) = ez + etlA/ e 4 Bu(s)ds
0
0 que implica que

t1 t
ho(t) = etTtAh AL 4 (it A hA / e *ABu(s)ds + et / e *A Bu(s)ds
0 1

t1 t
= ey + et / e *ABu(s)ds + e / e *ABu(s)ds
0 t

1
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o qual claramente pertence a 27 (t,z). Logo, para cada t > t; fixado a transformagcao

z € (t1,x) — ¢,(t) € (¢, x)
estd bem definida e é aberta. Logo

z € d(t1,x) — ¢,(T) € (T, x)

leva abertos em abertos e portanto a imagem de V; por essa transformagao é um aberto que contém

X(T,z,u) = ¢z, (T) e que estd inteiramente contido em <7 (7T, x), o que resulta em
X(T,z,u) € Int, o (T, x).

O]

Corolario 3.6. O controle admissivel u € % (T) é um controle extremal para x € RY se e somente
se X(T,z,u) € 0,4 (T, x).

Proposicao 3.7. Seja x € €. Se w € % é um controle dtimo para x entdo uw é um controle

extremal para x.
Demonstracao. Em vista do corolario anterior é suficiente mostrar que
0=X(T,z,u) € 0, (T, x)
para T = T(u). Como translagdes e exponenciais de matrizes sio homeomorfismos do RY entdo
0, (T, x) = T4z + eT40,%/(T).

Assim, em vez de mostrar que 0 € 9,2 (T,x) vamos mostrar, equivalentemente, que x € 9,6 (T).
Suponha por absurdo que x € Int, % (T). Recordemos que a aplicacio t € Ry +— €(t) € P.(RY)
é continua na métrica de Hausdorff. A transformacao Jg 1y : 7 (¢(T)) — RAm@(T) ¢ yma isometria

e portanto satisfaz todas as hipoteses da Proposicao E.5, a qual implica que a transformacao
K € Pe(V(E(T))) = Jg(r) (K) € Pe(RP™7T))

é continua quando munimos os espacos de ambos os lados de suas respectivas métricas de Hausdorff.
Temos ainda pelo Lema 2.9 que ¢ (t) C € (T) para todo t € [0,T] e, portanto

C(t) € Pe(V(€(T)))
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para todo t € [0,7]. Isto nos permite definir a transformagao

¢ 0,T] — P (RImED))
t o Jygm(E())

a qual é, segundo a argumentacao acima, continua. Note que €(t) C RIME(T) ¢ convexo para todo
t € [0,T7], pois €(t) o é.

Seja & := Jg(1y(z) € R E(T) "o que implica que # € Int€(T'), pois = € Int, € (T) por hipétese.
Rdim%

Aplicando agora a Proposicdo E.4 ao espaco (T) temos que existe § > 0 tal que

T-6<t<T=7¢€Int€(t)
=z €C(t)

o que implica que x pode ser dirigido a origem em tempo ¢t < T, o que por sua vez contradiz a

minimalidade de T' = T'(u), absurdo. Logo = € 0,%(T) como queriamos. O

Provaremos agora uma versao daquele teorema que na Teoria de Controle Otimo é conhecido
como o Principio do Mdzximo de Pontryagin, cuja formulagao mais geral foge do escopo da presente
monografia. Nossa versao versard a respeito apenas dos sistemas lineares autonomos, fornecendo
condigoes necessarias para um controle admissivel desse sistema ser um controle 6timo. Desta
forma, sempre que falarmos em Principio do Maximo estaremos nos referindo a esta particular

versao e nao a qualquer outra.

Teorema 3.8. Seja x € RYN. Entdo u € %(T) é um controle extremal para x se e somente se

existe h € RN néao nulo tal que
u(t) = o(h*e " B) ¢.s. em [0,T). (3.1)
Nesse caso temos, ainda, que
h*e " Bu(t) = sup{h*e " By : y € [-1,1]M} ¢.5. em [0,T]. (3.2)

Demonstragcao. Suponhamos inicialmente que u é um controle extremal para z, isto é, para cada
t € [0,T] temos

o(t) == X(t,z,u) € 0, (t,x).

Como 0,47 (t,x) C 04 (t,z) temos que ¢(t) € 0/ (t,x) para cada t € [0,7]. Recordando que

o/ (T, x) é um conjunto convexo temos que existe um hiperplano de suporte para o/ (T, ) passando
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por ¢(T), isto é, existe n € RV nao nulo tal que n*p < n*¢(T) para todo p € <7 (T, z) ou, ainda,

n*¢(T) = sup{n*p:p € &(T,x)}
= sup{n*X(T,z,v):v e X (T)}.

Temos, aplicando a FVP para ¢(T') e para cada p € & (T, x), que

T T
n*eTA/ eiSABU(S)dS = sup {n*eTA/ eiSABU(S)dS NS %(T)}
0 0

e, definindo
h:=el4n

y(s) := B*e™*4"h

temos h # 0 (pois 74 é nao singular) e y € LY (T). Reescrevendo a equagao acima, com as devidas

simplificagoes, temos

(y,u) = sup{(y,v) : v € %(T)}

e entao pela Proposicao 1.9 temos que
u(t) = o(y(t)) = o(h*e ' B) q.s. em [0, 7).

Reciprocamente, se existe h # 0 tal que u(t) = o(h*e 4 B) q.s. em [0, T] entdo segue da mesma

Proposigao 1.9 que

/ ' h*e~*4 Bu(s)ds = sup { / ' h*e *ABu(s)ds : v € %(T)}

0 0

e que o supremo acima é alcancado apenas por v = u. Definindo entéo n := e~ T4 h % 0 recupera-

mos
T T
n*eTA/ e *4ABu(s)ds = sup {n*eTA/ e *4Bu(s)ds : v € %(T)}
0 0

e, portanto,
n*¢(T) = sup{n*X(T,z,v) :v € Z(T)} =sup{n'p:pec (T, x)}.

Observe ainda que a definicdo de n em conjunto com a Proposicao 1.9 implica que n* nao é
constante sobre & (T, xz). Temos entdo segundo o Lema D.5 que ¢(T') € 0,4 (T,x), visto que
o/ (T, x) é compacto. Finalmente, segue da definicao de ¢ e da caracterizacao de extremalidade

dada pelo Corolario 3.6 que u é um controle extremal para .
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Agora, a equagao (3.2) segue da condicao (1.8) da Proposigao 1.9. O

Corolario 3.9 (Principio do Méximo). Se u € % € um controle étimo para x € € entao existe

h # 0 tal que

u(t) = o(h*e 1 B)
h*e " Bu(t) = sup{h*e " By : y € [-1,1]1}

g.s. em [0,T(u)].
3.1.2 Sistemas normais

Introduziremos agora a nocao de normalidade, que é uma condicao sobre o sistema linear
auténomo (2.16) mais forte que a de este ser exato. Veremos que a condigdo de normalidade
implica na unicidade dos controles 6timos, e em seguida, daremos duas caracterizacoes alternativas

dessa condigao: uma geométrica e outra algébrica.

Defini¢ao 3.10. Dizemos que o sistema linear auténomo (2.16) é normal se para cada T > 0 e
para cada h # 0 nenhuma componente de h*e B, t € [0,T], se anula em conjunto de medida

positiva.

Observe que, fixado T' > 0, cada componente da fungao
te0,T] — h*e "B e (RM)*

é uma funcao analitica real. Aplicando entdo o Principio dos Zeros Isolados & i-ésima componente,
por exemplo, temos que o conjunto dos pontos em [0,7] em que esta componente se anula é ou
o intervalo total [0,7] ou um subconjunto enumeravel deste, o qual, portanto, tem medida nula.
Logo, a condicéo de normalidade é equivalente & condigio de que nenhuma componente de h*e *4 B
deva se anular identicamente.

Note também que o Teorema 2.15 implica que todo sistema normal é exato e, portanto, seus
conjuntos acessiveis e controlaveis possuem dimensao méaxima, segundo o Teorema 2.16 e seu Co-

roldrio 2.18.

Proposicao 3.11 (Unicidade sob normalidade). Sob a condi¢cdo de normalidade cada x € € admite

um unico controle étimo, o qual € do tipo bang-bang.

Demonstragao. J4 demonstramos a existéncia de controles 6timos. E imediato da definigao de
normalidade e do Principio do Maximo que os controles 6timos associados a sistemas normais sao
do tipo bang-bang.

Para a unicidade, suponha que v,w € % (T') sejam controles 6timos para z e, portanto, do tipo
bang-bang. Como % (T) é convexo temos que u := (v + w) € % (T). Uma conta répida mostra
que u é um controle efetivo para x e, portanto, um controle étimo para x. Isto implica que u é um

controle bang-bang.
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Entretanto, é facil mostrar que se
v, w, %(v + w)

sao bang-bang entao v = w. O

O objetivo final deste trabalho, ao qual nos dedicaremos daqui em diante, é dar duas caracte-
rizagoes alternativas para a condi¢ao de normalidade, uma algébrica e outra geométrica, e depois
demonstrar que, sob algumas hipoteses adicionais, podemos garantir a reciproca do Principio do

Méximo.

Definigdo 3.12. Sejam = € RY e y € &/(T,z). Dizemos que hd um tinico caminho ligando x a y

em tempo T se para quaisquer u,v € % (T) vale
X(T,z,u) =y =X(T,z,v) = X(t,z,u) = X(t,z,v) Vt € [0, T].

Lema 3.13. Suponha que nenhuma coluna de B € identicamente nula.
Sejam © € RN ey € &/(T,x). Entdo hd um tnico caminho ligando = a y em tempo T se e

somente se existe um unico controle que dirige x a y em tempo T.

Demonstragao. Claro que se existe um unico controle que dirige = a y em tempo T entao hd um
Unico caminho ligando x a y em tempo T' — é precisamente aquele dado pela resposta associada ao
supracitado controle, o qual por hipdtese é tnico.

Suponha agora que u,v € % (T) sdo controles distintos que dirigem = a y em tempo T i.e.
X(T,z,u) =y =X(T,x,v).

Vamos mostrar que ha ao menos dois caminhos distintos ligando = a y em tempo 7.

Ja observamos anteriormente que dentre os controles admissiveis em tempo T’
1
u, v, 5(u4v)

ao menos um nao é do tipo bang-bang: denotemo-lo por w. E fécil ver que como u e v dirigem x a y
em tempo T entao também o faz o controle %(u—i—v) e, portanto, também w, ou seja, X(T, z, w) = y.

Como w nao é do tipo bang-bang existe i € {1,..., M} tal que
H = {t e [0,7]: Jui(t)] < 1}

tem medida positiva. O Principio do Bang-Bang v.2 (Coroldrio 2.27) garante a existéncia de
w € % (T) satisfazendo

1. para cada j # ¢ vale w; = wj,

2. |w;(t)| =1q.s.em [0,T] e
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3. Zp(w) = Lr(w)

Pela condicao 3 acima temos que X(7',x,w) = y. Vamos mostrar que, entretanto, existe ¢ € [0, 7]
tal que X(t,z,w) # X(t,z,w), isto é, existem dois caminhos distintos ligando = a y em tempo T.
Suponha por absurdo que X(t,z,w) = X(¢,x,w) para todo t € [0,7]. A FVP implica entao

que para cada t vale

¢ t
/ e *ABw(s)ds = / e *ABw(s)ds
0 0

e portanto fot e *AB(1w(s) — w(s))ds = 0 para todo t € [0,T]. Segundo o Teorema C.6 a funcao
Y1 [0,T] — RY dada por

ot = /O e~ AB(i(s) — w(s))ds
¢ diferenciavel q.s. em [0,7] e vale
Y1) = e MAB(a(t) - w(t)) = 0

q.s. em [0, T, pois ¢ = 0. Desta discussao concluimos que B(w(t)—w(t)) = 0 q.s. em [0,7]. Como w
e w tém as mesmas componentes, exceto possivelmente a i-ésima, concluimos que b(w; (t)—w;(t)) = 0
q.s. em [0,77], onde b € RM § a i-ésima coluna de B.

Tomando t € H temos que |w;(t)| < 1 e portanto
0 < [wi(t)] — |wi(t)] < wi(t) — wi(t)

para todo t € H, exceto possivelmente sobre um subconjunto de H com medida nula. Concluimos

que w;(t) — w;(t) > 0 sobre um conjunto de medida positiva, visto que m(H) > 0 por hipétese e,

portanto, b = 0. Mas isto contradiz a hipdtese de que B nao possui colunas identicamente nulas.
Logo existe t € [0,T] tal que X(¢,z,w) # X(t, z,w). O

Um comentario fundamental a respeito do lema acima é o de que nao hé perda de generalidade
em supormos que nenhuma coluna de B ¢é identicamente nula. De fato, se, por exemplo, a i-ésima
coluna de B é nula, entao nosso sistema de controle “ignora” a i-ésima coordenada de qualquer
controle admissivel que utilizarmos. Isto quer dizer que, na verdade, estamos escolhendo para o
problema em questao um conjunto de controles admissiveis com uma coordenada excedente, e que
para todos os efeitos nao interfere nas respostas do sistema — uma coordenada inutil, que pode ser
desconsiderada.

Em vista da discussao acima, consideraremos daqui em diante apenas sistemas (2.16) para os

quais B nao possui colunas identicamente nulas, de modo que o lema anterior valera sempre.

Proposicao 3.14. Suponha que y € </ (T,x). Entdao hd um unico controle dirigindo x a y em

tempo T se e somente sey € um ponto extremo de <7 (T, x).
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Demonstragdo. Suponha que hé controles ui,u_ € % (T') distintos que dirigem z a y em tempo
T. Pelo lema anterior, estes controles produzem caminhos distintos ligando x a y em tempo T e,

portanto, existe ¢t € |0, T tal que, definindo
zy = X(t, x,us)

temos z; # z_. Definimos v, w : [0,T] — [~1,1]™ por

o(s) = uy(s), sesel0,t
u_(s), seséeltT|
w(s) = u_(s), sesel0,t
us(s), sese|t,T]

os quais claramente sao controles admissiveis e satisfazem v + w = uy + u_. Note que

Zr(v) = L(uy) + Lr(u-) — ZLi(u-)
Zr(w) = L(u-) + Lr(uy) — ZLi(uy)

0 que implica que

fT(U + w) e jT(’lM.) + fT(U_)
Lr(v—w) = 2L(uy) — Z(u-))

e portanto, se definirmos

X(T,z,v)
X(T, z,w)

ISTEN
1

temos claramente p,q € &7 (T,x) e

p+q=e"2z + Lr(v+w))
=T 20 + Lr(uy) + ZLr(u))
=2y

p—q=e Lp(v— w)
= 2¢" ML (uy) — Zi(u-))

=2eTDA(z, —2).

Mostramos que y = %(p +q) ep—q#0, isto é, y ndo é um ponto extremo de &7 (T, x).

Para a reciproca, suponha que y ndo é um ponto extremo de 7 (7T, z). Entao existem p,q €
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o/ (T, x) distintos tais que y = %(p +¢q), e entao o Principio do Bang-Bang v.1 implica que existem

v,w € 2 (T) distintos do tipo bang-bang tais que

p=X(T,z,v)
q=X(T,z,w).

Mas entdo u := (v +w) € % (T) ndo é bang-bang e

X(T,z,u) = eIz + Lr(u))
= eTA (x + 1(c.gT(U) + XT(w))>
2

=%@+@

=Yy

isto é, u dirige x a y em tempo T. O Principio do Bang-Bang v.1 garante, porém, que existe um
controle bang-bang dirigindo x a y em tempo T, o qual deve ser distinto de u, ja que este iltimo,

como vimos, nao é bang-bang. O

e

Teorema 3.15 (Caracterizagdo geométrica de normalidade). O sistema linear auténomo (2.16) é

normal se e somente se for exato e para cada x € RN e para cada T > 0 o conjunto (T, x) é

estritamente convexo.

Demonstragdo. Como o7 (T, x) é convexo, a Proposigao D.4 implica que o/ (T, x) é estritamente
convexo se e somente se todo y € 0,47 (T, x) é um ponto extremo.

Suponha normalidade. Isto implica que o sistema (2.16) é exato e, como vimos no Corolério 2.18,
dim o/ (T, x) = N. Mostraremos agora que y € 0,4/ (T, x) é um ponto extremo. Se u € % (T) dirige
x a y em tempo T entdo o Corolario 3.6 implica que u é um controle extremal para xz, e entao a
hipdtese de normalidade mais o Teorema 3.8 implicam que u é um controle bang-bang. Logo hd um
unico controle dirigindo x a y em tempo T caso houvesse dois controles admissiveis u,v € % (T')
distintos com essa propriedade, entdao o controle médio %(u + v) também dirigiria z a y em tempo
T, mas nao seria bang-bang, o que é um absurdo.

Como ha um tnico controle u € % (T) que dirige = a y em tempo T, a Proposigao 3.14 implica
que y é um ponto extremo de &7 (7T, z). Como y € 0,4/ (T, x) é arbitrario, &7 (T, x) é estritamente
convexo.

Suponhamos agora que o (T, z) é estritamente convexo e que dim o/ (T, z) = N. Suponhamos
ainda por contradicdo que ndo vale a condicio de normalidade. Neste caso existem h € RY nao
nulo e € {1,..., M} tais que a i-ésima componente de h*e ' B se anula identicamente em [0, 77,

ou seja

h*e t4bp =0
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para todo t € [0,7], onde b é a i-ésima coluna de B. Defina

n:=e T4

o qual é nao nulo, pois h # 0. Como dim .o/ (T,z) = N por hipétese e n* é um funcional linear
nao nulo, a Proposicao 1.15 garante que n* nao é constante sobre 7 (T, x). Ademais, <7 (T,x) é
compacto, convexo e estritamente convexo, de modo que o Corolario D.6 garante a existéncia de
um unico p € 0,47 (T, x) tal que n*q < n*p para todo ¢ € &7 (T,x). Tomemos u € % (T) tal que
X(T,z,u) = p.

Seja agora v € % (T) tal que

v; # U4
Vj = Uy, Vj#l

Como p € 0,47 (T, x) e esse conjunto é por hipdtese estritamente convexo entdo p é um ponto ex-
tremo de o7 (T, x). O Teorema 3.14 implica nestas condigbes que existe um tnico controle dirigindo

x a p. Como v # u concluimos que
X(T,xz,v) # X(T,x,u).

No entanto

T T M
/ h*e A Bu(t)dt :/ h*e *ABeju;(t)dt
T M

:/0 Zh*e_tABejvj(t)dt

J=1

T
= / h*e A Bu(t)dt
0

pois h*e *“4Be; = h*e '4b = 0 e por causa da definicio de v. Logo
n*p = h*e_TAX(T, z,u)
T
= h*m+/ h*e A Bu(t)dt
0
T
=h'z + / h*e A Bu(t)dt
0
= h*e TAX(T, 2, v)

=n*"X(T, z,v)

e portanto n*p = n*X(T,z,v). Pelo Lema D.5, X(T,z,v) € 0,4/ (T, x). Isto, porém, contradiz a

unicidade de p como maximo de n* em 0,47 (T, x), absurdo. Logo vale a condi¢ao de normalidade.
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O]

z

Teorema 3.16 (Caracterizagdo algébrica de normalidade). O sistema linear auténomo (2.16) é

normal se e somente se para cada coluna b; := Be; de B (i € {1,...,M}) o conjunto
K= {A*;:0<k<N-1}cRY

€ linearmente independente.

Demonstragdo. Suponha que para algum i € {1,..., M} o conjunto K; seja linearmente depen-
dente. Logo existe h € R nao nulo tal que h*A*b; = 0 para todo k € {0,..., N — 1}. Pelo Teo-
rema de Cayley-Hamilton, AV pode ser escrita como combinacio linear de {A* : 0 <k <N —1}e
portanto ANVb; pode ser escrito como combinacao linear de K;: concluimos que h*ANb; = 0.

Utilizando um argumento semelhante ao do Teorema 2.15 concluimos que h* A"b; = 0 para todo
n € N, o que implica, como naquele teorema, que h*e 4 Be; = h*e t4b; = 0 para todo t € R e,
portanto, o sistema (2.16) ndo é normal.

Suponha agora que (2.16) nao é normal, isto é, existem h # 0 e i € {1,...,M} tais que
h*e t*4Be; = 0 para todo t > 0. Derivando obtemos

d" . _ia np* gn —tA

%h e "“Be;=(—1)"h*A"e " Be; =0
e, calculando cada termo em ¢t = 0, obtemos h*A" Be; = 0 para todo n € N. Isto mostra que K; é

linearmente dependente. O

O teorema acima d4 uma nova demonstracao de que todo sistema normal é exato.

Por fim, demonstraremos que para sistemas exatos vale a reciproca do Principio do Maximo.

Teorema 3.17 (Reciproca do Principio do Maximo). Suponha que o sistema (2.16) é exato. Se

u € U € um controle efetivo para x € € tal que existe h # 0 satisfazendo
h*e " Bu(t) = sup{h*e " By : y € [-1,1]¥} (3.3)

g.s. em [0,T(u)] entdo uw é um controle dtimo para x.

Demonstragdo. Suponha que u € % (1)) satisfaz as condi¢oes acima mas nao é étimo para z.

Existe, entretanto, um controle 6timo para x, digamos, v € % (T5) com Ty < T;. Observe que
T
0=X(Ty, z,v) = ez 4 eTQA/ e Bu(t)dt
0

o que implica que h*r = — 0T2 e 4 By(t)dt. Defina

¢ :+ [0,Th] — R
t — ke X (t, x,u)
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ou seja ¢(t) = h*r + *h*e=sABu(s)ds, de modo que
0

T>
P(Ty) = h*z + / h*e A Bu(s)ds
0

Ty Ty
= —/ h*e_SABv(s)ds—l—/ h*e *ABu(s)ds
0 0
Ts

= ; hre *AB(u(s) — v(s))ds

o que mostra que ¢(T) > 0, pois u satisfaz (3.3). Ademais, X(T,z,u) = 0 implica que ¢(T1) =0

e portanto

0 < o(T3)
= ¢(Ta) — ¢(T1)

Ts
= / h*e™*A Bu(s)ds,
T

implicando que f;;l h*e~*4Bu(s) < 0. Tomando y = 0 € [~1,1]™ a condicdo (3.3) implica que
h*e A Bu(t) > 0 q.s. em [0, T}]: concluimos que f;;l h*e~*4Bu(s) = 0 e, como o integrando é uma

funcao nao negativa, temos que
h*e " Bu(t) = 0 q.s. em [Th, T1].

Novamente a condicdo (3.3) e a simetria de [—1,1]™ implicam que dado y € [~1, 1] vale que
-y e [_17 1]M

h*e " By <0
h*e " B(—y) <0

q.s. em [Ty, Ty] e, portanto, h*e 4By = 0 q.s. em [T, T}], qualquer que seja y € [—1,1]M.
Agora, fixado y € [~1,1]M, a funcdo

P 0 R — R
t — h*e By

é uma fungao analitica que se anula q.s. em [T5,77]. Isto implica que ¢ = 0. Ainda, para cada
n € N temos que
d?’L

%w(t) = (—1)"h* A" By =0
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identicamente em R. Calculando em ¢t = 0 temos
h*A"By =0 VYn € N.

Como isto vale para qualquer y € [~1,1]M em particular para os elementos da base canonica de

RN —isto é, as colunas da matriz identidade — concluimos que
h*A"B =0Vn €N

e, para o que nos convém, para 0 <n < N — 1.

Como h # 0 o argumento acima prova que os sistema linear auténomo (2.16) nao é exato. [
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Capitulo 4

Trés pequenos exemplos

Dedicamos este ultimo capitulo a trés pequenos exemplos que ilustram a aplicacao dos principais
resultados demonstrados nesta monografia: o problema de parada do carro motorizado, extraido
de [MS82]; o problema da aterrissagem suave de um foguete, extraido de [Zab92]; e a anélise do
movimento de um satélite com controles em érbita circular, extraido de [Bro70]. Nao pretendemos
aqui fazer uma andlise profunda desses problemas, mas apenas verificar, quando possivel, se os
sistemas s@o exatos e/ou normais, e exibir os candidatos a controles em tempo 6timo utilizando o

Principio do Maximo.
4.1 O carro motorizado: problema de parada

Imagine um carro (pontual) deslocando-se sobre uma reta, para o qual controlamos diretamente
a aceleracao utilizando nossos controles admissiveis. Denotando a posicao do carrinho no instante

t por x(t), sua dinamica é regida pela equacgao com controle

"

8
I
S

onde u € % . Definindo y := 2’ temos o sistema linear auténomo

Nosso problema consiste em, dadas posicao e velocidade iniciais, estacionar o carro na origem em
tempo 6timo, isto é, devemos dirigir o sistema a posicao x = 0 com velocidade y = 0, ou, ainda, ao
estado (z,y) = (0,0), e em tempo 6timo.

Neste caso, N =2 e M = 1. As matrizes do sistema sao

o
BH

59
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1 ¢
0 1

e entdo algumas contas nos levam & conclusio de que dados z = (z,y) € R? e u € % a FVP fica

Como A? = 0 temos que para cada t € R vale

A =T4+tA=

X(t,z,u) =

x+ty + fg(t — s)u(s)ds ] '
Y+ fg u(s)ds

Note que a matriz de Kalman do sistemas acima é

0 1
My g =

a qual tem posto méximo, e logo nosso sistema é exato. J4 podemos concluir varias propriedades do
conjunto controldavel ¥, usando a teoria desenvolvida no Capitulo 2: é nao vazio, convexo, simétrico

e aberto (Coroldrio 2.17). Observe também que dado h = (h1, ha) € R? nio nulo temos que
h*e " AB = —hit + he, t € R,

nao se anula identicamente: nosso sistema é normal.
Segundo o Principio do Maximo (Corolario 3.9), se u € % é um controle em tempo 6timo para
estacionar o carro com condigdes iniciais z = (x,y) € R? entdo existe h = (h1, h2) € RY nio nulo

tal que
u(t) = o(—hit + ha), t € [0,T(u)]

e podemos supor sem perda de generalidade u continua por partes, ja que o lado direito da expressao
acima define uma funcao desse tipo. Como o sistema é exato, podemos invocar a reciproca do
Principio do Méaximo e concluir que os controles 6timos do sistema sao dados pela expressao acima.

Desta forma, os controles étimos para se estacionar o carro trocam de sinal no méaximo uma vez.
4.2 O foguete: aterrissagem suave

Suponha que tenhamos um foguete, o qual queremos aterrissar. Para tal, controlamos a vazao de
combustivel: denotando por m(¢) a massa total do foguete (carcaga mais combustivel) no instante
t, controlamos a variagdo de m na propor¢ao k. Denotando ainda por h(t) a altura do foguete no
instante t e por g a aceleracao da gravidade — a qual suporemos constante —, obtemos as equacoes

para a dinamica do foguete

mh’ = —gm +u

m' = —ku.
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Nosso objetivo é, entdo, pousar o foguete (h = h’ = 0) com uma determinada massa mgy >
0. Gostariamos ainda de efetuar essa manobra em tempo Otimo, escolhendo adequadamente um

controle admissivel u. Introduzindo as novas coordenadas

T = h
T9 ‘= hl

T3 1=m — my

podemos reescrever as equagoes de movimento como

T = T2

/ + u

ToH = — _
2 g xr3 + mo
rh = —ku

ou, denotando
x = (x1,22,23)
podemos escrever a equagao acima como a equacao de controle z’ = f(z,u), onde

T2
f(xvu) = -9+

z3+mo

—ku

Observe que este sistema é nao linear, de modo que a teoria que estudamos nao se aplica

diretamente. Estudaremos entao o sistema linearizado ao redor de (x,u) = (0,0): a diferencial de

fé

0 1 0 0
_ 1
Df=100 - (I?,+umo)2 z3+mo
0 0 0 —k

e, no ponto (z,u) = (0,0) temos

010 0
Df(0,0)=10 0 0 =
000 —k
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Nosso sistema linearizado ao redor da origem fica, entao

' = Df(0,0)(z,u)

= Az + Bu
onde
[0 1 0
A:=10 0 0
L0 0 0
[0
B:=| L
mo
| —k

Antes de iniciar nossa anédlise, obtemos a exponencial de A:

o
ey
N
|
o O =
(e
= o O

Observando que a matriz de Kalman do sistema

0 4 0
Map=| 4= 0 0
-k 0 0

nao tem posto maximo, concluimos que este sistema nao ¢é exato e, portanto, nao ¢ normal. Cons-

tatamos novamente a nao normalidade do sistema observando que

hit  h
e B =—"2 41 2 khy teR

mg Mo
e tomando hy = 0 e ho = mokhs, hs # 0. De qualquer modo, o Principio do Méximo implica que
os controles étimos do sistema linearizado sao da forma

U(t) = O’(—hlt + hy — mok‘hg), t e [0, T(’U,)]

onde h = (hl, hg, hg) 75 0.
4.3 O satélite com controles

Vamos agora estudar o movimento de um satélite descrevendo uma érbita circular plana ao redor

da origem. Vamos supo-lo munido de dois controles: um radial e um tangencial. Para descrever as
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equacoes do movimento do satélite introduzimos as coordenadas polares

e1(t) := (cosO(t),sinf(t))
ea(t) := (—sinf(t),cosO(t)).

Observe que

A Lei da Gravitacao Universal nos conta que a forca gravitacional uma massa pontual na origem

exerce sobre o satélite é

G0 =~

onde r(t) denota a posigao do satélite no instante ¢t e ;1 > 0 é uma constante. Tomando

temos que a forga resultante sobre o satélite, acrescentados os controles u; (radial) e ug (tangencial),

¢é da forma
F =G+ uie; + uses
= {—'L; + ul} e1 + uges.
p
A segunda lei de Newton nos diz entdo que
' =F
de onde deduziremos as equacoes do movimento do foguete:

r = pey
v = pler + pe}
=pler + pbes
" =p'er + plel + (00 + p0")es + pb'el
= (p" = p0®)er + (20'0" + p0")es
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e igualando esta equagao a F' coordenada a coordenada temos

pll—pHIQZ—%-i-ul

2p191 + pe// — U2

que sao as equacoes que queriamos. Introduzindo as novas variaveis

vi=p
wi=46¢
obtemos o sistema de primeira ordem
p=v
V= —%—pr?—i—ul
P
0 =w
S g U
P P

0 qual, como no exemplo anterior, é nao linear. Vamos entao lineariza-lo ao redor de uma érbita

de equilibrio

p(t) = po
Q(t) = th

onde py > 0 e wg # 0 sdo constantes. Observe que nesse caso devemos ter

— %+p0w3—0:>w§:;%.
Introduzindo as novas coordenadas
z1(t) == p(t) — po
xo(t) == v(t)
x3(t) = 6(t) — wot
x4(t) == w(t) —wo
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obtemos o novo sistema nao linear de primeira ordem

7y = 22
vy = _% + (21 + po) (w4 + wo)® + wy
(1 + po)
5”3 = T4
! Yt po T+ po
ou, ainda, denotando
T = (wl, T2, T3, (L‘4)
u = (u1,uz)
temos 2’ = f(x,u), onde
Z2
- 2
T T @ T4+ wo) +u
flz,u) = (z14p0)? (21 xpo)( 4 0) 1
4

_ T4+wo u2
2%2 x1+po + z1+po

Da forma como = = (z1, %2, x3,x4) foi definido, vamos linearizar f ao redor de (z,u) = (0,0):

sua diferencial é

0 1 0 0 0 0
Df — (Iliﬁ)g—‘r($4+wo)2 0 0 2(x1+po)(ac4+wo) 1 0
0 0 0 1 0 0
2$2 Tatwo u2 __9x4atwo 0 _9_T2 0
(x1tp0)?  (z1+p0)? z1+p0 z1+po z1+po
e, portanto,
[0 1 0 0 0 0
2p 2
4y 0 0 20w 1 0
DfO,0) = | #% poso
0 0O 0 1 0 0
1
0 2% 0 0 0 X
0 1 0 0 0 0
| 3wg 00 2pw 10
| o 0O 0 1 0 0
1
| 0 220 0 0 -
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Obtemos o sistema linearizado =’ = D f(0,0)(x,u) = Az + Bu onde

cuja matriz de Kalman ¢é, entao,
0 O
u 1 0
A,B 0 0
0o L

PO

1
0
0

0
3w
0
0

o O = O

_92%
PO

1 0 0
0 0 2p0w0
0 0 1
w
—290 0 0
0
0
0
1
PO
0 2wy Wi 0
2wy wi 0 0 —2uw?
L 9w g gt
PO PO 2 3 PO
40 _9%0
0 4P0 2P0 0

a qual tem posto méaximo, isto é, o sistema acima é exato. Entretanto, observando que

A3Bl = ngBl

temos, pela caracterizacao algébrica de normalidade (Teorema 3.16), que o sistema linearizado

acima nao é normal.



Apéndice A
Topologia fraca em espacos vetoriais normados

A fim de estudar a geometria dos conjuntos admissiveis % (T') sdo necessérias algumas ferra-
mentas de Topologia e Andlise Funcional, as quais por si s6 requerem a introducao de uma teoria e
linguagem préprias. O objetivo principal deste apéndice é cobrir minimamente a teoria necessaria
para o entendimento e aplicagdo do Teorema de Banach-Alaoglu e seus coroldrios, em particular

algumas aplicacoes a teoria dos espacgos de Hilbert.

Proposicao A.1. Sejam X um conjunto nao vazio, (Y, Ty) um espaco topolégico e 94 C F(X;Y)

uma familia nao vazia. Entdo

B:= ﬂ gj’l(Aj):ngg,AjGT%1§j§nvn€N
1<j<n

€ base de uma topologia T sobre X tal que toda g € 4 € continua com respeito a esta topologia.
Ademais, T é minimal com respeito a esta propriedade, isto é, se 7' é uma topologia sobre X tal

que toda g € 4 é continua com respeito a 7' entao T C 7’.

Demonstracao. E claro que B é uma base pois é fechada por interseccoes finitas e g7 1(Y) = X
para qualquer g € 4.
Seja 7 a topologia gerada por B, isto é, o conjunto das reunides arbitrarias de elementos de B.
Claro que toda g € ¢ é continua nesta topologia pois dado qualquer A € 7y temos que g~*(A) € B.
Suponha agora que 7' é alguma topologia sobre X que torna cada g € ¢ continua. Entao
g ' (A) € 7/ para todo A € Ty e para toda g € 4. Como 7' é fechada por interseccoes finitas segue
que B C 7/, donde 7 C 7. O

Chamamos a topologia 7 da proposicao acima de topologia induzida por ¢ ou ¥-topologia e

escrevemos
T =1[9].

Sejam (X, 7) um espacgo separado e (z,)nen uma sequéncia de elementos de X. Dizemos que
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(zn)nen converge para x € X (na topologia 7), o que denotaremos por
Ty — T,

se para cada vizinhanga V de z existe ng € N tal que x, € V para todo n > ng. Segue da hipdtese
de separacio deste espaco que se ,, — & € T, — y entdo x = y, isto é, temos a unicidade do limite
de sequéncias convergentes.

Dizemos que K C X é sequencialmente compacto se toda sequéncia de elementos de K possui
uma subsequéncia que converge (na topologia de subespago) para algum elemento de K. E facil

ver que

Proposicao A.2. Sejam (X,7x) e (Y,7y) espacos separados. Se f : X — Y leva sequéncias

convergentes em sequéncias convergentes, ou seja,
Tx Ty
Tn =z = flan) — f(),

entdo f leva conjuntos sequencialmente compactos de (X, Tx) em conjuntos sequencialmente com-

pactos de (Y, 1y).

Em particular, fungoes continuas entre espagos separados levam conjuntos sequencialmente
compactos em conjuntos sequencialmente compactos.
Seja agora (X, ||-||) um espago normado. Denotaremos por X’ seu dual topolégico i.e. o conjunto

de todos os funcionais lineares continuos sobre X. Definimos a topologia fraca de (X, || - ||) por
w = [X].

E facil ver que (X, w) é um espago separado (segue do Teorema de Hahn-Banach). Logo faz sentido
falarmos em convergéncia de sequéncias neste espago: se (zp)nen € uma sequéncia de elementos de
. w
X, dizemos que (zy)nen converge fracamente para x € X se x, — .
Vamos dar uma caracterizagao analitica da topologia fraca sobre espagos normados. E imediato

verificar que para cada f € X’ a expressao
[z]lf == |f(2)], = € X,

define uma seminorma sobre X. A partir da familia {|| - ||; : f € X'} podemos introduzir em X

uma topologia gerada pelas bolas
B0, 6) ={x e X : |z - aHfj <e 1<j<n} (A.1)
ondea€ X,e>0e{f1,...,fn} C X' é um conjunto finito. Dessa forma

{B,...1(a,€):a€ X, €>0,f1,....fn €X', neN}
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é base de uma topologia sobre X que o torna um espago vetorial localmente convexo (a demonstragao

é simples e fica sob responsabilidade do leitor). O resultado que nos interessa é o seguinte.
Proposicao A.3. A topologia gerada pelas bolas (A.1) coincide com a topologia fraca sobre X .

Demonstragcao. Denotemos temporariamente a topologia gerada pelas bolas por 7: vamos mostrar

que 7 = w. Observe que

Byla.€) = [7H(B(f(a), €))

onde #(f(a),e) C R donde as bolas (A.1) sao abertas na topologia fraca e logo 7 C w.
Para outra inclusio, note que se A C R é aberto e x € f~1(A) temos que f(z) € A e logo existe
€ > 0 tal que B(f(x),€) C A, o que implica por sua vez que x € f~1(B(f(x),e) C f~1(A), ou seja

x € By(x,e) C fH(A)

donde f~1(A) = Uzes-1(a) Zs(@,€) € 7. Como 7 é fechado por intersecgdes finitas segue que B C 7

e, portanto, w C 7. ]
Corolério A.4. (X,w) é um espago vetorial topoldgico localmente convexo separado.

A seguinte caracterizacido da convergéncia fraca segue diretamente da caracterizacao da topo-

logia fraca por seminormas.

Corolario A.5. Sejam (X, ||-||) um espago normado, x € X e (xy)neny wma sequéncia de elementos
de X. Entao xz, 2, x se e somente se

lim f(zn) = f(x)

n—oo

para todo f € X'.

No contexto estabelecido acima, diremos que K C X é fracamente compacto se K é compacto
na topologia fraca; e fracamente sequencialmente compacto se toda sequéncia de elementos de K
possui uma subsequéncia fracamente convergente para algum elemento de K.

Denotando por 7)., a topologia usual de (X, || - |) temos que w C 7|, 0 que implica que

Il ~ w
® se r, — x entao z, — x;
e se K C X é compacto / sequencialmente compacto entao K é fracamente compacto / fraca-

mente sequencialmente compacto.

Proposicao A.6. Seja (X, - ||) um espago normado e f : X — RN linear. Entdo f ¢ fraca-
mente continua (continua na topologia fraca) se e somente se f € fortemente continua (continua

na topologia métrica).
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Demonstragao. Claro que se f é fracamente continua entao f é fortemente continua pois, como

jé observamos, w C 7). Para a reciproca observe que, se f = (f1,--., fn) é fortemente continua

entao f; € X' para cada i = 1,...,N. Como cada f; é entao fracamente continua segue que f é

fracamente continua. ]
Recordemos que a norma || - || sobre X induz uma norma sobre X’: dado f € X’ definimos

[fII:= sup{[f ()] : [z < 1}

a qual denominamos a norma usual sobre X’. Podemos entdo pensar em introduzir a topologia
fraca sobre X', induzida pelo bidual X”.
Ha uma terceira forma de introduzir uma topologia no dual de X. Sabemos que inclusao

canonica ® : X — X" definida para cada z € X por

d(z) : X' — R
fo— f(2)

é linear, continua, injetora e tal que ||®(x)|| = ||z||, de modo que os espacos X e ®(X) C X" sdo

isometricamente isomorfos. Podemos entao introduzir em X’ a topologia fraca™ , definida por

Note que a topologia fraca® é em geral mais fraca que a topologia fraca sobre X’ (isto é, aquela
induzida por X”). Se ® é sobrejetora, dizemos que (X, || - ||) é um espaco reflexivo , e nesse caso é
claro que (X, - ]|) e (X”,] - ||) sdo isometricamente isomorfos! e que, como ®(X) = X", entdo a
topologia fraca e a topologia fraca* de X’ coincidem. Exemplos cldssicos de espacos reflexivos sao
os espacos de Hilbert e os espagos L, com 1 < p < oo.

Nosso interesse na topologia fraca e na topologia fraca*® reside no seguinte resultado.

Teorema A.7 (Banach-Alaoglu). Seja (X, | - ||) um espago normado. Entdo a esfera unitdria
fechada

S ={fex":|fl <1}

é compacta na topologia fraca*.

Demonstragao. Pode ser encontrada em [Roy88], Capitulo 10, Teorema 17, ou [Rud73], Teo-

rema 3.15, em um contexto mais geral. E uma aplicacao do Teorema de Tychonoff. O

O teorema acima possui aplicagoes particularmente interessantes na teoria dos espagos de Hil-
bert.

'Mas a reciproca nao é necessariamente verdadeira: (X, || -]|) e (X”,| - ||) isometricamente isomorfos ndo implica
que (X, - |) é um espago reflexivo.
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Proposicao A.8. Seja (E,(,)) um espaco de Hilbert. Entdo a esfera unitdria fechada
S={zxeE:|z|| <1}

€ fracamente compacta.

Demonstracdo. O Teorema de Riesz nos diz que a aplicagao ¥ : E — E’ definida por

Uy : E — R

. — ()

é um isomorfismo isométrico (£’ munido da topologia canonica)?. Observe agora que se x € E e
¢ € E” entao

1 (@)lle = [|=/l¢ow

o que mostra que se munirmos ambos E e E’ de suas respectivas topologias fracas, entao ¥ é
continua nessas topologias. Argumento anilogo mostra que no mesmo contexto ¥~! é continua:
mostramos que ¥ é um homeomorfismo entre E ¢ E’ também quando munidos de suas topologias
fracas.

Seja agora S* a esfera unitaria fechada de E’, a qual sabemos ser compacta na topologia fraca*,
segundo o Teorema de Banach-Alaoglu. Como (FE, (,)) é um espago reflexivo entdo S* também é
compacta na topologia fraca. Como ¥ ¢ uma isometria temos que S = ¥~1(5*). Ademais ¥ é um
homeomorfismo nas topologias fracas e S* é fracamente compacta: concluimos que S é também

fracamente compacta. O
Podemos melhorar o resultado acima, utilizando para isto o seguinte teorema de metrizagao.

Teorema A.9. Sejam (X, | - ||) um espago normado separdvel e K C X' um conjunto compacto

na topologia fraca*. Entio K, munido da topologia fraca™ herdada de X', é metrizdvel.
Demonstra¢do. E um caso particular do Teorema 3.16 de [Rud73]. O

Corolario A.10. Se S € a esfera unitdria de um espago e Hilbert separdvel entdo S € fracamente

compacta, metrizdvel na topologia fraca e, portanto, fracamente sequencialmente compacta.

2Lembre-se que estamos tratando de espacos de Hilbert reais.
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Apéndice B

Teoria da Medida

Demonstramos aqui dois pequenos resultados de Teoria da Medida que utilizamos recorrente-
mente neste trabalho. Sao resultados muito simples, mas como nao os encontramos na literatura

com exatamente o enunciado que precisdvamos, demonstramo-los aqui para efeito de completude.

Proposicao B.1. Sejam (X, A) um espaco mensurdvel e uj : X — R fungoes mensurdveis para
cada j € {1,...,N}. Entio f: X — RY definida por

f(@) = (ua (@), ..., un())

€ mensuravel.

Demonstracdo. Suponha que R C RY é um paralelepipedo aberto com lados paralelos aos eixos,

ou seja
R:le...XIN

onde cada I; C R é um intervalo. E f4cil ver que

1<j<N

e como cada u; é mensurdvel segue que f ~1(R) é mensurdvel. Dado agora um aberto Q C RY

existe uma familia (R, ),cy de paralelepipedos abertos com lados paralelos aos eixos tal que!

Q:URn

neN
de modo que f~1(Q) = U,en f (Ry) é mensurdvel. O

Proposicao B.2. Sejam (X, .A) um espago mensurdvel, (Y,T) um espago topoldgico, A,B € A e
f:A—=Y eg: B —Y fungoes mensurdveis tais flang = glanp. Entao a fun¢io h: AUB —Y

"sto &, o espaco topolégico RY possui base enumeravel.
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dada por

f(z), sexeA
g(z), sex € B

h(z) =

é mensuravel.

Demonstracao. Basta observar que, dado 2 C Y, temos que

hHQ) = fTH U H(Q).

TEORIA DA MEDIDA

Tome agora 2 € 7 e conclua que a mensurabilidade de f e g implica que h=1(Q2) € A. O



Apéndice C
Continuidade absoluta

Uma noc¢ao fundamental ao estudo da equacao de Carathéodory é a de continuidade absoluta.

A principal referéncia para esta segao é [Roy88].

Definicao C.1. Sejam a,b € R com a < b. Uma funcio f : [a,b] — RN é dita absolutamente
continua (a.c. ) se para todo € > 0 existe § > 0 tal que para toda familia finita de subintervalos

disjuntos {[z;, 2] }1<i<n C P([a,b]) satisfazendo

n

Z\xi—x;\<5

i=1
vale que

n

Z |f(z;) — f(z)] <e.

i=1

E f4cil ver que, embora tenhamos utilizado a norma euclidiana || na definigdo acima, poderfamos
ter utilizado qualquer outra, ja que em espacos vetoriais de dimensao finita todas as normas sao
equivalentes. A demonstracao deste fato fica sob responsabilidade do leitor.

Vamos agora explorar algumas propriedades da continuidade absoluta que serao importantes
para nos, visto que aparecem recorrentemente em todo o desenvolvimento da teoria dos Capitulos 1
e 2, particularmente na discussao a respeito das equacoes de Carathéodory e suas propriedades e

na construcao de respostas da equacao de controle.
Proposicao C.2.
1. Se f :[a,b] = RN € a.c. entdo f € uniformemente continua e, portanto, continua.
2. Se f:la,b) = RN eg:[c,d] — [a,b] sdo a.c. entdo fog:[c,d — RN ¢a.c. .
3. O congunto das fungoes f : [a,b] — RN que sdo a.c. é um subespago vetorial de C([a, b]; R™N).

4. Se f1:[a,b] — RN e fo:[b,c] — RN sio a.c. e tais que f1(b) = fo(b) entdo f : [a,c] — RN
definida por fliap = f1, flpg = f2 € a.c..
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5. Se f:[a,b] — RN ¢ lipschitziana entdo f ¢ a.c. . Em particular se f é derivdvel em [a,b] e

f' ¢ limitada (por exemplo, se f' for continua i.e. f é de classe C') entdo f € a.c. .
Demonstracao.
1. Basta tomar n = 1 na Defini¢do C.1.
2. Segue diretamente da definicao de continuidade absoluta.

3. Ja vimos que toda fungao a.c. é continua. Que o conjunto destas forma um subespaco se-
gue diretamente das propriedades das normas: a homogeneidade implica que tal conjunto é
fechado por multiplicagao por escalar e a desigualdade triangular implica que tal conjunto é

fechado pela soma.

4. Como f1 e fy sdo continuas segue que f é continua. Sejam ¢ > 0 e {[z;,2}]}i1<i<, uma
familia finita arbitraria de subintervalos disjuntos de [a, ¢|. Defina A := {i : [z;,2}] C [a,b]} €

B :={i: [x;,x] C [b,c]}. Como f1 e fa sdo a.c. existem 41,2 > 0 tais que

D lwi =il < 8= Y i@ — filad)] < 5.

icA icA
€
D i — af] < b =) |falw) — fala)] < 3
icB ieB
Se existe k € {1,...,n} tal que b € [zy, z}] (e portanto k ¢ AUB) entao segue da continuidade
de f em b que existe d3 > 0 tal que |z — x}| < 63 implica |f(xr) — f(z},)| < €/3: tomando

entdo ¢ := minj<;<30; temos que » ., |z; — z;| < J entao

n
Z\xi—x;|§2|xi—x;\<6§51

icA i=1
Z|xl—m|<2|xz—x\<5<52
i€B

|zg — | §Z|azz—xﬂ <0 <63
i=1

donde

n

SO = fa) =D 1 @) = f)| + > [f(z:) — fla)l+

i=1 icA i€B
+ 1 f (k) — f(=3)]

= Z |f1(zs) — fi(zh)] + Z | fo(s) — falzh)|+

icA i€B
+ | f(zk) — f(a)]

€
<3+3+§
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ou seja y iy |f(x;i) — f(2})] <€, 0 que mostra a afirmagao.

5. Sejam L > 0 uma constante de Lipschitz de f e € > 0. Se ¢ := ¢/L e {[z;, 2] }1<i<n é uma

familia de subintervalos disjuntos de [a,b] que satisfaz Y ;" | |z; — 2| < 0 entéo
n n
Do) = flah) <> Ll —
i=1 i=1
n
=LY |z — |
i=1

<Ldi=c¢

o, S0 | f(an) — fla)] < c.
]

Teorema C.3. Se f: [a,b] = R € a.c. entdo f é q.s. diferencidvel em [a,b], ou seja, f' existe g.s.

em [a,b].
Demonstragao. Vide [Roy88], Capitulo 5, Corolario 12. O

Proposigdo C.4. Seja f : [a,b] — RY, f(z) = (fi(z),..., fn(z)) onde f; : [a,b] — R para cada

jeA{l,...,N}. Entio f € a.c. se e somente se cada f; € a.c. .

Demonstragao. No decorrer da demonstracao {[x;, ;] }1<i<n serd uma familia finita arbitraria de
subintervalos disjuntos de [a, b].

Suponha inicialmente que cada f; é a.c. e seja € > 0. Entao para cada j € {1,..., N} existe
6; > 0 tal que se D 1", |z — x| < dj entao Y7 | fi(ws) — fi(@)] < %

Seja ¢ := min;d;. Se DI, |z, — x| < § entdao Y |fi(x:) — fi(x))| < & para todo j €
{1,...,N} e logo

n n N
S OIf) = FEDI <D0 i) — fi(ah)]
i=1 ] 7j=1
Z Filas) = f(})]

ouseja > i |f(x;i) — f(2})] <€, o que mostra que f ¢ a.c. .
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Para a reciproca, recordemos que todas as normas sao equivalentes em RY e portanto existe

K > 0 tal que para todo y = (y1,...,yn) € RY vale que

N
>yl < Kyl
j=1

donde |y;| < Kly| para todo j € {1,...,N}. Logo, se f é a.c. e e > 0 entao existe § > 0 tal que se
Sorq |z — | < d entdo Y7 | f(xi) — f(2})| < 5. Logo, para cada j temos

Do Ifiwi) = fia)] < Y KIf(wi) - f(a)]
i—1 i=1

= K |f(a) = f(a)]
i=1
< K% =¢
donde f; é a.c. . O

O corolério que a seguir demonstramos é o foco de nosso interesse na continuidade absoluta e

justifica a Definicao 1.1.
Corolario C.5. Se f : [a,b] — RY ¢ a.c. entdo f € q.s. diferencidvel em [a,b].

Demonstragdo. Se f = (f1,..., fn) é a.c. entdao cada f; : [a,b] — R é a.c. e, portanto, q.s. dife-

rencidvel em [a, b]. Logo, para cada j € {1,..., N} temos que
I; == {t € [a,b] : f; ndo é diferencidvel em ¢}

tem medida nula, i.e. m(/;) = 0. Lembrando que fixado ¢ € [a, b] temos que f é diferencidvel em ¢

se e somente se todas as f; sao diferencidveis em t temos que

I:={t € la,b]: f nao é diferencidvel em t} = U I;
1<G<N

donde temos que
N
m(I) <Y m(I;) = 0.
j=1

Ou seja, f é q.s. diferencidvel em [a, b]. O

Teorema C.6. Uma funcio f : [a,b] — RN ¢ uma integral indefinida se e somente se f ¢ a.c. .

Neste caso, f € a integral indefinida de sua derivada. Ou seja, se g : [a,b] — RN ¢ mensurdvel e



limitada entao
f@) = [ gt e ' =g 0.

Demonstragio. E o Teorema 14 e o Corolario 15 do Capitulo 5 de [Roy88].
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Apéndice D

Analise convexa

Faremos agora uma breve digressao a respeito da andlise de convexidade em espacos vetoriais de
vérios tipos. Nosso principal interesse reside na analise convexa em espagos vetoriais de dimensao
finita. No entanto, buscando um maior grau de generalidade — enquanto tal atitude nao preju-
dicar nosso entendimento desnecessariamente — enunciaremos os conceitos e resultados da forma
mais geral possivel. Seremos recompensados por essa abordagem, pois precisamos de um parti-
cular teorema, que vale em espagos bem gerais: o Teorema de Krein-Milman, que utilizamos na
demonstragao do Principio do Bang-Bang.

Seja V um espacgo vetorial. Dados p,q € V o segmento fechado que liga os pontos p e ¢ é o

conjunto

[pyql = {Ap+(1—A)g:Ae0,1]}

Analogamente, definimos o segmento aberto que liga os pontos p e q:
Ipal:=={Ap+ (1 - XN)g:Ae]0,1[}.

Dizemos que S C V é convexo se dados quaisquer dois pontos pertencentes a S entao o segmento

fechado que os liga estd integralmente contido em S, isto é
p,geS=Ipg CS

Um resultado de verificagao trivial é a seguinte

Proposicao D.1. Sejam V, W espagos vetoriais e S CV, R CW conjuntos convexos.
1. Se L:V — W ¢é uma transformagdo linear entdo L(S) C W e L~Y(R) C V sdo convezos.
2. SepeV entaop+ S CV € convexo.

Ademais, a interseccdo de qualquer familia de subconjuntos convexos de V é um subconjunto

convexo de V.

Apoiados na ultima observacao da proposicao acima, dado £ C V um conjunto qualquer defi-

nimos o casco convero de E como a interseccao de todos os conjuntos convexos de V' que contém
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E, isto é,
[E] := ﬂ{S CV:ECSelS éconvexo}.

E facil mostrar que [E] é sempre um conjunto convexo. Pode-se caracterizar [E] como o menor
convexo (no sentido da incluséo) que contém E.
Dado S C V convexo dizemos que p € S é um ponto extremo de S se p nao estd entre quaisquer

dois pontos de S, isto é,

r,yeS=pé¢lxyl.

D.1 Convexidade em espagos RY

H4a dois resultados referentes a andlise convexa em espagos vetoriais de dimensao finita que
utilizamos recorrentemente na Teoria de Controle: aqueles que garantem a existéncia de hiperplanos
separantes e de hiperplanos de suporte. Estes resultados podem ser generalizados (eventualmente
sob adigao de alguma hipdtese adicional) para espagos bem mais gerais: veja, por exemplo, a Segao 7
do Capitulo 10 de [Roy88].

Optamos, no entanto, por enunciar nesta secao apenas as versoes mais simples destes teoremas,
para as quais referimos o leitor a [Lan87]. Isto deveu-se a alguns motivos. Em primeiro lugar,
estes teoremas nesse particular formato sao frequentemente vistos em cursos de Programagao Li-
near, Programacao Nao Linear e, eventualmente, até em cursos de Algebra Linear do IME-USP,
mesmo em nivel de graduagao. Como nao precisamos, neste trabalho, de versoes mais gerais destes
resultados, nao ha porqué desperdicar o conhecimento adquirido de um leitor em potencial que
mais provavelmente assistiu somente a alguma ou algumas dessas disciplinas do que a um curso
mais avancado de Andlise Funcional. Em segundo lugar, estes teoremas em dimensao finita sao
uma simples e bela aplicacao da Algebra Linear elementar, e mesmo aquele leitor que nunca teve
contato com a teoria de convexidade mas domina Algebra Linear deve ser perfeitamente capaz de
acompanhar as demonstragdes. Finalmente, o livro de S. Lang [Lan87] revelou-se uma excelente
bibliografia para estes dois teoremas em particular, pois é sucinto, elegante e aborda exatamente
0 que precisamos nesta monografia, além de ser uma referéncia autossuficiente de Algebra Linear,

que € a Unica ferramenta necessaria para desenvolvé-los.

Teorema D.2 (Existéncia de hiperplano separador). Dados S C RN convero e fechado e p ¢ S
existe h € RY ndo nulo tal que h*q < h*p para todo ¢ € S. Tal hiperplano denominamos um

hiperplano separador do conjunto S e do ponto p.
Demonstragio. E o Teorema 2.1 do Capitulo XII de [Lan87]. O

Geometricamente o teorema acima nos diz que se S é convexo e fechado e p nao pertence a S
entao existe um hiperplano H tal que p € H e S estd integralmente contido em um dos semiespacos

determinados por H.
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Teorema D.3 (Existéncia de hiperplano de suporte). Dados S C RN convexo e p € S emiste
h € RN ndo nulo tal que h*q < h*p para todo q € S.

Demonstra¢io. E o Teorema 2.2 do Capitulo XII de [Lan87]. O

Respectivamente, se S é convexo e p pertence a fronteira de S entao existe um hiperplano H
tal que p € H e S estd integralmente contido em um dos semiespacos determinados por H. Tal
hiperplano denominamos um hiperplano de suporte do conjunto S passando por p.

Nos teorema acima temos que
H:={qeRY : h*q¢ = h*p}.

Observe ainda que podemos tomar, sem perda de generalidade, |h| = 1 em ambos os teoremas
acima.
Dizemos que S C RN ¢ estritamente convezo se dados quaisquer dois pontos pertencentes a S

entao o segmento aberto que os liga estd integralmente contido em Int,.S, isto é
p,q €S = |p,q[ C Int,.S.

Observe que todo subconjunto estritamente convexo de RY é também convexo.

Proposicao D.4. Seja S C RY wum conjunto convero. Entio S ¢é estritamente convero se e

somente se todo p € 0.5 € um ponto extremo de S.

Demonstracao. Suponha que S é estritamente convexo e seja p € .S um ponto nao extremo de S:
mostraremos que p ¢ 0,5. Com efeito, nessas condigdes existem x,y € S tais que p € |z, y[, mas
a convexidade estrita de S implica que |x,y[C Int,S e, portanto, p € Int,S. Isto mostra que a
fronteira relativa de S é constituida apenas de pontos extremos.

Reciprocamente, suponha que S nao é estritamente convexo. Logo existem x,y € S e p € |z, y[
tal que p ¢ Int,.S. Como S é convexo entao p € S e, portanto, p € 9,5. Mas por definicao de p

este ndo é um ponto extremo de S. ]

Lema D.5. Sejam K C RN compacto, f : RN — R um funcional linear nio nulo e p € K um

ponto de mazximo de f em K. Entdo p € 0K e, se f nao € constante sobre K, entdo p € 0. K.

Demonstragao. Claro que f possui pontos de maximo em K, visto que K é compacto e f é continua:
seja p € K um desses pontos. Mostraremos que p € 0K.

Com efeito, se p € Int K existiria ¢ > 0 tal que #(p,e) C K. Sabemos que existe h # 0 tal que
f(x) = h*x para todo € RY. Defina

—pr SN
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de modo que |[p — q| = €/2, ou seja, ¢ € K. Ademais
* * € *
h q:hp+§]h\>hp

ou seja, f(q) > f(p), o que contradiz a maximalidade de p, um absurdo. Logo, p € 0K.

Suponha agora que f nfo seja constante sobre K. Defina g : R¥™& — R por g := fo 3;(1.
Podemos mostrar, utilizando a linearidade de f, que g é uma transformacao afim, no sentido de
que existem a € R e ¢ € RI™K tais que g(y) = a + &*y para todo y € RY¥™ X, Como f ndo é
constante sobre K entao g nao é constante sobre Jx (K) e, portanto, £ # 0. Note ainda que como
p é um ponto de maximo de f em K entdo Jx(p) é um ponto de méximo de g — e, portanto,
Rdim K

de £ — em Ji(K). Usando agora a primeira parte deste lema no espago , concluimos que

Jk(p) € 03k (K), ou seja, p € 0, K. O
Corolario D.6. Suponha que K C RN seja convexo e compacto. Seja h € RN ndo nulo.
1. Existe p € OK tal que h € um hiperplano de suporte para K passando por p.

2. Se, ademais, h* ndo € constante sobre K entdo existe p € 0, K tal que h € um hiperplano de

suporte para K passando por p.

3. Se acrescentarmos ainda a hipdtese de que K € estritamente convexo entao p € 0K no item

anterior € Unico.

Demonstracao. Para os itens 1 e 2, segundo o lema anterior basta tomar p um ponto de maximo
de h* em K.

Para o item 3 suponhamos que existe p € 9,K distinto de p tal que h*p = h*p. Como K é
convexo o ponto q = %(p + p) pertence a K e por linearidade de h* vale h*q = h*p, isto é, q é
um ponto de maximo de h*. O lema anterior implica entdo que ¢ € 0,.K, mas ¢ nao é um ponto

extremo de K por definicao, o que mostra que K nao é estritamente convexo. ]

D.2 O Teorema de Krein-Milman em espagos localmente convexos

Enunciaremos aqui o Teorema de Krein-Milman em sua versao para espacos localmente conve-
x0s. Neste caso a versdo para espacos RY — a qual é frequentemente demonstrada em disciplinas
de Programacao Linear, Programacao Nao Linear, etc. — nao é suficiente: na demonstracao do
Principio do Bang-Bang (fonte de nossa necessidade) toda a andlise se passa no espago Lé\/f (T) que,
sabemos, nao é finitamente gerado.

Seja (X, 7) um espago localmente convexo. Definimos o casco convero fechado de E C X como

a interseccao de todos os subconjuntos convexos e fechados de X que contém FE, ou seja,
[[E]] = ﬂ{S C X :E CSeS éconvexo e fechado}.

Novamente é fécil ver que [[E]] é convexo e fechado, e é o menor subconjunto de X a satisfazer esta

propriedade.
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Teorema D.7 (Krein-Milman). Seja K C X convero e compacto. Entdo K € o casco convezo

fechado de seus pontos extremos.
Demonstracio. E o Teorema 26 do Capitulo 10 de [Roy88]. O
Corolario D.8. Se K C X € convexo, compacto e ndo vazio entéo K possui pontos extremos.

Demonstragao. Caso contrario K = [[()]] = (), contradigao. O
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Apéndice E

A métrica de Hausdorft

Neste capitulo, mostraremos como um espago métrico induz uma métrica no conjunto de suas
partes compactas nao vazias, a chamada métrica de Hausdorff. Este conceito é importante para
nds porque os conjuntos controlaveis e acessiveis dos sistemas de controle lineares auténomos sao
conjuntos compactos nao vazios de RY e que dependem do tempo. Gostarfamos entéo de estudar
essa dependéncia temporal, e para isto devemos introduzir uma topologia no espago onde moram
estes conjuntos. A topologia correta para este problema é dada pela métrica de Hausdorff, no
sentido de que é ela que torna a dependéncia deste conjuntos continua com relagao ao tempo.

Enfatizamos que apenas neste apéndice trataremos da métrica de Hausdorff em espacos métricos
quaisquer: no resto do texto, sempre que nos referirmos a métrica de Hausdorff estaremos pensando
que o espaco métrico ao qual ela se aplica é algum RY ou algum subespaco métrico deste.

Dado um espago métrico (M, d) denotaremos por P.(M) o conjunto das partes compactas nao
vazias de M. Dados A € P.(M) e € > 0 definimos

N(A,e):={z e M :d(z,A) < e}
onde, como é costume definir,
d(z,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

A seguinte observacao serd util.
LemaE.1. Se A, B,C € P.(M) sdo tais que A C N(C,e1) e C C N(B,e2) entdo A C N(B,e1+e€2).

Demonstragdo. Com efeito, tome a € A. Como a € N(C,€;) entao d(a,C) < €1 e logo existe c € C
tal que d(a,c) < €. Como ¢ € N(B, ¢2) existe b € B tal que d(c,b) < €. Segue entao que

d(a,b) < d(a,c) + d(c,b)

< €1+ €2

donde concluimos que d(a, B) < €] + €2, 0 que implica por sua vez que A C N(B, €1 + €2). O
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Proposicao E.2. A funcdo p: P.(M) x P.(M) — R definida por
p(A,B) :=1inf{e >0: AC N(B,e¢), BC N(A,¢)} (E.1)

é uma méetrica.

Demonstracao. Que p é positiva e simétrica nos argumentos é trivial. Observando ainda que dado
A € P.(M) vale que A C N(A,¢€) para todo € > 0 concluimos que p(A4,A) = 0. Ainda, se
p(A, B) = 0 temos que A C N(B,e) e B C N(A,¢) para todo € > 0, o que implica que A C B e
B C A, isto é, A = B. Concluimos que somente a desigualdade triangular ndo é imediata, entao
vamos prova-la.

Queremos mostrar que dados A, B,C € P.(M) quaisquer vale
p(A,B) < p(A,C) + p(C, B).

Vamos mostrar, equivalentemente, que se p(A4,C) < €1 e p(C, B) < €3 entao p(A, B) < €1 + €2,
para quaisquer €1,€ > 0. Suponha que p(A,C) < €1 e p(C,B) < €. Segue da definicao de p
que A C N(C,e1) e C C N(B,e2), donde concluimos que A C N(B, €1 + €2). Temos ainda que
B C N(C,e2) e C C N(A,e€1), 0 que implica que B C N (A, €1+€2). Estas duas conclusoes implicam
que p(A, B) < €1 + €. O

Proposicao E.3. Sejam My, My espacos métricos, f : My — P.(Msy) uma fungao continua (na
métrica de Hausdorff) e A C My fechado. Se x € My € tal que f(x) N A =0 entdo existe 6 > 0 tal

que
dly,z) <d= fly)yNnA=0.
Demonstragao. Como f(z) N A =10 e A é fechado e f(z) é compacto existe € > 0 tal que
N(f(z),e)nA=0.
Logo existe 6 > 0 tal que se d(y,x) < d entao p(f(z), f(y)) < 5 e logo
fly) € N(f(x),€/2) € N(f(x),€).

Concluimos que nessas condigoes f(y) N A = 0. O

Proposicao E.4. Sejam M um espaco métrico e f : M — P.(RN) continua tal que f(t) é convexo
para cada t € M. Se x € Intf(T) para algum T € M entao existe § > 0 tal que

d(t,T) < 0 =z € Intf(t).

Demonstragdo. Seja € > 0 tal que A(z,e) C Intf(T).
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Suponha por absurdo nao existe tal . Logo existe uma sequéncia t, — T tal que = ¢ Intf(t,)
para todo n € N. Entao ha apenas dois casos a considerar: x € df(t,) e x ¢ f(t,).

No primeiro caso, segue da convexidade e da compacidade de f(t,) que existe um hiperplano
de suporte h,, # 0 tal que |h,| =1 e hly < h'x para todo y € f(t,). No segundo caso, também
da convexidade de f(t,) temos que existe um hiperplano separador h, # 0 com |h,| = 1 tal que
hfy < h'x para todo y € f(t,). Concluimos que existe h,, # 0 tal que |h,| =1 e h}y < h'x para
todo y € f(tn).

Defina agora p, := z + §hy, para cada n € N. Note que |z — p,| = §|hy,| = § e, portanto,
pn € B(x,€) C Intf(T) para todo n € N. Vamos mostrar que B(pp,e/4) N f(t,) = 0.

Com efeito, dado z € Z(pn, €/4) temos pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz que

hypn — hpz = hy (pn — 2)

< [hnllpn = 2|
<€
4
mas hipn = hix + §|hal? = hiz + § e logo
€ * *
- > hnpn—hnz

4
* € *
=hyx+ 5~ hz

o que implica que hjx < hj,z — § < hyz, donde certamente z ¢ f(t,) (pela definicao de h,). Como
z era arbitrdrio, concluimos que AB(pn,e/4) N f(t,) = 0 e, portanto p, ¢ N(f(tn),€e/4). Como
também p, € Intf(T) temos que p(f(T), f(t,)) > §, e isto vale para n € N arbitrdrio, o que
contradiz a continuidade da aplicagao f. O
A proposigdo acima é uma generalizagao trivial do Lema 12.3 de [HL69], e a demonstracao
acima é essencialmente a mesma que a la encontrada. Observe que a proposicdo acima nao pode

ser melhorada trocando-se “interior” por “interior relativo” nas passagens do enunciado. De fato,

se f:1]0,1] — P(R?) é dada por

f@) = {t} x [-1,1]

entdo para todo t € [0,1] vale que f(t) é convexo, compacto e nao vazio em R?, e ¢é facil mostrar

que f é continua na métrica de Hausdorff. Ademais, observe que

Intf(t) =0
Int,. f(t) = {t}x] — 1,1]

para todo ¢ € [0,1]. Mas se tomarmos x := (1/2,0) entdao x € Int,f(1/2) e z ¢ f(t) para todo
t#£1/2.
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Para concluir esta secao, demonstraremos um resultado que nos permite criar, a partir de funcoes

entre espacos métricos, funcoes entre as partes compactas desses espagos que sao continuas.

Proposicao E.5. Sejam M, My espacos métricos e iy : My — My uma fungdo bijetora e lipschit-

ziana. Entdo a aplicacdo’
K e PC<M1) — w(K) S Pc(MQ)

é uniformemente continua quando munimos P.(My) e P.(My) de suas respectivas métricas de
Hausdorff.

Demonstragao. Seja L > 0 uma constante de Lipschitz para ¢. Seja € > 0 e defina § := 57 > 0.
Suponha que K1, K9 € P.(M) sao tais que p(K1, K2) < §: mostraremos que p(1(K1), ¥ (K3)) < €.

Com efeito, tome x € ¥(K1): temos ¢~ 1(z) € K1 C N(K2,d). Logo existe £ € Ky tal que
d(yp~1(x),€&) < § e, portanto,

d(v~(2),€)
0

d(z, 9 (£)) <

A\
(N o N

o que implica que = € N(¢(K2),€/2). Provamos que (K1) C N(¢(K2),€/2) e, por simetria do
argumento, ¢(K2) C N((K1),€/2). Isto implica que p(y(K1),¥(Kz)) < § <e. O

!Observe que como v é lipschitziana entdo 1) é continua e portanto leva compactos em compactos.
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dinamica controlavel, transformacao, 28
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equacao com controle, 15

fluxo, 18

propriedades, 1618

respostas, trajetorias, 15
equacao de Carathéodory, 1

propriedades, 2—-3
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extremo, ponto, 82
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compacto, conjunto, 69
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Hausdorff, métrica de, 88
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separador, 82
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