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Resumo

Quando falamos de mercado financeiro estamos nos referindo a centenas
de produtos de diversos segmentos econémicos e de milhares de investidores que
movimentam seus capitais de acordo com suas convicgdes e expectativas sobre a
economia.

Para o mercado brasileiro, e mais especificamente para o que € indexado a
taxa de juros, denominado de mercado de renda fixa nacional, esta realidade nao
é diferente.

Apesar de existirem alguns modelos de controle de exposicdo ao risco,
como o VaR e o Stress Test, detalhes em Jorion (1997), no mercado, ainda ha
uma caréncia sobre um tratamento matematico robusto para auxilio nas decisdes
estratégicas de alocacgao de capital.

Esta caréncia € a motivacdo para o estudo de um modelo matemético de
otimizagdo de um investimento no mercado de renda fixa nacional, onde o objetivo
€ determinar qual a carteira de renda fixa que maximiza o retorno financeiro dado
0 comportamento da taxa de juros e a reacdo do investidor frente ao risco. A
atuacdo na escolha da alocacdo é intertemporal, o que significa dizer que as

intervengdes ocorrem ao longo do tempo em que a carteira esta em vigéncia.
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Introducéo

O mercado financeiro movimenta um enorme volume de operacdes todos
os dias. O dinheiro vem de investidores do mundo inteiro que tem diferentes
objetivos, diferentes expectativas e diferentes perfis e € esta diferenca que torna o
comportamento de fluxo de capitais imprevisivel. E impossivel saber com certeza
se a bolsa de valores vai estar em alta daqui a algum tempo, se o ddlar vai cair ou
se 0s juros vao subir. Esta incerteza torna o investimento no mercado financeiro
um jogo que, todos os dias, beneficia uns e penalizam outros.

Dentro deste mercado financeiro que contam com centenas de produtos em
diferentes segmentos da economia, existe um mercado que acompanha a taxa de
juros, seja ela acordada e fixada no inicio de contrato ou que acompanhe alguma
taxa de juros ja existente no mercado nacional (Selic, CDI, etc) ou internacional
(Libor, etc). Aos investimentos que acompanham este mercado da-se o nome de
mercado de renda fixa.

Como em qualquer outro mercado, os investidores do mercado de renda
fixa desejam maximizar o retorno financeiro dos seus investimentos e para isso,
como em um jogo, apostam em palpites sobre o comportamento da taxa de juros
para direcionar seu capital. Obviamente, as vezes acertam, outras nao.

O presente trabalho € uma transcri¢édo livre de Tai (2003). A estrutura de
apresentacdo dos conceitos e resultados foi mantida, porém, adaptacdes de
conceitos e atualizacdes de bases de dados, gerando resultados mais atuais,
foram consideradas.

O objetivo deste trabalho € apresentar um modelo matematico para
otimizacéo de retornos financeiros em um investimento em renda fixa. O principio
€ gue dado um modelo de comportamento da taxa de juros, dado o perfil de um
investidor, isto €, o0 quanto ele tem propensdo ou aversao ao risco,
apresentaremos um modelo que maximiza 0s lucros em um investimento

unicamente no mercado de renda fixa.



Para esta modelagem, primeiramente sdo introduzidos alguns conceitos
basicos do mercado de renda fixa como taxa de juros, taxas de juros forward, taxa
de juros livre de risco, duration e convexidade.

O segundo passo é estudar alguns modelos de comportamento da taxa de
juros ja existentes no mercado como os Modelos de Merton, Vasicek, Hull-White,
entre outros. Estes modelos tentam reproduzir o comportamento aleatério da taxa
de juros por meio de equacdes diferenciais estocasticas.

Depois estudamos o comportamento do investidor frente ao risco. Se um
investidor tem aversdo ao risco, se essa aversao varia conforme seu nivel de
rigueza. A modelagem desta aversao é feita utilizando a Teoria da Utilidade.

O passo seguinte é a apresentacdo dos conceitos do Principio de
Otimalidade de Bellman e da Programacdo Dinamica. Estes conceitos serdo
ferramentas que permitem transformar o processo de otimizacdo em intervengoes
pontuais em determinados instantes de tempo, intervengdes estas definidas a
partir de equacdes diferenciais.

Reunindo os conceitos e ferramentas apresentadas até entdo, escolhendo
um modelo de comportamento da taxa de juros, uma fungéo utilidade que reflete o
comportamento do investidor frente ao risco e utilizando as técnicas de
otimizagdo, podemos apresentar a solugdo que maximiza o retorno financeiro do
investidor.

Finalmente, para checar a verossimilhanga do modelo obtido, séo feitas
algumas simulagbes em diversos cenarios econdmicos, arbitrariamente
escolhidos, para diferentes perfis de investidores.

No Capitulo 1 introduzimos os conceitos basicos do mercado de renda fixa.
O Capitulo 2 discute os diversos modelos de taxas de juros disponiveis na
literatura. No Capitulo 3 a Teoria da Utilidade é estudada, ressaltando a aversao
ao risco do investidor. O Capitulo 4 é dedicado a Programacdo Dinamica. No
Capitulo 5 reunimos os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores para
montar e solucionar o problema de alocacdo oOtima. O Capitulo 6 apresenta
simula¢des dos comportamentos do modelo de otimizagdo em varias situacdes

criadas.



Capitulo 1

Conceitos Basicos de Renda Fixa

1.1 Introducao

O investimento no mercado de renda fixa é caracterizado por uma aplicacao
do capital onde se espera um retorno financeiro que acompanhe uma taxa de
juros. Esta taxa pode ser tanto fixada no inicio do investimento (pré-fixada) quanto
seguir alguma taxa existente no mercado (pos-fixada), como por exemplo, a taxa
de juros Selic.

Este capitulo € dedicado a introducao dos conceitos basicos do importante
mercado de renda fixa, onde serdo abordados algumas terminologias e conceitos
como: Taxa de Juros, Taxas de Juros Forward, Taxa de Juros Livre de Risco,
Analise de Componentes Principais, Duration e Convexidade. Estes conceitos
serdo ferramentas que utilizaremos nos capitulos posteriores e podem ser vistos

mais detalhadamente em Securato (2005).

1.2 Taxa de Juros

Se uma institui¢cdo, inclusive o governo, deseja captar recursos no mercado,
ela emite titulos, tornando-se devedora de quem os compra. A qguem compra este
titulo, o credor, a instituicdo deve pagar ao fim de um certo periodo de tempo o
valor principal depositado pelo credor mais uma certa remuneracao, referente a
desvalorizacdo do capital neste periodo de tempo, além do risco de crédito da
instituicdo. Esta remuneracao sobre valor investido inicialmente denomina-se taxa
de juros.

Neste capitulo adotaremos algumas hipoteses em relagdo aos titulos

estudados: eles ndo tém pagamento de intermediarios (no mercado sao



usualmente conhecidos como titulos “zero-cupons”) e nao ha risco de crédito, ou
seja, com certeza o emissor do titulo honrard com seu compromisso.

Definimos como T o vencimento de um titulo de renda fixa, e seja o
horizonte de tempo definido em [0, T], a data corrente analisada sera denotada por
t, portanto, 0 <t<T.

Vamos definir como P(t,T) o preco de um titulo no instante t cujo
vencimento € no instante T, para uma unidade de moeda. Deste modo o valor de
P(t,T) é crescente, atingindo seu valor maximo no seu vencimento T. Desse modo,
P(T,T)=1eP(tT)<1, parat<T.

Chamaremos de taxa de juros {Y(t,T)} o rendimento dos juros sobre o titulo
em questdo. Entdo, Y(t,T) é a taxa de juros, no instante t, de um titulo que vence
emT.

O preco de um titulo (satisfeitas as hip6teses iniciais acima) no instante t,
com vencimento em T, capitalizado m vezes ao ano, sujeito a uma taxa de juros
Y(t,T) é dado por:

(1.1)

-m(T-t)
P@t.T) = [1+ Y(t’T)j |

Quando o titulo é capitalizado de modo continuo, o pre¢o sera dado por:

-m(T -t)
P, T) = Iim(1+ MJ . (1.2)
m—oo m
Portanto,
P(t,T) =e @D, (1.3)



A patrtir de (1.3) obtemos:

—InP(,T)

YN ==y

(1.4)

A equacédo (1.4) descreve a taxa de juros. Essa taxa é influenciada por
inumeros fatores do mercado, como a situacdo econdmica do pais, a volatilidade
das taxas de mercado e a confianca dos investidores. Modelar este
comportamento requer um tratamento estocastico e é um dos grandes desafios da
modelagem em Financgas.

Estudaremos agora a situagéo em que o vencimento T se aproxima de t, ou
seja, o intervalo de tempo (t,T) tende a zero. Deste modo, existe um intervalo de
tempo infinitesimal, dt, cujo vencimento T é dado por T =t + dt.

Neste caso a taxa de juros é chamada de “taxa de juros livre de risco” pois
neste pequeno intervalo todas as influéncias externas descritas acima estardo

sendo desprezadas:

[ =limY(T) = Y(L.0). (1.5)

Também € usual chamar r, de taxa de juros instantanea.

Se tivermos um investimento em renda fixa que pague justamente essa
taxa de juros instantanea, assumindo que em t = O invistamos By = 1 entdo,
chamando de B; o retorno do investimento no instante t, podemos modelar a

variacao de By pela equacéo:
dB, =r,Bdt. (1.6)

A equacdo acima é uma Equacao Diferencial Ordinaria, analoga a equacéao

de crescimento populacional, o que faz todo sentido, pois mostra que o



crescimento marginal do retorno do investimento de um ativo aplicado em renda
fixa & proporcional a taxa livre de risco e ao montante disponivel no instante t.

A resolucéo desta EDO resulta em,
t

B, = exp(j r.ds). (1.7)
0

Note que nos dois Ultimos paragrafos estamos considerando apenas a

variacao deterministica.

1.3 Taxa de Juros Forward

Diferentemente da taxa de juros convencional, a Taxa de Juros Forward,
conhecida no mercado como FRA (Forward Rate Agreement), € uma taxa
acordada hoje que so tera vigor em um tempo posterior e seu fim no vencimento.
Estamos, portanto, falando de trés instantes de tempo diferentes:

t: 0 instante de tempo em que a taxa € acordada,;

T: o instante de tempo em que o vigor da taxa tera seu inicio;
S: o instante de tempo em que o vigor da taxa tera seu fim.
Logo,t<T<S.

Vamos imaginar dois titulos, o primeiro cujo vencimento ocorre em T, € 0
segundo cujo vencimento ocorre em S, com T < S. Supomos também que

estamos no instante t. Da equacéo (1.3) temos que:

P(t,T) =YD (1.8)
€ 0 preco, por unidade de moeda, do primeiro titulo no instante t e

P(t,S) = e Y9G (1.9)

€ o preco de segundo titulo, também no instante t.



Vamos definir F(t,T,S), a taxa forward, que é interpretada como sendo a
taxa de variagdo, por unidade de tempo, da propor¢édo da variacdo do preco no

instante t, do titulo que vence em S em relacdo ao titulo que vence em T,

F(,T,9) = L (P(t’s)—l) (1.10)
(S-T)| P(t,T)

ondet<T<S.

Se o comprimento do intervalo (T,S) tende a zero, S é descrito como sendo
o instante T mais um incremento de tempo infinitesimal dT, decorrido de T, ou

seja, S =T + dT e entdo definimos a taxa de juros forward livre de risco como

limF(t,T,9) = lim 1 PES)-PET) _ 1 OP(t,T) :_alnP(t,T).
siT, siT, P(t,T) (S—T) P(t,T) oT oT
Portanto;
L __0InP(t,T)
f(t,T)—yirTr] F(t,T,S) = —r (1.11)

Da equacao acima:
AInP(,T)=—1f(t,T)dT = InP(,T) = —]' f(t,s)ds
t
e, portanto:
P(t,T)= exp(—} f(t,s)ds). (1.12)
t

Ou seja, o preco do ativo P(t,T) depende do acumulo da taxa de juros

forward instantanea f(t,T) no intervalo de tempo entre t e T.



1.4 Medidas de Risco em Taxa de Juros

Quando compramos ou vendemos diferentes tipos de ativos de renda fixa,
como titulos, debéntures, etc; com diferentes periodos de vencimento, dizemos
gue montamos uma carteira. Esté carteira de renda fixa esta sujeita as variacdes
da taxa de juros do mercado, podendo ser prejudicada ou beneficiada com a
oscilacao da taxa de juros.

As medidas de risco nos fornecem uma nog¢éo da exposicdo da carteira em
relacdo a variacdo na taxa de juros corrente.

Para os itens em 1.4.1 e 1.4.2 usaremos a seguinte notacao:

PV;: valor do titulo j no presente;

C;:  valor do titulo j na data do seu vencimento;

I taxa de juros paga pelo titulo;

t;: tempo até o vencimento do titulo j.
1.4.1 Duration

Duration € uma média dos prazos dos ativos dentro de uma carteira,
ponderada pelo valor trazido ao presente desses titulos. Dado um titulo cujo valor

no vencimento € dado por C;, o calculo do valor presente deste titulo € dada por

PV, = ot (1.13)
Py '

Com isso, o célculo da duration é,

D= ' (1.14)




Além de nos dar uma no¢édo de tempo, a duration pode ser interpretada
como uma medida de sensibilidade da carteira em relacéo a taxa de juros.

Para vermos isso, suponhamos que possamos representar a carteira inteira
como sendo um unico titulo, que denominaremos de “titulo sintético”.

Usaremos a seguinte notagao:

PV: valor da carteira no presente;

FV: valor da carteira na data do vencimento;

I: taxa de juros paga pelo titulo sintético;

D: duration da carteira.
Entao:
V= l.; _ (1.15)
a+1)

Queremos estudar a variagcdo no valor presente da carteira (dPV) em

relacdo a variagdo da taxa de juros do titulo sintético (dl). Portanto, por derivacao,

dPV FV (1.16)

D .
dl (1+1)°

Desenvolvendo,

PV _ RV 1 dPV_ e 1
Pvdl PV (1+D)°*  PVdl (L+1)°*

Portanto:

PV _p d (1.17)
PV a+1n



A equacéo (1.17) nos permite interpretar a duration como uma medida de
sensibilidade. Ela estima a variacdo relativa do valor presente da carteira em

relacdo a uma variacao relativa na taxa de juros.

1.4.2 Convexidade

Juntamente com a duration, a convexidade € uma medida de sensibilidade
gue tenta captar o efeito da mudanca na taxa de juros no valor presente da
carteira.

A convexidade estuda a variacao relativa dos pregos em fungéo da variacao
. dPVv . .
da taxa de juros (del), ou seja, ela estuda a curvatura (ou convexidade) da

variagdo dos precos em relacdo a variacdo da taxa de juros. Quanto maior for
essa curvatura (quanto mais convexa), maior sera a sensibilidade da carteira ou
do ativo em relacdo a mudancas na taxa de juros.

Do Calculo sabemos que quando queremos estudar a curvatura devemos
olhar a segunda derivada da funcdo. Portanto, a medida da convexidade € dada

da seguinte forma:

1 9°PV
C:W R (1.18)

Usando (1.15), obtemos,
2
c. 19 ( Fv J (1.19)
e, portanto,
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_ 1 D(D+1)FV (1.20)
TPV @+ '

1.5 Analise de Componentes Principais

Seja J um vetor aleatorio de distribuicdo D, com média p e variancia X.

Podemos representar isso da seguinte maneira:
J~D(p,X) (1.21)

onde p € um vetor de médias e X € uma matriz de variancia-covariancia, e

portanto assumimos como sendo positiva definida e de posto completo.
A Analise de Componentes Principais (ACP) consiste em achar uma matriz

AeR™, tal que A=[a,a,...a,] de modo que a,J produza a maior explicacdo das
variancias em X, isto é, Var(a,J) é a mais proxima possivel da soma das
variancias em X. Em seguida, a,J deve produzir a maior explicacdo das

variancias em X subtraido o efeito de a,, e assim por diante. Deste modo,
construimos a,’s ortogonais, ou seja, se i # j, entao aitaj =0.

Seja X =A"J, entdo temos,

Var[X] = E[XX'] - E[X]E[X'] = E[A' J(A' J)'] - E[A' J]E[(A' J)']
= E[A'JJ' A] - E[A' J]E[J' A] = A" E[JJ']A — A' E[J]E[J]A
=A'(E[33'] - E[J]E[I' DA
=A'Var[J]A

Var[X]=A'ZA . (1.22)
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Como por hipétese £ é uma matriz positiva definida, pelo Teorema da
Decomposicado Espectral sabemos que existe uma matriz P ortonormal e uma

matriz diagonal A formada pelos auto-valores de X tal que,

Y=PAP, (1.23)
P=P", (1.24)
onde denotaremos por A,,...,4, 0S autovaloresde £,com 4, >4, >..24,.

Como queremos A tal que suas colunas sejam ortogonais, isto &, se i # j,

entdo a,'a, =0, temos,

Var[X]=Var[A'J]=A"ZA=A"PA P A=P PA P' P se escolhermos A=P.

Portanto,

Var[X]=A, (1.25)
onde,

A=diag(4,4,,...,4,) . (1.26)

Por outro lado, a soma das variancias da matriz de variancias-covariancias

X é o trago da matriz. Deste modo,

'n o’ =tr(X) =tr(PAP') =tr (AP'P) =tr(A) = anﬂi : (1.27)

i=1
ou seja, a soma dos auto-valores A, + A, +...+ A, € o trago da matriz Z.

Primeiramente queremos a, , tal que:

12



Jl
(ata2..a =aJ=all, +a’d, +..+a‘J, (1.28)

Jy

explique o maximo da variancia em X, ou seja, queremos a, tal que:
Var(a;J) =ajVar(J)a, =a;Xa, (1.29)

produza a maior explicacdo das variancias de X.

A primeira componente principal, a,, sera o auto-vetor associado ao maior

auto-valor, e como,

Var(a,'J) = 4,, (1.30)
a explicagdo que esta componente representa do vetor X € diretamente
proporcional ao valor de seu auto-valor, ou seja, a porcentagem de explicacéo

sera,

A
M+, 4+ Ay,

(1.31)

Analogamente, a explicacdo dada por seus dois primeiros componentes

principais sera,

A+ A,
A +Ay+ ot Ay,

(1.32)

e seus componentes principais serdo 0s auto-vetores associados a A, e A,

respectivamente.
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Repetimos 0 processo até achar o nUmero de componentes principais que
expligue uma porcentagem satisfatoria da variancia de X . Esta porcentagem pode
variar de acordo com os objetivos da analise, de acordo com o grau de precisdo e
da dificuldade de trabalhar com uma nova componente principal.

Ligando a ACP com os juros trabalhados aqui, temos que na pratica, a
volatilidade da taxa de juros € explicada por uma série de componentes como a
volatilidade do mercado internacional, as reunides do COPOM, a inflacdo, a bolsa
de valores, o saldo das contas correntes, o mercado cambial, e outros fatores.

Agora utilizaremos a ACP para achar combinacbes linearmente
independentes das taxas de juros que expliguem o maximo da volatilidade do nivel
da taxa de juros.

Primeiramente tomemos as informagfes nos instantes de tempos

t,i=12..,n+1. Chamaremos de r, (7;), j=1..,k, ataxa de juros no instante t,
para o ativo z;.

Vamos definir uma variavel aleatoria dj, cujas observagdes serdo as

diferengas:

diyj =, (Z'J-)—I'tI (TJ-) . (1.33)

Ou seja, esta variavel d estd medindo a diferenca entre a taxa de juros

instantanea r de uma ativo T; NOS instantes t; e tj1.

Para cada instante de tempo temos que:

d = , i=1..n (1.34)

Vamos considerar o vetor com os di's sobrepostos, um acima do outro, isto

14



d=|. 2| (1.35)

A matriz de variancias-covariancias de d ser4,

Z=Cov(d), (1.36)
ou seja,
z:(z” ), onde Zij =Cov(d,,d J.),i =12,..n;j=12,...,n. (1.37)
Ao aplicarmos a ACP na variavel dij = r, (7;)-r, (7;), estamos achando

combinacbes linearmente independentes das variaveis descritas acima que
expliguem satisfatoriamente, de acordo com os critérios da analise, o traco da
matriz de variancias-covariancias X, ou seja, estamos tentando achar as
combinacdes lineares dos juros em namero menor que o total das variaveis que
explicam a maior porcentagem possivel da variagdo da taxa de juros entre dois
instantes de tempo consecutivos para cada ativo. Esta é a grande vantagem de
utilizarmos a ACP no estudo do comportamento da taxa de juros. Maiores detalhes
sobre Analise de Componentes Principais podem ser encontrados em Johnson &
Wichern (2007).
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Capitulo 2

Modelagem da Taxa de Juros

2.1 Introducéo

Para podermos falar em maximizar os lucros provindos de determinada
carteira de renda fixa, primeiramente devemos estudar modelos que tentam
reproduzir o comportamento da taxa de juros em um determinado periodo de
tempo. Isto porque o rendimento de uma carteira esta diretamente atrelado aos
juros.

Este capitulo é dedicado a uma breve apresentacdo de alguns dos mais
importantes modelos de taxa de juros utilizados no mercado. Os modelos serdo
apresentados de forma resumida, onde serdo apontadas as principais diferencas
entre eles, levando-se em conta conceitos como o de equilibrio e o de néo
arbitragem. Uma abordagem mais detalhada dos modelos de taxa de juros pode
ser encontrada em Brigo & Mercurio (2002) e Elliott & Koop (2005).

2.2 Classificacao dos Modelos de Taxas de Juros

Inicialmente temos duas vertentes de modelos a serem estudados: o0s
Modelos de Equilibrio e os Modelos de Nao Arbitragem.

Os modelos de equilibrio supdem que a taxa de juros € resultado de um
equilibrio econdmico, ou seja, dadas as varidveis que compdem o equilibrio
econbmico, a variavel “taxa de juros” é endogena, sendo um resultado do modelo.
Por esta razdo, a taxa determinada por um modelo de equilibrio ndo precisa

necessariamente corresponder as taxas efetivamente observadas e precificadas
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no mercado. Deste modo, ndo é confidvel a utilizacdo deste tipo de modelo no
aprecamento de ativos e derivativos de taxa de juros.

Por outro lado, outra categoria de modelos de taxa de juros € o de néo
arbitragem. Estes modelos possuem termos dependentes no tempo, 0 que permite
a entrada no modelo de dados efetivamente observados no mercado. Esta
caracteristica torna os modelos de nao arbitragem menos viesados e, portanto,
mais aceitos no mercado.

Por arbitragem iremos entender se existir uma probabilidade ndo nula de
um investimento zero em um determinado instante de tempo que resulte com
certeza em um retorno positivo em um instante posterior. Os modelos de né&o
arbitragem supdem esta situacdo ser impossivel.

Outra classificacdo atribuida entre os modelos € em relacdo ao nimero de
variaveis de estado dentro do modelo. Uma variavel € denominada de estado se
ela é responséavel pela composicdo da estrutura a termo da taxa de juros. As
variaveis de estado mais comuns sdo: o prec¢o do titulo, P(t,T); a taxa de juros
instantanea, ry; e a taxa de juros forward instantanea f(t,T).

Se no modelo somente uma variavel € variavel de estado, entdo
denominamos o modelo de unifatorial. Falar que um modelo é unifatorial significa
dizer que a variavel de estado (geralmente a taxa de juros livre de risco, r;) € uma
estatistica suficiente para toda a estrutura a termo da taxa de juros, ou seja, ela é
perfeitamente correlacionada com todos os vencimentos da curva de juros.

Se um modelo tem mais que uma variavel de estado, entdo ele é
denominado de multifatorial.

Existem resultados empiricos, utilizando a técnica de Analise de
Componentes Principais (ACP), que mostram que 85% a 90% da variacao da taxa
de juros é explicada pela primeira componente, o nivel da taxa de juros. Esta
praticidade em se ter um nivel de explicacdo relativamente alto lancando méo de
uma unica componente justifica o fato de grande parte dos modelos serem

unifatoriais.
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Por outro lado, resultados também conhecidos mostram que, em geral, 90%
a 95% da variagdo da taxa de juros é explicada pelas duas primeiras componentes
principais, o nivel da taxa de juros e sua inclinacdo, que representa sua tendéncia.

Quando se trata de derivativos de taxa de juros que dependem da
correlacdo entre os vencimentos ou entre a taxa instantanea e a forward, os
modelos multifatoriais sdo melhores opgdes para a modelagem da curva de juros.

Descrevemos a seguir alguns dos modelos de taxas de juros mais

populares na pratica do mercado.

2.3 Modelo de Merton

O modelo de Merton (1973) foi um dos pioneiros na tentativa de modelagem
do processo estocastico da taxa de juros. Segundo o modelo, o nivel da taxa de

juros é reproduzido pela seguinte equacao diferencial estocastica:

dr, = udt + odW, (2.1)

onde o tempo t € descrito de modo continuo; x e o sao constantes positivas
representando média e desvio padréo, respectivamente, e W, € o Movimento
Browniano, responsavel pela incerteza aleatéria do comportamento da taxa de
juros.

O modelo e unifatorial pois s6 possui uma variavel de estado, r,, e € de

7

equilibrio pois a determinacdo da curva de juros é endbgena, atraveés da

componente g .

O modelo diz que a variacdo da taxa de juros é explicada através de um
fator deterministico, a taxa média do mercado no equilibrio mais uma componente
estocastica, a variacdo em torno desta média (descrita pelo Movimento Browniano
W,).
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Podemos notar que se estivermos em tempos de turbuléncia, com
volatilidade alta e um cenario de stress de mercado, a diferenca entre as taxas
observadas no mercado e as estimadas pelo modelo aumenta.

Calculando a solucdo da equacao acima temos o seguinte resultado:
t t
re=rg +I uav + O'I dw, (2.2)

onde pela propriedade browniana,
oW, —W,) ~ Normal (0,5%(t — ) . (2.3)

O fato da distribuicdo ser Gaussiana gera a possibilidade das taxas de juros
assumirem valores negativos. Além disso, como discutido anteriormente, a
determinacdo da taxa de juros € enddgena e ndo reproduz as taxas efetivamente
observadas no mercado.

Outro ponto importante é que a variancia do modelo depende diretamente
da diferenca (t—s), e a medida que essa diferenca cresce indefinidamente, a
variancia tende a infinito.

Estes fatores séo desvantagens do modelo e faz com que ele seja menos

usual na pratica do mercado.

2.4 Modelo de Vasicek

Vasicek (1977) propés uma nova modelagem para a taxa de juros, usando
o principio de reversao a média de Ornstein-Uhlenbeck:

dr, =k(@ —r,)dt + odW, . (2.4)
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onde k,0 e o sdo constantes positivas, W, € o Movimento Browniano e r, é a

taxa de juros instantanea (ou no curto prazo).
A evolucdo em relagdo ao modelo anterior é a presenca da componente 4,
gue é a expectativa da taxa de juros no longo prazo. A componente deterministica

da equacéo diferencial acima (6 —r,) expressa a reversao da taxa de juros r, a
expectativa 6. Se r, for menor (maior) que ¢, a diferengca (6-r,) € positiva
(negativa) e tanto maior sera essa diferenca quanto menor (maior) for r, em
relacdo a 6. Por outro lado, sendo k(6-r,) a componente deterministica da
equacéo, ela indica a velocidade de crescimento (decrescimento) de r,, e portanto
quanto maior for | —r, | mais rapido r, se dirigira em direcédo a 6.

Este comportamento de reversao a média faz com que o problema de uma

variancia explosiva, presente no modelo anterior, seja solucionado.

Resolvendo a equacao diferencial estocastica (2.4) temos:
ro=re " +91-e*9)+ O'J.t e dw, . (2.5)
S

Por r, ter uma distribuicdo normal, as medidas de media e variancia séo

fechadas e respectivamente,

Elr, |r]=re™ " +9(1-e*) (2.6)

_0'2 _ a-2k(t-9)
Var[r, |rs]_ﬁ[1 e ]. (2.7)

Significa dizer, que num prazo muito longo (t — «), a taxa média dos juros
2

z A p o
tenderd para @ e sua variancia tendera para E

Outra abordagem, em termos de preco, pode ser descrita como:
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dP(t,T) _
PEt,T)

(r, +b(t, T)Ac)dt - b(t, T)ouW, (2.8)

onde A € uma constante positiva e,

b(t,T) =%(1— e ), (2.9)

€ chamada de duration do modelo de Vasicek.

O modelo de Vasicek também é um modelo unifatorial e de equilibrio.
Mesmo sendo uma evolucédo em relacdo ao modelo de Merton, a determinagéo da
taxa de juros continua sendo endoégena, e pelo fato de r, ser Gaussiana, a
presenca de valores negativos continua sendo um problema para sua utilizacdo na

pratica.

2.5 Modelo de Cox-Ingersoll-Ross

O modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR) (1985) propde um cenario de
equilibrio econdbmico onde temos um equilibrio entre a producdo e as
oportunidades de trabalho, a evolucdo da tecnologia e um equilibrio entre a oferta
e a demanda dos ativos da economia.

Dentro deste cenario, a equacado que reproduz a dindmica da taxa de juros

dr, = k(0 —r,)dt + o|/r, dW,, (2.10)

onde o tempo t é descrito de modo continuo; k,0 e o sado constantes positivas; e
W, € o Movimento Browniano.

O modelo CIR também é um modelo unifatorial e de equilibrio. Apresenta

reversdo a média como o modelo de Vasicek.
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A evolucdo em relacdo aos modelos anteriores se da pela presenca da
componente estocastica ox/f, gue ndo permite que a taxa de juros seja negativa.
A variancia de r, aumenta a medida que r, aumenta. Quando r, se aproxima de

zero a parte estocastica se evanesce.

Neste modelo, r, apresenta uma distribuicdo Qui-Quadrado, e da Estatistica

sabemos que seus valores esperados de média e variancia sao:

Elr, Ir J=r.e™ + 91— ™) (2.11)

o? o’
Var[rt |r 5] =r, T (e—k(t—s) _ e—zk(t—s)) + 0% (1_ e—k(t—s))z . (212)

Podemos observar que quando a diferenca (t-s) tende a infinito, a
esperanca E[r, [r,] se aproxima de @, e a variancia Var[r, |r]] se aproxima de

2
0%. Isso significa que a taxa de juros no longo prazo € @, e a variagdo (também

2
i 2 O
no longo prazo) em torno dessa media € HE'
Apesar da evolucdo em relacdo aos modelos anteriores, o modelo CIR
ainda nao reproduz as taxas observadas no mercado, sendo o nivel da taxa de
juros resultado do modelo, portanto enddégena. Por essa razao ndo € comum a sua

utilizacdo na pratica do mercado.

2.6 Modelo de Ho-Lee

Um grande avanco na construcdo dos modelos de taxa de juros foi a
passagem dos modelos de equilibrios para os de nao arbitragem. O modelo de

Ho-Lee (1986) foi o primeiro dessa linha e segundo sua proposta,
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dr, = 6,dt + cdW, (2.13)

onde a novidade surge com a componente 6, , ou seja, a componente da equagéo
gue antes era uma taxa média de longo prazo esperada no equilibrio econémico,
agora é uma funcdo do tempo de modo que podemos ajusti-la para que se
reproduza a taxa observada no mercado.

O modelo € muito semelhante ao de Merton e analogamente, o tempo t &
descrito de modo continuo, ¢ € a volatilidade da taxa de juros no curto prazo, e
W, é responsavel pela componente estocastica da taxa de juros.

A distribuicdo do modelo também é Normal, o que por um lado facilita o
calculo para precos e taxas dentro do modelo, mas por outro, permite que as taxas
de juros assumam valores negativos. Além disso, analogamente ao modelo de
Merton, o modelo de Ho-Lee ndo possui a reversdo a média, 0 que permite que a

variancia possa ter um comportamento explosivo.

2.7 Modelo de Hull-White

Na mesma linha do modelo de Ho-Lee, o modelo proposto por Hull-White
(1990) é de nao arbitragem e unifatorial pois sua variavel de estado continua

sendo o nivel da taxa de juros r,.

A proposta inicial de modelagem &,

dr, =[4 —a,r,]dt + o, dW,. (2.14)

Podemos notar que, analogamente ao modelo de Ho-Lee, a componente &,

€ uma funcdo do tempo, 0 que permite ajustar a taxa do modelo para as taxas
observadas no mercado.
Por outro lado temos algumas evolugbes em relacdo ao modelo anterior: a

componente estocastica o,, responsavel pela volatilidade do modelo, também é
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uma fungcdo do tempo; e analogamente ao modelo de Vasicek, a componente

deterministica ¢ —a,r, € responsavel pela reversdo a média, ndo permitindo o

comportamento explosivo da variancia, como no modelo de Ho-Lee. Neste caso,

a, € uma fungéo do tempo que determina a velocidade de reversdo a media.

O fato de a variancia ser uma fun¢édo do tempo € uma evolucao do modelo,
pois além das taxas médias o0 modelo permite reproduzirmos as volatilidades da
taxa de juros efetivamente observadas no mercado. Por outro lado, este grau de
precisdo adquirido nem sempre € necessario. Ativos com pouca volatilidade ou
pouco liquidos no mercado ndo necessitam de um tratamento tdo preciso. Neste
caso, a velocidade de reversdo a média pode ser considerada constante.

Dentro destas hip6teses, vamos nos concentrar no seguinte modelo,
dr, =[&, —ar,]dt + cdW, , (2.15)
onde ae o s&o constantes positivas e,

_of(0t) o>

o) p= + af (O,t)+£(l— e, (2.16)

Resolvendo a equacéao diferencial estocastica (2.15) obtermos:

n=re*¥+o -0 +0 I et gw, (2.17)
onde,
0_2
a, = f(0t)+——[l-e 9], (2.18)
2a
Como r, tem distribuicdo normal, a média e a variancia séao
respectivamente,
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Elr, Ir]=r.e* +o, -ae? (2.19)

2
Varfr, Ir.] = :—(1— I (2.20)
a

Embora o modelo de Hull-White tenha resolvido o problema de variancia

com comportamento explosivo, pelo fato de r, ter distribuicdo normal, ainda existe

0 problema de uma taxa de juros negativa.

2.8 Modelo de Black-Karasinski

O modelo de Black-Karasinski (1991) também é um modelo unifatorial (a
variavel de estado € o nivel da taxa de juros) e de ndo arbitragem. Este modelo
continua incorporando a reversdo a média. A taxa média de longo prazo e a
volatilidade sédo funcdes do tempo de modo que podemos ajustar o modelo de
forma a captar as observagdes no mercado.

A forma diferencial do modelo é dada por,
din(r,) =[6, —a, In(r,)]dt + o, dW,. (2.21)

Na equacdo diferencial estocastica acima 6, € a taxa de juros de longo

prazo e € uma funcdo do tempo, de modo a se adaptar as taxas observadas no

mercado. Analogamente, a componente estocastica o, € a variancia em torno

desta taxa média da componente estocéastica e também & uma fungéo do tempo.
Assim, pode se adaptar as volatilidades dos ativos efetivamente observados no

mercado. O termo a, € a fungéo que determina a velocidade de reverséo a média.

No caso particular de,
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a= Ot (2.22)

ou seja, a velocidade de reversdo € proporcional a taxa de variacdo relativa da
variancia em relacdo ao tempo, o modelo também é conhecido como Modelo de
Black-Derman-Toy (1990).

No modelo de Black-Karasinski, dIn(r,) tem distribuicdo normal, e portanto
a variavel que mensura o nivel da taxa de juros r,, tem distribuicdo log-normal.
Se por um lado a hipotese de log-normalidade de r, dificulta solugdes

analiticas para a equacéo, de ponto de vista financeiro € uma grande avanco em
relacdo aos modelos anteriores, pois resolve, sem custo, o problema da

ocorréncia de taxas de juros negativas.

2.9 Modelo de Heath-Jarrow-Morton

O modelo de Heath-Jarrow-Morton (1992) representa uma grande evolucao
na modelagem da taxa de juros. Trata-se de um modelo de nao arbitragem, o que
mantém a possibilidade da entrada de dados observados no mercado dentro do
modelo, mas a novidade é que permite o estudo concomitante de varias variaveis
de estado. Portanto, ele € um modelo multifatorial. Vamos nos referir a este
modelo por HIM.

Como mencionado na Sec¢ao 2.2, no caso de existirem duas componentes
principais (o nivel da taxa de juros e sua inclinacdo) para a explicacdo da variacao
da taxa de juros, implica que a estrutura a termo ndo depende somente do nivel
desta taxa e assim, nao é perfeitamente correlacionada com a variavel de estado.
Neste caso, podemos ter alteracbes de movimentos na curva de juros ao longo do
tempo o que permite maior precisdo na modelagem. Por exemplo, se quiséssemos

precificar um derivativo de renda fixa que fosse influenciado pela correlacéo entre
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0s vencimentos dos titulos entdo o modelo unifatorial ndo atenderia aos requisitos

e nesse caso modelo de HIM é uma solucgéo.

A formulacéo original, em termos da taxa forward, pode ser escrita como,

df (t, T) =(Zai (t,T)LT o (t, s)dsjdt +> 0, T)AW (1), t<T. (2.23)
i=1 i=1

A abordagem em termos de precos € representada por,

dP(t,T) _ n
LD r.dt +i§:l:ai (t, T)dW, (t). (2.24)

A equacédo diferencial estocéastica (2.21) € conhecida como Equacdo de
HJM, e é a mais completa dentre os modelos apresentados até agora. Podemos
tratar todos os demais modelos vistos até entdo como casos particulares deste
altimo.

Por exemplo, se assumirmos:

o(t,T)=0=cte (2.25)

e substituindo em (2.21) temos,
of (t,T) = (af ods)dt +odW(t) = o2 (T —t)dt + odW(t) = 6,dt + oW, (2.26)

onde chegamos no modelo de Ho-Lee, conforme a equagao (2.13).

Outro exemplo é se assumirmos,

o(t,T)=ce 0™, (2.27)
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entao temos,

df (t,T) = (0e™ ™ | " e = dg)dt + oe TV dW(t) =
, (2.28)

O-Tz(e—k(T—t) _ e M)t 4 e TV gW(1).

Resolvendo a equacéao (2.28) temos,

0_2

S d-e')? 229)

2
f (t,T) =f (O,T) + O-J:: e’k(T’S) dWS _ % (l_ efk(Tft))Z +

onde chegamos ao modelo de Hull-White, segundo as equacdes (2.17) e (2.18),

sendo que,
0_2
a, = f(0,t) +F[1— e’Za(t—S)] ) (2.31)
a
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Capitulo 3

Teoria da Utilidade

3.1 Introducéo

Para maximizarmos o lucro de um investimento em renda fixa,
primeiramente temos que analisar os objetivos do investidor. Se um investidor n&o
aplica em ativos que ele considera arriscado, ou se a medida que ele aumenta
seus lucros ele investe mais ou menos, tudo depende do seu perfil de
investimento. Todos estes fatores tém que ser levados em conta na hora de
construirmos a carteira do investidor. Este conceito é traduzido na teoria da
utilidade. Primeiramente, vamos introduzir uma abordagem geral deste conceito.
Em seguida, vamos mostrar uma aplicacdo deste conceito na teoria econdmica e
na pratica de investimentos. Também analisaremos algumas fun¢des de utilidade
conhecidas e as propriedades econdmicas inerentes a estas fun¢gbes. Um estudo
mais aprofundado sobre Teoria da Utilidade pode ser encontrado em Pratt, Raifa &
Schlaifer (1995).

3.2 Conceito de Utilidade

A utilidade pode ser interpretada como a satisfacdo proporcionada ao
consumidor pelo consumo de uma determinada quantidade de bens, ou seja, a
utilidade é uma forma de mensurar o quao util um determinado bem é para um
consumidor ou um grupo de consumidores.

Quando o consumidor racionaliza as suas necessidades em funcao dos
seus recursos, ele tenta maximizar a sua satisfacdo. Falar em aumento de

satisfacdo do consumidor gerada pela utilizacdo de um determinado bem é
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equivalente a falar em reducdo do estado de insatisfacdo do consumidor. A
utilidade marginal de um bem significa a variagdo da sua utilidade em relacdo ao
seu consumo. Deste modo, quando o estado de insatisfacdo tende a zero a
utiidade atinge seu ponto maximo. Também é facil notar que quanto mais
necessario € um determinado bem, a sua utilidade aumenta e do mesmo modo a
medida que o consumo deste bem aumenta, menor a utilidade atribuida a novos
incrementos, isto é, menor a utilidade marginal.

De modo analogo, podemos fazer o mesmo estudo do comportamento da
utilidade para dois bens distintos. Se um consumidor tem a necessidade de
consumo de dois bens, e se ele admite que uma determinada combinacéo entre
esses bens é igualmente satisfatéria que uma outra combinacdo, esta gama de
combinacfes que proporcionam a mesma satisfacdo ao consumidor € chamada
de curva de indiferenca. Em outras palavras, a curva de indiferenca € composta de
todas as combinac¢des entre dois bens distintos que geram a mesma satisfacdo ao
consumidor.

A figura abaixo é um exemplo de algumas curvas de indiferenca entre um

determinado bem 1 e outro bem 2:

BEM 2

BEM 1

Figura 3.1: Curvas de indiferenca ao consumidor
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Seja U = f(q,,q,), uma fungcdo que mensura a utilidade de modo continuo,
e (q,0,) a quantidade disponivel do bem 1 e do bem 2, respectivamente; as
curvas de indiferenca nada mais sdo que as curvas de nivel de U para as
combinagdes de (q,,q,) -

Ao deslocarmos a curva de nivel para uma dire¢cdo contraria a origem, o
que no grafico em R? significa se deslocar a noroeste, estamos aumentando a
utilidade da curva de indiferenca, ou seja, para este conjunto de combinacdes
entre dois bens distintos a utilidade aumenta a medida em que as curvas de niveis

cruzam a seta na direcdo noroeste em pontos mais distantes da origem.

Este fato esté visualizado na Figura 3.2.

Utilidade crescente

BEM 2

BEM 1

Figura 3.2: Utilidade crescente das curvas de indiferencas

O conjunto de curvas de indiferencas representando diferentes niveis de

utilidade recebe o nome de “mapa de indiferenga”.
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3.3 Funcéo Utilidade

Uma funcdo utilidade € uma func@o definida U :R" - R, continua. Seu
objetivo € mensurar o nivel de utilidade em funcéo de variaveis que irdo quantificar
0os bens na cesta do consumidor. Em particular, nos problemas financeiros
estamos interessados em mensurar a satisfacdo associada a determinados niveis
de riquezas.

Como estamos interessados em maximizar os resultados de uma carteira,
na realidade estamos interessados em maximizar a funcao utilidade associada a
esta carteira. Uma vez definida a alocacédo dos ativos dentro do portifélio, temos o
efeito de variaveis aleatérias que exercem influencias sobre os resultados e
portanto, devemos maximizar E[U(x)], onde U(x) é a funcao utilidade associada
a uma certa carteirax, ou seja, devemos escolher uma carteira x de modo que
E[U (X)] seja maximo.

Na pratica existem alguns padrées de fungbes utilidades mais usados que

séo apresentados em seguida.
3.3.1. Utilidade Exponencial
U (X) = —exp(-ax), (3.2)

7

onde a>0. Esta funcdo é crescente, cOncava e assintdtica a zero e assume

valores negativos. Seu gréafico € dado na Figura 3.3.
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-exp(-ax)

U(x)=

Figura 3.3: Comportamento da funcéo utilidade exponencial

3.3.2. Utilidade Logaritmica

U (X) =In(x). (3.2)

A funcédo esta definida para x>0 é crescente, concava e diverge com X.

Seu comportamento é apresentado na Figura 3.4.

U(x)=In(x)

Figura 3.4: Comportamento da funcéo utilidade logaritmica

3.3.3. Utilidade Poténcia

U(x)=%. (3.3)
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Definida para b<0 e para b=1 é chamada de utilidade de risco neutra

Seus formatos séo dados respectivamente nas Figuras 3.5 e 3.6.

(x7b)/b

U(x)

Figura 3.5: Utilidade exponencial para b<0

(x~b)/b

U(x)

Figura 3.6: Utilidade exponencial para b=1

3.3.4. Utilidade Quadréatica

U(x) = x—bx?. (3.4)
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Definida para b>0. A funcdo é crescente para x<2—1b e decrescente caso

contrario. Seu formato € apresentado na Figura 3.7.

U(X)=x-bx"2

Figura 3.7: Comportamento da funcdo utilidade quadratica

Podemos verificar que a funcao inicialmente € crescente, onde temos valores de

1 . , . 1
X menores que % ApoOs esse intervalo, para valores de X maiores que % a

funcdo se torna decrescente.

3.4 Propriedades Econdmicas da Funcéao Utilidade

Particularizando o problema de maximizacdo da funcéo utilidade para o
aspecto econdmico a primeira propriedade que podemos notar é que o nivel de
riqgueza esta diretamente relacionado a utilidade, ou seja, quanto maior a riqueza,

maior a utilidade. Denotando por W a riqueza, temos U (W) a utilidade em funcao

da riqueza. Pela propriedade do calculo sabemos que para se ter uma associacao
positiva a primeira derivada da utilidade em funcéo da riqueza deve ser positiva,
isto é, U'W)>0,YWe R.
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Uma segunda propriedade da funcéo utilidade é em relacdo ao perfil do
investidor: se ele tem aversdo, é neutro ou tem propensdo ao risco. Esta
caracteristica € traduzida pela curvatura da funcao utilidade, ou seja, pela segunda
derivada de U(W).

Se U"(W)<0 significa que a fungdo U (W) é estritamente cncava o que

reflete que a tendéncia de investimento em funcdo do aumento da riqueza €
decrescente Em outras palavras, neste caso o investidor tem aversao ao risco.

Se U'" (W) =0 significa que ndo existe preferéncia entre aceitar ou rejeitar

um investimento em funcdo do aumento da riqueza. Esta condicdo é equivalente a
dizer que o investidor é neutro ao risco.

Finalmente, se U'" (W) > 0significa que a curvatura da fungéo utilidade €&

positiva o que indica uma preferéncia crescente ao investimento. Esta condicéo &
chamada de propenséo ao risco pelo investidor.

Na realidade, o interesse de estudar a curvatura da funcéo esta em definir o
perfil do investidor. Se o investidor tem aversdo ao risco, esta condi¢cdo se torna
uma das restricbes do problema de maximizacdo dos lucros de um investimento.

Uma funcéo, por defini¢éo, € cbncava se,

€01, Qe R",U:Q >R,

tal que, se

(x*, x*) e QxQ entdo,

UAX + (1= A)X*] = AU (XY + (- AU (X?) . (3.5)

E facil ver dai que a condicdo U''(x) <0 se verifica quando U & concava.
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3.5 Aversao ao Risco do Investidor

Na pratica de investimentos uma caracteristica importante a ser estudada é
a mudanca de comportamento do investidor em relacdo a evolugdo da sua
rigueza. Queremos estudar se o aumento ou reducdo da riqueza de um
investimento em fungdo do seu retorno estimula ao aumento ou reducdo do
patrimdnio a ser investido no préximo momento.

Se um investidor aumenta seu volume de capital investido em ativos de
risco quando sua riqueza aumenta entdo ele demonstra uma aversao absoluta ao
risco decrescente com a riqueza. Analogamente, se o volume de investimento de
risco néo se altera em funcdo do aumento da riqueza entao ele demonstra ter uma
aversao absoluta ao risco constante. Se o investidor diminui seu volume aplicado
em ativos de risco a medida que sua riqueza aumenta entdo ele tem uma aversao
absoluta ao risco crescente.

Sejam U(W) a utilidade em funcdo da riqgueza e U'(W), U'"(W) a sua

primeira e segunda derivadas, respectivamente. A medida de aversado absoluta ao

risco é dado pelo coeficiente de Arrow-Pratt, definido por,

AW) == ), (3.6)
u'(w)

Podemos notar que, quanto mais negativa a curvatura da fungédo, maior
sera o grau de aversdo absoluta ao risco. Como a primeira derivada € sempre
positiva, o sinal do coeficiente depende exclusivamente da curvatura de U . Se a
funcdo utilidade for cbncava, sua segunda derivada serd negativa e, portanto, o
coeficiente de aversdo absoluta ao risco sera positivo. Analogamente, se a funcao
utilidade for convexa, sua segunda derivada sera positiva e consequentemente, o
coeficiente de aversdo absoluto ao risco sera negativo.

A fungdo A(W) mostra como a averséo ao risco absoluta muda em relagéo

ao nivel de riqueza, de modo que sua primeira derivada A'(W) em um ponto W,
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fixo, mostra o comportamento do grau de aversdo absoluta ao risco segundo a

tabela a seguir:

Defini¢do Descrigao Condicéo
Averséo ao Risco Absoluta Crescente Se a rigueza aumenta, investe menos em ativos de risco A'(Wo)>0
Aversdo ao Risco Absoluta Constante Se a riqueza aumenta, investe 0 mesmo volume em ativos de risco  A'(Wg)=0
Aversao ao Risco Absoluta Decrescente  Se a riqueza aumenta, investe mais em ativos de risco A'(Wp)<0

Tabela 3.8: Caracterizagdo da aversao ao risco absoluto

Outra questdo importante € o comportamento do investidor em relacédo a
variacao do nivel de riqueza em termos relativos, isto é, se um investidor aumenta
sua riqueza em funcdo de aplicacdes em ativos de risco e como consequéncia
aumenta seu volume de aplicacdo nesses ativos, queremos saber se em relagéao
ao seu novo patrimbénio, a porcentagem de investimento em ativos de risco
aumentou.

Se em termos proporcionais o investidor aumentar seu volume de aplicacao
em ativos de risco a medida que seu nivel de riqueza se cresce, ele demonstra ter
uma aversdao ao risco relativa decrescente. Analogamente, se ele
proporcionalmente investe menos em ativos de risco conforme sua riqueza
aumentar, entdo ele demonstra ter uma aversao ao risco relativa crescente.

A medida de averséo ao risco relativa € dada por

U (W)
RW)=-W—"" 3.7
e U'(W) (3-7)

de onde, utilizando a expresséo em (3.6) obtemos
R(W) =WA(W). (3.8)

Analogamente a medida de aversé&o ao risco absoluta, para W, um valor de

riqueza fixo, o comportamento do grau de aversao ao risco relativa é resumida na

tabela a seguir:
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Definicdo Descri¢ao Condigéo

Aversao ao Risco Relativa Crescente % investimento em ativos de risco diminui se a riqueza aumenta R'(Wg)>0
Averséo ao Risco Relativa Constante % investimento em ativos de risco néo se altera se a riqueza aumenta R'(W,)=0
Aversdo ao Risco Relativa Decrescente % investimento em ativos de risco aumenta se a riqueza aumenta R'(Wg)<0

Tabela 3.9: Caracterizacdo da aversao ao risco relativa

3.6 Exemplos

Para ilustrar os conceitos apresentados, vamos utilizar algumas das

funcdes utilidades apresentadas na Secdo 3.3 como exemplos.

3.6.1 Funcao Quadratica

Seja a funcao utilidade,

UW) =W —bw?, (3.9)

onde W representa o nivel de riqueza e b € uma constante.

Calculando a primeira e segunda derivadas temos respectivamente,

U'(W)=1-2bW (3.10)

U (W) =—2bW. (3.11)

No caso do investidor que tem aversdo ao risco, a segunda derivada é

negativa e, portanto,

U'W)<0=-2bW<0=b>0.

Como a primeira derivada deve ser positiva temos que,
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UWw)>0=1-2bW >0 e como b>0,

W<t (3.12)
2b

€ o intervalo da riqueza W onde o investidor é avesso ao risco.
Em seguida vamos analisar o coeficiente de aversao absoluta ao risco. Seja

o coeficiente de Arrow-Pratt,

UTw)_ (2b) b (3.13)

AW ==0rw) ~ A= 2bW) ~ A 2bw)

Como o comportamento de aversao absoluta ao risco € dado pela sua primeira

derivada, temos que,

4b*

= 50 (3.14)
(1- 2bW)?

A (W)

Pela Tabela 3.9 podemos observar que a condicdo da segunda derivada
ser positiva significa que o investidor tem uma aversdo absoluta ao risco
crescente, ou seja, a medida que sua riqueza aumenta, ele investe menos em
ativos de risco.

O coeficiente de aversao relativa ao risco tem que ter a mesma

caracteristica do coeficiente de aversao absoluta ao risco. Sendo assim,

WUW) (20 20w (3.15)

RW)=W 5w (1-20W) (1-20W)’

A primeira derivada de R(W) mostra o comportamento de aversao relativa ao risco

do investidor. No caso, temos
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AW 2DA-20W) _ b

_ - >0 (3.16)
(1-2bW)  (1-2bW)  (1- 2bW)?

R'(W)

pois, por hipétese b>0.

Pela Tabela 3.10 podemos observar este resultado reflete um grau de
aversao ao risco relativo crescente, ou seja, a medida que a rigueza aumenta o
investidor diminui o volume proporcional de aplicagdo em ativos de risco.

Estes resultados mostram a consisténcia da funcéo utilidade quadratica em

relacdo a investidores cuja aversao ao risco € crescente.
3.6.2 Funcao Logaritmica
Seja a funcao utilidade,
UW)=logW). (3.17)

Sabemos pelo item 3.3.2 que é uma funcdo cdncava. Calculando sua primeira e

segunda derivada, respectivamente, temos
uw)=w-" (3.18)
u"w)=-w-=, (3.19)

onde é facil notar que para qualquer valor de W> 0, U'(W) >0 e que U'"'(W)<O0.

O fato da primeira derivada ser positiva mostra a consisténcia da fungcdo em
relacdo a teoria econdmica e o fato da segunda derivada ser negativa mostra que
a funcéo é concava.

Calculando o coeficiente de aversao absoluta ao risco temos,
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UTW) Wy (3.20)

M= T

e, portanto, a sua primeira derivada é dada por,
AW)=-W?<0. (3.21)
Isto mostra (segundo a Tabela 3.9) que o investidor tem uma aversao
absoluta ao risco decrescente, ou seja, a medida que a sua riqueza aumenta, ele

investe mais em ativos de risco.

Calculando agora o coeficiente de aversao relativa ao risco

YWy W)
R(W) = WU.(W) W=, (3.22)

e, portanto a sua primeira derivada
R (W) =0. (3.23)
Esta condicdo mostra que, embora de modo absoluto o investidor aumente
seu volume investido em ativos de risco conforme sua riqueza aumenta, em

termos relativos o investidor mantém constante a proporgédo de investimentos em

ativos de risco.
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Capitulo 4

Programacé&o Dinamica

4.1 Introducao

Uma vez que temos um modelo de previsdo do comportamento da taxa de
juros e um perfil de investimento, resta estudar uma metodologia que permite
maximizar o rendimento de uma determinada carteira levando em conta as
variaveis iniciais e a sua composicao.

Este capitulo tem como objetivo apresentar conceitos como: processo de
decisdo multiestagios, principio de otimalidade de Bellman e Programacao
Dindmica. Estes conceitos serdo ferramentas para a resolugéo do problema inicial,
de modo a permitir calcular uma carteira de renda fixa que, dada a taxa de juros,
maximizara o processo utilidade média do investidor. Maiores detalhes sobre
Programacé&o Dinamica podem ser encontrados em Bertesekas (2001).

4.2 Conceitos Basicos

Desde o inicio, o objeto de estudo € a constru¢cdo de uma carteira de renda
fixa que maximize os lucros de um investimento em taxa de juros. Se a carteira é
dindmica, ou seja, se ela pode ser alterada de acordo com as percep¢les do
comportamento da taxa de juros, o objetivo é encontrar a carteira 6tima em cada
instante de tempo. Na pratica, as intervencdes sdo discretas ao longo do tempo.

De modo abstrato, podemos encarar o problema acima como sendo o
estudo do comportamento de um sistema e de como o operador deste sistema

reage as mudancas que ocorrem nele.

43



Os conceitos apresentados a seguir serdo utilizados neste capitulo e

sintetizam alguns dos principais aspectos da programac¢ao dinamica.

4.2.1 Estagio ou periodo

E um parametro de evolugdo do sistema. Pode ser inerente ao problema,
mas também pode ser introduzido artificialmente a fim de dividir o problema inicial
em subproblemas menores.

4.2.2 Estado

E a descricdo das condicbes do sistema em um determinado estagio.

4.2.3 Deciséao

Descreve a influéncia do operador sobre o sistema através de uma acdo,
modificando a evolucdo do sistema de um estagio para o seguinte.

4.2.4 Politica

E a regra para a tomada de decisdes.

4.3 Principio de Otimalidade de Bellman

Um processo de decisdo multiestagio consiste em um processo que pode
ser divido em um determinado numero de estagios, cada qual podendo ser
realizado de uma ou mais maneiras. Para completar um determinado estagio uma
decisdo deve ser tomada. Desta forma, temos uma politica que direciona qual o
caminho que este processo percorre.

O Principio de Otimalidade de Bellman diz que dado um estado, a politica
Otima para os estados subsequentes € independente das decisbes tomadas nos
estagios anteriores. Assim, a decisdo 6tima para um dado estado depende
somente do seu estado atual e ndo das decisdes que antecederam este estado.

Em particular, no problema de otimizacdo de uma carteira de renda fixa em
cada estagio, devemos encontrar uma alocacao entre os ativos de renda fixa de
modo que, dada as taxas de juros, o retorno sobre o investimento seja 0 maior

possivel. A aplicacdo do Principio de Otimalidade de Bellman é adequada porque



dada a alocacgéo dos ativos em um dado momento, as alocagdes anteriores ja ndo
importam mais para o futuro.
Esta propriedade, presente neste tipo de problema, é conhecida como

Propriedade Markoviana.

4.4 Programacao Dinamica

A Programacdo Dinamica baseia-se exatamente no Principio de
Otimalidade de Bellman.

Para sua implementacéo partimos do ultimo estagio de um processo com,
digamos, n deles e determinamos qual a politica 6tima para completar este
estagio supondo que todos os estdgios anteriores tenham sido completados.
Particularmente, queremos determinar qual a alocacdo 6tima dos ativos de renda
fixa considerado um estado de taxas de juros. Pelo Principio de Otimalidade de
Bellman, achar a politica 6tima para este estagio é independente da politica
adotada anteriormente.

Sejam i=1..,n 0s estagios do processo. Uma vez que tenhamos

determinado a politica étima para o estagio i =n, deslocamos o processo para a
pendltima posicao, isto é, agora i=n-1, e novamente determinamos a politica
Otima para se completar o estagio n—1 dado que todos os estagios anteriores
foram completados e que a politica 6tima adotada no ultimo estagio foi uma

determinada politica P, .

Recursivamente, andamos em direcdo ao estégio inicial, onde em um dado
estagio k, 1<k<n, encontramos sua politica 6tima levando-se em conta que

todos os estagios i=1,...,k—1 anteriores foram completados, e a politicas 6timas
ja foram determinadas para os estagios i =k +1,...,n posteriores.

Um processo de decisdo multiestagio é estocastico se pelo menos um dos

resultados relacionados a uma deciséo for aleatério. Esta aleatoriedade pode estar
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relacionada com a decisdo propriamente dita ou com o estado resultante de uma
deciséo.

Se as distribuicbes destes eventos aleatorios forem conhecidas, a
programacdo dindmica pode ser utilizada normalmente para o problema de
otimizagdo, porque estamos interessados na otimizacdo do valor esperado dos
resultados referentes aos estagios estocasticos.

Como vimos no capitulo 2, o comportamento das taxas de juros requer um
tratamento estocastico. Portanto, o processo de decisdo multiestagio envolvido no
problema de maximizar os lucros em um investimento em renda fixa sera
estocastico. Desta forma, ao invés de considerar uma Unica evolugcdo estaremos
interessados no valor 6timo esperado num estagio associado ao conjunto de todas

essas evolugoes.

4.5 Equacéao de Hamilton-Jacobi-Bellman

A equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman €& um dos resultados mais
importantes da teoria da programacdo dinamica. Consiste em uma equacao
diferencial que aborda matematicamente os conceitos de otimalidade de Bellman
e de programacdo dindmica apresentados acima. Maiores detalhes sobre
Equagdes Diferenciais e Calculo Estocastico podem ser encontrados em Oksendal
(2002).

Como o problema de maximizagdo associado a taxa de juros necessita de
um tratamento estocastico, a equacao diferencial parcial que trata 0 modelo esta
associada a maximizacgao do valor esperado dos resultados em cada estagio.

Genericamente, um modelo de taxa de juros pode ser representado por,

dX, = f(t, X(t), a(t)dt + o(t, X (1), a(t))dW, (4.1)

onde X, representa o vetor de juros e a € o vetor de alocacéo de ativos dentro da

carteira.
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Seja J(t,x) a utilidade 6tima para o instante T dado que estamos no

instante t e num estado de juros x. Temos que,

oA

J(t,X) =sup EUU (X, (9),a(9)ds| X, = x} ,

e para um instante aleatorio 7, tal que 7 < T, temos,

J(t,x) =sup E[iU (X, (9),a(s)ds+ (7, X, (7)) | X, = x} :

as A

(4.2)

(4.3)

As equacoes (4.2) e (4.3) sao a representacdo matematica do processo de

programacdo dinamica. Podemos observar que na equacdo (4.3) o termo

J(z,X (7)) € o responsavel pela recursdo do processo. Por esta razdo, quando

maximizamos J(t,x) em um instante aleatorio 7, o termo J(z, X (7)) explicita que

a funcéo utilidade ja foi maximizada entre os instantes 7 e T. Esta é a razéo da

integral ser definidaentre t e 7.

Pelo Calculo Estocastico temos que a diferencial de J(.) € dada por,

d[J(s, X(s))] = J ds+ dex+%Jxx(dx)2.

Utilizando o Lema de It6 obtemos, para s<t, que

t t 1t )
I, X ()= J(s, X(s))+[Judu+_[JXqu +§£JXX(qu) .

(4.4)

(4.5)
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Substituindo dX pela expresséo em (4.1) temos que,

I(t, X (1) = I(s, X(9) +.|t'Judu + jJX[ f(u, X, a(u)du+ o(u, X, ,a(u))dw, ]

+ %j‘]m[ f2(u, X,,a(u)(du)® + 2f (u, X,,a(u))o(u, X, , a(u))dw,
+0?(u, X, a(u)(dw,)?].
(4.6)

Reagrupando os termos,

I(t, X (1) = I(s, X(9)) + j[Ju +3,f(u, X, er(u)]du + j[JX +J,0(u, X, ar(u)
+3, F(u, X, au)o(u, X, a(u)]dw, + %jJXXf 2(u, X, e(u)(du)?

. %I 3,0, X, a(u)dw, ]2

4.7)
e adotando as seguintes representacoes,
o, =0(u, X,,au))
a=ou) , (4.8)
X:=X(9)
finalmente chegamos na expresséo,
t t
J(t, %)= JI(s X) + j[Ju +J f(x,a)du+ j[Jxau +J f(xa)o,]dW,
° ° 4.9

lt 2 2 lt 2
+§J;Jxxf (x, &)(du) +§£Jxx(audwu).
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Pelas propriedades do Browniano sabemos que E[(dW,)?]=du e
E[dW,]=0. Também sabemos que, neste calculo, jf(t)(dt)z =0. Deste modo,

podemos calcular o valor esperado para a expressao acima,

E[J(t,X)] = J(s,X) + E j(Ju + fo(x,a)+%Jxxaf)du | (4.10)

S

onde podemos notar a auséncia da componente estocastica e consequentemente,
t
E[J(t,X)] = J(s,X) +j(Ju +J f(x ) +%Jxxof)du. (4.11)

Do calculo sabemos que o ponto de maximo ou minimo local € o ponto
dentro do intervalo cuja derivada é igual a zero. Derivando a expressao acima em

t, temos,

t
%E[J(t,x)]:% J(s,,x)+£(Ju + fo(x,a)+%Jxxaj)du =0=

Jt+JXf(x,a)+%JXXO't2=O. (4.12)

Agora usando o Principio de Otimalidade de Bellman para adicionar U (X, )

em (4.11) vai resultar que a condicao de otimalidade em (4.12) torna-se,

sup(J, +U (X, @) + fo(x,a)+%JXX0'ti)=0:>

acA
JS+sup(U(x,a)+fo(x,a)+%JXX0'ti)=O. (4.13)

aceA

Definindo-se,
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acA

H(x, p, q):sup[u (x,a) + f(x, a)p+%0'2q] (4.14)

chegamos na equacéo,
J,+H(xJ3,,J,)=0. (4.15)

Esta equacao é chamada de Equacédo de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) e

a sua solucgdo é a utilidade 6tima J(t, x) .
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Capitulo 5

Otimizacao em Carteiras de Renda Fixa

5.1 Introducéo

O objetivo de qualquer investidor € a maximizagdo de seus lucros. Para
isso, ele diversifica e altera a alocacéo do seu capital entre os ativos do mercado
financeiro, de modo que para um determinado intervalo de tempo suas aplicagdes
Ihe proporcionem o maior retorno possivel. Obviamente, esta alocacdo de capital
entre os ativos do investidor é conseqiiéncia de suas expectativas futuras em
relagcdo ao mercado e de sua aversao ao risco.

Este capitulo tem como finalidade a modelagem de uma carteira 6tima para
um investidor que aplique seus recursos exclusivamente no mercado de renda fixa

e, portanto, esta sujeito as variagdes da taxa de juros.

5.2 O problema da Alocacéao de Ativos de Renda Fixa

O comportamento do mercado nédo pode ser definido de uma maneira
deterministica, caso contrario, uma vez determinada a carteira 6tima, todos os
investidores a utilizariam e ndo haveria mais negociacdes no mercado financeiro.
Existe uma componente de imprevisibilidade no comportamento do mercado que
engloba as intempéries dos fendbmenos que influenciam o mercado tanto no
sentido fisico como humano. Deste modo, 0 que temos sdo modelos que tentam
explicar o comportamento do mercado, incluindo a componente aleatoria.

No caso particular de uma carteira de renda fixa, as expectativas do
investidor em relacdo ao mercado se concentram no estudo do comportamento da

taxa de juros. No capitulo 2 vimos que a taxa de juros tem um comportamento
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estocastico e por isso existem modelos que tentam reproduzir este
comportamento.

Outra variavel importante é o perfil do investidor. Se o investidor procura
aplicar em ativos com mais ou menos risco e se ele muda seu comportamento a
medida que sua riqueza aumenta, isso pode ser modelado pela aversao ao risco
do investidor que estudamos no capitulo 3.

No capitulo 4 estudamos o Principio de Otimalidade de Bellman que,
através da Programacdo Dinamica, fornece uma poderosa ferramenta para a
otimizagcdo de um processo Markoviano. Consideraremos o caso particular de um
processo dado pelos retornos financeiros provindos de uma carteira dindmica
composta por ativos de renda fixa.

Dado que temos um modelo que reflete a expectativa do investidor para o
comportamento da taxa de juros, um modelo que representa o comportamento
deste investidor perante o risco do investimento e a ferramenta que possibilita
determinar a carteira de renda fixa 6tima, o desafio é conciliar estes conceitos de
modo que através da alocacao entre os ativos de renda fixa dentro da carteira,

possamos achar aquela que maximize o retorno financeiro.

5.3 Modelagem da Carteira de Renda Fixa Otima

Um ativo em renda fixa pode ser, por exemplo, um titulo da divida do
governo. Como qualquer outro ativo de renda fixa, a taxa de juros negociada na
aquisicao do titulo pode ser fixada na hora da compra (pré-fixada) como seguir
alguma outra taxa de juros ja existente no mercado (pos-fixada), como a taxa Selic
ou o CDI.

Para o modelo em questéo, os titulos pré-fixados serdo considerados ativos
de risco e os titulos pos-fixados serdo considerados ativos livres de risco.

O proximo passo do modelo €, dada uma riqueza inicial W,, determinar uma

alocacdo ao% em ativos de risco bem como uma alocacdo (1-a)% em ativos
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livres de risco de forma dindmica, de modo que em cada estagio (definicdo desta
nocao no Capitulo 4) esta alocacdo maximize o retorno financeiro do investidor.

Para continuar a modelagem do problema, o proximo passo € recorrer a
Teoria da Utilidade para definir uma funcéo cbncava e crescente de modo que se
possa medir a satisfacdo do investidor em relacdo ao nivel de riqgueza. A
consequéncia natural da escolha da funcéo utilidade é a inclusdo da medida de
aversao ao risco do investidor.

Para o modelo sera escolhida a seguinte funcao utilidade,

UWw)=-e* W : (5.1)
1-7

onde e” matematicamente representa a curvatura da funcdo em relagdo ao
tempo e empiricamente € denominado de fator de impaciéncia do investidor pois,
guanto maior esta curvatura, maior a impaciéncia para o aumento do nivel de
riqueza. J4 y € o indice de propenséo ao risco e quanto maior este indice maior a
utilidade proporcionada para o investidor.

Para a modelagem do comportamento estocastico da taxa de juros sera

escolhido o modelo de Vasicek,

dr =k(@—r,)dt + cdZ,, (5.2)

cuja abordagem em termos de preco é dada por,

dP(t,T)
P, T)

= (r, + b(t, T)Ac)dt - b(t, T)odZ, , (5.3)

onde A & uma constante positiva denominada prémio de risco, pois ela estima o
efeito da magnitude do retorno financeiro sobre um ativo de renda fixa.

Ja a expressao,
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b(t,T,) = % (1-e )y, (5.4)

é chamada de duration do modelo de Vasicek e sera representado por b:=b(t,T,).
A duration esta definida até o instante de vencimento T,, que ndo precisa coincidir

com o horizonte de investimento da carteira, T .
Da definicdo de duration (veja expressao (1.33) deste trabalho) sabemos

que,

dP(LT)

P(t,T) @A+r)’

e desenvolvendo, temos,

dr, 0 dr,
dInP(t,T)=—b(1+rt):>dInP(t,T)—.|‘ b(1+rt):>
InP(t,T):—bJ. ar, =InP(,T)=-bIn@+r,)+c(t,T)=
@+r)

P(t,T) =exp(—bIn@+r,))exp(c(t, T)),

e como In(l+ x) = x se [ — 0, finalmente,

P(t,T) = A(t,T) exp(- br, ). (5.5)

A variagdo do retorno financeiro do investidor serd determinada pela
alocacdo do seu capital entre titulos pré-fixados e poés-fixados. Deste modo,

podemos escrever esta pondera¢cdo como,
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dw dP
—=a—+ {1 -o)rdt, 5.6
W aP ( ) (5.6)

onde a é a proporgdo do capital para os ativos de risco e (1-a) é a proporcao

para os ativos livres de risco.

Substituindo d—; pela equacédo em (5.3) temos,
——=a((r +bAo)dt —bodZ, )+ (1- a)rdt =
— =ordt + obAodt — obodZ, + rdt — ardt =

W = obAodt — abodZt + rdt ,

e, portanto,

d—W:[ab/10+r]dt—abodZ. (5.7)
W t

A alocacao do capital entre titulos pré-fixados e pos-fixados ndo € estética e
esta sujeita as variacbes no tempo da taxa de juros. Portanto, achar a carteira
Otima para o investidor é equivalente a achar a alocacéo 6tima destes ativos em
cada instante de tempo.

Pelo Principio de Bellman, a maximizacdo do retorno financeiro,

pressupondo a existéncia da utilidade indireta em um tempo discreto, € dada por,

I(EW,r) =max E [UW;) W, =W,r, =r], (5.8)
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onde para um tempo infinitesimal dt temos,

t+dt

J(t,W,r) =max E,| J(t +dt,W +dW,r +dr) + IU(\NS)ds|V\/t =W,r, =r1|.
t

(5.9)
Pelo Célculo Estocastico, utilizando o Lema de Itd na diferencial de J(.)

temos que,

J(t+dt,W+dW,r +dr)=J(t,W,r)+J,dt + J,,dW + J . dr +

5.10
%JW(dW)Z+%J”(dr)2+Jdevdr. (5.10)

Pela equacéao (5.7) sabemos que,
dW =W([ebAo + r|dt — abodZ, |, (5.11)

e utilizando o fato que (dt)?>~0, E[dZ,]?=dt e E[dtdZ, |=0 temos o seguinte

resultado,
(dW)? = (Wabo)?dt . (5.12)
Pelo modelo de Vasicek em (5.2) temos que,
dr =k(@ —r,)dt + cdZ,,

e novamente utilizando que (dt)> =0, E[dZ,]* =dt e E[dtdZ, ]=0, obtemos,

(dr)? = o%dt . (5.13)
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Substituindo as expressodes (5.2), (5.11), (5.12) e (5.13) na expressao (5.10)

temos que,

J(t+dt, W+ dW,r +dr)=J(t,W,r)+ J,dt + I, W[obAc + rJdt — abodZ, |+
+J,. k(@ —r,)dt + odZ, +%J\MN(\Naba)2dt +%J”o-2dt +
+ J,,W[lebAo +rdt — abodZ, k(6 —r,)dt + odZ.

Simplificando a expresséo acima, finalmente obtemos,

J(t+dt, W+ dW,r +dr) = J(t,W,r) + J,dt + I, W[abic + rdt — abodZ, |+
+J,k(6 —r,)dt + odZ, +%JWW(\Nab0')2dt +%Jrr0'2dt +
+ J,,Wabodt.
(5.14)

Pelo Principio de Otimalidade de Bellman estudado no capitulo 4, para se

determinar o ponto de maximo local da expressao acima € necessario derivar em

t o valor esperado de J(t+dt,W +dW,r +dr), obtendo-se entdo a Equacgéo de

Hamilton-Jacobi-Bellman,

J, + max[U W) + J,W(abAc +r1)+ I k(@ -r,) +1JWW(\Nacba)2 +
“ . 2 (5.15)
+§Jrr0'2 +J,,Wabo?] =0,

ou equivalentemente,
J +HEW,r, 30,30 Juws Jiris Jwne ) =0 (5.16)
O proximo passo € determinar a alocagdo entre titulos pré-fixados e pos-

fixados de modo que o retorno financeiro seja maximizado dentro deste intervalo
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de tempo. Matematicamente, a derivada parcial de H(.) em o« determina a

alocacao,

iH(t,W,r,JW1th1‘]tWW’J

da ‘]Wrt)=0:>

rrt
J,Wolo + 3, W2ab’c? +J,,Woo? =0=

- JwA—-Iwo N
JywWoo

-J —
o= wh + Jur =
JwWoo  J,,,\ Wb

(5.17)

“”@@W*@W'

Pela Teoria da Utilidade, a medida de aversao relativa ao risco é dada por,

u"w)
U (W)

R(W) = -W

de onde, substituindo este termo em (5.17) e definindo como ¢ a alocacgéo que

maximiza o rendimento em uma carteira de renda fixa, chegamos a,

i (-
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o :L(Ej z(ij{ﬂJ | (5.18)
rRwW) b\ \o) |3,

Podemos perceber a partir da expressao acima que, quanto maior a
aversdo ao risco do investidor R(W), menor a alocacdo em ativos de risco «' .

Esta concluséo é intuitiva, pois, no limite, para um investidor infinitamente averso
ao risco, todo seu capital sera aplicado em titulos pés-fixados.

Também notamos que a alocagdo em titulos pré-fixados o €
inversamente proporcional ao horizonte de investimento da carteira b. Isso
porque, quanto maior a duration, maior a incerteza sobre os acontecimentos que
podem influenciar negativamente a carteira.

Nesta mesma linha, a volatilidade o representa o quao sensivel esta a taxa
de juros frente aos choques que acontecem no mercado, ou seja, quanto maior a
volatilidade maiores sao os riscos decorrentes de eventos negativos no mercado.
E intuitivo pensar que, se a volatilidade esta alta, € mais arriscado aplicar em
ativos de risco e, portanto, a alocacdo em titulos pré-fixados € inversamente
proporcional a volatilidade. Este fato também esta evidenciado na expressao
(5.18).

Por outro lado, quanto maior o prémio de risco A, ou seja, quanto maior for
a possibilidade de retorno financeiro sobre ativos de risco, maior a motivacéo para
o investidor aplicar em titulos pré-fixados. Deste modo, o prémio de risco e a
alocacg&o em ativos de risco o séo diretamente proporcionais.

1

O termo /1[
o

j € denominado de alocagéo miopica e se refere a alocacéo

de capital em ativos de risco determinados por fatores de curto prazo como a

volatilidade e o prémio de risco.

, J , , N
Ja o termo (J—V‘”J mostra que quanto maior a derivada da funcao utilidade

W
em relacdo a riqgueza e a taxa de juros, maior sera a alocacao de capital em ativos

de risco. A razdo entre as derivadas mostra que o nivel da taxa de juros tem um
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peso grande na determinacédo da parcela em ¢« , isso porque quanto maior for a
derivada da utilidade em relacdo a taxa de juros spot, maior a satisfagdo do
investidor em relacéo a taxa de juros.

Esta satisfacao é refletida no otimismo a longo prazo do investidor frente ao
mercado. Um investidor otimista no mercado aposta em ativos com maior risco e

consequentemente, com maior rentabilidade, isso porque espera um retorno

. . . ~ J .
financeiro com prazo mais longo. Por esta raz&o, o termo (J—W' é chamado de

W
alocacédo intertemporal. Ele reflete a alocacdo de capital em titulos pré-fixados
frente a expectativas a longo prazo.

Mesmo frente a uma alta volatilidade e baixo prémio de risco, se um
investidor acredita no mercado de renda fixa a longo prazo, a alocacéo
intertemporal contribui para a parcela de capital investido em titulos pré-fixados.

O proximo passo para a determinacdo de o € a resolucéo da equacéo de

HJB com a seguinte condi¢do de contorno,

Jt + H(t’W’r"]W"]rt"]t\/\/\N’Jrrt"J\Nrt)=O
-y (5.19)

J(T,W,r):\iv

-y

Admitindo-se que J(T,W,r) é da forma J(I',W,r)=W

1_7/[f(t,r)]"7, e

adicionalmente que f(t,r) é solucéo de,

1 2
f(t,r):eXp(C(t)+d(t)r +§Q(t)r j (5.20)

f(0,r)=1

a primeira etapa da determinacédo de « consiste em resolver a equagéo acima.
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A resolucdo desta equacdo diferencial parcial foge do escopo deste
trabalho, mas segundo Jun Liu (2001) a solugcdo explicita e fechada para a

equacéo é dada por,

ct (k9+(1jo71jd + 10'2d2 + (1_ yj}f =0
y 2 2y?

-ias(22]

d-kd+| —~|=0
4

Q-2kQ=0

c(T)=0

d(T)=0

Q(M) =0,

(5.21)

onde resolvendo este sistema chegamos aos seguintes resultados,

2

k0+1_7o%
}

2 2
c=| 27| o[ L L (ij +i2 Y 4 (T-t)—
14 2|1-y\o Kk 1-y ok
k6+1_27/o71
T 7 /4 +i 1(1_e—k(T—t))+li3(l_e—2k(T—t))
1-y o2k k? |k 4k

1-y _K(T-t)
d=—*=(1-¢€ )
K

Q=0.

(5.22)

Para obter « substituimos estes resultados na equacdo da utilidade

indireta, inicialmente dada pela expresséao (5.18), literalmente,
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< maldl )

Da expressao (5.4) temos que,

b(t,Tv) — % (1_ e—k(TV*t)) ,

onde T, é o vencimento médio da carteira, que ndo necessariamente € igual ao

horizonte de investimento da carteira T .
Por (5.20),

e

Jaymn=?f;Py{qo+dmr+%Qmwﬂ}

onde c(t),d(t) e Q(t) sédo dados pela expresséo (5.22).
Derivando J devidamente e substituindo-os, juntamente com a expressao

de b em o  obtemos,

.11 K (1-e 1)

Esta expresséo é a solucéo para o caso geral da alocacdo 6tima de ativos

de risco.
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Capitulo 6

Simulacdo em Carteiras de Renda Fixa

6.1 Introducao

O capitulo anterior forneceu uma solucdo fechada para a alocacdo 6tima
em ativos de risco numa carteira de renda fixa em funcdo de variaveis como
prémio de risco, a volatilidade da taxa de juros e a aversdo ao risco do investidor.

De posse deste resultado, este capitulo tem como objetivo simular o
comportamento do rendimento de uma carteira de renda fixa em algumas
situacbes construidas artificialmente do mercado seja retratando um periodo
normal de comportamento deste Ultimo ou uma situacdo de stress, levando ainda

em conta a possibilidade de diferentes perfis de investidores.

6.2 Analise das Variaveis do Modelo

De acordo com a expresséo em (5.23), a solugéo para a alocacdo o6tima em
titulos pré-fixados € dada por,

o101 k (L—e ™M)
“ —;(ﬁ;m‘“‘”m’ ey

onde y é o indice de aversédo ao risco do investidor, 4 € o prémio por aplicar em
ativos de risco, o € a volatilidade da taxa de juros, k é a velocidade de reverséo a
média do modelo de Vasicek, T € o horizonte de investimento da carteirae T, € a

duracdo média dos titulos da carteira.
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A primeira parte da expressao, /111 K

, O_m, representa a alocacéo
midpica que corresponde a alocacdo em ativos de risco refletida por fatores de
curto prazo, tais como o prémio de risco, a volatilidade da taxa de juros e a
velocidade de reversao a meédia.

1 @1-e*)

A segunda arte, -(1- R ——
¢ p ( 7)y (e ¥

representa a alocacgéo

intertemporal, isto €, a alocagdo em ativos de risco refletida por fatores de longo
prazo como expectativas de que a longo prazo o mercado seja favoravel.

Voltando ao modelo de Vasicek temos,
dr =k(@-r,)dt +odZ,.

A determinacdo dos parametros da equacao € resultado da calibragdo do
modelo, onde sdo necessérias sofisticadas técnicas de estimacdo que foge do
escopo do estudo. Para determinacdo da velocidade de reversdo a média do
modelo (k), utilizaremos um resultado ja obtido por Tai (2003), onde ele assume
como 2,5% um resultado utilizado no mercado.

Assumiremos como ativo de risco um titulo pré-fixado sem pagamento de
cupons (por exemplo, uma LTN — Letras do Tesouro Nacional), e o ativo livre de
risco como um titulo pos-fixado (por exemplo, uma LFT — Letra Financeira do
Tesouro), ambos com mesmo vencimento.

De acordo com a série historica das taxas de juros nos diferentes
vencimentos fornecida pela BM&F - Bolsa de Mercadorias e Futuros
(www.bmf.com.br), a taxa média dos titulos com vencimento em 1 ano de janeiro a
agosto de 2007 foi de 11,50% e a volatilidade média desta taxa no mesmo periodo
foi de 0,11%.

O prémio de risco (A1) pode ser interpretado como sendo a porcentagem
gue um titulo pré-fixado paga a mais que um titulo pds-fixado assumindo-se o
mesmo vencimento. Para a andlise vamos aproximar este prémio para 1%, ou

seja, um titulo pré-fixado paga 1% a mais que um titulo pés-fixado.
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Resumidamente temos,

Dias uteis até o vencimento (T) 252
Velocidade de reversao a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 1%
Volatilidade da taxa de juros (o) 0,11%
Duragao média da carteira (T,) 252

Tabela 6.1 — Resumo dos parametros da simulacéo.

Utilizando os dados da tabela 6.1, podemos observar a alocacdo 6tima em

titulos pré-fixados em funcédo do indice de aversao ao risco.

70% -

60% -

50% -

40% +

30% +

Alocagdo Otima

20% +

10% -

0% T T T T T T T T
0,8 0,9 1 11 1,2

1,3 1,4 15 1,6 17 1,8 19

indice de avers&o ao risco

Gréafico 6.1 — Influéncia do indice de aversao ao risco.

O grafico mostra que quanto maior for o indice de aversdo ao risco maior
sera a alocacdo em ativos de risco. O fato da alocacdo em ativos de risco

aumentar quando o indice de aversdo ao risco aumenta parece contraditorio, pois,
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um investidor com aversdo ao risco tende a direcionar seu capital para ativos
livres de risco como titulos pdés-fixados. A maneira de resolver essa aparente
contradicdo é pensando como explicamos a seguir. Se analisarmos a alocacao
otima como sendo a soma da alocagédo midpica e intertemporal, vamos olhar estas

alocacOes separadamente e temos o seguinte grafico,

60%

50% -
40% +
30% -
20% -
10% -

Alocacéo

0%
-10% -
-20% -

-30%

indice de aversé&o ao risco

‘ —— Miopica Intertemporal ‘

Gréfico 6.2 — Alocacao Midpica e Intertemporal.

Vemos entdo que o argumento do investidor fugir dos ativos de risco
guando o indice de aversdao aumenta € valido para uma politica unicamente
midpica, ou de curto prazo, onde as decisdes do investidor sdo baseadas em fatos
momentaneos do mercado tais como o nivel da taxa de juros, o prémio de risco e
a volatilidade do mercado. Notamos que quanto maior for o indice de aversédo ao
risco, menor sera a alocacéao no curto prazo. Por outro lado, maior ser4 a alocacao
no longo prazo. Isso porque se o investidor pensa no longo prazo e tem uma
politica intertemporal, comumente ele tem a intencdo de permanecer com seu
titulo pre-fixado até o vencimento e desse modo ele ja sabe, de anteméo, o valor

gue receberd, independente das oscilacdes e stress do mercado.
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Como a alocacdo otima é a soma dos efeitos das alocagcfes de curto e
longo prazo, a alocagédo G6tima em ativos de risco aumenta & medida que o indice
de aversédo ao risco aumenta.

E possivel notar que para este conjunto de dados, um indice de aversdo ao

risco () igual a 0,9 representa um investidor conservador. Para poder observar a

alocagdo otima « em funcdo do prémio de risco A, vamos fixar ¥ como 0,9

mantendo-se os valores das outras variaveis como na Tabela 6.1.

30%

25% -

20%

15% -

Alocagdo Otima

10% -

5% -

0% \ \ \ \ \ \ T T T
0,50% 0,60% 0,70% 0,80% 0,90% 1,00% 1,10% 1,20% 1,30% 1,40%

Prémio de Risco

Gréfico 6.3 — Influéncia do Prémio de Risco.

7z

O resultado é esperado, pois quanto maior o prémio de risco, maior a
motivacao do investidor em direcionar seu capital em ativos de risco e, portanto,
maior tende a ser o investimento em titulos pré-fixados.

Para analisar o comportamento da alocacdo Otima em funcdo da
volatilidade da taxa de juros, serdo mantidos os valores das variaveis na Tabela
6.1 e fixaremos o prémio de risco como 1%. Deste modo, o comportamento da
alocacdo otima em funcdo da volatilidade da taxa de juros pode ser vista no

seguinte grafico,
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Volatilidade da taxa de juros

Gréfico 6.4 — Influéncia da volatilidade da taxa de juros.

Uma volatilidade alta representa uma situagcdo cujos pregos e taxas estao
oscilando com grandes amplitudes em torno dos seus valores médios, indicando
periodo de instabilidade e/ou stress do mercado. Deste modo, € esperado que
guanto maior a volatilidade da taxa de juros menor sera a alocacdo em ativos de
risco, para um investidor com aversao ao risco.

Fixando a volatilidade da taxa de juros como 0,11% e mantendo-se 0s
valores das variaveis citadas anteriormente, € possivel analisar a alocacao otima

em funcéo da velocidade de reversédo a média do modelo de Vasicek.
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Grafico 6.5 — Influéncia da velocidade de reversdo a média.

Segundo o modelo de Vasicek, mesmo que a taxa de juros se afaste do seu
valor esperado ela tende a voltar com uma velocidade k, portanto, quanto mais
rapido a taxa de juros volta para a média, mais estavel tornar-se-a4 o mercado. Isto
reflete um mercado calmo e sem stress. Portanto, € esperado que a velocidade de
reversdo a média e a alocacdo em ativos de risco sejam diretamente proporcionais

entre si.
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6.3 Simulacdes em Gestao de Carteiras de Renda Fixa

Um cenario econbmico € uma foto das percepcdes e expectativas dos
investidores que compdem o mercado financeiro. Se ha um clima de medo
dizemos que o cenario € de stress, por outro lado se o clima é de euforia dizemos
gue o cenario é otimista.

Obviamente, para compor uma carteira o investidor leva em conta qual o
cenario em que esta vigorando no momento da composicéo. E intuitivo pensar que
se o investidor esta em um cenario otimista ele tende a colocar mais capital em
ativos de risco atraido pela maior remuneracdo em relacdo a um ativo livre de
risco. O inverso é verdadeiro, se o0 cenario € de stress ele tende a alocar menos
em ativos de risco, pois a probabilidade de perdas financeiras esta mais alta.

Também € logico pensar que para um mesmo cenario econdmico,
diferentes perfis de investidores direcionam diferentes porcentagens de capital
para ativos de risco. Um investidor conservador tende a alocar menos capital em
ativos de risco que um investidor agressivo.

As simulacdes a seguir tém por objetivo verificar qual é a alocagdo Gtima
em titulos pré-fixados e poés-fixados em diferentes cenarios econémicos para
diferentes perfis de investidores. Para isso tomaremos como base a série histérica

das taxas de juros para titulos com vencimento em 1 ano.

6.3.1 Cenario Atual

Pelo histérico da taxa pré-fixada para vencimento em 1 ano, de janeiro a
agosto de 2007, a volatilidade (o) foi de 0,59%. Assumindo a velocidade de
reversdo a média do modelo de Vasicek (k) como 2,5%, o prémio de risco (4) de
0,5% e como ambos os titulos tem vencimento para 1 ano, o horizonte de
investimento e a duration sdo ambos 252 dias.

Pelo Gréafico 6.1 podemos concluir que um investidor razoavelmente

conservador tem um indice de aversao ao risco () de 1,1.
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Para este cenario, que pode ser considerado atual temos os seguintes

parametros,

Alocacao 6tima em titulos pés-fixados (1-o")

Dias uteis até o vencimento (T) 252
Duracdo média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversdo a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 0,56%
Volatilidade da taxa de juros (o) 0,59%
indice de avers&o ao risco () 1,1
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (« ") 11,24%
88,76%

Tabela 6.2 — Cenério atual para um investidor conservador.

Ou seja, neste cenario um investidor razoavelmente averso ao risco

investiria 11,24% do seu capital em ativos de risco.

Para este mesmo cenério, tomando-se um investidor mais agressivo cujo

indice de averséo ao risco (y) seja de 3,5 o resultado é diferente,

Alocacao 6tima em titulos pés-fixados (1-« ")

Dias Uteis até o vencimento (T) 252
Duracéo média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversdo a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 0,56%
Volatilidade da taxa de juros (o) 0,59%
indice de avers&o ao risco (y) 3,5
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (« ") 72,11%
27,89%

Tabela 6.3 — Cenario atual para um investidor agressivo.
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6.3.2 Cenério de Stress

Diferentemente do cenario apresentado anteriormente, um cenario de
stress € marcado pelas incertezas do mercado, onde o medo generalizado dos
investidores motiva saidas de capitais o que reduz os precos e aumenta a
volatilidade dos ativos.

Um exemplo foi em 2002 durante a eleicdo ao primeiro governo do entao
candidato Luis Inacio Lula da Silva. O medo do calote das dividas publicas que, se
eleito, ele poderia implementar, gerou uma saida de capital do pais, abaixando os
precos dos ativos financeiros, elevando o risco Brasil e conseqientemente,
aumentando a taxa de juros para atrair os investidores.

Neste cenario histérico de stress, a volatilidade da taxa pré de 1 ano
levando-se em conta junho a outubro de 2002 chegou a 2,52%. Assumindo a
velocidade de reversdo a média do modelo de Vasicek (k) como 2,5%, o prémio
de risco (A1) de 1% e como ambos os titulos tem vencimento para 1 ano, o
horizonte de investimento e a duration sdo ambos 252 dias.

Para este cenario de stress temos,

Dias Uteis até o vencimento (T) 252
Duragé@o média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversdo a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 1%
Volatilidade da taxa de juros (o) 2,52%
indice de avers&o ao risco () 1,1
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (a ") 9,99%
Alocacao 6tima em titulos pés-fixados (1-«") | 90,01%

Tabela 6.4 — Cenéario de stress para um investidor conservador.
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Em um cenario de stress, o investidor conservador aplica 9,99% do seu
capital em ativos de risco, menos que aplicaria no cenario atual. Este fato ja era
esperado pois quanto mais turbulento esta o mercado, menos um investidor
arrisca em investir em ativos de risco.

Para este mesmo cenario de stress, simulando a aplicacdo do investidor

agressivo cujo indice de averséo ao risco (y) é de 3,5, temos,

Dias Uteis até o vencimento (T) 252
Duracéo média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversao a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 1%
Volatilidade da taxa de juros (o) 2,523%
indice de avers&o ao risco (y) 3,5
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (« ") 71,71%
Alocacao 6tima em titulos pos-fixados (1-«") | 28,29%

Tabela 6.5 — Cenario de stress para um investidor agressivo.

Como esperado, a alocacdo € menor que no cenario atual.

73



6.3.3 Cenéario Otimista

Na direcdo oposta ao cenario de stress, um cenario otimista tem como
caracteristica a baixa volatilidade e o aumento dos investimentos no Pais. Com o
capital entrando e o Pais sendo reconhecido como um bom lugar para se investir,
0S juros caem, 0 que permite ao governo baratear suas dividas e investir em infra-
estrutura.

Atualmente o pais caminha para este objetivo, mas obviamente esta
situacdo depende de uma série de fatores tanto do mercado nacional como do
mercado internacional.

Sendo um cenario hipotético, assumiremos uma baixa volatilidade da taxa
pré de 1 ano de 0,01%. Em um cenario otimista, com o mercado em alta ndo faz
sentido um prémio de risco muito alto e, portanto, adotaremos 0,5%.

Mantendo-se a velocidade de reversdo a média do modelo de Vasicek (k)
como 2,5% e o horizonte de investimento e a duration como 252 dias, para o

investido conservador temos,

Dias Uteis até o vencimento (T) 252
Duracdo média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversdo a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 0,5%
Volatilidade da taxa de juros (o) 0,01%
indice de avers&o ao risco (y) 1,1
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (a") 37,55%
Alocacao 6tima em titulos pos-fixados (1-«") | 62,45%

Tabela 6.6 — Cenario otimista para um investidor conservador.

Como esperado, em um cenério de otimista, o investidor conservador se

sente mais confiante na estabilidade do mercado e aplica mais capital em ativos
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de risco. Para este mesmo cenario, simulando a aplicacdo de

agressivo, cujo indice de averséo ao risco (y) é de 3,5 obtemos,

um investidor

Alocac&o 6tima em titulos pés-fixados (1-« )

Dias Uteis até o vencimento (T) 252
Duracdo média da carteira (T,) 252
Velocidade de reversdo a média (k) 2,5%
Prémio de risco (A1) 0,5%
Volatilidade da taxa de juros (o) 0,01%
indice de avers&o ao risco (y) 3,5
Alocacao 6tima em titulos pré-fixados (a") 80,37%
19,63%

Tabela 6.7 — Cenario otimista para um investidor agressivo.

Notamos que diante de um mercado otimista e com baixa volatilidade o

investidor mais agressivo investe quase todo seu capital em ativos de risco.
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Conclusao

As simulacbes mostraram o que intuitivamente ja esperavamos. Para um
mesmo cenario econdmico, um investidor conservador aplica menos em ativos de
risco que um investidor agressivo. Para cenarios de stress, as aplicacfes de
investidores com ambos perfis, conservador ou arrojado, em ativos de risco sao
menores em comparacao a um cenario otimista.

Outro ponto é que as interacdes entre as varidveis dentro do modelo
também est&o consistentes. E |6gico pensar que quanto maior a remuneracio de
ativo de risco frente a um ativo livre de risco, maior a motivagao para assumir o
risco. Do mesmo modo, quanto maior a volatilidade do mercado, maior a cautela
dos investidores em geral e conseqientemente menor a alocacdo em ativos de
risco.

Nesta Otica, 0 modelo apresentado € consistente e aparentemente nao
apresenta falha, mas, é obvio e também intuitivo que se este modelo garantisse a
alocagéo 6tima em ativos de renda fixa, todos os investidores poderiam adota-lo e
comecariam a desprezar suas intuicdes e expectativas sobre o mercado oriundo
da taxa de juros. Acontece que o comportamento do mercado é dinamico, o que
vale dizer que se todos adotarem o resultado 6timo, o fato dos recursos serem
limitados vai trazer mudancas nos comportamentos das variaveis envolvidas, que
irdo mudar as solugdes 6timas. O sentido entdo de buscarmos solugdes 6timas &
gue elas valem, pelo menos momentaneamente, auxiliando, dessa forma, as
escolhas do investidor.

Um outro ponto € que todos os modelos de taxa de juros, inclusive o de
Vasicek, séo tentativas de racionalizar o comportamento aleatério da taxa de
juros, mas nenhum deles é totalmente eficaz. Se um deles fosse, o0 mercado o
adotaria e todos os outros seriam desprezados. Ainda outro entrave é o indice de
aversao ao risco que tenta mensurar o comportamento do ser humano, algo de
dificil entendimento. Alguns bancos e corretoras elaboram questionarios a fim de

identificar a qual categoria de investidor o cliente se encaixa e direcionam 0s
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produtos mais adequados para ele. Mas, de qualquer forma, séo tentativas néo
totalmente eficazes de conhecer o cliente.

O ponto principal é que se assumirmos vdlidas as entradas do modelo
entao teremos uma equacao consistente que indica a alocacao otima em ativos de

risco para o mercado de renda fixa.
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