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Resumo

Este trabalho tem como esséncia mostrar um estudo sobre estabilidade sob a visao de duas
teorias "distintas". Mostraremos que o surgimento de instabilidade no sistema estudado pode
ser mensurado por um parametro R (o ntimero de Rayleigh) que depende de fatores como a
geometria do sistema e gravidade, e que existe um parametro critico R, a partir do qual temos
instabilidade. A primeira parte do trabalho, que chamarei de cldssica, é inteiramente dedicada a
encontrarmos este nimero critico. Apesar do nome que dei a secao, muitos pesquisadores ainda
se dedicam ao estudo nesta area, ou seja, o termo cldssica aqui tem origem ligada essencialmente
a ordem em que se deram as descobertas que veremos.

A segunda parte (moderna) consistird em trabalharmos com as aproximagoes do sistema
que levaram ao conhecido sistema de Lorenz, adentrando assim na area de teoria qualitativa de
equacoes diferenciais e, novamente, buscaremos caracterizar valores criticos de um parametro
para estudarmos o surgimento de instabilidade, caos etc. Para tanto usaremos alguns conceitos
de teoria de bifurcagoes.



Observacoes gerais e notacao

Durante o trabalho fizemos uso da notacao tensorial. Assim, quando usamos a notacao i

queremos dizer > ;= Z?:r Tentei a0 maximo evitar a notagao de Einstein por concordar
em esséncia com o professor Elon Lages, que diz que Einstein contribuiu de diversas formas
para a ciéncia, mas pela notacao tensorial com certeza nao foi. O grande defeito desta notagao
foi nao ter podido com ela desenvolver com facilidade e rapidez alguns conceitos de teoria de
equacoes diferenciais ordinarias, como o de fluxo de uma equacao por um ponto; por meio disso
teria chegado a teoremas como o de Kelvin e o de Helmholtz. Como eles nao foram utilizados
aqui achei melhor seguir adiante com meus intentos, ainda mais pela clareza expositiva que
poderiamos obter em certos momentos ao descrever as equacoes em cada coordenada. Apesar
deste "apreco'pela notacao coordenda a coordenada, colocamos no texto elementos termos de
calculo vetorial para nao carregar demais a notacao, tentando evitar escrever coisas do tipo

Ou; . . e . .
> s quando poderiamos simplificar escrevendo div(u).

Falamos varias vezes sobre o fato do integrando em V ser nulo quando o valor de V é
arbitrario. Na verdade isso, apesar de intuitivo, vem da negacao a nulidade do integrando
e do uso do principio da conservacao do sinal num trecho nao nulo, além da escolha de uma
vizinhanca V' ao redor desta regido nao nula, oque nos daria uma integral ndo nula nesta e entéo
a uma contradicao. Isso ¢ um caso muito simples do célculo variacional e que na hidrodinamica
também se conhece por Lema de Du-Bois Reymond.
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1 Motivacao e enunciado do problema
de Rayleigh-Bénard

Aquecendo-se uma fina camada de fluido por baixo e limitando sua superficie por outra
placa obtemos um sistema (liquido) com parte superior mais pesada que a inferior devido a
sua dilatacao. Obtemos assim instabilidade e entao uma tendéncia do liquido a se redistribuir
em busca de arranjos mais estaveis. Bénard observou que a partir de uma certa diferenca
de temperatura (que depende de alguns paramentros do sistema ) o movimento de convec¢do
responsavel pela movimentacao do fluido se estabelece dentro de células, cuja parte superior
(vista por cima) tinha formato hexagonal (figura 1).

Figura 1: Imagem de células hexagonais no problema de Rayleigh-Bénard

Os "rolos" de convecgao vizinhos, como mostrados na figura 2, alternam seus sentidos de
rotacao devido a continuidade do campo de velocidades que define o fluxo de matéria.

Rayleigh estudou posteriormente no problema o por que da instabilidade nao originar as
células imediatamente apos o inicio do aquecimento por baixo, procurando entao algum para-
metro que mensurasse a instabilidade do sistema. Observou-se que isso nao acontecia devido a
alguns fatores como a perda de energia pelo atrito entre as moleculas do liquido em movimento
e a dissipagao de parte do calor transportado por condutividade térmica; serviam como fator
de amortecimento e retardavam o inicio do fenémeno. Similar ao problema estudado, exceto
pela placa superior, temos o problema de Bénard- Marangoni.



Figura 2: Rolos de convecgdo no problema de Rayleigh-Bénard
1.1 Onde se apresenta o fendmeno que estudamos?

Geologos acreditam que o movimento do magma no interior da Terra apresente o feno-
meno, o qual seria entao um dos responsaveis por sua movimentacao; note que teriamos entao
condicoes de fronteira diferentes e estariamos num sistema de coordenadas esféricas. O ar
atmosférico acima da superficie do mar (aquecida pelo sol) também é uma representacao do
fendmeno, sendo que neste caso aproximamos a existéncia das placas a estabilidade da superficie
do mar e & camada atmosférica abaixo da qual se formam nuvens. Ha extensoes do problema
a geofisica, relacionando o padrao que estudamos a movimentacao convectiva do magma ter-
restre e sua relacao na formagao do campo magnético da Terra (e sua variacdo com o passar o
tempo). Outras conexoes que vem sendo estudadas por meio deste problema buscam a relacao
do fené6meno num "fluido original que deu origem & Terra" com a divisdao que conhecemos da
proporcgao de terra e 4gua que o planeta possui hoje.

1.1.1 O caso da xicara de leite com chocolate

Aquecendo-se uma xicara de leite com chocolate num microondas e mantendo-a posterior-
mente num ambiente aberto observamos padroes que se formam a superficie do liquido. Observe
que nao temos um fluido aquecido por baixo, e sim um fluido esfriado por cima, o que nos da
condicoes de instabilidade semelhantes. Assim, a explicacao de Rayleigh-Bénard para o pro-
blema nos daria o por que de tais padroes; de fato, parte do aspecto visivel das "células"( como
o liquido é pouco viscoso o padrao nao é de células exatamente) se deve a finas gotas do liquido
suspensas por cima das areas onde o leite sobe, como se vé na figura 3 .

Tendo enunciado o problema, seguiremos ao seu estudo.



Figura 3: Xicara de leite com chocolate representando o fenémeno

10



Parte I

Teoria classica
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2 As equacoes bdsicas da
hidrodindmica

A idéia fundamental na obtencao das equacoes da hidrodinamica estd em desenvolvé-las
a partir de quantidades que se conservam: massa, energia e momento total do sistema (na
auséncia de forgas externas ). Seguirei fazendo o uso de tensores, pois achei esta abordagem
mais clara do que a vetorial para se deduzir Navier-Stokes, além de que o conceito de tensor
era desconhecido por mim até me dedicar a este trabalho.

2.1 Equacao de continuidade

Considere um volume V arbitrario, limitado por uma superficie S, em um fluido. A taxa
de escoamento £ de materia por V pode ser dada por

5:—/des
S

onde 7 é o vetor normal a S e apontado para fora da regiao V (a superficie é orientada), 7 é o
vetor velocidade e p a densidade do fluido. O sinal negativo vem do sentido do fluxo na direcao
da normal a superficie.

Poderiamos ainda considerar a massa m dentro do volume V

m:/QdV
1%

e, derivando sob o sinal de integracao em relagao ao tempo, obteriamos a taxa de variacao

da massa dentro do volume V |
dm 0 do
- - dV = —d
at ot /VQ v /V o

Aqui, como em grande parte da teoria de fluido-dindmica, consideraremos as funcgoes tao
regulares quanto for necessario. Note que a hipotese de p continuo é a parte primordial da
teoria, pois despreza a natureza molecular do fluido e o considera como um todo continuo.
Essa aproximacgao é comum na natureza e usualmente ¢ muito boa. Das teorias que eu estudei
nesta graduacao, acredito que somente a mecanica estatistica leva em consideracao a natureza
molecular do fluido, embora acredite que obter uma funcao de particdo para um sistema tao
"coeso" seja algo extremamente complexo, sendo impossivel.
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Na integral de superficie podemos aplicar o teorema da divergéncia de Gauss

/QUﬁdS:/div(gﬁ)dV
S v

Igualando as grandezas que sao equivalentes obtemos

. do
— [ div (v :/—dV:>
Jowien =) 5
do | ... B
é/‘/{a—kdw(vg)}d‘/—()

Sendo V arbitrario e o integrando continuo, vale, pela observacao 1 que

do | .. -
£ = 2.1
5 + div (Up) =0 (2.1)

Note que se a densidade o = o(t, &) for constante entao div (¢) = 0.

2.1.1 Pequena digressao: sobre a relacao entre a derivada temporal
local e a derivada temporal material

A relacao acima citada estabelece uma conexdo entre a mecanica euleriana e lagrangiana.
Consideremos uma quantidade escalar o(x,t) de um ponto de massa do fluido. Pela regra da
cadeia temos

Da(z,t) O N Jdadxr O (Yo, )
—_— =t —— = — a, v
Dt ot Odxdt Ot
Agora, multiplicando a equagao de continuidade por «a(z,t) e considerando a equacdo de
continuidade e a(x,t) um escalar (que poderia ser a componente de um vetor, um tensor, etc),
utilizamos a propriedade acima:

do Ja ~
QE = QE—F < ov,Va >
a% = @ + adiv (V)
o que nos leva a
da O(ap)

0 = T + adiv(pV)+ < o, Va >= div(ap)



14

2.2 Conservacao do momento

Procuraremos pela relacao que nos dé a conservacao na direcao de algum dos elementos da
base que utilizamos. Tomemos a direcao da coordenada i. Devemos ter

0 [ O(ovs)
8t/‘/gvldV—/v ey dVv

Fazendo a(z,t) = v;, temos:

0
via—f + v;div (Vo)

dv; _ dovi .
0 = o + div(pv;0)

Entao, utilizando a equacao e continuidade na equacgao acima,

(9 dUi . 5 B dUZ' . _,
g/‘/gvid‘/—/‘/{gdt —dw(ng)}d‘/—/‘/{gdt }dV /de(gvzv)d\/ (2.3)

Observe que QCZ}; indica a forca que age no sistema por unidade de volume na diregao da

coordenada i. Como a forga neste caso se divide entre volumétricas e superficiais ( ressalva a
integral somente em V) fazemos

9 / ovidV = / o™ 4 div(Fo) Lav - / div(ouid)dV (2.4)

A explicacdo para o uso do divergente da tensao superficial estd no uso do teorema da
divergencia de Gauss.

dv; .
O [ puav = / oy + / FlupdS — / div(oviF)dV
ot Jy v dt s v

Definiremos melhor posteriormente a representagao de Fj,y.

Partindo de 2.3,

dov; dv; . ' ) -
/V{ ot _th —dZU(Pz])‘i‘dZU(QUzU)}dV_O

Como V é arbitrario, entao

dov;
ot

+ div(ov;v) = Q% + div(P;;)

Expandindo o lado esquerdo da equagao acima vem que
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0ov;
ot

. o Ov; - do . =
+ div(pvU) = 0y T (0¥, Vu;) +v; {E + dw(gv)} :

e temos entao a nulidade do tltimo termo acima, em virtude da equacao de continuidade.
Chegamos entao a

ov; dv; Do, . S
0%, +sz:v]8_xj =5 + div(ov;v) (2.5)

A partir de agora analisaremos, quanto ao significado, as variaveis que entraram na equacao
2.1. Pj; ¢ a tensdo superficial na dire¢do z; num elemento de superficie ( unitario) normal a
xz;. Essa forca deve estar relacionada com a taxa de aumento da tensao no fluido devida ao
seu fluxo. Denotaremos essas quantidade por e P;;, explicando posteriormente o por que da
dependéncia apenas em duas das trés coordenadas. Daqui em diante usarei o termo tensor
diversas vezes. Se houver desconforto sobre o assunto ou nas manipulacgoes feitas, o apéndice
B podera ser esclarecedor.

Qualitativamente, conhecendo e;; conhecemos o parte do comportamento do fluido préximo
a unidade de superficie a que se refere a tensao superficial P;;. No estudo da dindmica dos fluidos
assumimos que Fj; e e;; se relacionam linearmente’.

Py = 045 + ew Gijil

onde 0;; e ey sao tensores de segunda ordem simétricos e g;;.1; € tensor simétrico de quarta
ordem.

Consideramos o fluido como isotropico (i.e, ha invariancia em uma coordenada por trans-
lacao e nas outras duas por rotagao).

Sendo os tensores simétricos de quarta ordem do tipo

A(S'U/U(SCITZ + /J/5'U4$5'UZ + géuz(svz Y
nos valemos da simetria rotacional para fazer

Veja que da linearidade de P;; obtemos, na auséncia de movimentacao interna do fluido,
que Pj; corresponde integralmente a pressao ambiente; desse modo

Oij X P

!Isso ndo é bem uma suposicdo. Na teoria da elasticidade, admitindo-se continuidade de alguns termos,
consegue-se caracterizar estes fatores por um termo linear por meio do Teorema de Cauchy.
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Como a pressao na direcao de uma normal z; deve estar no sentido de entrada no fluido, entao
0ij = —pdi

Dessas observacoes e substituindo em 2.3 vem que

Pij = —p5ij + )\Uz‘j Z <5kl€kl> + MZ (6zk6ﬂ + 5i15jk) €l

kil k,l
= —pdij + )\(Szj —+ Z Crk + 2ueij
k

No caso em que temos eixos ortogonais, pela figura desenhada vemos que nao tem significado
relevante falarmos em e;; quando 7 # j. Somando-se a equa¢ao anterior em ¢ = j temos entao

—3p = Z P = —3p+3AZekk+2uZeii
k i

4,J1F#]

=\ (Z ekk) = —2u (Z e> A= %Qu

k

onde p é o coeficiente de viscosidade do fluido. Chegamos entao a 2

2
Pij = —poij + 2pei; — g/ﬂsij Z Ckk (2.6)
k

Usando a segunda lei de Newton, obtemos a seguinte equacao de movimento na coordenada

ov; ov; OP;;
L E N X E -y 2.

J

onde X; é o i-esimo componente das forcas externas que agem no fluido. Note que nao hé
inconsisténcia disso com o principio de conservacgao do momento total do sistea, pois a forca

peso no sistema é anulada pela normal que age no liquido. Substituindo P;; em 2.6 na equagao
2.7

2No caso de um fluido incompressivel temos

2 . R
Pij = 7])51‘3‘ + QIU,@Z‘]‘ — guéij, Ppo1s Z(ikk = d’LU(U) = 0
k

e a equacao 2.6 fica simplificada.
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0v; 0v; 0 ov;  0v; 2
v i G G _—_ ¢ I 2 din(
O T Q{Zj:% axj} ot z]: oz, [“ (axj * &’ci) 3“0“”(“)}

Considerando incompressibilidade, simplificamos a equacao acima a

81},— 81)1- o 2 ap
BT +@{Z%a—%} = 0X; + pV'y, oz,

J

0

que corresponde & forma original da equacao de Navier-Stokes.
Observe que da equacao acima podemos tirar conclusoes relevantes: se desprezarmos o coefi-
ciente de viscosidade e tomarmos o lado esquerdo como a derivada total de ¥ em relacao a t

obtemos a equacao de Euler
dvi 8]?
— 0X; —

Ainda, se tivermos o caso de um liquido estético ( ¥ =0 ) chegamos a

dp
&%’i N

0X;

Resolvendo esta equacao diferencial para X = g chegamos na lei de Stevin.

A equacdo de Euler é um caso muito particular e no qual poderiamos ter chegado sob
hipoteses mais fortes sobre a tensdo superficial e a pressao (mais particularmente, que estes
dois vetores fossem multiplos um do do outro). Isso é realmente muito ruim para um modelo
onde existe vorticidade/nao-linearidades visiveis, pois despreza qualquer tipo de vorticidade
criada ou mesmo considera a vorticidade inicial sempre constante.

2.3 Taxa de dissipacao viscosa

Multiplicando por v; (a i-ésima componente do vetor velocidade) e integrando em V vem

Z A . = X s J 9.
Q/V{Q e Ej % o, }dv /V@ mzdv+/v§j axjdv (2.8)

Queremos, para mensurar a quantidade que buscamos, algum termo que nos dé a energia
cinética dentro de V. Para isso o termo % [, 0(v;)%V seria suficiente. Para chegarmos a ele note
que, derivando esta integral sob o sinal de integragdo em t ( 0 que nos daria a taxa de variacao
da energia cinética no tempo; supde-se que V nao depende de t) e substituindo uma equagao
adequada, podemos chegar no primeiro termo da equagao em 2.8. Chegamos entao a
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10 9 1 89 aQUj
5&/‘,0@2) av 2/( dV—I— /Zvj v;)2dS; /vz { o,

No segundo termo da expressao acima aplicamos a equacao de continuidade % = —div (Vo).

Substutiuindo:

10
5&/ ( dV+ /QZUJ UZ

g [ wrdivtenav =5 [ (wy ( j %@7) av)

J/

-~

=0

Chegamos entao ( na coordenada i) a

1 a 2 . l]
5a/vg(vz) dV_/ 00 X;dV / o(vy) Zv,ds +/Z o, dv

Integrando por partes o tltimo termo da equacao acima vem que
12/ o(vy)%dV = / 00 X;dV — 1/ > ovi)v;dS; + / > wiPydv
2 at v (] v K 1 2 S j 1 Wi J S J ] 1]

xArage
v Oz;

A forma integral desta equacao nos da a taxa de variacao da energia cinética contida em
um volume V do fluido. A direita, o primeiro termo representa a taxa com que forcas externas
realizam trabalho em um elemento do fluido; o segundo nos da a taxa de escoamento de energia
por meio de V através de S; o terceiro o trabalho realizado pela tensao P;; na superficie S que
limita V e o tltimo, que interpretaremos melhor abaixo, a taxa em que a energia "sai" da regiao
V passando pela superficie S.

Sobre o 4° termo: somando em i o quarto elemento

Ov
_Zzpijax Z 3
i

7.]

lembrando que Pj; e e;; sao tensores simétricos, chegamos a

> Py + 2uei; — %Mz‘j Y ewney = Y e 21 ()’ — ;u > ()

2 k J 1] J
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Analisando o primeiro termo
an
- pej; = — y
Y= 35

i g;ﬂ + (v, Vo) = 0. Logo,

p 39 _pde
_ o= 4 .

~ .. )
e pela equacgdo de continuidade 37 +p )

Dessa forma, a integral em V indica o aumento na energia interna devido a compressao que
o fluido possa sofrer (no caso do problema de Raylegh-Bénard isso seria nulo, pelas hipoteses
do nosso sistema)

Da consisténcia termodinadmica do modelo
2
¢ = 2#2(%)2 — 3 Z(%‘)Q
,J J

representa a taxa de energia dissipada devido a viscosidade (irreversivelmente, segundo a
termodinamica). De forma a mostrar a consisténcia desta declara¢do mostraremos que esta é
uma forma quadratica que tem todos os seus autovalores positivos, i.e., € uma forma definida
positiva (algo analogo a um retrato de fases de um sistema linear de equagoes diferenciais com
todos os auto valores positivos). Para isso observe que expandindo as somatorias de ¢ obtemos

(b = 4u (+(€12)2 —+ (623)2 -+ 631 + ,u Z Cii — GJJ
4,Ji#]

Num fluido incompressivel, } . e;; = div(¥) = 0. Terfamos entao

O =2u (Z(%‘)Q)

1,J

2.4 A equacao de conducao de calor - lei de conservacao
de energia

Exceto por constantes aditivas, a enegia total por unidade de massa de fluido pode ser dada

por
e=2 {me} te T,

k

onde T é a temperatura e ¢, o calor especifico a volume constante. Considerando as formas
em que a energia pode ser ganha ou dissipada, podemos contabilizar essa variagao que ocorre
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por unidade de tempo num volume V do fluido :

0
e / oedV =

trabalh lizad P trabalho realizado em cada
ra Sa 0 realizado por ti; —|— elemento do fluido em V +
em por forgas exteriores

energia convectada pela
— | fronteira S junto com a
movimentagido da massa

+ taxa de transferéncia de
calor passando por S

Ou seja (a partir das interpretacoes que fizemos na se¢ao 2.3)

QEdV /Z{vl }ds] /QUiXidV
1%
—i—/,‘iz <8_T> dS; — / QgZ(vj)de,
s O S F

onde K é o coeficiente de conducao de calor. Das informacoes contidas nas quatro secoes
anteriores vem que podemos reescrever o termo da direita da equacao acima

/Szi:{vizjjﬂj}dsj = %%/Vgg(vi)w+%/Sg{;(viy}{zj:vj}dsj_
ov; B
— /V ;QviXidV— /V p{d a—%}dv /V pdV

Acima poderiamos ainda fazer

[z (3w [l ()}

em virtude do teorema da divergéncia de Gauss. Ainda, pela definicao de ¢

/‘/Qe{Zw}deZ/SQ{%g(kaJrcyTZUj}de:

—% AQ{Z(WV} {Zvj}de—/vza(mé;;jVﬂdv

Combinando as equacgoes anteriores, chegamos a

0gch / ( ) / 0v; /
dV = dV — —)dV + dv
v Z al'k ax] v (; ax]> V¢
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0
- = (ov;eyT)dV
/“/;axk (QU]CV )

Como V é arbitrario,

OocyT o (0T 81)]
_ T)
at ; D (axj) ( To- Z Dy 2V

Valendo-nos da equacao de continuidade, simplificamos a equacgao acima

anT CvT 8T E)vj
Sy ‘H)Z]:Uj{ } Z@xk< ' 8_@)+¢_p<zj:8_xj> (2.9)
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3 Obtendo as aprorimacoes de
Boussinesq

As aproximagoes de Boussinesq vém da relagao entre os coeficientes das equacoes obtidas no
capitulo anterior com o problema estudado; analisando as equagoes da hidrodinamica, podemos
considerar alguns de seus termos como constantes e outros podemos desprezar. Este capitulo
¢ inteiramente dedicado a este processo. Depois disso, descreveremos o fendmeno a partir de
um caso onde o fluido estatico é entao perturbado. O interessante do método é que ele segue
logicamente a ordem em que os fatos se dao experimentalmente: um fluido estatico, fornece-se
calor, perturba-se o gradiente de temperatura e assim em diante até se chegar nas células de
Rayleigh-Bénard.

3.1 Das constantes e variaveis desprezadas

Nas equagoes que obtivemos no capitulo 2, devido & baixa expansao volumétrica do fluido
pelo aquecimento (o é um termo entre 1074 e 1073 Jeonsideraremos tanto « quanto outros
termos ligados a ele, como ¢y, e k constantes. Embora com isso teremos simplificacao nas
equagoes, que é o que pretendemos, nao devemos ser levianos: alguns termos nao podem ser
considerados constantes ou mesmo desprezados. Por exemplo na equacao de Navier Stokes: o
termo 0X; nao terd sua variacao 00X, desprezada, pois fazendo uma aproximacao de primeira
ordem em o

0=00+ 00(Ty —T) ,ondea>0 (3.1)

= 00 =0oa(To —T) (3.2)

O termo §pX; seria entdo ~ goa(AT)|X]|, algo que ndo sabemos a intensidade, pois nao
conhecemos X ainda. Por considerarmos a densidade como constante na maioria dos termos
obtemos imediateamente da equecao de conituidade a incompressibilidade do fluido, ou seja

div(i) =0

A equacao de Navier- Stokes entao fica
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= 0X; — o e,
“Dr ¢ axﬁ“; da; "

Dividindo tudo gy e considerando div(@) = 0 e o operador 2 = 2 + > u; 52, temos
J

Du; 0o 1 Op [T
=1+ px, — — 2L 4 B gy, 3.3
Dt ( Qo) 00 0r; 00 (3:3)
5
4

Olhando agora para a equacao 2.8 e nos valendo das consideragoes anteriores, temos

DT
— =kV°T
OoCy Dt V +¢,

lembrando que ¢ =24, j(eij)Q no caso incompressivel. Mostramos no apéndice C que ¢
pode ser desprezada, chegando entao a

DT k

- = V3T 3.4

DU~ mew , (3.4)
K

onde IC é o coeficiente de condutividade termométrica. As equagoes 3.2, 3.3, 3.4, o carater
solenoidal do campo de velocidades formam o que chamaremos de aprozimacoes de Boussinesq.

3.2 Equacoes de perturbacao

Como dito no comego do capitulo, queremos partir do fluido em repouso. Matematicamente,
queremos

i=0 e T=T(N\z) onde A= (0,0,1)

A equacao de Navier-Stokes fica simplificada

op
Bxi N

0X; = —go\; (3.5)

Da hipotese de repouso e da equacao 3.4

VT =0,
cuja solu¢ao é T'= T, + (¢, x) onde ¢ é um vetor constante relacionado como gradiente de
temperatura, cuja extratificacao aliada ao fato que T}opo < T'fundo 10s leva a considerar ¢ = — 3\

Logo,
T="T,—0F(\x)
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Agora, substituindo em 3.1 vem que

0= 0o(1+aB\ )

Na verdade aqui estamos supondo que em planos paralelos & base a temperatura é homo-
génea (temperatura extratificada). Da equacao simplificada de Navier Stokes chegamos a

dp
81’1‘

= —ghioo(1 + aB(, ) (3.6)

Como i = 1, 2, 3 temos em 3.6 trés equagoes diferenciais ordinarias, cuja solugao é (aqui
nos valemos da notacdo de Einstein, que se faz bem ttil as vezes)

1
P —Po=—gXi0oZi — 5900043 (Z 5%’3‘%’%‘) ’
J

e chegamos em

dp
Bxi B

0X; = —go\; (3.7)

se considerarmos apenas forcas gravitacionais . Observe que a suposicao de extratificagao
implica em extratificagao da pressao segundo a equacao anterior.

Seguiremos perturbando as equacoes obtidas de forma aparentemente arbitraria, embora
no capitulo 4, quando estivermos falando de condicoes de contorno, procuraremos adequaré-
la de forma a satisfazer algumas condicoes. A base de tudo é perturbarmos o gradiente de
temperatura (de fato, é o que fazemos experimentalmente ao fornecer calor). Chamarei de T a
temperatura perturbada

T=Ty— B\ x)+0
Ignorando termos de ordem maior ou igual a dois em 3.3, substituimos a equacao anterior!

% _ B0\ i) + kYO (3.9)

Considerando a equacao de Navier Stokes, desprezamos sempre os termos u; quando mul-
tiplicados por termos da ordem de «, d e o . Em primeira ordem, teriamos

du; — 9(po + dp) 2

!Poderiamos ter chegado a 3.8 e ao divegente nulo somente utilizando as equagdes hidrodinamicas no caso
estatico e considerando 3.6 como

do
5'7131 = Ngoaf3

Chegarfamos entdo no carater solenoidal do campo de velocidades, dado que « é pequeno o suficiente. Da
mesma forma poderiamos ter desprezado ¢ imediatamente, por ele ser de segunda ordem em cada wu;.
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Oque nos da, em virtude das assercoes anteriores

ou; _8p0 0op

Ot T ox oz

+ uVu; — goohi — gdoN; (3.9)

Mas por 3.5, g’;‘: = —gpo\;- Como a mudanca na densidade causada por 6 é dada por

do=—apld = —apy(1l + a(B(\ x))0

e a é da ordem de 1072 — 10~* podemos desprezar os termos de ordem 2 em a Logo,

ou; B o (dp

Q_) + gabX; + uV3u, (3.10)
0

3.2.1 Eliminando o termo ‘;—’Z na equacao 3.10

E comum, e, problemas de hirdrodindmica eliminar a componente de pressao. Mesmo
na equacao de Navier-Stokes é possivel, ao colocarmos condigoes espaciais de periodicidade.
Usualmente tais substituicoes acabam tocando em problemas de existéncia e unicidade em
edp’s, fato que nao precisaremos utilizar aqui. Seja a i-ésima componente da vorticidade, dada
por

ouy, Ow 0 { Ou, }

w; = curlytl = € — = — = €ip=——
' or, ot Fox; | ot

Da equacao 3.8 aplicada a equacgao acima, vem que

ow 0 [—10(0p) .y
i Eukﬁacj { o0 O + QOV ug + gab g

Dos termos & direita, o primeiro nao depende de , no segundo o operador V? independe de
i,]j, k e assim podemos permuté-lo com o rotacional ; no terceiro , apenas 6 depende de x

Oow 1, Ouy, 06
—~_F i s\
ot Qov {ejkal’j}—i_gaeﬂcal’j g

o que nos da

Oow 00

o gaeijk%/\k +vViw; (3.11)
J

e aplicando o rotacional novamente
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O fowy o f Owl _ o0
Eijaxj ot 815 zgk’a ; = gQ€;jk klmaxla m

8
Ve ety (3.12)
a ]
Lembrando da identidade €;x€xm = 0i10jm — 0imOji
0 &uk 0 ¢ awk
€ = €k =
Wow, Lot | ot | 7" ou;
829 0%0 Owy,
= g00i10im—=———MAm Oim0 Am V4 €k ¢
900u0m 5 G M — 90 0mOn g A v {Eﬂkaxj }
onde
Owy, 82Um 0 ’_.1 2
7 % m = —d 7! _v i
e]kﬁ% €ijkERi Er on  ox, v (W) U
0% 0%0
iekim M = Ay — A V2
¢ CikH a$58$]’ j@xjaxl
Desse modo, 3.12 se torna
{V U; } = ga | \; V20 — )\, 6 + vV,
’ I O0x;0x; ’
Definamos ¢ = (A, w) = \jw;. Multiplicando 3.9 por
A; , obtemos
0 0
af; gaezgk )\k)\ + VVQC
Como A\jAj = 055, e €, = 0 se dois dos seus indicessao iguais , entdo
a¢ 2
— 3.13
o = v (313

Definamos agora ¥ = \;u;, e usando o mesmo procedimento, multiplicamos 3.2.1 por \;,
obtendo
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Vo = ga (V29 — @) +v V4

ot 02?2
—_—
Ainda, reescrevemos 3.8
00
— =09 V20
T BY + K
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(3.14)

(3.15)

A partir daqui procuraremos delimitar as condi¢oes de contorno e procuraremos solugoes

das equacoes 3.13 , 3.14 e 3.15.
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4 Condicoes de contorno

Definimos incicialmente S := {(x,y,z) |z= 0 ou z= d}. Para sermos coerentes com os dados
fornecidos no problema de Rayleigh-Benard ( ou seja, temperatura no bordo etc) as asser¢oes
seguintes sao necessarias:

cew=w(l@=0 ¢ € S

e Nao ha componentes normais de velocidade a §

Do capitulo anterior, tiramos as equacgoes que queremos resolver

0
a—f _ (A1)
OViw %9 %0
at = qQ (@ + a_y2) + VV4w (42)
00
E = ﬁw + sze (43)

Vamos dividir o problema em dois, conforme a "regularidade" da fronteira ( mais adiante no
entanto trataremos de trés problemas associados ao tipo de fronteira, pois nos preocuparemos
com o caso misto também).

4.1 Superficies rigidas (nas quais nao hi deslizamento )

O nao deslizamento em S implica que nao s6 w = 0 mas também v = v =0 em S. Das
aproximacoes de Boussinesq,

_8u av—l—a—w:O,zeQ

div(i) = 9 + 8_y R

Devido a estas condigoes, vem que g—‘: =0em S.

Lembrando que ¢ =< \,w >, onde w ¢ a vorticidade, dada por
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_V()_ Gw_@@_(‘?—w@_@
wEvRw = Oy 02’0z Ox’0x Oy
entao,
v Ou
_ _ov_ou 4.4
(=<Aw>=5 "%, (4.4)

Assim, ( =0 em S.

4.2 Superficie livre (sem tensao tangencial superficial)

Nao ha interagao do fluido com alguma placa, como no caso anterior. Desse modo, Pi3 e
Ps3 sdo nulos em S (do capitulo 2, onde Py; = —pd;; + 2ue;; — 2pdiv(i)).

entao

ou Ow ov  Ow

Como w =0 em S, entdo obtemos das equacoes acima que

ou Ov
5 9. 0 (4.5)

Derivando estas equagoes em z, e aplicando em 4.4, vem que

0%w - ¢ _

4.3 Sobre anilise em termos de auto funcoes

4.3.1 Oque significa esta analise?

Primeiramente, facamos uma observacao: oque os mateméaticos chamam de auto funcoes
os fisicos costumam chamar de modos normais. Analisarmos um sistema em termo dos modos
normais significa que utilizaremos autofunc¢oes do sistema para perturbé-lo. Como o conceito
de estabilidade envolve estabilidade em qualquer amplitude de perturbacgao, faremos uma so-
breposicao das perturbacgoes simples, de forma a obté-las e assim chegarmos & andlise desejada.
Se descrevermos um sistema do qual o vetor (Xi,...., X,,) indica pardmetros, e perturbarmos
um deles, poderemos ter um retorno ao estado pré-perturbacao de forma répida, oscilacoes ao
redor do antigo estado e assim nunca voltamos a ele ou mesmo sairmos do estado anterior de
forma cada vez mais rapida. Procuraremos entao por trés tipos de estabilidade
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atenuado aperiodicamente

Estabilidade  — > de estabilidade neutra

atenuado com amplitudes decrescentes

No caso aperiddico, a transicao estavel-instavel se d4 por um estado marginal que exibe
um padrao estacionario de movimento. No caso de crescimento, a transicao se d4 um estado
marginal exibindo comportamento oscilatorio com uma certa frequéncia caracteristica definida.
Se ao se observar instabilidade um padrao estacionéario prevalece, entao o principio da troca
de estabilidades ¢ valido e a instabilidade se d& como conveccao celular estacionaria, ou fluxo
secundario.

Podemos classificar estados marginais de 2 formas : estacionarios e oscilatérios. No caso nao
dissipativo a situacao é diferente. Neste caso os estados estaveis, quando perturbados executam
oscilagoes nao-limitadas com frequéncia caracteristica, enquanto em estados instaveis pequenas
perturbacoes iniciais tendem a crescer exponencialmente com o tempo; os estados marginais
sao casos estacionarios.

4.3.2 A analise em termo de modos normais: como é o tratamento
usual de um problema de estabilidade?

A partir de um fluxo estacionario, descrevemos matematicamente as perturbacoes sistema
(em cada um dos seus parametros) e linearizamos. Observe que esta receita parece bastante
simples e 6bvia, porém ela esconde conceitos muito interessantes. Quando fazemos a linearizagao
nao estamos soé perdendo termos da série de Taylor da nossa perturbacao, mas sim restringindo-
nos a estudar perturbacoes infinitesimais, o que nos remete a teoria da estabilidade linear. Em
vista desse esclarecimento, um sistema sera dito estavel se for estavel em cada um de seus
parametros de definicao com respeito a perturbacoes infinitesimais. Analisamos a reacao do
sistema a todos os disturbios possiveis (isso é extremamente importante; para obtermos sistema
de Lorenz se faz isso). Na préatica, fazemos isso expressando um distiirbio arbitrario por meio
de uma superposicao de certos modos normais basicos possiveis e verificamos a estabilidade do
sistema a cada um. O exemplo tipico disso que descrevemos aqui é o sistema que abordamos:
um fluido entre duas placas que sofre convecgao vertical e que assim s6 depende da coordenada
7; neste caso podemos considerar perturbagoes nos planos paralelos as placas como ondas bi-
dimensionais periddicas no plano x, y. Desse modo, se A(x, y, 7, t) representa a amplitude de
uma perturbacao temos que

A(X,y,Z,t) = / / dkxdl{?yAk(Z’t)e(k—”ﬂvky)-(mvy)

onde k = \/kZ + ki é o nimero de onda.

Das hipoteses sobre extratificacao, consideraremos as perturbagoes em planos paralelos as
superficies de fronteira, ou seja, a perturbacao tera dependéncia em x, y e t, da forma
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elilkz+kyy)+pt]
Y

onde p é constante (que pode ser complexa).

Seguindo estas consideracoes, analisaremos as perturbagoes 6, w e ( sob a idéia de separacao
de variaveis, que aqui mais do que facilita operacoes algébricas, pois em parte também separa
a dinamica em z da do plano x, y

W= W(Z)e[i(kzﬂﬁ'i‘kyy)-i'm]

¢ = Z(Z)e[i(kwrkyy)wﬂ

Como, de certa forma, w, 0 e ( sao auto fungoes de derivadas em x, y e t, tais operacoes
ficam "algebrizadas", artificio utilizado por Reid e Harris no seu artigo "Some further results
on the Bénard problem"

0 2 o , 2o
P gty e VEgE ok

Podemos entao reescrever as equacoes 4.1, 4.2 e 4.3 como

d2
pZ =v (E - kz) Z, (4.7)
o (& @ d?
i (=) w = (G ) w = wvon o (o) w. s

Em virtude das condi¢oes de contorno descritas no comeco deste capitulo deveremos ter

=W =0 parazemS,

e entao, procedendo da mesma forma que antes, dividimos em casos

4.3.3 Fronteira rigida

— =0 emSeZ=0em S (4.10)
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4.3.4 Fronteira livre

dz W _
— =0= 4.11
7 0 72 em S ( )

Como até agora ficamos dependendo de parametros que concernem a geometria do sistema
(d, k etc) iremos adimensionalizar o nosso sistema, ou seja, trabalharemos com constantes

adimensionais que "normalizam" o0 nosso sistema

. . - d2 L o o
e definiremos a = kd, o =p%5 e S:= {(x.y,2z) |z= 0 ou z— 1}.
onde a é o novo nimero de onda e ¢ a constante de unidade tempo nessas novas unidades,

Note que x, y e z estao na nova unidade de comprimento d.

d
D=d— d
- e P

Assim, reescrevemos 4.8 e 4.9. Em 4.8, multiplicando por d* obtemos

(= Y & o nfimero de Prandt])

p ;s 2 12 k*d! YN o2
L (D k)W = - yga6’+<;>(d—a)W (4.12)
2
= (D* - a*)(D* —a® — o)W = (gozd ) a0
v
Em 4.9, multiplicando por d?, temos
d? d?
L LY
K K K
2(28)
2
(D? —a®> —Po)f = — (%) W (4.13)

As "novas" condicoes de contorno devidas & adimensionalizacao correspondem a

e )=0=WemzecS
e DW = 0 para z € S (superficie rigida )

ou

e Dw=0paraz=20
e D?W =0 para z = 1 (superficie rigida embaixo e livre em cima)
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De 4.12 e 4.13 vem que podemos eliminar o termo 6 , obtendo entao

RV

—_——
R

(D* — a*)(D?* — a* — 0)(D* — a®> — Po)W = — (@d“) : (4.14)

onde R ¢ o nimero de Rayleigh. Para € procedemos de forma analoga, chegando & uma
equacao identica a anterior
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5 O principio da troca de
estabilidades

Veremos agora que para o problema em discussao vale o principio da troca de estabilidades,
ou seja, os auto valores o sao reais e os estados marginais do sistema caracterizados por o = 0

Para facilitar nossa notacao utilizaremos as seguintes definicoes
G=(D*~a> )W e F=(D*-a*)(D*—a*— o)W = (D*-ad*-0)G

Observe que pudemos fazer a troca de ordem dos operadores por que eles comutam. Da
equacao acima e de 4.3.2, a condicao # = 0 em S é equivalente a

F=0 em S (5.1)

Em termos de F, a equacao satisfeita por W é

(D* —a* — Po)F = —Ra*W (5.2)

Provaremos que o é real para todo nimero de Rayleigh R positivo. A idéia é nos utilizarmos
das propriedades dos nimros complexos para chegar em igualdades que envolvam o parametro
que precisamos Multiplicando 5.2 acima por F' ( o conjugado complexo de F) e integrando em
z, temos

1 1
/ F(D? — a® — (P)o)Fdz = Ra? / FWds
0 0

e integrando por partes !

1 1
/ FD2Fdz:—/ |DF|?dz
0 0

devido as condigoes de contorno em 5.1 . Desse modo, chegamos em

Lembrando que o operador D nao corresponde & derivagio usual, por que f; DW = d[W(b) — W(a)] #
W (b) — W (a); prosseguiremos como no célculo convencional sob esta ressalva.
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1 1
/ {|IDF|> + (a* + Po)|F|*} = = mcﬁ/ WEdz (5.3)
0 0
Agora,
I 1 B 1 - 1
/ WFdz = / W(D? — a* — 0*)Gdz = / WD*Gdz — (a® + J)/ WGdz
0 0 0 0

Note que

1 E 1 1
/ WD?Gdz = WDG| — / DWDGdz = / GD*Wdz ,
0 0 0

0

pois W =0 em S e se valendo de DW =0 em S ( ou G = (D? — a®)WW = 0, dependendo de
qual tipo de fronteira falamos ).

Chegamos assim a

1 1 1 1

/ W Fds :/ G{(D* — )W — W) d= :/ G2dz — a/ W(D?— Wiz, (5.4)
0 0 0 0

e novamente, integrando por partes,

1 1
/WD2Wdz—/ |DW |*dz (5.5)
0 0

Combinando-se 5.3, 5.4 e 5.5 obtemos

1 1
/{|DF|2+(a2+Pa)|F|2}dz—3%a2/ {IG]? +5[|[DW]* + *|W|*]} dz = 0
0 0

Vemos entao na equacao acima que sua partes real e imaginaria devem se anular, oque,
para a parte imaginaria & implica em

1 1
(o) {79/ yF|2dz+a%a2/ [[DW|* + a*|W ] dz} =0
0 0

TV
parte definida positiva para R > 0

Logo, So = 0.

Isso define o € R para R > 0, e assim o principio da troca de estabilidades é valido para o
problema.
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6 As equacoes que governam o estado
marginal e a reducao a um
problema de valor caracteristico

Vimos que o é real para nimeros de Rayleigh positivos (i.e., para todos gradientes de
temperatura adversos). Dessse modo, a transicao de estabilidade para instabilidade se da via
um estado estacionario. As equacdes que governam o estado marginal sao obtidas portanto,
para ¢ = ( nas equacgoes que nos sao relevantes. Temos entao, das equacoes do capitulo anterior

(D? — a)2W = <go;d2> a20 (6.1)
(D? —a*)0 = — (%‘F) W (6.2)

e podemos, de forma analoga ao que fizemos antes, eliminar 6 das equagoes anteriores

(D? — a®)*W = —Ra*W (6.3)
As condigoes de contorno sao

e W =0, (D*-a*?W =0 emz¢€ S, acrescido de
e DW =0 emze€S (supeficie rigida) ou

e DWW =0 em z € S( superficie livre)
Alternativamente, podemos eliminar W das equacoes 6.1 e 6.2, obtendo assim

(D? — a*)%0 = —Ra’0 (6.4)
com condicoes de contorno

e =0, (D*-a*)0=0 emze S, acrescido de
e D(D*—a®)0=0 emzeS (supeficie rigida) ou

e D?*(D*—a?)0 =0 em z € S( superficie livre)
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Nos casos 6.3 e 6.4 temos dois sistemas de edo’s de ordem 6 com 6 condigoes de contorno
(trés em z= 0 e trés em z= 1). Em vista da dificuldade de se resolver isso (no caso nao trivial)
conseguimos, para valores particulares de R ( e de a?) obter uma solugao nao nula, que é o que
queremos. Temos assim um problema de valores caracteristicos pra ¥.

A partir daqui a obtengdo da solu¢ao para o problema de estabilidade é determinada ( dado
a?) pelo menor valor caracteristico do nimero de Rayleigh ®; o nosso estudo depende de en-
contrarmos este ntimero critico, no qual a instabilidade se manifestal.

6.1 Os principios variacionais

Podemos obter a solucao dos problemas de valor caracteristico por meio de métodos varia-
cionais.
Analisemos o primeiro sistema em W. Considere

F = (D?-a*)*W = (D* - a*)G (6.5)
(D? — a®)F = —Ra*W
e as condicoes de contorno sao

W=0eF=0paraz e S
acrescido de DW = 0 em z € S ( superficie rigida)
ou
D*W =0 em z € S ( superficie livre)

Seja i; um valor caracteristico do problema e distingiiamos a solugao para diferentes valores
de R pelo seu indice. Multiplicando a equagao em 6.5 por F; (relacionada portanto a um valor
caracteristico ;) e integrando na dimensao z temos

/ Fi(D* — a*)Fjz — é)%jcﬂ/ W; (D? — a*)G; d»
0 0

Integrando por partes, chegamos a

1 1
/ Fi(D? — a*)Fydz = —/ {DEF; + ®FF;} dz
0 0

Logo,
1

1
/ (DF,DF; + a*FiF;) dz = %jcﬂ/ G:G,dz (6.6)
0 0

e trocando i por j na ultima equacgao

1 1
/ (DF;DF; + a’F}F;) dz = R;a® / G;G;dz (6.7)
0 0

'E como sabemos que a instabilidade ocorre? Veremos na secio 6.2 que ha uma conexfio deste ntimero critico
com a parte fisica do problema, relacionada & termodinamica.
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Das equacoes 6.6 e 6.7 , como R; # R;para ¢ # j, vemos que fol GiGjdz # 0se i # j , oque
mostra que
as funcoes G; relacionadas a diferentes valores caracteristicos formam um conjunto ortogonal.

Quando i = j, a equacao 6.6 fica

/01 [(DEF;)? + a*(F)?] dz = Ria? /OI(GZ-)?dz

o que expressa J; em termos de uma razao de elementos positivos. Devemos entao mostrar
que a formula

n_ o (DF)? + a?(F)’] d= 65)
a? [, (G)%dz

possui uma propriedade estacionaria quando as funcoes em 6.8 sao avaliadas em termo de
funcoes caracteristicas que satisfacam as equacgoes anteriores. Para provar a propriedade estaci-
onéria, consideremos R como em 6.3, em termos de uma funcao W que é arbitraria exceto pela
necessidade ( & parte a limitacao e a continuidade ) que satisfaga as condi¢oes de contorno. Seja
OR uma mudanca em R quando W ¢ sujeita a uma variacao 6W compativel com as condigoes
de contorno, ou seja

W =6F=0em SouD W = D?W =0em S ( dependendo o tipo de fronteira)
Asgsim ,partindo de 6.8,

onde

51, =2 / 1[DF.D((SF) +a®F(0F)|dzed I, = 2 / 1[(D2 — a®)W][(D?* — a*)0W]d= (6.9)

Trabalhemos nas equacoes em 12

1

1 1 1
- 2/ D*F§Fdz + 2a2/ F(6F)dz = —2/ SF(D* —a®)Fdz  (6.10)
0 0 0 0

81, = 2DF(6F)

1 1
61y = 2/ W(D? — a*)0Fdz = 2/ W(SF)dz (6.11)
0 0
Assim,
) 1
R=——— [ 6F(D?—a*)F + Ra*Wdz
a2[2 0

Mas se 6 = 0 para qualquer JF ( que satisfaca as condigbes de contorno ) entdo , por um
lema do calculo de variacoes vem que



39

(D? — a®)F + Ra®W =0

Logo, F é uma solucao do problema para um valor caracteristico R .

6.2 O significado fisico da parte variacional do problema

Nao teria significa algum mostrar que temos um minimo de um funcional se nao pudesse
ser mostrado relacao do valor em R com a parte fisica do experimento. De fato, sob o uso da
termodindmica podemos demonstrar que R se relaciona & energia dissipada por viscosidade e a
energia interna necessdria ao movimento de ascensao do fluido (que depende assim da gravi-
dade ). A instabilidade ocorre quando se obtém um gradiente de temperatuda minimo para que
haja um equilibrio entre estas duas energias.

Devemos mostrar agora que o menor valor caracteristico de R é, além de um extremo, um
minimo do funcional. Normalizando as funcoes G; , vem que

1
/ GidoZ == 5@']’
0

Considere G = (D? — a*)W, para W arbitrario, continua e limitada, satisfazendo as condi-
coes de contorno o problema. Admitiremos que G possa ser expandida numa série de elementos
de GZ‘Q.

o0 1
G=> A;G; onded; = /0 GG;dz
j=1

Podemos prosseguir fazendo

1=/1G2dz=i§:AjAk/lGiGa‘dzziAJZ‘
0 0 j=1

j=1 k=1

Da expressao de G vem que

W=>" AW,
j=1
¢ [e.¢] [e.e]
F=> AjD*=a’)’W; = —a® ) _ AW, (6.12)
j=1 j=1

2Essa hipotese é bem forte, ainda mais se ndo soubermos se o sistema G; é completo. Consideraremos isso
um artificio formal para resolver o problema.
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Da expressao em 6.5 segue que

(D> —a®)F =) Aj(D* = a®)*W; = —a® > A;R; W,

Multiplicando esta equacao por F e integrando em z obtemos

1 % 1
/ F(D?* - a*)Fdz = —a® ZAﬂﬁj/ W;Fdz
0 0

j=1

e por 6.12,

o) 1 (e ¢ o0 1
—CZQZAJ‘%]‘/ W]Fdz = —CLQZAJ‘%]‘ {Z Ak/ Wj(D2 - az)QWde} =
=1 0 j=1 k=1 0

[e’e) [e’e) 1
=—a’) R, ZAjAkafej/ (D* — a®)W;(D? — a®)Wydz
j=1 k=1 0

A partir daqui assumiremos que o conjuntos dos ¥; assume um valor minimo positivo em
algum R;. Sem perda de generalidade, tomamos R; como o minimo. Lembrando da condi¢ao
de normalidade dos coeficientes A; podemos fazer na equagao anterior

o] 1 [ee] o] 1
—(12 ZAJgRj/ WdeZ = —CL2 ZAj?Rj {Z Ak/ Wj(D2 — CL2)2Wde} =
=1 0 j=1 k=1 0
oo o] 1
=—d’) R, ZAjAkéﬁj/ (D? — a®)W;(D? — a®)Wydz
=1 k=1 0

Lembrando que G = (D? — a®)W a gequagao acima fica
1 % 1 1 0
/ F(D? — a®)Fdz = —a® ZA]-%]-/ W,Fdz = —/ [(DF)* +a®(F)?] dz = —a® Y AZR;
0 = 0 0 =
Lembrando ainda que Z;’il A? = 1 fazemos
1 o] o0
[ (DR + ey i - (Z A?> Ry = a3 A~ )
0 j=1 j=1

O termo da esquerda nao pode ser nulo ( pois ®; > R, e R; # Ry para todo ¢ # j ) , oque
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nos leva a

R, < %/1 [(DF)? + a?(F)?] d=

a

Note que s6 havera igualdade se em todos os elementos em que j # 1 o termo A; for nulo.

6.3 Obtendo os valores do nimero de Rayleigh R critico

Obteremos o valor de R critico par o caso em que as bordas do sitema sao livres. A escolha
por representarmossomente a solucao deste se deve & sua solucao analitica ser simples e que
para as outras condicoes de fronteira a solucao ser obtida apenas niimericamente.

Lembrando inicialmente que as condigoes de fronteira para este caso

W=0, (D*?-a*)*W=0 e D*W=0
W = D*W = DWW =0

Mas de (D? — a?)30 = —Ra?0 (*) conseguimos ainda obter D®WW = 0 na fronteira. Imedia-
tamente, aplicando-se D? em (*) obtemosr D** = () para n= 0, 1, 2, ... As solugoes necessarias
sao entao do tipo K'sin(jmz), com j inteiro. Substituindo em (*) esta expressao obtemos R
como funcao de j.

O valor critico de &1 pode ser obtido quando procuramos pontos criticos. Fazendo-se [ = a?

para facilitar
oRy B I+ 73?2 (I+(jm)?)? I 2
A 12 sl=a=75

que nos da o valor critico i, = # ~ 657.52 no qual a estabilidade marginal ir&4 aparecer.
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7 O modelo de Lorenz

Agsumindo, devido & simetria do problema de Rayleigh-Bénard, que a evolugao na for-
magao das células de Bénard se da de forma independente nos eixos x e y ( fato ja utilizado
anteriormente para trabalhar com o método Galerkin), desprezamos as componentes de todo
e qualquer vetor na dimensao y, o que restringe nosso estudo ao plano x-z. Partiremos das
equacoes de Boussinesq exibidas na parte I deste trabalho:

ou Ov Ow
() = — — —_— = 1
div (1) pe + ay + 3 0 (7.1)
T
_%t + (u, VT) = kV*T (7.2)
En + (aV)u = gg ng + vV (7.3)

onde g = (0,0,—g) , v = % e Kk € coeficiente de conducao de calor. Das equacoes anteriores
aliadas as observacoes iniciais, chegamos a equacoes simplificadas:

ou Ow
e I A
ox + 0z 0 (74)

ou ou ou  10p 9

o P T T T VY (75)
ow  Ow ow o 1 dp 2
Y +u8x+w82 = Qog 9082+va (7.6)

or  or or  _,
E—Fu%er%—/ﬁVT (7.7)

Tratando as duas primeiras equacoes em 7.5 visando eliminar a variavel pressao p, podemos
) 5 el ~ :
fazer 5-equagao 1 — j-equagao 1, oque nos daria

d0u  Oudu O?u  Ow du 0%u 1 9% (V%)

9102 " 9200  “0z0x 0202 Yo~ ge0z0x U 0z
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do qual subtraimos

Dow ouow  Pw owow w1 P oV
ot 0x  Ox Ox 0%x 0z Ox 0xdz o020z ox

resultando em

O (u_ow\ du(0u 0w\ 0 (u_dw\ ow(du_dw\_ (du 0w
ot \dz Oz Oor \0z Oz “ax 0z Oz 0z \ 9z 0Oz ) v 0z Oz

(7.8)
Para o caso bidimensional, introduzimos uma fun¢ao de escoamento ¢(z, z,t)*, onde
U= —% e w= %
0z Oz’
e assim 5 5
gu _ oW _ 2
0z Oz v'e
Logo, em 7.8
9 2 99 0 2 09 0 2 0 4% 4
— - - — (=)= 7.9
8t(v ¢)+828x(v ¢>+0x82<v¢)+98x 00 vV (7.9)

Lembrando que o(T) = go[1 — a(T — Tp)] lidamos com T(x,z,t) numa forma expandida

T(x,z,t) =Ty + AT (1—%) +0(z, 2,t) ,

onde # ¢ um fator nao linear de perturbacao no perfil de temperatura e

T(x,z,t)]|,c0 =To + AT e T(z,2,t)|,=n =T

Substituimos tais resultados em 7.9

oVip 00 0 ,_, dp 0 ,_, 0 AT 4.
5 —%%(qu)vL%&(ng)—g%{1—&(Tz+9)]—VVQS—O

00 8¢80+% 00 AT
ot 0z0x Oz

—_—— — —_— 2 pu—
- h) KV20 =0 (7.10)

Podemos expressar os termos nao lineares das equacoes 7.10 na forma jacobiana

Af,g) 0fdg 0g0f

ox,z)  0xdy Oxdy

LA idéia por tras de funcoes de escoamento ¢ a mesma que nos leva a trabalhar com campos de vetores
gradiente, onde a propriedade que deve ser satisfeita é a do divergente nulo.
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Desta forma, chegamos a

oV 0(6.V) .
TR + 95+ VYo (7.11)

90 96.0) 06AT
E = 6(x,z) +%T+/€V 0 (7.12)

Adimensionalizamos este sistema para facilitar as equagdes ( embora ndo parega)

1 h2t* KV
_ * 2 *2 * o kg o
Aplicando a adimensionalizacao as equagoes 7.11 e 7.12 obtemos

av*2¢* a(¢*’ V*2¢*) A
= — V*o* 7.14
ot* O(x*, z*) rovie (7-14)

00* a(¢p*, 0 0p*

SLICALI ¢* + V2o (7.15)

ot* (x>, z*) Ox

onde 0 = £ & o nimero de Prandtl, cujo "trabalho" aqui é subjugado em virtude da presenca
do parametro

R _gaph! |

RV

ou seja, o nimero de Rayleigh?, que, como ja discutimos anteriormente, depende de caracteris-
ticas o meio (o, K, e v ) , da geometria do sistema (h) e da diferenca de temperatura entre as
placas; este parametro exerce papel de controle no problema de Rayleigh-Bénard.

7.1 Condigoes de contorno no modelo de Lorenz

Sabemos do capitulo 4 que a perturbacao € se anula nas placas, pois estas permanecem
a temperatura constante. Assumimos aqui, como Lorenz, o caso de fronteira livre, onde a
componente w de « é nula; nao consideraremos, no entanto , tensao superficial em z= h e em
z= 0 (o que facilitara nossa anélise do sistema). Assim,

2Lembramos ainda, da parte classica deste trabalho, que T = Ty + {c,z) = Ty — B()\, x), entdo , dado que
A =1(0,0,1) e sendo h a altura da célula ( ou melhor, a distancia entre as superficies inferior e superior), vem
que
AT = Ttopo - Tfundo = ﬂh
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w =0 e 0, =0
2z=0,h 2=0,h
Segue destas condigoes que
a)
0
= —¢ =0= ¢ =0
ox
2=0,h z=0,h 2=0,h
- - 1 Av; v
De o, obtemos ¢ = 2ve , onde €;; = 5 {8@,]_ + Bacji}
b)
ou 0%u
7 Yoz 022
2=0,h 2=0,h 2=0,h
De a e de b segue que
Po P9
Vv? = == + = =0
¢ (89&2 * 022
2=0,h 2=0,h

Para as equacoes adimensionalizadas, ¢* e 6*, as condicoes de contorno ficam

V2o (x,2,t)

z=0,h

Barry Saltzman expandiu a funcao de escoamento ¢* e a de perturbacao #* em série de
Fourrier em duas dimensoes , com comprimento | na direcao x e 2h na direcao z.

Qb*(I*,Z*,t*) — Z Z ¢mn(m7n7t*)62ﬂi[m%x*+%z*]

m=—00 N=—00

02t = 3N Blmom, ) ]

m=—0o0 N=—00

Saltzman introduziu 52 modos destes nas equacgoes anteriores, vendo numericamente que,
a excecao de 3 deles, eles diminuiam a zero com o passar do tempo. Os trés restantes possuiam
comportamento irregular e ndo-periddico para certos parametros de controle (R, por exemplo).
Esse resultado motivou Lorenz a expressar ¢ e § em apenas 3 amplitudes, X(t), Y(t) e Z(t).
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o(x,z,t) = /ﬁ(l%MX(t)sen (W—ha:v> sen (%z) (7.16)
O(x,z,t) = %Eg {\/ﬁY(t)cos (%x) sen <%z) — Z(t)sen (2%2)] (7.17)

onde R é o nimero de Rayleigh e R.. é o seu valor critico

74 (1+a?)3 3
Ry =—5"".

lorenz attractor com r= 28
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Figura 4: O retrato de fase do sistema de Lorenz no plano x-z caso r=28, c =10 e b = 8/3

7.1.1 Quanto ao significado das trés amplitudes

O modo em X(t) é proporcional ao médulo da velocidade de convecgao; Y é proporcional a
diferenca de temperatura entre o liquido convectado ascendentemente eo convectado ao fundo;
o modo Z(t)é proporcional ao desvio do perfil linear de temperatura na dire¢ao vertical, repre-
sentando a componente nao-linear da temperatura. Substituindo 7.15 e 7.16 nas equagcoes 7.11
e 7.12, ap6s manipulagoes algébricas (geralmente, uma conta trabalhosa, mas nao complicada)
obtemos as equacoes de Lorenz

T —or +oy
y = re -y —xz (7.18)
Z —br +uxy

A derivada se da em relacdao a unidade de tempo 7 = M, o = £ ¢ o namero de

Prandtl (u é a viscosidade cinematica e x a difusividade térmica), r = R/R.. é o nimero de
Rayleigh relativo e b = ﬁ uma medida da geometria das células a diregao x. Como vimos

3Podemos obter este valor a partir das equacoes que estdo na parte classica deste trabalho
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no capitulo 7 , R possui menor valor %, onde ha estabilidade neutra. Integrei esta equacao

numéricamente com o método de Runge-Kutta de quarta ordem (como na figura 4 ) de forma
a obtermos o espaco de fase para um problema de Cauchy.
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8 FExemplos bdsicos em teoria local de
bifurcacoes

Neste capitulo vamos nos focar em exemplos bésicos de bifurcacoes em sistemas dinami-
cos continuos. Como temos visto, sistemas fisicos importantes possuem parametros em suas
equacoes. Variacoes causadas nestes parametros podem alterar o comportamento qualitativo
das solugoes do sistema; a essas mudancas dé-se o nome bifurcagoes e aos valores de parametro
no qual isso acontece, valores de bifurcagdo (ou valores criticos). A anélise que faremos aqui
se deve a linearizagoes proximas a valores criticos, o que nos possibilita conhecer o compor-
tamento do campo de vetores préximo a pontos criticos ou érbitas fechadas, como solugoes a
estas bifurcacoes encontradas numa vizinhanca deste valor de bifurcacao.

8.1 Um exemplo de equacao diferencial dependendo de um
parametro e a nossa motivacao para seu estudo

Consideremos o sistema

&=p+a’—x=f(ux)

e vejamos como o retrato de fase do sistema se comporta ante a mudangas em p. Representamos
o sistema no grafico 5.

Figura 5: Retrato de fase para diferentes valores de 4

Note que variarmos p neste caso significa "fixar o grafico e descer ou subir o sistema de
coordenadas"; se variarmos o sistema de coordenadas podemos ir de uma a trés interseccoes
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do eixo x com o grafico, oque corresponde ao caso f(u.x) = 0, i.e., a pontos de equilibrio do
sistema.

Analisemos o comportamento dos pontos de equilibrio.

of(w.z) :3x2—1:0<:>:c:jzig
ox 3

Vemos assim como um sistema simples pode possuir comportamentos interessantes com
o variar de um parametro: mudancas no comportamento de pontos fixos ( ou mesmo seu
surgimento ou desaparecimento) etc.

Passemos para casos em dimensao dois.

8.2 Bifurcacao do tipo sela-n6

Considere a evolucao do seguinte sistema

.i‘:u—x2:f(u,$),

onde g é 0 nosso parametro. Primeiramente, determinamos os pontos fixos z, do sistema:

x, =t/ caso >0

para entao plotarmos o diagrama de bifucagoes em 6.

~n

Figura 6: Diagrama de bifurca¢des na bifurcacdo sela-né

Observe por 6 que quando p— > 0% os pontos instavel e estavel se fundem e a dinamica da
regiao entre eles desaparece, permanecendo a dos outros pontos.

Passemos a analise deste comportamento no plano. Seja o seguinte sistema 2z = J(ju, 2):
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cujos pontos fixos sao ( para p > 0), (y/i, 0) e (-/p, 0 ).

A matriz jacobiana associada é dada por

oF| % %—? {2z 0
oz, G G2 0o -1/,
cujos autovalores ( avaliados em um ponto de equilibrio) sdo Ay = —2x, e Ay = —1. Assim,

temos:

e em x, : -2 \//i e -1 sdo autovalores ( dois autovalores negativos);

e em Ty, 1 2,/u e -1sao0 autovalores( um autovalor negativo, outro positivo);

Observe pela figura 7 que no caso u = 0 nao existem pontos de equilibrio. Em g > 0 temos
uma sela e um noé que se fundem em p = 0 (e o espaco de fase preserva parte das caracteristicas
destes dois atratores).

£
- A% <

e a n

¢ < <
ks >~ 3
N Yy L

< )—7;-“1 A
K 4 T A 4 AN\ -

Figura 7: Bifurcagdo sela-né em dimens3o dois

8.3  Bifurcacao do tipo forquilha

Seja o seguinte sistema z = J(u, 2):

cujos pontos fixos sao ( para p > 0): (/i1, 0), (-/#, 0) e a origem.
A matriz jacobiana associada é dada por

OF | (%2 20\ /32244 0
— | oF: B_f‘yz - 0 -1
oxr Jy T

Dz

Tp p
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e os autovalores nos pontos de equilibrio sao

(0 AL =p
.xpl_(O):)\Qz—l (sela)

.xp2:<_\/ﬁ>¢ A= 22 6)

0 )\2 =—-1
(VR AL =—2p )
® Tp3 = ( 0 = )\2 - (IlO)

para u < 0, os dois ultimos pontos fixos deixam de existir e os autovalores do primeiro
ficam negativos ( temos entdo um né na origem ).

8.4  Bifurcacao de Hopf

Considere o seguinte sistema ,
&= —y+afu— (2 +y°)]
g=a+ylp—(2®+y?) (8.1)
cujo tnico ponto de equilibrio é xg = yo = 0. A matriz jacobiana em (0,0) é

(2)

z=0

a_F
ox

cujos autovalores sao p 41

Para o caso > 0 ( u < 0) temos um foco instavel ( foco estavel); em = 0 temos o ponto
onde se di esta mudanca de estabilidade.

Agora, para onde as trajetorias vao no caso instavel quando t— > co? Elas "explodem'"ou
tendem a um ciclo-limite? Para analisar isso melhor (pelo retrato de fase) transformaremos o
sistema para coordenadas polares.

xr = rcos(h)

y = rsen(d)

ro= —r*+pur v >0
6 = 1

No caso p > 0, em r =/ temos um ciclo-limite. Analisando o sinal de 7 para r > \/u e
r < /@ vemos que o ciclo-limite é atrator; para u < 0 nao héa ciclos-limite.
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Observe que oy = 0 é ponto de bifurcacao onde nao sé a origem ficou instavel, mas houve
a aparicao de um ciclo-limite. Esse tipo de bifurcacao foco <-> ciclo-limite é chamado de
bifurcacdo de Hopf.

8.5  Bifurcacao transcritica

Seja o seguinte sistema desacoplado Z = J(pu, 2):

cujos pontos fixos sdo (p,0) e a origem.
A matriz jacobiana associada é dada por

OF _<% %—?)_(—muu o)
- OF,  0fj - 0 -1
ox dy T

Dz

Tp p

“ YA F AL .
< P | C

R A'«%‘

o o

v~ e

\’\4 N\

Figura 8: Diagrama de bifurcacdes na bifurcacdo sela-né

e os autovalores nos pontos de equilibrio sao

(0 AL =p
.xp1_<0):>)\2:—1 (sela)

T O e

para u < 0, os dois dltimos pontos fixos deixam de existir e os autovalores do primeiro
ficam negativos (temos entao um no6 na origem). Este comportamento pode ser analisado tanto
no diagrama de bifurcagoes na figura 8 quanto no espaco de fase ( figura 9 ).



Figura 9:

Diagrama de bifurcacdes no caso da bifurcacdo transcritica

54



95

9 Um pouco da dindmica do sistema
de Lorenz

9.1 Evolucao do sistema

O sistema de Lorenz é até hoje um objeto de estudo de fisicos e matematicos. Nao preten-
demos esgotar a discussao do assunto neste texto, de forma que o termo "um pouco" do titulo
do capitulo se deve muito mais por prudéncia do que por modéstia.

Como vimos anteriormente, o sistema de Lorenz é dado por

T —oxr +oy
y = re -y —xz (9.1)
z —br +uxy

lorenz attractor com r= 28

Figura 10: Integragdo numérica do sistema de Lorenz com pardmetros b=§, c=10er =28

Resolvemos este sistema numéricamente, obtendo um retrato de fase como na figura 10.
Aqui buscaremos os pontos de equilibrio e estudar as bifurcacoes em funcdo do parametro r
para uma maior compreensao qualitativa destas equacoes.

A primeira caracteristica com relacao ao "volume" do espaco de fase vem do teorema de
Liouville:

V(t) = V(O).eitr(diVA) 7

onde A é o conjunto de equacdes; no caso,
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0 0 9,
div(A):%(—ax—l—ay)%—a—y(rm—y—x2)+$(—bz+xy):—(0+1+b)

Logo, o sistema esta se contraindo, o que mostra que o sistema ¢ dissipativo

Para determinarmos os estados de equilibrio fazemos

0 —ox + oy
0 |=[rr—y—az (9.2)
0 —bz + zy

Claramente, a origem ¢ um ponto de equilibrio. Podemos analisar a estabilidade a origem
para o caso r <1 por meio de uma fungao de Liapunov: seja esta fun¢ao (nao necessariamente
a tnica) definida por L(x,y,z) = 22 + oy* + 022

Temos entao

dL
T (V(L), (&,9,2)) = =20 (2> + y* — (1 +r)ay) — 20b2°

Agora, L < 0 se h(z,y) = 2®> + y> — (1 + r)ay > 0 para x # (0,0). No caso e uma orbita
sobre qualquer um dos eixos x ou y temos estabilidade. Tomando qualquer outra reta do tipo
y = ax no plano x-y temos:

h(z,az) = 2° (a®* — (1 +r)a+1)

Como o termo quadrético a®> — (1 +r)a + 1 é positivo para r entdao h(x,y) > 0 para todo
(x,y) # = (0,0). Logo, a origem é um ponto fixo estavel para o caso r <1 Podemos, de maneira
parecida, mostrar que o espaco de fases estd sempre contido numa regiao limitada do espago
(para certos valores de r). Curiosamente, as trajetorias ficam sempre na regido z> 0, mas nao
encontramos provas disso na bibliografia utilizada.

Podemos analisar a estabilidade dos pontos fixos por meio da teoria de estabilidade linear.
A idéia é simples como nos casos anteriores, com a diferenca que estamos num sistema nao
linear: dividimos o sistema em duas partes: L e N(x).

t = Lux+ N(z)
o= 0

Daqui por diante procede-se diagonalizando a matriz L, coloca-se o sistema na base de
autovetores associados a matriz L. e, analisando os autovalores, conseguimos obter resultados.
O caso hiperboélico é mais conhecido e podemos trata-lo pelo teorema de Hartman-Grobman; o
caso nao - hiperbolico é mais complicado e requer aplicacao de teoremas como a da variedade
estavell.

'Veja Holmes
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Conseguimos com esta abordagem descobrir que para r > 1 a origem se torna instavel e
dois novos pontos fixos , de coordenadas x = 4+/bu, surgem, oque nos da claramente uma
bifurcacao de forquilha. Substituindo estes dois novos valores no sistema obtemos as outras
coordenadas de cada ponto de equilibrio p; e ps.

b1 = (\/b_a \/Ev :u) € P2 = (_\/b_’ _\/57 M)

Como autovalores distintos estao associados a diferentes autovetores, temos 3 autovalores
distintos (e linearmente independentes, como nos diz a algebra linear para este caso). Temos
entdo um espaco de solucoes para este sistema dado por ¢ = elifz;, onde x; é o autovetor
associado ao autovalor \;2. Note que no caso r < 1 todos os autovalores possuem parte real
negativa, o que demonstra a estabilidade dos pontos de equilibrio neste caso, conforme ja
haviamos mostrado. Para r = 1, um dos autovalores é nulo (os outros ainda sdo negativos).
Com r > 1 o maior autovalor se torna positivo e os outros permanecem (até certos valores de
r) negativos; temos entdo, seguindo o capitulo 2, uma mudanga de ponto fixo estavel para um
ponto de sela.

Se analisarmos a matriz Jacobiana do sistema nos pontos p; e p (na nova base) obtemos
o seguinte polinomio caracteristico, que é igual para as duas matrizes Jacobianas (ressaltamos
aqui o alto grau de simetria do sistema de Lorenz)

N4 (0 4+b+ DN +blo+ V)N +20b(V —1) =0

Nesta parte podemos analizar a estabilidade dos pontos fixos pelo sinal das raizes do po-
linébmio caracteristico; fizemos isso pelo uso do algoritmo de Routh, comumente ensinado em
disciplinas de teoria do controle. Chegamos entao a:

o(o+b+3)

p1 € po estaveis < < =11

Apesar de obtermos este nimero com precisao (no caso ¢ = 10 e b = 8/3 o parametro
vale vale 470/24 =~ 24,74 ) ele ndo nos diz quando os autovalores passam a ter componentes
complexas nao nulas; para o = 10 e b = 8/3 este valor critico de r é 1,346. ..

Podemos resumir as propriedades que temos até entao como

e ) <r <1: a origem é globalmente estavel;
e 1 < r: aorigem ¢é nao estavel, consistindo localmente em um ponto de sela;

o 1 <r <24,74... p; e py sd0 estaveis. O caso r >1,346 nos d4 um par de autovalores
complexos para p; e po;

e 24,74 ... < r: p; e py sdo instaveis; o fluxo quando linearizado ao redor destes pontos
possui um autovalor negativo e outros dois complexos, com parte real positiva.

2Note que estamos falando dos autovetores definindo o espaco tangente as variedades onde se encontram as
verdadeiras solugoes do sistema, que sabemos existir pelo teorema de existéncia e unicidade.
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Entrando no caso r > 24,74 podemos nos perguntar o que acontece com as orbitas neste
intervalo: de onde elas vém(?), para onde elas vao? Todos os pontos fixos passam a ser instéveis?
Daqui em diante utilizaremos parte dos resultados numéricos que obtivemos.

Podemos verificar graficamente o que foi discutido nessa secao na figura 16. Para podermos
entender algumas outras coisas teremos que entrar em uma outra faceta deste sistema para os
parametros simulados: 6rbitas homoclinicas.

9.2 Entendendo as 6rbitas homoclinicas

Quando r >1 a linearizagao local do fluxo préximo a origem nos diz que ha uma variedade
estavel de dimensao dois e que proxima a origem nos remete a um plano. Esta variedade divide
o espaco em duas partes, de forma que os pontos eque nao estao nela tendem ou para p; ou
para py (quando r < 24,74). Parar < 13,926 ... nenhuma 6rbita cruza a variedade estavel (veja
figura 11), e para valores maiores as orbitas "furam" a variedade estavel e sdao atraidas pelo
ponto fixo que esta na outra regido do espaco (veja figura 12).

Figura 12: O espaco de fase do sistema de Lorenz com parametros o0 =10, b =8/3 er =18
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Ja vimos que no caso r > 24,74 as orbitas ficam de um lado pra outro do espaco. Mas
serd que em algum momento as 6rbitas se aproxima assintdticamente da variedade estavel da
origem? De fato, isso acontece e é quando observamos o aparecimento de érbitas homoclinicas;
a figura 16 nos dé todas estas informacoes.

9.3 A importancia da dinamica simbdlica

Paremos agora para analisar um outro sistema dinamico conhecido como mapa logistico.

Tpi1 = pn(1 —zy) (9.3)

O nosso intervalo de estudo sera o [0,1], o que no caso (u < 4) garante que todo ponto
da imagem estard dentro deste dominio. No entanto, se tomarmos o caso p > 4 o sistema
passa a apresentar novas propriedades. Prova-se que no caso g < 2 + /5 o conjunto dos
pontos que nao diverge tem medida nula, sendo ainda um conjunto de Cantor?. Em virtude
da simetria da aplicacao, podemos separar o conjunto em duas partes: uma a esquerda e
outra a direita (na verdade fazemos isso nao por causa da simetria, mas para garantirmos
que nestes dois conjuntos as restricoes do mapa logistico sdo bije¢oes no intervalo |0,1]). Se
caracterizarmos cada um desses conjuntos por 0 e 1 quando uma orbita estiver nele (fora dele
sabemos que diverge) entdo poderiamos fazer toda orbita corresponder a uma seqiiéncia de
0’s e 1’s, onde o n-ésimo termo dessa seqiiéncia indicaria em qual desses conjuntos a orbita
se encontra na n-ésima iterada da funcao. Perguntamos entao qual a relevancia disso para
estudarmos o sistema de verdade: por que levar o sistema para este outro espacgo se devemos
nos preocupar com o original? Note que se tivermos um homeomorfismo? poderemos trabalhar
com correspondéncia tnica entre érbitas e sequéncias e, se conseguirmos mensurar a distancia
entre duas delas, poderemos averigiiar a "proximidade"entre duas 6rbitas. De fato, ndo é muito
dificil mostrar que o espaco das sequéncias de 0 e 1 possui uma métrica natural que torna isso
possivel. Assim, se tivermos pontos proximos no espaco de sequéncias 0 e 1 poderemos por meio
deste homeomorfismo atestar a proximidade das orbitas. Pela unicidade dos homeomorfismos
(cada orbita corresponde a uma sequéncia) vemos que em algum momento duas orbitas, por
mais proximas que elas estejam, estarao em lados opostos do intervalo 0 e 1 (ja que dois pontos
distintos num espago métrico tém distancia nao nula). Este fato também pode ser observado no
estudo do sistema de Lorenz (para maiores detalhes veja o livro do Colin Sparrow). Obtivemos
a série temporal do eixo x de dois pontos inicialmente proximos e chegamos a figura 13 para
exemplificar o fenomeno.

9.4 Reconstruindo o espaco de fase por meio da série tem-
poral

Suponhamos que estivesse ao nosso alcance medir apenas uma das variaveis do nosso pro-
blema (por exemplo, a velocidade de conveccao do fluido). Nao possuimos toda a informacao

3Veja Devaney
4Bijecdo continua com inversa continua
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Figura 13: Sensibilidade as condi¢Bes iniciais. Veja que ap6s um tempo (representado na abcissa pelo
namero de iteracdes numéricas) as 6rbitas dos dois pontos estdo em lados diferentes do eixo x (aqui a
ordenada) do sistema de Lorenz

da dindmica do problema, e novas medidas podem ter correlacao nao nula com estas ®>. O teo-
rema de Takens nos diz que toda a informacao da dinamica do nosso sistema esta em todas as
suas variaveis, e que podemos reconstruir o espaco de fase por meio da série temporal que vem
de suas medidas. Partindo disso, procedemos obtendo dados da série com ponto zq=(0,0,0.1),
obtendo os gréaficos nas figuras 14 e 15.

Observe que as figuras 14 e 11 e as figuras 15 e 12 correspondem aos mesmos sistemas de
lorenz (respectivamente, r= 12 e r =18 ) de fase, sendo que os retratos a partir das séries foram
obtidos das séries temporais pelo programa Takens.m e plotadas em gréaficos de retorno.

12

10 - :

Figura 14: Atrator a partir da série temporal na variavel x, com r =12, 0 =10 e b = 8/3

SEntrariamos no estudo estatistico da anélise multivariada, algo que nio queremos aqui.



15 T

10 -

-15 L

-15 -10

Figura 15: Atrator a partir da

série temporal na variavel x, comr =18, 0=10e b = 8/3
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Figura 16: Evolu¢do do sistema de Lorenz conforme variamos o parametro r, para 0 =10 e b = 8/3
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Conclusao

A execucao deste trabalho nos deixou a frente de um caminho tradicional para se re-
solver o problema de Rayleigh-Bénard encontrado na literatura; analisar sob a incidéncia de
pertubacoes é um modo de se entender a dindmica indiretamente. Conseguimos caracterizar
matematicamente a transicao estavel-instavel de forma significativa, nos restringido & primeira
delas (existem outras transi¢oes apos esta se estabelecer); este estudo é realizado de modo mais
efetivo no ambito da teoria das bifurcagoes, que estudamos voltados a este problema.

A resolucao do problema, por separacao de varidveis e obtencao de uma série por meio
de fungoes ortogonais é algo que se chama "técnica de Galerkin", algo possivel em virtude do
entendimento do problema com dindmicas distintas em z e xOy e as condicoes de fronteira
que temos. Consideracoes um pouco mais complexas levam a uma reducao do estudo a duas
dimensoes fisicas (x e z), fato utilizado por Barry Saltzman para a obtenc¢ao do sistema de
Lorenz. Quanto a outras técnicas como as de principios variacionais, método de perturbacoes,
vé-se como sao ricas as interpretacoes fisicas do problema, além de bastante claras sob o uso
de uma matematica rigorosa.

O mais importante de tudo, oriundo do estudo da parte moderna da teoria: o entendimento
de um fenomeno por abordagens distintas. A parte classica, embora rigorosa, nao nos dava
respostas imediatas (ou com certa clareza) ao que procurdvamos; conseguimos caracterizar
a primeira transicao de fases do sistema, e para obtermos as outras teriamos ainda muito
trabalho para fazer. Com o advento da teoria de sistemas dinamicos, visualizar e entender este
fenomeno se tornou algo muito mais facil e claro. Vimos ainda que com a ajuda de outros
conceitos dentro da teoria, como dindmica simbolica, pode-se extrair resultados mais profundos
do sistema estudado.

Apesar das distancias entre o modelo fisico da parte classica e as equacoes de Lorenz, este
sistema tem muito a oferecer aqueles que o estudam, pois apresenta diversas caracteristicas
interessantes que, sob os conceitos de teoria de bifurcagao (além dos conceitos matematicos que
empregamos), nos d4 uma compreensao qualitativa do sistema fisico que procuramos compre-
ender.
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APENDICE A - Sobre o significado de e;;

Analisemos o fluido em dois pontos , ¥ e ¥ + J, num mesmo tempo t
Em primeira ordem de aproximagao, Z estara, apés um tempo dt em Z + (7 + 1/7, t)dt e :T:J

estard em I + 1/7 + (7 + 1/7, t)dt. Expandindo esta ultima equagdo em polinomio de Taylor vem
que

T+ + 0T, t) + YV (2, t)dt" + O(?)

Note que existe um movimento relativo entre os 2 extremos, (¢ - V)¥dt, ou, na forma
matricial ( fazendo ¥ = (v, vq,v3) )

gx a@y 0z
vi= | 2% 92 on
Y- Ve or Oy 9
Ovs Ju - Jug
or 0Oy 0z

Toda matriz (ou, digamos, tensor) pode ser decomposto de forma tnica em uma forma
simétrica somada com outra anti-simétrica

1
M==- (M+MY + (M — M")
2 e— ~——
parte simétrica parte anti-simétrica

N | —

. . . Uj
Aplicamos esta propriedade acima ao tensor —
'%‘ .

J

an 1 81)1' 0vj 1 81)1' an
8lll'j 2 81']' 8:1:2 2 alL'j a.ﬁEz

N J/ N J/
-~ -~

€ij Tij

LObserve que vV # -V
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A.1 Analisando a parte anti-simétrica e sua relacao com

V XU
0 —T21  T13 0 —Rs Ry
Ty = T21 0 —T32 = Rg 0 —R1
—ri3 732 0 —Ry Ry 0

O movimento relativo é dado por ¢ - (V¥)dt = (dt) - (e;; + 1;;) . Desta forma, vemos que a
parte anti-simétrica é responsavel por levar ¥,;a; 4+ 1; R;;, ou seja

1 (%i E)vj
Vit il T a7
Ratbs  R3tby
= ¢Y—>0v+ | Ryr —Riyg | di
RiYy =Rty
ainda,
V- > YR x )dt

em outras palavras, essa parte do movimento corresponde a uma rotacao.

Se olharmos para R; ,Rs e R3, vemos ainda que

. . 1 8’03 81)2 . 1 -

Rl 2 2((91'2 B 8353) N 2(V % U> “
o _1 81}1 (%3 _1 _,

Ry =113 = 2(0:1:3 — 3$1) = 2(V><U) €9
. . 1 (91}2 81]1 . 1 =

R3 =1y = 2(8$1 (9962) = 2(V><U) es

1
oque corresponde a §(V X ¥)

A.2 A parte simétrica e sua relacao com V - v

Podemos analisar e;; numa base ortogonal, o que nos d4 um tensor na forma diagonal
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ei; € responsavel por 1;— > 1; + 1;e;;dt ou , no caso,

Yy —> i teidt (14 edt)
Yy — > hytexhrdt = Py(l + eadt)
Vs —> Yyt essdl YP3(1 + esdt)

Sendo o termo 1 4 e; um fator de prolongamento no respectivo eixo, um bloco de volume
V = 11h913 passard a ter volume V' = (1 + edt)(1 + eadt)(1 + ezdt)ih191b3. Se desprezarmo
stermos de ordem maior que um em ¢ teremos V' = [1 + (e; + e + e3)dt] 11 15 13, oque nos da
uma variacao de volume da ordem de AV’ = (e; + e3 + e3) dti)y 19 1b3. Do calculo tensorial vem
que o traco é invariante para matrizes similares?. Segue entdo que e; + e + €3 = €11 + €22 + €33

81)1 81)2 8113 o
= Q — —— _— _— = v .
e1 +ex+e3 O + ay + Bl v

Logo, a taxa de variagao local do volume é V - ¥, oque , no caso de incompressibilidade,
estd de acordo com nossos resultados no capitulo 1. Portanto, e;; descreve um comportamento
local da deformacao do fluido.

2De fato, o tr(AB)= tr(BA). Assim, se multiplicarmos B~! as duas matrizes anterioresm teremos B~'AB e
B71BA = A, para as quais também vale o terorema. Entdo, tr(B~1AB)=tr(B~'BA) = tr(A)
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APENDICE B - Conceitos bdsicos sobre tensores

Como nao queremos ir muito profundamente no assunto, nao definirei o conceito de tensores
ou falarei sobre produtos tensoriais. Para maiores esclarecimentos quanto a estes pontos veja o
livro de M. Spivak, Calculus on manifolds. A abordagem aqui sera prioritariamente por meio
de exemplos.

B.1 Alguns exemplos

O simbolo de € permutacao seré definido como

1, sei,j, k,...,zfor uma permutacao par
k2 — —1, sei,j, k,...,zfor uma permutagao impar

0, se houver repeticao de algum termo em j, k ...z

Definiremos ainda o tensor ¢;;

5, = 1, sei=]

0, sei#]

E o que queremos dizer com permutacoes? Para os fins praticos podemos proceder da
seguinte forma: pegue o primeiro elemento i em €7*% e contamos quantos niimeros sio menores
que ele nos termos seguintes ( ou seja, j, k, 1 etc). Fazemo sisso para o termo j e asim em diante
e no final somamos todos estes nimeros; se for par entao a permutacao é 1, se for impar, -1. Por
exemplo, em €2!3: 2 & maior que 1 ( soma= 1); 1 nao é maior que 2 ou 3, e 3 ndao ¢ comparado
a mninguém. A permutacdo entdo ¢ impar, logo, €2¥ = —1. Outro exemmplo, €22 = 0, pois
um termo se repete.

Uma relagio importante ¢ a seguinte: €7%¢'™ = 6,;0km — 0jm0x
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APENDICE C - Desprezando ¢

Nesta parte, justificaremos o fato do termo ® na equacao 3.3 ter sido desprezado. Para isso,
partimos da perturbacgao do estado estatico e, obtidos os rolos de convec¢ao, podemos assumir
que a velocidade vertical 4 do sistema se di4 como na figura 17.

u=0

U maxima
u=0

Figura 17: Velocidade vertical @ em um rolo de convecgdo

Como ® é um parametro que se relaciona a energia dissipada de forma irreversivel, teremos
efeitos dissipativos como a perda de calor, o trabalho realizado pela forca externa X, por
dissipacao e outros fatores. Podemos, no entanto, considerar somente o fator dissipativo que
prevalece e ¢ o maior de todos, o trabalho realizado por X. No caso, X se deve a gravidade,
o que faz com que somente a velocidade vertical do sistema no seja relevante. Sabemos que o
trabalho realizado por X entre os pontos de velocidade minima e méxima é dado pela variacao
da energia cinética nos mesmos, oque nos leva a

A energia £ é dada por Analisando estas equacoes sob uma variacao da

= 2
§Q||uméxima|| :
temperatura, teremos

d

o 2 o o
) {59Huméxima‘| + QQHumaXimaHéuméxima}

d
= 00X =
2

Por consideracoes anteriores sabemos que o primeiro termo da equacao acima pode ser
desprezado. Operando como nas aproximacoes de Boussinesq, fazemos no segundo termo p
constante e variavel ante a perturbacao no terceiro. Assim , dividindo tudo por gy,
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. . do
+2|[Tmaximal 9% maxima = g

Xd

Note porém que consideramos inicialmente o caso estatico, em que @ = 0. Assim, |4, 4ximall =
0T aximall- Lembrando que 6o = o(1 — (T — Tp)) , obtemos da equagao acima que as
velocidades no sistema sao da ordem de

1
(| X ||| AT] 2

sendo |X| ~ g. Da equagao ® para um fluido incompressivel a razao de ® e o termo de
conducao de calor k, é da ordem de:

| X|d|a|AT]
k

o que, para fluido e gases em geral é algo de magnitude entre 10~7 e 1078, justificando o
seu desprezamento e a reducao de 2.9 a

orT

— +{u,VT) = gV°T
at+(u,V> kV
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