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1 IntroduçãoGuindastes são usados em plantas industriais, armazéns, portos e loais emonstrução onde argas pesadas devem ser transferidas por longas distânias. Exis-tem vários tipos de guindastes e várias formas de utilizá-los. Em portos, onde odesarregamento depende de guindastes, a veloidade da operação é o prinipalobjetivo na projeção de guindastes. Em muitos asos somente a habilidade dooperador humano limita a veloidade máxima, porém, em transferênias uidado-sas e posiionamento exato da arga são preoupantes.Os guindastes suspensos têm sido um objeto de estudos de ontrole, espei-almente ao arregamento e ao desarregamento de galpão (ontainer) de navios.Uma revisão da literatura mostra que o problema ainda é uma ativa área de pes-quisa, embora existem pouos artigos sobre os problemas do sistema de ontrolede guindastes. Auernig e Troger [1℄ usaram ontrole de tempo mínimo para mi-nimizar o balanço da arga. Corriga et al. (apud [2℄) apliaram um método deprogramação de ganho implíito para ontrolar o guindaste. Alguns pesquisadorestambém usaram o modelo dinâmio do guindaste para avaliar uma referênia develoidade ótima que minimiza o balanço da arga (apud [2℄). Entretanto, desdeque o balanço da arga depende do movimento e da aeleração do arro, minimi-zar o tempo de ilo e minimizar o balanço da arga são parialmente exigêniason�itantes. Singhose et al. (apud [2℄) prop�s o método de entrada que dá formaao ontrole do guindaste. Alguns pesquisadores também apliaram a teoria deontrole não-linear para analisar as propriedades do sistema de guindaste (apud[2℄). Estes métodos são demasiado omplexos exeutar para o uso da indústria.Moustafa e Ebied (apud [2℄) usaram um ontrole anti-balanço para os guindastessuspensos. O foo destes pesquisadores é o ontrole na supressão do balanço daarga mas não resolvem o problema do erro da posição no movimento do guin-daste. Alguns métodos baseados em fuzzy (apud [2℄) também foram propostos5



para o ontrolar o guindaste. Infelizmente, tais ontroladores fuzzy não podemforneer o desempenho desejado ao sistema do guindaste, devido à inerteza e aosgrandes distúrbios do sistema fuzzy, reduzindo a e�iênia do trabalho.O trabalho de um desarregamento de argas deve ter o mínimo tempo possível,e para isso preisa de altas veloidades e onsequentemente de altas aelerações.O balanço da arga suspensa é indesejável nos pontos extremos do perurso, poisna saída do ontainer poderia dani�ar o equipamento om eventuais olisões e nahegada à moega também poderia despediçar material. Conseqüentemente, é umaexigênia fundamental prourar um método de ontrole satisfatório que faça omque o balanço no �m da transferênia da arga no tempo �nal seja nulo. Também,minimizar o tempo de tal transferênia trará um usto menor às operações de taistransferênias.Eonomiamente, este estudo é de grande importânia, pois além de terminaro proesso de desarregamento em menos tempo, o loal �a disponibilizado paraefetuar novas operações.A idéia entral deste trabalho, é de restringir as ondições do movimento doarro para que a arga saia do ontainer e hegue na moega sem osilação na saídae na hegada no menor tempo possível, dados a função de desloamento vertial(ver Apêndie A) da arga que é puxada pelo abo e os parâmetros envolvidos noproesso.A açamba (�gura 1) tem um ponto �xo de posição om respeito ao navio eassim o proesso de desarregamento é feito om o desloamento horizontal doarrinho que levanta a arga e leva até a moega onde é desarregada. Matemati-amente este proesso otimizado deve ser resolvido.Aqui será feito um modelo físio que representa o sistema do desarregamento,pelas equações de Lagrange, de onde estão relaionadas as energias inétias e po-teniais. Para efeitos de simulações omputaionais, estes modelos serão disreti-6



Figura 1: Sistema de desarregamentozados na forma de estados x(k+1) = Fx(k)+Gu(k) e otimizados via ProgramaçãoLinear.No modelo serão desonsiderados a deformação elástia da açamba, os efeitosdissipativos omo a resistênia da rolagem, perdas no meanismo de direção e asforças do vento, assumindo também durabilidade in�nita de todos os elementos.
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2 Modelo Dinâmio do Sistema2.1 Formulação do SistemaA �gura (2) mostra o sistema meânio do movimento do arrinho, do ilindroe da arga do desarregador. Este sistema possui três graus de liberdade x1, φ e l.

Figura 2: Sistema meânio, om 3 graus de liberdadePara a identi�ação das variáveis de seus respetivos orpos, são usados osseguintes índies:1, arrinho2, ilindro que puxa e solta o abo3, argaUsando o arrinho omo referênia na origem do plano artesiano (x,y) e oângulo do abo om origem entre o tereiro e o quarto quadrante em sentido8



horário, obtem-se:
xc = x1 − l sin φ

yc = −l cos φ (1)onde o índie c do ponto (xc, yc) representa a posição da arga.Equações da Energia Cinétia T para ada orpo:
T1 =

m1

2
(ẋ2

1)

T2 =
Iω2

2
=

m2

2
(l̇2)

T3 =
m1

2
(ẋ2

c + ẏ2
c ) (2)Equações da Energia Potenial π para ada orpo:

π1 = 0

π2 = 0

π3 = m3gyc (3)Substituindo as variáveis em seus respetivos lugares (2 e 3), podemos obter aLagrangeana L om os T 's e os π's:
L = L(x1, l, φ, ẋ1, l̇, φ̇)
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Sejam qi om i = 1, 2, 3 as oordenadas generalizadas, onde q1 = x1, q2 = l,
q3 = φ e Qi as forças Fi apliadas no orpo i , então podemos desrever as Equaçõesde Euler-Lagrange na seguinte forma:

d

dt

(∂L

∂q̇i

)

− ∂L

∂qi

= Qi (4)logo, pela substituição das variáveis itadas nas equações (4) e linearizando osistema om sin φ = φ e cos φ = 1 (φ e φ̇ são pequenos o su�iente para seremlinearizados na origem, devido ao estado estaionário e a amplitude do balanço),obtemos
ẍ1 +
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m1
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(6)
2l̇φ̇ + lφ̈ + gφ = ẍ1 (7)As seguintes variáveis de entrada são atribuídas para o sistema ontrolado porposição e o sistema ontrolado por força respetivamente

u1 =
a1(t)

a1max

ou u1 =
F1(t)

F1max

(8)onde para o sistema ontrolado da posição
a1max

= max(|a1(t)|) (9)10



e para o sistema ontrolado da força
a1max

=
F1max

m1

, F1max
= max(|F1(t)|) (10)Atribuiremos às seguintes variáveis as quantidades adimensionais

τ = ωmaxt , ωmax =

√
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φ
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(11)onde g é a força da gravidade, lmin = min(|l(t)|) e lmax = max(|l(t)|).Com ()′ = d
dτ
, as equações de movimento (5,6 e 7) om as variáveis adimensio-nalizadas são apresentadas omo
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σ′′Φ + g) (13)

σ′′ = 2λ′Φ′ + λΦ′′ + Φ (14)Inserindo 14 em 12 e substituindo valores em 14, temos:
u1 = 2λ′Φ′ + λΦ′′ + Φ(1 + α(1 − λ′′))11
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(a2
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g2
σ′′Φ + 1)

u1 = σ′′ + αΦ(1 − λ′′) (15)Essas equações são válidas tanto para ontrole por posição quanto pela forçado sistema ontrolado.
α = µ = m3

m1
pode ser usado omo parâmetro para distinguir estes dois asosem (15). Quando se trata de ontrole por posição, o sistema ontrolado tem doisgraus de liberdade (Φ e λ) porque σ é presrita. Daqui não há aoplamento entre

σ e Φ. Para o sistema ontrolado por posição, α = 0 deve ser atribuída em (15).Na prátia, λ′′ < 0, 2 << 1 é válida (apud [1℄) em operações de desarregamentoe o tempo de aeleração é muito pequeno em relação ao tempo do movimento doarrinho. A in�uênia da aeleração do abo que puxa a arga no balanço daarga é insigni�ante e a suposição de uma veloidade onstante no levantamentoda arga �a bem justi�ada.Seja v2 uma onstante (adimensionalizada) da veloidade de içamento da arga
v2 =

V2√
glmin

(16)omo adotaremos o sistema ontrolado da posição (α = 0), as equações demovimento (15) �am
u1 = 2λ′Φ′ + λΦ′′ + Φ

u1 = σ′′

v2 = λ′ (17)12



2.2 DisretizaçãoA primeira equação das equações (17) deve ser disretizada para ser tratadaomputaionalmente.Seja λ(τ) uma função dada arbitrariamente (ver Apêndie A). Então Φ deveser a solução de 17 e (Φ(τ), Φ′(τ)) nos dá o plano de fases do sistema.Seja z ∈ R
2 , tal que z1 = Φ e z2 = Φ′ então
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 (19)portanto temos um sistema de equações difereniais de primeira ordem do tipo
z
′ = A(τ)z + B(τ)u (20)Pela proposição 3.5 (Doering, C. J. apud [5℄), seja X : I → M(n) uma matrizfundamental de z

′ = A(t)z e sejam t0 ∈ I e z0 ∈ R
n dados. Então

z(t) = X(t)[X(t0)]
−1

z0 + X(t)

∫ t

t0

[X(s)]−1
b(s)ds (21)é a únia solução de z

′ = A(t)z + b(t) tal que z(t0) = z0.Não existem métodos gerais para a obtenção de matrizes fundamentais X(t)das equações homogêneas z
′ = A(t)z, neessárias para a utilização da fórmula e13



não existe uma forma fehada geral para esrever as soluções de sistemas linearesnão-aut�nomos. Por isso devemos resolver numeriamente o sistema e para issodevemos disretizá-lo.Sabemos que (20) são as equações de estado do sistema, onde
z(τ) = Φ(τ, τ0)z(τ0) + Φ(τ, τ0)

∫ τ

τ0

[Φ(γ, τ0)]
−1

B(γ)u(γ)dγ (22)é a solução de 20 sendo Φ a solução de






∂Φ(τ,τ0)
∂τ

= A(τ)Φ(τ, τ0)

Φ(τ, τ0) = I

(23)Disretizando 22 temos
z(τk+1) = Φ(τk+1, τk)z(τk) + Φ(τk+1, τk)

∫ τk+1

τk

[Φ(γ, τk)]
−1

B(γ)u(γ)dγ (24)
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3 Formulação do Problema de OtimizaçãoDevemos minimizar o tempo t da transferênia da arga, entretanto para on-seguirmos obtê-lo, devemos ahar o maior perurso possível entre a distânia donavio e a moega. A veloidade média é maior quando o perurso também é maiorentre um ponto e outro �xos num mesmo intervalo de tempo.Dado S1final
(ver signi�ado dos parâmetros na seção "Simulações e Resulta-dos"), preisamos minimizar tfinal. Como S1final

= v1mdia
tfinal, podemos �xar tfinale ahar o máximo valor de v1mdia

tal que S1final
seja o mais próximo possível doperurso desejado do arro (distânia entre o navio e a moega). Para tal proedi-mento, é realizada uma sequênia de PPL's (ver Apêndie B) (P1, P2, ...) �xandoum tempo t a ada problema até que o perurso maximizado seja tão próximo dodesejado quanto se queira. Este t é o tempo mínimo de tal transferênia.As variáveis de ontrole u1(i) são as variáveis que maximizam o perurso S1final

,portanto u ótimo é o vetor utilizado nas simulações.3.1 Função ObjetivoNossa função objetivo é a funão posição do arrinho representado omo avariável admensional "Sigma"(σ). Como σ′′ = u1, a função objetivo é a integralde u1 duas vezes, sendo que o resultado da primeira integração é a veloidade doarro.
σ(n) =

(∆τ)2

2

n
∑

i=1

[2(n − i) + 1]u1(i) (25)3.2 RestriçõesAlgumas limitações do sistema são impostas para que a solução esteja dentrode suas espei�ações. Estas restrições são utilizadas quando há um problema de15



programação linear (PPL).A seguir, serão apresentadas as restrições do nosso PPL:
• Aeleração ou função entradaComo |u1| 6 1 (8), todas as variáveis u1(i), i = 1, ..., 100 estão entre -1 e 1(−1 6 u1(i) 6 1).
• Posição e veloidade angularSeja x(τ) =

(

Φ(τ)
Φ′(τ)

), então podemos representar x(τ) omo
x(τk) = φ(τk, 0)x(0) +

∫ τk

0

φ(τk, ξ)b(ξ)u1(k)(ξ)dξ (26)que pode ser parelada em uma somatória de integrais de intervalos de inte-gração ∆τ

x(τk) = φ(τk, 0)x(0) +
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+ ... +

∫ τk=k∆τ

τk−1=(k−1)∆τ

φ(τk, ξ)b(ξ)u1(k)(ξ)dξ (27)Sabemos que x(0) = 0 que é a ondição iniial do sistema, então φ(τk, 0)x(0) =

0. Agora onsideremos também Γk(i) =
∫ τi

τi−1
φ(τk, ξ)b(ξ)dξ, logo

x(τk) =
k

∑

i=1

Γk(i)u1(i) (28)portanto 16



x(τf ) = 0 ⇔
n

∑

i=1

Γn(i)u1(i) = 0 (29)
• Veloidade máxima do arroSabemos que σ′′(τ) = u1 e integrando-a obtemos a veloidade adimensional

σ′(τ) = v1(k)

v1(k) = ∆τ
k

∑

i=1

u1(i) (30)onde k=1, 2, ..., n e v1max
é dada arbitrariamente.Se |v1(k)| 6 v1max

, então
−v1max

6 v1(k) 6 v1max
⇒

⇒ −v1max

∆τ
6

k
∑

i=1

u1(i) 6
v1max

∆τ
(31)onde k=1, 2, ..., n-1 e quando k=n, temos que

n
∑

i=1

u1(i)∆τ = 0 (32)que impõe estado de repouso no instante �nal.A partir destas restrições e da função objetivo, podemos resolver o PPL napróxima seção.
17



3.3 Problema de Tempo MínimoPodemos obter u1(i) quando maximizamos o perurso do arro σ num períodode tempo ótimo. Dadas as restrições e a função objetivo, temosmax σ(n) =
(∆t)2

2

n
∑

i=1

[2(n − i) + 1]u1(i)suj. a −1 6 u1(i) 6 1 (i = 1,...,n)
n

∑

i=1

Γn(i)u1(i) = 0

−vTmax

∆τ
6

k
∑

i=1

u1(i) 6
vTmax

∆τ
(k = 1, ..., n-1)

n
∑

i=1

u1(i)∆τ = 0 (33)o PPL que pode obter solução ótima para o problema em questão.

18



4 Simulações e ResultadosPara realizar as simulações (ver ódigo fonte em Apêndie F e Apêndie G)foram utilizados a linguagem C e o software livre GNUplot para mostrar os grá�osgerados pelo programa.Os álulos da simulação numéria foram feitos om a Regra de Simpson (verApêndie C) para alular as integrações numérias e o Método de Runge-Kuttade ordem dois onheido omo Método do Ponto Médio (ver Apêndie D) para dara solução de φ1 e φ2.Os parâmetros utilizados no problema são de protótipo de labaratório, por te-rem dimensões menores. Existem estudos experimentais de tais dimensões quepossam on�rmar a validação deste estudo teório. Segue a tabela de parâmetrosutilizada em nossos álulos e simulações:Variável Valor Signi�ado
lf 0,125 m omprimento �nal (moega)
li 0,25 m omprimento iniial (navio)
a1max

2,5 m/s2 aeleração máxima do arron 100 número de sub-intervalos (iterações) entre a e b
S1final

0,25 m perurso desejado do arro
tfinal 2,2 s instante �nal
v2max

0,5 m/s veloidade de içamento da açamba
v1max

0,12 m/s veloidade máxima do arroAlém da regra de Simpson e do método do Ponto Médio para a resolução dosistema de equações difereniais, uma bibliotea do software livre GLPK (GNULinear Programming Kit) foi utilizado para a resolução do PPL. Este software éum paote de rotinas esrito em linguagem C para resolução em larga esala de19



problemas relaionados à programação linear. Também foi utilizado o softwareMatlab somente para a otimização em questão.4.1 Matlab X GLPKO Matlab, mais onheido por sua robustez e por sua e�iênia há muitosanos no merado de infomátia, om paotes para álulos espeí�os que podemser inorporados às rotinas pré-de�nidas, foi utilizado para resolver o PPL assimomo a bibliotea do GLPK, desenvolvido por programadores pelo projeto GNUom boa e�iênia em otimização, porém no nosso problema, tem arredondadovalores muito pequenos.Pela �gura (3), podemos observar que as duas funções não são iguais, devidoao arredondamento do glpk. Os valores de ui (i = 1, 2, ..., 100) podem ser vistosno Apêndie E.O tempo entre a saída da origem e a hegada ao destino do arro e da arga,deve ser o tempo mínimo sem osilação indesejada no �nal do trajeto (quandoparados). O Matlab tem se mostrado mais preiso em seus resultados, obtendonúmeros muito pequenos a ada variável ótima.
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4.2 Otimização pelo MatlabA seguir, mostraremos os grá�os de ada função relaionada aos três graus deliberdade (φ(t), φ′(t), x1(t), x
′

1(t), x
′′

1(t)) do nosso sistema meânio.4.2.1 Posição Angular da CargaA posição angular da arga está representada pela função φ(t), medida emgraus (◦).
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Figura 4: Posição angular da arga t × φ(t)

22



Pelo grá�o (4), podemos notar que a arga sai de seu estado em repouso, osilaentre −8◦ e 8◦ e volta no seu estado de repouso em tfinal.4.2.2 Veloidade Angular da CargaA veloidade angular da arga está representada pela função φ′(t), medida emgraus por segundos( ◦

s
).
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Figura 5: Veloidade angular da arga t × φ′(t)Pelo grá�o (5), podemos notar que a arga sai de seu estado em repouso, osilaom uma veloidade entre −100◦

s
e 70◦

s
e volta no seu estado de repouso em tfinal23



om veloidade nula.4.2.3 Posição do CarroA posição do arro está representada pela função x1(t), medida em metros (m).
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Figura 6: Posição do arro t × x1(t)Pelo grá�o (6), podemos notar que arro sai de seu estado em repouso, e hegaao seu destino (0, 25m) no tempo t mínimo, omo desejado.
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4.2.4 Veloidade do CarroA veloidade do arro está representada pela função x′

1(t), medida em metrospor segundo (m
s
).
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Figura 7: Veloidade do arro t × x′

1(t)Pelo grá�o (7), podemos notar que arro sai de seu estado em repouso, omveloidade máxima de 0,12m

s
e hega ao seu destino om veloidade nula.
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4.2.5 Aeleração do CarroA aeleração do arro está representada pela função x′′

1(t), medida em metrospor segundo ao quadrado (m
s2 ).
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Figura 8: Aeleração do arro t × x′′
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4.3 Otimização pelo GLPKA seguir, mostraremos os grá�os de ada função relaionada aos três graus deliberdade (φ(t), φ′(t), x1(t), x
′

1(t), x
′′

1(t)) do nosso sistema meânio.4.3.1 Posição Angular da CargaA posição angular da arga está representada pela função φ(t), medida emgraus (◦).
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Figura 9: Posição angular da arga t × φ(t)
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Pelo grá�o (9), podemos notar que a arga sai de seu estado em repouso, osilaentre −8◦ e 8◦ e volta passando um pouo aproximadamente 1◦ do seu estado derepouso em tfinal.4.3.2 Veloidade Angular da CargaA veloidade angular da arga está representada pela função φ′(t), medida emgraus por segundos( ◦

s
).
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Figura 10: Veloidade angular da arga t × φ′(t)Pelo grá�o (10), podemos notar que a arga sai de seu estado em repouso,28



osila om uma veloidade entre −100◦

s
e 60◦

s
e passa um pouo seu estado derepouso em tfinal.4.3.3 Posição do CarroA posição do arro está representada pela função x1(t), medida em metros (m).

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0  0.5  1  1.5  2  2.5

P
os

ic
ao

 d
o 

ca
rr

o 
(m

et
ro

s)

tempo (segundos)

x1(t)

Figura 11: Posição do arro t × x1(t)Pelo grá�o (11), podemos notar que arro sai de seu estado em repouso, ehega ao seu destino (0, 25m) no tempo t mínimo, omo desejado.29



4.3.4 Veloidade do CarroA veloidade do arro está representada pela função x′

1(t), medida em metrospor segundo (m
s
).
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Figura 12: Veloidade do arro t × x′

1(t)Pelo grá�o (12), podemos notar que arro sai de seu estado em repouso, omveloidade máxima de aproximadamente 0,12m

s
e hega ao seu destino om veloi-dade nula.
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4.3.5 Aeleração do CarroA aeleração do arro está representada pela função x′′

1(t), medida em metrospor segundo ao quadrado (m
s2 ).
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Figura 13: Aeleração do arro t × x′′

1(t)Pelo grá�o (13), podemos notar que arro sai de seu estado em repouso, omaeleração mínima de −2,5m

s2 e máxima de 2,5m
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5 ConlusõesO projeto de ontrole ótimo para o nosso problema foi onluído om suesso.Todos os resultados dos PPL's alulados da forma mais preisa (pelo Matlab)foram satisfatórios por atenderem as restrições e ondições impostas.Uma outra forma de a�rmar tal suesso, é ter analisado o trabalho experimentaldo mesmo problema que está sendo feito por um Professor de outra Universidade.Com os mesmos parâmetros, os resultados teórios (deste trabalho) e os resultadosexperimentais são muito próximos entre si.A forma tradiional de resolver o problema onsiderado neste trabalho seria omo uso do Prinípio do Mínimo de Pontryagin. No entanto, neste aso, resultaria umonjunto de equações difereniais não lineares om ondições no ontorno que nãoseriam triviais de resolver. A formulação do problema de tempo mínimo omo umaseqüênia de problemas de alane máximo e a sua subseqüente disretização notempo permitiu esrever o problema na forma de PPLs, ponto entral do presentetrabalho, dada a failidade de obtenção de suas soluções numérias.
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6 ComentáriosNão foram neessários os usos doMétodo de Runge-Kutta de ordem quatro ou daRegra Composta de Simpson, métodos mais poderosos por serem mais preisos queo utilizado no trabalho, apesar de terem sido testados também. Seus resultadosforam satisfatoriamente iguais aos usados. Um estudo à parte foi feito, para avalidação do método om problemas e soluções onheidas, em que a ordem doMétodo do Ponto Médio sempre onvergia para 2.A bibliotea do Software livre GLPK foi adotado desde o iníio da otimizaçãopor isso não foi desartado quando foi desoberto quase no �nal do trabalho que suapreisão não estava boa. Assim, aproveitou-se a situação para mostrar a e�iêniados dois softwares utilizados. Não se desarta também a possibilidade de aumentarsua preisão.Este trabalho é de aráter multidisiplinar por envolver áreas omo MatemátiaApliada, Sistemas e Controle e Computação om aproveitamento do onheimentode disiplinas tais omo Análise Numéria, Métodos Numérios em Equações Di-fereniais, Controle, Programação Linear entre outras.
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7 Apêndies7.1 Apêndie A - Função λDados l0 = 0, 250m, lf = 0, 125m e v2 = 0, 5m/s o omprimento iniial doabo, o omprimento �nal do abo e sua veloidade respetivamente, podemosobter λ(τ).
l(t) = l0 +

(lf − l0)

(tf − t0)
t (34)

l(t) = 0, 25 − 0, 5t (35)
λ(t) =

l(t)

lmin

= 2 − 4t ⇒ λ(τ) = 2 − 4
τ

wmax

(36)onde τ = ωmaxt , ωmax =
√

g

lminO grá�o (14) do omprimento do abo mostra a função l(t).
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7.2 Apêndie B - Problemas de Programação LinearProblemas de Programação Linear (PPL) são problemas de otimização nosquais a função objetivo e as restrições são todas lineares. Estes problemas são dotipo maximizar f(x) =
n

∑

i=1

aixisuj. a Ax 6 b

xi > 0 (i = 1, ..., n) (37)onde f(x) é a função objetivo sujeita às restrições Ax 6 b e xi > 0, sendo Auma matriz m × n e x e b vetores n × 1.Geometriamente, as restrições lineares de�nem um poliedro onvexo, que éhamado de onjunto dos pontos viáveis. Uma vez que a função objetivo é tambémlinear, todo ótimo loal é automatiamente um ótimo global. A função objetivoser linear também implia que uma solução ótima pode apenas oorrer em umponto da fronteira do onjunto de pontos viáveis.Existem duas situações nas quais uma solução ótima não pode ser enontrada.Primeiro, se as restrições se ontradizem (por exemplo, x > 2 e x 6 1) logo, aregião fatível é vazia e não pode haver solução ótima, já que não pode haversolução nenhuma. Neste aso, o PPL é dito inviável.Alternativamente, o poliedro pode ser ilimitado na direção da função objetivo(por exemplo: maximizar x1 + 3x2 sujeito a x1 > 0, x2 > 0, x1 + x2 > 10), nesteaso não existe solução ótima uma vez que soluções arbitrariamente grandes dafunção objetivo podem ser onstruídas, e o problema é dito ilimitado.Fora estas duas ondições patológias (que são freqüentemente eliminadas porlimitações dos reursos inerentes ao problema que está sendo modelado, omoaima), o ótimo é sempre alançado num vértie do poliedro. Entretanto, o ótimo36



nem sempre é únio: é possivel ter um onjunto de soluções ótimas obrindo umaaresta ou fae do poliedro, ou até mesmo o poliedro todo (Esta última situaçãopode oorrer se a função objetivo for uniformemente igual a zero).
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7.3 Apêndie C - Integração NumériaOmétodo utilizado (ver [Burden, p.164℄), está baseado na integral do polin�miointerpolador de Lagrange num onjunto de nós distintos x0, ..., xn do intervalo [a,b℄
∫ b

a

Pn(x) =

∫ b

a

n
∑

i=0

f(xi)Li(x) (38)somado om o erro de trunamento
E(f) =

1

(n + 1)!

∫ b

a

n
∏

i=0

(x − xi)f
n+1(ξ(x))dx (39)para obter ∫ b

a
f(x)dx. E portanto, alulando esta soma, onluimos que

∫ b

a

f(x)dx ≈
n

∑

i=0

aif(xi) (40)é a aproximação da integral referida, onde ai =
∫ b

a
Li(x)dx para ada i =

0, 1, ..., n.No nosso aso, o método se restringe à Regra de Simpson, onde temos que
∫ x2

x0

f(x)dx =
h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)] −

h5

90
f (4)(ξ)

≈ h

3
[f(x0) + 4f(x1) + f(x2)] (41)
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7.4 Apêndie D - Método de Runge-Kutta (Ponto Médio)para Equações de Ordem Superior e Sistemas de Equa-ções DifereniaisOs métodos de Runge-Kutta [7℄ possuem erro loal de trunamento de altaordem, omo os métodos de Taylor, mas permitem se presindir do álulo e daavaliação das derivadas de f(t,y). Antes de apresentar as idéias por trás de suasderivações devemos enuniar o Teorema de Taylor para duas variáveis. A demons-tração desse teorema pode ser obtida em qualquer livro de álulo avançado.Resumidamente (ver [Burden, p.237℄), o primeiro passo na derivação do métodode Runge-Kutta é determinar os valores de a1, α1 e β1 om a propriedade de que
a1f(t + α1, y + β1) aproxima

T (2)(t, y) = f(t, y) +
h

2
f ′(t, y) (42)om um erro não maior que O(h2), ou seja, o erro loal de trunamento dométodo de Taylor de ordem dois.O método da equação de diferenças que resulta da substituição de T (2)(t, y)por f(t+(h/2), y +(h/2)f(t, y)) no método de Taylor de ordem dois é um métodoespeí�o de Runge-Kutta, onheido omoMétodo do Ponto Médio (utilizadoneste trabalho de onlusão de urso):

w0 = α,

wi+1 = wi + hf(ti +
h

2
, wi +

h

2
f(ti, wi)), para ada i = 0, 1, ..., N-1. (43)onde w0 é a ondição iniial da equação diferenial e h é o tamanho do passo.No nosso aso, a equação em questão é de ordem superior e então tranformadaem um sistema de equações difeniais de primeira ordem.39



Um sistema de ordem m de problemas de valor iniial de primeira ordem podeser expresso omo
du1

dt
= f1(t, u1, u2, ..., um),

du2

dt
= f2(t, u1, u2, ..., um),

...

dum

dt
= fm(t, u1, u2, ..., um), (44)para a 6 t 6 b om as ondições iniiais

u1(a) = α1, u2(a) = α2, ..., um(a) = αm. (45)O objetivo é enontrar m funções u1, u2, ..., um que satisfaçam o sistema deequações difereniais e, também, todas as ondições iniiais.Para expliar a existênia e a uniidade das soluções dos sistemas de equações éneessário estender a de�nição da ondição de Lipshitz para as funções de algumasvariáveis (ver [Burden, p.272℄).Os métodos para se resolver as equações difereniais de primeira ordem sãogeneralizações dos métodos para uma equação de primeira ordem. No nosso aso,o Método de Ruge-Kutta de ordem dois (Ponto Médio) é generalizado omo
wi,j = α, para i = 0, 1 e j = 0, 1

wi+1,j+1 = wi,j + hf(ti +
h

2
, wi,j +

h

2
f(ti, wi,j)),para ada i = 0, 1, ..., m-1 e para ada j = 0, 1, ..., N-1. (46)40



7.5 Apêndie E -Comparação entre os valores de u'sA primeira oluna é omposta pelo número do passo, a segunda pelos u's otimi-zados pelo GLPK e a tereira pelos u's otimizados pelo Matlab. Podemos observarque a partir do tereiro passo, já há divergênias de arredondamento.1 1.0000000e+00 1.0000000e+0002 1.0000000e+00 1.0000000e+0003 1.8181818e-01 1.8181818e-0014 0.0000000e+00 1.1036055e-0165 0.0000000e+00 -5.1367190e-0176 0.0000000e+00 2.7046598e-0167 0.0000000e+00 -1.6887102e-0168 0.0000000e+00 -8.3278480e-0189 0.0000000e+00 -2.2272039e-01610 0.0000000e+00 2.1657464e-01611 0.0000000e+00 1.3216736e-01612 0.0000000e+00 4.5168622e-01713 8.6472584e-16 -2.4268326e-01614 -3.1398063e-16 -8.2401257e-01615 6.8517263e-17 5.7432116e-01616 -1.0000000e+00 1.6766912e-01617 5.1398772e-15 -1.0000000e+00018 1.0000000e+00 -2.0995921e-01619 -1.0585806e-15 1.0000000e+00020 1.7770074e-16 5.3731289e-01621 -6.8149454e-17 4.4034283e-01622 6.8149454e-17 -1.6532459e-01623 0.0000000e+00 -1.0004076e-01641



24 0.0000000e+00 -4.5454445e-01625 0.0000000e+00 2.6730195e-01626 0.0000000e+00 3.5261365e-01627 0.0000000e+00 4.2602733e-01628 0.0000000e+00 -3.9184812e-01629 0.0000000e+00 2.4333731e-01630 0.0000000e+00 -9.9392282e-01631 0.0000000e+00 6.2505129e-01632 0.0000000e+00 4.5726451e-01633 0.0000000e+00 -1.0414613e-01534 0.0000000e+00 5.9944951e-01635 0.0000000e+00 4.9981601e-01636 0.0000000e+00 -2.1124424e-01637 0.0000000e+00 8.0919363e-01638 0.0000000e+00 -7.3611212e-01639 0.0000000e+00 -3.2017282e-01640 0.0000000e+00 -5.6563175e-01741 0.0000000e+00 -1.7275813e-01542 0.0000000e+00 7.2013309e-01643 0.0000000e+00 1.2848414e-01544 0.0000000e+00 -1.3644485e-01645 0.0000000e+00 1.7864365e-01646 -1.3936823e-16 -2.6850055e-01647 1.3936823e-16 -5.0964815e-01648 -1.0000000e+00 -4.7947840e-01649 -9.5000564e-01 -6.9431872e-00150 1.0000000e+00 -3.0568128e-00142



51 9.5000564e-01 1.0000000e+00052 0.0000000e+00 -4.8527675e-01653 1.9740490e-16 2.5536042e-01654 6.5888794e-16 1.5057937e-01555 -8.5629284e-16 -6.6944958e-01656 0.0000000e+00 9.0462787e-01657 0.0000000e+00 -2.2682426e-01658 0.0000000e+00 -5.8990694e-01659 0.0000000e+00 9.3755477e-01760 0.0000000e+00 7.3672828e-01661 0.0000000e+00 2.6141360e-01662 0.0000000e+00 -1.6585890e-01663 0.0000000e+00 -1.7354081e-01564 0.0000000e+00 1.6707466e-01565 0.0000000e+00 -9.0874638e-01666 0.0000000e+00 6.9608299e-01667 0.0000000e+00 3.8695096e-01668 0.0000000e+00 -6.0244492e-01669 3.2304151e-16 3.5152955e-01670 -7.6509563e-16 3.4204233e-01671 4.4205412e-16 -1.2200260e-01572 9.6535882e-16 8.4408636e-01673 -9.6535882e-16 -2.1136532e-01674 0.0000000e+00 4.7356341e-01675 3.8220354e-16 3.9686547e-01676 6.6870192e-16 -1.7431807e-01577 -1.0509055e-15 -4.7069428e-01743



78 0.0000000e+00 -1.2016524e-01579 0.0000000e+00 -6.4083063e-01680 -8.7518788e-03 1.0435312e-01581 -1.0000000e+00 -6.0925401e-00182 1.0000000e+00 -1.0000000e+00083 8.7518788e-03 1.0000000e+00084 4.3839036e-15 6.0925401e-00185 -2.5914392e-15 -3.2712905e-01686 -2.8193191e-15 2.3360294e-01687 1.7620759e-15 1.2708605e-01588 0.0000000e+00 -1.1185948e-01589 0.0000000e+00 2.3282391e-01690 0.0000000e+00 1.3041876e-01591 0.0000000e+00 5.1143348e-01692 0.0000000e+00 -1.4448085e-01693 0.0000000e+00 7.1679923e-01694 0.0000000e+00 -8.4982463e-01695 0.0000000e+00 -1.2733931e-01596 0.0000000e+00 3.2970699e-01697 0.0000000e+00 1.0311707e-01598 -1.8181818e-01 -1.8181818e-00199 -1.0000000e+00 -1.0000000e+000100 -1.0000000e+00 -1.0000000e+000
44



7.6 Apêndie F - Programa fonte do Simulador/* Comentarios:* Esse programa resolve as equaoes de estado* O programa gera saidas (arquivos) para ada variavel de estudo.* No gnuplot, digite <plot <arquivo> w l>, para ver a resoluaodo problema*/#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>#inlude <stdlib.h>#define A 0#define B 2.2 //em t, tau = t*wmax#define N 100#define T0 0#define ACMAX 2.5#define WMAX 8.8#define G 9.8#define PI 3.14#define LMIN 0.125#define LMAX 0.25//sistema das equaoes difereniaisvoid funao(double tau, double **wk, double **f);//metodo do ponto mediovoid ponto_medio(double **wk, double **, double **f, double45



**k, double h, double tk );//integraao numeriavoid integraao(double x0, double x2, double *f_int_x0, double*f_int_x1, double *f_int_x2, double *resultado);//alula a inversa da matrizvoid inv_matriz(double **matriz, double **inversa);//alula o determinante da matriz 2x2double determinante_2x2(double **matriz);//funao lambda do sistemadouble lambda(double tau);//derivada da funao lambdadouble derivada_lambda(double tau);//funao entrada u1double funao_entrada(double t);//multipliaao de uma matriz 2x2 por uma 2x1 (vetor tam 2)void mult_2x2(double **matriz, double *vetor, double *resultado);//soma 2 vetoresvoid soma_vetor(double *vetor1, double *vetor2, double *resultado);
46



//atribui o valor zero a ada posiao do vetorvoid zera_vetor(double *vetor);//atribui valor zero a ada posiao da matrizvoid zera_matriz(double **matriz);//transforma a matriz em uma matriz unitariavoid matriz_unitaria(double **matriz);int main (){int i, //iteraoesopao,tempo_u[100℄, //tempo entradan = N; //numero de iteraoesdouble a = A, b = B*WMAX, //intervalo de A a Bto = T0, //tempo iniialh, //passo das iteraoestk, //tempo taut, //tempo tu[100℄, //entrada otimizadaamax = ACMAX, //aeleraao maxima do arrowmax = WMAX, //raiz de g/lming = G, //aeleraao da gravidadepi = PI,x1[100℄, //posiao do arrovel1[100℄; //veloidade do arro47



//matrizes auxiliares do metododouble **, **f, **k;//matrizes que reebem os valores de phidouble **wk, **wk1;//(vetor b) * udouble Bu[2℄;//reebe inversa de phidouble **inv_fi;//reebe inversa(phi) * b * udouble fi_Bu_x0[2℄, fi_Bu_x1[2℄, fi_Bu_x2[2℄;//reebe o resultado da integraldouble integrado[2℄;//reebe phi * x(k)double fi_x1[2℄, fi_x2[2℄;//reebe x(k+1) da iteraao anteriordouble xk0[2℄, xk[2℄, phi[2℄;//saida em arquivoFILE *saida_l, 48



*saida_pos_ang,*saida_vel_ang,*saida_x1,*saida_vel1,*saida_a1,*entrada;//loaao de memoria para as matrizes = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));f = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));k = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));wk = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));wk1 = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));inv_fi = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));if (! || !f || !k || !wk || !wk1 || !inv_fi) {fprintf(stderr, "** Erro: Memoria Insufiiente **");exit(1);}for (i=0; i<2; i++) {[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));f[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));k[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));wk[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));wk1[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));49



inv_fi[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));if (![i℄ || !f[i℄ || !k[i℄ || !wk[i℄ || !wk1[i℄ || !inv_fi[i℄){fprintf(stderr, "** Erro: Memoria Insufiiente **");exit(2);}}//phi iniial = matriz identidadematriz_unitaria(wk);matriz_unitaria(wk1);//(b * u)[0℄ = 0 e (b * u)[1℄ = u/lambda (adiante)zera_vetor(Bu);//ondiao iniialzera_vetor(xk0);h = (b-a)/n;tk = to;printf("Digite 1 para a resoluao do problema otimizado peloglpk, 2 pelo matlab ou 3 para as simulaoes. '«");sanf("%d", &opao);
50



if(opao == 1){if(!(entrada = fopen("resposta_u", "r")))exit(1);for(i=1; i<=100; i++)fsanf(entrada, "%d %lf", &tempo_u[i℄, &u[i℄);flose(entrada);}if(opao == 2){if(!(entrada = fopen("u", "r")))exit(1);for(i=1; i<=100; i++)fsanf(entrada, "%lf", &u[i℄);flose(entrada);}printf("Favor onfirmar o numero '«");sanf("%d", &opao);if(!(saida_l = fopen("saida_l.txt", "w")))exit(1);if(!(saida_pos_ang = fopen("saida_pos_ang.txt", "w")))exit(1); 51



if(!(saida_vel_ang = fopen("saida_vel_ang.txt", "w")))exit(1);if(!(saida_x1 = fopen("saida_pos_arro.txt", "w")))exit(1);if(!(saida_vel1 = fopen("saida_vel_arro.txt", "w")))exit(1);if(!(saida_a1 = fopen("saida_ael_arro.txt", "w")))exit(1);zera_matriz();zera_matriz(f);zera_matriz(k);x1[0℄ = 0;vel1[0℄ = 0;//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_pos_ang, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", 0.0, 0.0);//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_vel_ang, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", 0.0, 0.0);//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_a1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", 0.0, 0.0);//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_x1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", 0.0, 0.0);52



//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_vel1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", 0.0, 0.0);for(i=1; i<=n; i++){//funao fi (matriz)ponto_medio(wk, , f, k, h, tk);inv_matriz(wk1, inv_fi);if((opao == 1) || (opao == 2))Bu[1℄ = u[i℄/lambda(tk);//x0elseBu[1℄ = funao_entrada(tk)/lambda(tk);//x0mult_2x2(inv_fi, Bu, fi_Bu_x0);ponto_medio(wk1, , f, k, h/2.0, tk);inv_matriz(wk1, inv_fi);if((opao == 1) || (opao == 2))Bu[1℄ = u[i℄/lambda(tk+(h/2.0));//x1elseBu[1℄ = funao_entrada(tk+(h/2.0))/lambda(tk+(h/2.0));//x1mult_2x2(inv_fi, Bu, fi_Bu_x1);ponto_medio(wk1, , f, k, h/2.0, tk+(h/2.0));
53



inv_matriz(wk1, inv_fi);if((opao == 1) || (opao == 2))Bu[1℄ = u[i℄/lambda(tk+h);//x2elseBu[1℄ = funao_entrada(tk+h)/lambda(tk+h);//x2mult_2x2(inv_fi, Bu, fi_Bu_x2);//integraao do vetor fi*Bu no intervalo k -> tk-h a k+1 ->tkintegraao (tk, tk+h, fi_Bu_x0, fi_Bu_x1, fi_Bu_x2, integrado);//fi * x(k)mult_2x2(wk, xk0, fi_x1);//fi * integral(inversa(fi)*Bu)mult_2x2(wk1, integrado, fi_x2);//resultado final do vetor x(k+1) = fi * x(k) + fi * integral(inversa(fi)*B*u)soma_vetor(fi_x1, fi_x2, xk);//onversao dimensionalizada em grausphi[0℄ = (xk[0℄ * 180.0 * amax)/(g * pi);phi[1℄ = (xk[1℄ * 180.0 * amax * wmax)/(g * pi);if((opao == 1) || (opao == 2)){vel1[i℄ = vel1[i-1℄ + h*u[i℄*amax/wmax;x1[i℄ = x1[i-1℄ + (h*vel1[i℄)/wmax;54



}else{vel1[i℄ = vel1[i-1℄ + h*funao_entrada(tk+(h/2.0))*amax/wmax;x1[i℄ = x1[i-1℄ + (h*funao_entrada(tk+(h/2.0)))/wmax;}//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_l, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", tk/wmax, lambda(tk)*LMIN);//tk passa pra proxima iteraaotk = tk + h;t = tk/wmax;//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_pos_ang, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, phi[0℄);//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_vel_ang, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, phi[1℄);//imprime o vetor no arquivoif((opao == 1) || (opao == 2))fprintf(saida_a1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, u[i℄*amax);elsefprintf(saida_a1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, funao_entrada(tk-(h/2.0)));//imprime o vetor no arquivo55



fprintf(saida_x1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, x1[i℄);//imprime o vetor no arquivofprintf(saida_vel1, "%.3e %.3e'�'�'�'�'«", t, vel1[i℄);xk0[0℄ = xk[0℄;xk0[1℄ = xk[1℄;matriz_unitaria(wk);}flose(saida_l);flose(saida_pos_ang);flose(saida_vel_ang);flose(saida_x1);flose(saida_vel1);flose(saida_a1);return 0;}double lambda(double tau){double res;res = 2 - 4*tau/WMAX;if(res <= 1)return 1;else if(res >= LMAX/LMIN) 56



return LMAX/LMIN;elsereturn res;}double derivada_lambda(double tau){if(tau <= (WMAX/4.0))return (-4.0/WMAX);elsereturn 0;}double funao_entrada(double t){if(t == 0) t = 1.0;return 1.0/t;}void funao(double tau, double **wk, double **f){double lamb, lambl;lamb = lambda(tau);lambl = derivada_lambda(tau);//vetor 1f[0℄[0℄ = wk[1℄[0℄;f[1℄[0℄ = (-wk[0℄[0℄-(2.0*wk[1℄[0℄*lambl))/lamb;//vetor 2 57



f[0℄[1℄ = wk[1℄[1℄;f[1℄[1℄ = (-wk[0℄[1℄-(2.0*wk[1℄[1℄*lambl))/lamb;}void ponto_medio(double **wk, double **, double **f, double**k, double h, double tk ){funao(tk, wk, );f[0℄[0℄ = wk[0℄[0℄ + (h/2.0)*[0℄[0℄;f[0℄[1℄ = wk[0℄[1℄ + (h/2.0)*[0℄[1℄;f[1℄[0℄ = wk[1℄[0℄ + (h/2.0)*[1℄[0℄;f[1℄[1℄ = wk[1℄[1℄ + (h/2.0)*[1℄[1℄;funao(tk+(h/2.0), f, k);wk[0℄[0℄ = wk[0℄[0℄ + h*k[0℄[0℄;wk[0℄[1℄ = wk[0℄[1℄ + h*k[0℄[1℄;wk[1℄[0℄ = wk[1℄[0℄ + h*k[1℄[0℄;wk[1℄[1℄ = wk[1℄[1℄ + h*k[1℄[1℄;}void integraao(double x0, double x2, double *f_int_x0, double*f_int_x1, double *f_int_x2, double *resultado){int i;double x1, h;h = (x2-x0)/2.0;x1 = (x2 + x0)/2.0;for(i=0; i<2; i++)resultado[i℄ = h*(f_int_x0[i℄+4.0*f_int_x1[i℄+f_int_x2[i℄)/3.0;58



}void inv_matriz(double **matriz, double **inversa){double det;det = determinante_2x2(matriz);inversa[0℄[0℄ = matriz[1℄[1℄/det;inversa[0℄[1℄ = -matriz[0℄[1℄/det;inversa[1℄[0℄ = -matriz[1℄[0℄/det;inversa[1℄[1℄ = matriz[0℄[0℄/det;}double determinante_2x2(double **matriz){return matriz[0℄[0℄ * matriz[1℄[1℄ - matriz[0℄[1℄ * matriz[1℄[0℄;}void mult_2x2(double **matriz, double *vetor, double *resultado){resultado[0℄ = matriz[0℄[0℄*vetor[0℄ + matriz[0℄[1℄*vetor[1℄;resultado[1℄ = matriz[1℄[0℄*vetor[0℄ + matriz[1℄[1℄*vetor[1℄;}void soma_vetor(double *vetor1, double *vetor2, double *resultado){int i;for(i=0; i<2; i++)resultado[i℄ = vetor1[i℄ + vetor2[i℄;}//tranforma em um vetor nulo59



void zera_vetor(double *vetor){int i;for(i=0; i<2; i++)vetor[i℄ = 0.0;}//tranforma em uma matriz nulavoid zera_matriz(double **matriz){int i, j;for(i=0; i<2; i++)for(j=0; j<2; j++)matriz[i℄[j℄ = 0.0;}//tranforma em uma matriz unitariavoid matriz_unitaria(double **matriz){matriz[0℄[0℄ = 1; matriz[0℄[1℄ = 0; matriz[1℄[0℄ = 0; matriz[1℄[1℄= 1;}

60



7.7 Apêndie G - Programa Fonte do Otimizador/* Comentarios:* Esse programa resolve Problema de Programaao Linear (PPL)*/#inlude <stdio.h>#inlude <math.h>#inlude <stdlib.h>#inlude "glpk.h"#define LMIN 0.125#define LMAX 0.25#define G 9.8#define ATMAX 2.5#define N 100#define T0 0#define A 0#define B 2.2 //em t, (tau = 2.2 * wmax)#define WMAX 8.8//sistema das equaoes difereniaisvoid funao(double tau, double **wk, double **f);//metodo do ponto mediovoid ponto_medio(double **wk, double **, double **f, double**k, double h, double tk );//integraao numeria 61



void integraao(double x0, double x2, double *f_int_x0, double*f_int_x1, double *f_int_x2, double *resultado);//alula a inversa da matrizvoid inv_matriz(double **matriz, double **inversa);//alula o determinante da matriz 2x2double determinante_2x2(double **matriz);//funao lambda do sistemadouble lambda(double tau);//derivada da funao lambdadouble derivada_lambda(double tau);//multipliaao de uma matriz 2x2 por uma 2x1 (vetor tam 2)void mult_2x2(double **matriz, double *vetor, double *resultado);//atribui o valor zero a ada posiao do vetorvoid zera_vetor(double *vetor);//atribui valor zero a ada posiao da matrizvoid zera_matriz(double **matriz);//transforma a matriz em uma matriz unitariavoid matriz_unitaria(double **matriz);
62



int main (){int i, j, //variaveis de iteraaon = N; //iteraoesdouble a = A, b = B*WMAX, //intervalo de a a bto = T0, //tempo iniialh, //passotk; //tempo//matrizes auxiliares no metodo do ponto mediodouble **, **f, **k;//matrizes que reebem o alulo do ponto mediodouble **wk, **wk1;//vetor b da equaao de estadodouble Bb[2℄;//reebe a matriz inversadouble **inv_fi;//reebe inversa(phi) * bdouble fi_B_x0[2℄, fi_B_x1[2℄, fi_B_x2[2℄;//reebe o resultado da integraao numeriadouble integrado[2℄;
63



//reebe phi * (resultado da integral)double fi_x2[2℄;FILE *saida_gama,*saida_u;//otimizaaoLPX *lp; //parseint ia[1+10500℄,ja[1+10500℄,t; //iteraaodouble matriz[1+1000℄[1+1000℄, //matriz do PPLar[1+10500℄, Z, u[1+100℄,objetivo[1+100℄, //funao objetivovel_max=0.12; //veloidade maxima do arro em funao do tempot = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));f = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));k = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));wk = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));wk1 = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));inv_fi = (double**) mallo((2)*sizeof(double*));if (! || !f || !k || !wk || !wk1 || !inv_fi) {64



fprintf(stderr, "** Erro: Memoria Insufiiente **");exit(1);}for (i=0; i<2; i++) {[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));f[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));k[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));wk[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));wk1[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));inv_fi[i℄ = (double*) mallo((2)*sizeof(double));if (![i℄ || !f[i℄ || !k[i℄ || !wk[i℄ || !wk1[i℄ || !inv_fi[i℄){fprintf(stderr, "** Erro: Memoria Insufiiente **");exit(2);}}matriz_unitaria(wk);matriz_unitaria(wk1);zera_vetor(Bb);h = (b-a)/n; //delta taltk = to;
65



if(!(saida_gama = fopen("resposta_gama", "w")))exit(1);zera_matriz();zera_matriz(f);zera_matriz(k);for(i=0; i<n; i++){//funao fi (matriz)ponto_medio(wk, , f, k, h, tk);inv_matriz(wk1, inv_fi);Bb[1℄ = 1.0/lambda(tk);//x0mult_2x2(inv_fi, Bb, fi_B_x0);ponto_medio(wk1, , f, k, h/2.0, tk);inv_matriz(wk1, inv_fi);Bb[1℄ = 1.0/lambda(tk+(h/2.0));//x1mult_2x2(inv_fi, Bb, fi_B_x1);ponto_medio(wk1, , f, k, h/2.0, tk+(h/2.0));inv_matriz(wk1, inv_fi);Bb[1℄ = 1.0/lambda(tk+h);//x2mult_2x2(inv_fi, Bb, fi_B_x2);66



//integraao do vetor fi*B no intervalo k -> tk-h a k+1 -> tkintegraao (tk, tk+h, fi_B_x0, fi_B_x1, fi_B_x2, integrado);//fi * integral(inversa(fi)*B)mult_2x2(wk, integrado, fi_x2);//imprime o vetor Gama no arquivofprintf(saida_gama, "%.3e %.3e'«", fi_x2[0℄, fi_x2[1℄);//atribui o vetor Gama na matriz de otimizaaomatriz[1℄[i+1℄ = fi_x2[0℄;matriz[2℄[i+1℄ = fi_x2[1℄;tk = tk + h;matriz_unitaria(wk);}flose(saida_gama);/*������������- OTIMIZACAO ���������������*/if(!(saida_u = fopen("resposta_u", "w")))exit(1);for(i=1; i<=N; i++){objetivo[i℄ = (h*h/2.0)*(2.0*(N - i) +1.0);67



}//linha 3 a (n-1 + 3) - n nao partiipa da somatoria!//matriz A3 quadrada:for(i=3; i<=N+1; i++)for(j=1; j<=N; j++)if(i-2>=j) //matriz triangular inferior a[i℄[j℄=1matriz[i℄[j℄ = 1.0;elsematriz[i℄[j℄ = 0.0;for(j=1; j<=N; j++){matriz[N+2℄[j℄ = h;}lp = lpx_reate_prob();lpx_set_prob_name(lp, "otimizaao");lpx_set_obj_dir(lp, LPX_MAX);lpx_add_rows(lp, N+2);lpx_set_row_bnds(lp, 1, LPX_FX, 0.0, 0.0);lpx_set_row_bnds(lp, 2, LPX_FX, 0.0, 0.0);for(i=3; i<=N+1; i++)lpx_set_row_bnds(lp, i, LPX_DB, (-1*vel_max*G)/(h*ATMAX*LMIN*WMAX),(vel_max*G)/(h*ATMAX*LMIN*WMAX));lpx_set_row_bnds(lp, N+2, LPX_FX, 0.0, 0.0);68



lpx_add_ols(lp, N);for(i=1; i<=N; i++){lpx_set_ol_bnds(lp, i, LPX_DB, -1.0, 1.0);lpx_set_obj_oef(lp, i, objetivo[i℄);}t=1;for(i=1; i<=N+2; i++){for(j=1; j<=N; j++){if(matriz[i℄[j℄ == 0.0)ontinue;ia[t℄=i;ja[t℄=j;ar[t℄ = matriz[i℄[j℄;t=t+1;}}lpx_load_matrix(lp, t-1, ia, ja, ar);lpx_simplex(lp);Z = lpx_get_obj_val(lp);for(i=1; i<=N; i++){u[i℄ = lpx_get_ol_prim(lp, i);fprintf(saida_u, "%d %.3e'«", i, u[i℄);} 69



flose(saida_u);printf("Z = %g '«", Z);lpx_delete_prob(lp);return 0;}double lambda(double tau){double res;res = 2 - 4*tau/WMAX;if(res <= 1)return 1;else if(res >= LMAX/LMIN)return LMAX/LMIN;elsereturn res;}double derivada_lambda(double tau){if(tau <= (WMAX/4.0))return (-4.0/WMAX);elsereturn 0;} 70



void funao(double tau, double **wk, double **f){double lamb, lambl;lamb = lambda(tau);lambl = derivada_lambda(tau);//vetor 1f[0℄[0℄ = wk[1℄[0℄;f[1℄[0℄ = (-wk[0℄[0℄-(2.0*wk[1℄[0℄*lambl))/lamb;//vetor 2f[0℄[1℄ = wk[1℄[1℄;f[1℄[1℄ = (-wk[0℄[1℄-(2.0*wk[1℄[1℄*lambl))/lamb;}void ponto_medio(double **wk, double **, double **f, double**k, double h, double tk ){funao(tk, wk, );f[0℄[0℄ = wk[0℄[0℄ + (h/2.0)*[0℄[0℄;f[0℄[1℄ = wk[0℄[1℄ + (h/2.0)*[0℄[1℄;f[1℄[0℄ = wk[1℄[0℄ + (h/2.0)*[1℄[0℄;f[1℄[1℄ = wk[1℄[1℄ + (h/2.0)*[1℄[1℄;funao(tk+(h/2.0), f, k);wk[0℄[0℄ = wk[0℄[0℄ + h*k[0℄[0℄;wk[0℄[1℄ = wk[0℄[1℄ + h*k[0℄[1℄;71



wk[1℄[0℄ = wk[1℄[0℄ + h*k[1℄[0℄;wk[1℄[1℄ = wk[1℄[1℄ + h*k[1℄[1℄;}//integraao numeriavoid integraao(double x0, double x2, double *f_int_x0, double*f_int_x1, double *f_int_x2, double *resultado){int i;double x1, h;h = (x2-x0)/2.0;x1 = (x2 + x0)/2.0;for(i=0; i<2; i++)resultado[i℄ = h*(f_int_x0[i℄+4.0*f_int_x1[i℄+f_int_x2[i℄)/3.0;}//inversa da matrizvoid inv_matriz(double **matriz, double **inversa){double det;det = determinante_2x2(matriz);inversa[0℄[0℄ = matriz[1℄[1℄/det;inversa[0℄[1℄ = -matriz[0℄[1℄/det;inversa[1℄[0℄ = -matriz[1℄[0℄/det;inversa[1℄[1℄ = matriz[0℄[0℄/det;}//determinantedouble determinante_2x2(double **matriz){72



return matriz[0℄[0℄ * matriz[1℄[1℄ - matriz[0℄[1℄ * matriz[1℄[0℄;}//multipliaao de uma matriz 2x2 por uma 2x1 (vetor tam 2)void mult_2x2(double **matriz, double *vetor, double *resultado){resultado[0℄ = matriz[0℄[0℄*vetor[0℄ + matriz[0℄[1℄*vetor[1℄;resultado[1℄ = matriz[1℄[0℄*vetor[0℄ + matriz[1℄[1℄*vetor[1℄;}//tranforma em um vetor nulovoid zera_vetor(double *vetor){int i;for(i=0; i<2; i++)vetor[i℄ = 0.0;}//tranforma em uma matriz nulavoid zera_matriz(double **matriz){int i, j;for(i=0; i<2; i++)for(j=0; j<2; j++)matriz[i℄[j℄ = 0.0;}//tranforma em uma matriz unitariavoid matriz_unitaria(double **matriz){matriz[0℄[0℄ = 1; matriz[0℄[1℄ = 0; matriz[1℄[0℄ = 0; matriz[1℄[1℄73



= 1;}
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