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Estas sdo notas de aulas da disciplina ministrada pelo Prof. Marcos Alexandrino
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mos com co-autorias dos Profs. Francisco C. Caramello Jr e Leonardo F. Cavenaghi.

Os objetivos deste volume de Caleulo Avancado sio:

Primeiro partindo sempre de motivagdes de Calculo II e Calculo IIT introduzir
os varios conceitos da disciplina, dentre eles: variedade mergulhada, teorema de
submersdo, imersio, posto, campos de vetores, teorema de Frobenius, integracio
em R™ incluindo teorema de Fubini ¢ mudanca de variaveis, ¢ uma introducio a
formas diferencidveis em variedades com uma versiao do teorema de Stokes com
suas aplicagées a Calculo II1.

Segundo, ao longo do texto, sempre que for oportuno, colocar topicos adicio-
nais destacando ao leitor(a) as conexdes da disciplinas com topicos mais avangados
(varios deles com um alerta (*) para informar o leitor(a) que o topico pode ser
pulado de acordo com sua conveniéncia). Dentre tais tépicos podcmos destacar:
conceitos de Geometria Diferencial (curvatura de Gauss, conexao, geodésica), Hes-
sianos orlados, conceitos da Teoria Geométrica de Controle e o Teorema de Stefan-
Sussmann (incluindo sua demonstra¢ao), formulagao da mecanica Hamiltoniana e
Lagrangiana, e uma ideia do enunciado e da prova do princ{pio do maximo de Pon-

tryagin.
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Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados sobre teoria das variedades mer-
gulhadas ¢ fixar algumas notacdes. Por meio de alguns resultados e exercicios es-
peramos destacar ao leitor ou leitora que muitos dos conceitos e resultados sobre
variedades que iremos utilizar sdo generaliza¢des naturais de resultados que foram
aprcscntados em disciplinus anteriores de Calculo II ou Calculo I11.

]zi nos primeiros semestres da graduagﬁo, engenheiros, matematicos e fisicos en-
contravam os espagos de configura¢oes M (possiveis posi¢des de um certo sistema)
como sendo “bons” subconjuntos em espagos Euclidianos R™HE Em geral tais con-
juntos eram descrito via pre imagens de k-vinculos g; : U C R™E & R ie.,
M =G Yc) = {z € R"* G(z) = c}onde G : U C R™F — R¥ para
G(z) = (g1(z), ,gr(x)) ec= (c1, -, cx) € R¥ Sob boas condicdes conse-
guiamos estabeler os m graus de liberdade do M (a dimensiao de M) como sendo
dimensao do espaco menos o nimero de vinculos. Tais conjuntos eram na verdade
o que chamaremos aqui de variedades mergulhadas. As boas condicoes sobre os
vinculos serdo revista no teorema de submersao. Antes de estabeler as definicoes
formais, apresentemos alguns exemplos que ilustram estas ideias. Nestes exemplos,
sugerimos que o(a) leitor(a) se concentre mais na intuigao e ideias, nao se preocu-

pando c¢m dcmonstrar as aﬁrmagécs.



Dados 2 particulas p, ¢ € R3 a uma distdncia fixa de 1 unidade, o espaco
de configuracdo deste sistema, pode ser descrito como

g (1) ={(p,q) eR* xR® g(p,q) =1}

onde a fungio g : R3 x R? = R definida por

3
9, q0) = llp—al> = _ lpi — ail?
=1

¢ nosso vinculo.

Consideremos o espaco de configuracao de um "brago robotico"em um plano com
braco em si e antebraco de comprimentos [y ¢ lg, i.c., conjunto de todo os
possiveis 2 segmentos de reta no plano Op e pg com ||p|| = {1 ¢ ||p — ¢|| = lo.
A configuragio do braco ¢ determinada pelo angulo 6 entre eixo 21 ¢ Op ¢
62 angulo entre eixo 1 ¢ pg . Dado z; = el temos entio que o espaco de
configuracio ¢ M = St x St = {(21,22) € C x C|,G(z1,22) = (1,1)}
ondeG:Cx C — RQ como G(Zl, 22) = (‘Zl|2, ‘22|2)

Consideremos agora o espaco de configuragio de um sélido em R3 com centro
de massa em 0, ie., o conjunto de todas bases ortonormais {¢; }i=1..3 com
a mesma orientacdo da base canonica. Ao colocar as bases nas colunas de
matrizes, tal conjunto pode entdo ser descrito como as matrizes ortogonais

com determinante 1, ou seja primeiro consideramos as matrizes ortogonais
0(3) :== G\ (Id) = {Q € CL¥(R) |G(Q) = Id)}

onde G : GL?’XS(R) — S¢G(A) = A'A, sendo que GL3X3(R) denorta as
matrizes com determinante diferente de zero e S as matrizes simétricas. Pos-
stvel verificar que S ¢ um espaco vetorial isomorfo a RS ¢ GL?’X?’(R) pode
ser identificado com um aberto de RY. Nosso grupo O(3) terd 3 graus de liber-



dade, i.e., dimensdo 3. O espaco de configuracio desejado entdo ¢ a componente
conexa de O(3) das matrizes com determinante 1 denotado por SO(3) (que
tem os mesmos graus de liberdade ou seja com dimensdo 3). De fato ¢ possivel
mostrar que as matrizes de determinante 1 podem ser conectadas continua-
mente a matriz identidade Id, enquanto as de determinante —1 podem ser

conccmdas com a matriz *Id

Mais geralmente um sistema mecdnico interligado estara mergulhado em um sistema
mecénico livre que ¢ descrito como produto de m copias de SO(3) x R3 (cada cdpia
descrevendo um corpo rigido e seu centro de massa) com n copias de R3 (cada copia
descrevendo uma particula). Em particular, no Exemplo 1.2

p: 8t xSt — (SO(3) x R3) x (SO(3) x R3)
(1) = ((Qer) B(:1)), (Q(22), Rz, 22)) )

onde Q(z;) : CxR — C xR ¢rotacao definida como Q(2;)(z,t) = (ziz,t) eas
aplicagdes centro de massa sao: R1(z1) = mQ(z1)e1, Ra(21, 22) = LQ(z1)e1+
r9Q(22)e1. Aqui 1 ¢ a distdncia do centro de massa de Op a 0 ¢ r9 ¢ a distdncia
do centro de massa de pq ao link p.

Nossos conjuntos, que serdo exemplos naturais de variedades, podem aparecer ndo so
como espago de configuracdo de um sistema, mas também como um subconjunto do
espago de fases ( posicdo velocidade) de algum sistema dindmico. Considere, por exem-
plo, uma particula com massa m localizada em uma reta presa a uma mola perfeita.
O movimento de tal part{cula ¢ descrita pcla E.D.O (equagdo diﬂ’rencml ordindria)
ma” (t) = —ka(t) = —U'(a(t)) onde U(q) = qu ¢ a fungdo potencial. De-
fina B : RxR — Rcomoa energia total, ie,, E(q,¢) = 2(¢§)*+U(q). Visto
que %E (a(t),d/(t)) = 0, (o que pode ser facilmente verificado pela regra da ca-
deia) concluimos que E(a(t), & (t)) = ¢. Em ourras palavras, posicao e velocidade

da particula ficam restritas a elipse E=1(c) = {(q,q4) € R x R, E(q, q) = c}.

Ap6s alguns exemplos e motivagdes estamos prontos para a defini¢ao formal de
variedade mergulhada. Tal defmigio implicaré, a grosso modo, que uma variedade
M de dimensao m serd unido de conjuntos homeomorfos a abertos de R™.



Um conjunto M™ C R™+F ¢ uma m-variedade mergulhada no espaco Eu-
clidiano R™%* (ou subvariedade do Rm+k) se para cada p € M existe uma
vizinhanga! U C R™HF de P, vizinhanca V c Rtk e q e um difeomor-
ﬁsmod} U— Vul qucw( ) = qc?/)( ) =V,onde U = UnM
eV =Vn {R™ x {0}}. Chamamos a aplicacio ¢ = IMU de sistema de

coordenada, ¢ ¢ := dfl ¢ chamada de parametrizagio.

Seja h R? — R ¢ uma funcio suave. Considere o grafico de h em RS, ou

seja, o conjunto
M = {(1‘1,1‘2,%3) S RS; xr3 = h(ml,mg)}.

Entao M ¢ uma variedade mergulhada em R? pois a aplicacio {/? ‘R3 - R3
definida por

Y(21, 22, 73) = (21, T2, T3 — (21, 22))
satisfaz as propriedades da Definicao 1.6. De fato, como

1 0 0
Dip(x1, 9, x3) = 0 1 0
_Oh Ok
0z 0xo 4

para todo (x1, x2,x3) € R3, entao, pelo Teorema da Funcao Inversa, ¢ ¢ um
difeomorfismo local de R3. Além disso, 9(M) = R? x{0}.

Como caso particular observamos que o paraboloide ¢ uma superficie
mergulhada pois ¢ o grifico sobre R? da funcio h(z1, z2) = 22 + 3.

.« k .
"Lembre que uma vizinhanga de um pontop € R™F dum conjunto aberto e conexo que contém
p em seu interior. Lembre também que um difeomorfismo ¢ uma aplicagio suave com inversa suave.



§ 1.1. Submersdes e imersdes “

—| Continuacao. I

Figura 1.1: O Paraboloide de equagio x3 = x% + m%

Subvariedades mergulhadas do espaco Euclidiano apareciam naturalmente des-
crita por “bons vinculos”, ou seja via submersaes.

Definicao 1.8.
Uma aplicacio suave G : U C R™+k — RF ¢ chamada submersao se DG ()
¢ sobrejetora para todo x € U.

Teorema 1.9. Teorema da Submersao

SejaG : U C R™* — R uma submersdo suave. Entdo para todopg € U existe
uma vizinhanca Uy C U de py tal que a particao F = {G~(c),c € R¥}NUy ¢
difeomorfa d folheagdo canénica Fo = {7~} (c), ¢ € R}, ondem : R™+k — RF
¢ definida como m(x,y) = y. Mais precisamente existe um difeomorfismo @ : Vi —
Up tal que G o p(z,y) = w(x,y) = y.

Exemplo 1.10.
Para ilustrar o Teorema 1.9, consideremos novamente o Exemplo 1.7. Se defi-
nirmos a funcio g : R? - R por

g(x1, 2, x3) = 23 — h(z1, 22),

vemos que F = {g71(c),c € R} ¢ o conjunto das translagdes verticais do
grafico da fun¢io h (as quais s2o movimentos rigidos). O difeomorfismo @ :




R3 — R3 definido por
o(x1, x2,x3) = (21, 2, 3 + h(x1, 22))

satisfaz
go@(x1, w2, 23) = x3 = 7(x1, 22, X3).

Figura 1.2: As folheagdes F ¢ F no caso em que h(z1, z2) = x% + ajg

Prova do Teorema 1.9. Seja A : R™xRF — R™ x R¥ um movimento rigido (isome-
tria no espaco Euclidiano) tal que a matriz Dy G(po) ¢ invertivel onde G = Go A.
Defina ¢(z,y) = (z, G(z,y)) e observe que

- Id 0
Dy(po) = D,G(po) DyG(po)

¢ um isomorfismo. Logo pelo teorema da fungio inversa 2 ¢ : Up — Vp é um

difeomorfismo. Seja L = {(z, ¢) € (R™ x ]Rk‘) NVo}.

v L) = {(z,y) € Un,¥(z,y) = (z,0)}

= {(."L',y) € U(),G(l‘,y) = C}

Assim G o Ao lzfl(x, ¢) = c¢. A demonstracio termina definindo ¢ = Ao
P L O

2 7 - . ~

“O Teorema da Fungdo Inversa garante que se F' : U C R™ — R" tem DF'(p) invertivel, entio
existem vizinhangas Up e Vo de p e F(p) respectivamente, tal que Fly, : Up — Vo se torna um
difeomorfismo.



Dado uma aplicacio G : U C R™tE 5 RF suave. Suponha que para ¢ €
G(U) temos que DG(z) ¢ sobrejetor Vo € G™1(e). Neste caso dizemos que

& é valor regular.

Observe que dado um valor rcgular € e um ponto T € G_l(c) entao, como
DG, ¢ sobrejetor, DG, ¢ sobrejetor para todos os pontos p proximos a & ou seja
G se torna uma submersio na vizinhanga dex € G1 (c) Podemos entio inferir o

seguinte corolario.

Seja G : U C R™* — R¥ uma aplicacao suave ¢ ¢ um valor reqular. Entao
M = G~1(c) ¢ variedade merqulhada no R™+* com dimensao m.

SejaH : V CR™ — R aplicacdo suave. Defina o grafico
M = {(z,y) € V xRF,y = H(z)}
cafuncio G : V x R* — RF como

k

G(l’,y) = Z(hl($) - yi)eeri,

i=1
Verifique que:
(a) M =G Y0),
(b) G ¢é submersio.

Segue também da demonstracao do Teorema 1.9 o resultado a seguir.

Seja G+ U C R™* — R¥ uma submersao suave. Entdo M = G~(c)
¢ um grdfico local. Mais precisamente suponha que a matriz DyG(p1, p2) ¢ um
isomorfismo onde (p1, p2) ¢ tal que ¢ = G(p1, p2). Entdo existe uma vizinhanga B
de (p1, p2), uma vizinhanga W C R™ de p1 uma aplicagdo suave H : W — RF



tal que: (x,y) € BN M se e somente sey = H(x) comx € W. Em particular
G(xz,H(z)) =c

DCWLOTLSEVCI?U_{O. Na demonstragﬁo dO Teorema 1.9 basta considerar A= Id. Comc

fixado temos 1;_1(% c) = (z, fNI(x, ¢)). Entdo definimos H (z) = ﬁ(ﬂc, c). O

Seja g : R? — R uma fungio suave. Suponha que ¢ é valor regular da funcio
(Ta 563) — g(T27 373)' gC]a

M = {(z1,22,23) € R3,g(x% + 33%,903) = c}.

Veriﬁque que M é superﬁcie de revolugﬁo, i.e., variedade mergulhada de di-
mensdo 2 invariante por rotagdes que fixam o eixo 3 (vide o exemplo da

Figura 1.3).

Figura 1.3: S = {:E e R3 |J:% + l’% + %:L‘% = 1} ilustra o Exercicio 1.15

No exercicio anterior temos entdo uma variedade M que admite uma aplicagao pu :
GxM— M(ndG=8"={2€C; |z|] =1}, M =R =C x R),
definida como

(g, (2,t)) = (92,1).
Observe que tal aplicagao p atende as propriedades a seguir:

* M(@,CC) =

- (g2, (g1, 2)) = p(g291, ).



Em geral, uma aplicagdo pr : G X M — M (G um grupo de Lie, por exemplo,
um grupo fechado de matrizes, ¢ M uma variedade) que satisfaz essas propriedades
serd denominada agdo.

Uma outra forma ¢m quc cncontravamos Variedades mcrgulhadas no ¢spago

Euclidiano era via as imersdes (as parametrizacoes).

I

Uma aplicacio suave ¢ : V. C R™ — R™FF ¢ chamada imersio se Dg(x) ¢
injetora para todox € V.

Seja o : V. .C R™ — R™FK yma imersdo. Entdo dado p € 'V existe uma
vizinhanca Vo C V de p tal que p(Vy) é variedade mergulhada. Mais precisamente,
existe uma vizinhanga U em R™F de ©(p), uma vizinhanca ‘70 de (p,0) em
R™+E ¢ um difeomorfismo @Z U CR™ xRF -5V ¢ R™ x RF il que

Yo 90($) = (.I,O).

Demonstragdo. Escolha um movimento r{gido A Rtk Rmtk ] que a apli—

k3

cagio ¢ = A o ¢ tem a propriedade que a matriz (gw )(p) ¢ invertivel onde
1<j<mel<i<m.

Vamos definir entio

J

F((E,y) = (@1(:6)7 s 7¢m(x)7¢m+1($) +Y1,-- '7¢m+k(w) + yk)

ObSGl’VC quc a matriz

. 7T10D(,5p 0
DF(p)_[@oD@p Id

¢ invertivel, onde w1 (z,y) = x e ma(z,y) = . N N

Concluimos, assim, pelo teorema da fungio inversa que F' : Vo — U ¢ um dife-
omorfismo, para as vizinhancas apropriadas. A demonstra¢io termina observando
que a aplicagio definida como ”[/; = F~! o A atende as propriedades necessarias.
De faro,

(2,0) =F'oF(2,0) = F lop(z) = FloAoyp(x).



Consideremos novamente o gréﬁco de uma fungﬁo suave b : R?2 — R, ou

seja, 0 conjunto
M = {(x1,72,73) € R3; 13 = h(21,29)}.
Definamos a aplicacio ¢ : R% € R3 por
p(r1,m2) = (21,22, h(21, 22)),

! . - .
quc ¢ uma 1mersao pois

1 0
Dy(x1,29) = | 0 1
hey P,

Considerando agora o difeomorfismo do Exemplo 1.7, temos

(¢ o (p)(ﬁl,ﬁg) = ’Lﬁ((p(l’l,xg)) = ¢(:c1,:c2,h(931,932)) = ($1,$2,0).

Seja M? superficie mergulhada em R? invariante por Totacdo no eixo T3, ou
seja, uma superficie de rotacio. Verifique que a aplicaciao ¢ : V- — M defi-

nida como

o(t,0)=(r(t)cos(@), r(t)sin(@), h(t))

¢ uma parametrizagio de M?, onde B(t)=(r(t), 0, h(t))¢umaparama-
trizacdo da curva geratriz com as propriedades que || 8’| # 0 e (t) # 0. Em
outras palavras verifique que ¢ ¢ uma imersdo e sua imagem esta contida em

M?, vide Figura 1.4,



Figura 1.4: A aplicacio ¢(t, 0) = ((cos(t)—3) cos(8), (cos(t)—3) sin(8), sin(t))

14 . P . ! .
¢ uma paramatrizagao que ilustra o Exercicio 1.20.

Antes de definir espago tangente, precisamos fixar o conceito de vetores com pé e
fibrado tangente do espago Euclidano. Dado um aberto U C R™, definimos:

« fibrado tangente de U como TU = U x R™,
« projecio pém : TU — U como 7(q,v) = g,
- espaco tangente T,U = R™ = 17 1(q)

Um elemento vy € T{U sera chamado vetor com pé ¢ frequentemente pode
modelar uma velocidade de uma particula passando pela posicdo g. De fato, vg ¢ 0
vetor velocidade da curva g + tv, (onde ¢ ¢ suficientemente pequeno). Mais geral-

mente dadouma curvasuave a : (—€,€) C R — U, coma(t) = (o (t), -+, am(t))
temos o vetor velocidade o (t) = (a(t), &(t)) € ToyU paratodot € (—¢,¢€),
onde &(t) = (Fai(t), -+, Lo (1))

Além disto dado uma aplicagio suave F' : U C R™ — R™ podemos criar
uma aplicacio linear entre espacos tangentes definindo dFy, : T,U — TF(q)Rm+k
como dFy,(vp) = (p, DF(p)V'). Em particular definindo a curva B(t) = Foa(t),
relemos a regra da cadeia como: dFy, gy’ (0) = £'(0)



Seja M™ C R™+F uma m-variedade mergulhadacp : VCR™ U C M
uma parametrizagio. Entdo o subespaco T,M = dp,T,V C T,R™tk ¢

chamado d€ espago tangente no pOl’ltO P = sO(q)

dip, : T — T,M

dpgy

ti,}_:l q

o) c R?

Figura 1.5: Dado uma imersio ¢ : U C R? — R®, uma base {vg, w,} de T,U ¢
levada em uma base {dypqvy, dpqwq} de Ty M

Segue diretamente da defini¢io anterior que dim T, M = m.
O exercicio a seguir mostra que o espaco tangente nao depende da parametri-
zacao escolhida, logo, esta bem definido.

Considere duas parametrizagoes ¢; @ V; C R™ — M de uma variedade
mergulhada M™ C R™tF (4] que W := @1 (V1) N pa(Va) # 0. Verifique
que se ©1(0) = p = ¢2(0) entdo (dp1)oToR™ = (dp2)oToR™.

Veremos a seguir diferentes interpretacoes do espago tangente. Em particular,
o plano tangente de uma superficie pode ser visto como o espago dos vetores veloci-
dades de curvas contidas na superficie (vide Figura 1.6). Além disso, se a superficie
for uma superficie de nivel M2 = g=1(c) = {z € R3; g(x) = ¢}, entdo o espaco
tangente em p sera perpendicular a Vg(p).

Seja M™ C R™F* uma variedade mergulhada ¢ p € M. Entdo todo vetor de



T, M ¢ a velocidade de uma curva contida em M e passando por p.

Demonstragdo. Seja ¢ : V. C R™ — M uma parametrizagio tal que ¢(0) = p. Se
v € T, M, entio existe w € TpV tal que v = dpp(w) (veja Definicio 1.21). Seja
e suficientemente pequeno de forma tal que o seguimento r(t) = tw, t € (—¢,¢),
esteja contido em U. Assim, a curva a(t) = @or(t) ¢ uma curvaem M satisfazendo
a(0) = 9(r(0)) = p(0) = pea'(0) = dpyo)(r'(0)) = digo(w) = v, como
desejado. O

Se M™ c Rmtk ¢, pre imagem de um valor ¢ de uma submersao G+ U C
R™tk 5 RE enrdo T, M coincide com o nucleo de dG,.

Demonstragdo. Sejav € TpM o vetor velocidade de uma curva o @ (—¢,¢) = M
passando por p (veja Proposicio 1.23). Sendo M = G~(c), temos que Goa(t) = ¢
paratodo t € (—¢,¢€). Logo,

dGp(v) = dGo(0)(a'(0)) = (G o a)'(0) =0,

mostrando que v pertence ao nucleo de dG)p. Como v ¢ qualquer, segue que T, M C
Ker(dG)).

Por outro lado, como G ¢ uma submersio, dim(Im(dG))) = k. Alem disso,
de Algebra Linear sabemos que

dim(R™**) = dim Ker(dG))) + dim(Im(dG))),

logo,

dim(Ker(dG,)) = m = dim(7,M),

concluindo que esses espacos coincidem. O

A Proposicdo 1.24 implica que os gmdiamcs das componentes de G sao ortogonais a



T, M. De fato, supondo que G(z) = (g1(x), ..., gr(x)), temos que

0 = DGp(vs)
= (Goa)(0)
((g10@)'(0), ..., (gr 0 @) (0))
(<V91 (0)) ,O/(O)> s <ng(a(0)),o/(0)>)
((Vai(p),v), ..., (Vgr(p,v)).

Em Cdleulo 11, dado uma superficie M = g=1(e), (para c valor regular de uma
funggo g : U C R3 — R) costumamos ter uma identificacio entre o espago
tangente T, M C T,R3 com um plano cujo vetor normal é dado pelo Vg(p), i.e.,

3
P={z¢c R3;Z gi(q)(fﬂi —pi) =0}

Tal plano também ¢é chamado plano tangente. A identificacio entre T,M ¢ P ¢
feita pela aplicagdo exp,, : TyM — R3 definida como exp,(vy) = 7u,(1)
onde t — 7,,(t) = p + tv. Proposicdo 1.24 ¢ a Observagdo 1.25 implicam que
exp, (T, M) = P. Note que exp, (T, P) = P Vx € P ¢ tal propriedade so ¢

r@alizada pOT uma supcrﬂcic em RS que seja um plano.

Determine o plano tangente ao toro M = {z € R3 (/2?3 + 22-3)2+23 =

(7 7V/3 2\f)

1} passando pelo ponto p = Ty



Figura 1.6: Plano tangente ao toro do Exercicio 1.27

Seja F': GL™™(R) — S™*™(R) a aplicagio suave F(A) = A'A, onde
GL™ ™(R) sao as matrizes quadradas m X m invertiveis, S™*"(IR) sao as
matrizes simétricas com entradas reais e A® denotada a matriz transposta de
A. Desejamos aqui:

(a) verificar que Id ¢ valor regular de F e assim concluir que

F7H(Id) = O(m) = {Q € GL™™(R); Q'Q = Id}

évariedade mergulhada de GL™*™(R), a qual chamamos grupo de Lie

das matrizes ortogonais;
(b) verificar que o espago tangente em @ € Q(m) ¢
ToO(m) = KerdFg = {QX; X € o(m)}

onde o(m) = {X; X' + X = 0} ¢ chamada algebra de Lie do grupo

das matrizes ortogonais.

Solugao.

(a). Aqui dado @ € @(m) desejamos verificar que dFg : ToGL™*™(R) —
TrqS™*™ ¢ sobrejatora. @ Para tanto dado S' € S™*™ desejamos encontrar
W € ToGL™ ™ (R) tal que dFQW = S.

Para encontrar um candidato natural W vamos seguir um raciocinio re-
verso. Suponha que ja tivessemos demonstrado que dF ¢ sobrejetor. Entdo
ToGL™ ™(R) = KerdFg & Vg sendo dFQ|VQ : Vo — 8™ isomor-

fismo. Se ja tivéssemos demonstrado que Id fosse valor regular, sabertamos



que ToO(m) = KerdFg (vide Proposicio 1.24) e, assim, Vg seria um es-
pago transversal da variedade @(m). Continuando nosso raciocinio reverso e
accitando o item (b) (o qual afirma que o espaco tangente Q(m) sdo matrizes
QX para X anti-simétrica) podulamos concluir que Vg podcrm ser esco-
lhido como o espaco dos vetores QS para matrizes simétricas S, uma vez que
roda matriz ¢ soma de matrizes anti-simétricas e simétricas.

Tendo um candidaco W = QS (para uma matriz simétrica S a ser devi-
damente calibrada) vamos considerar a curva t — B(t) = @ + tQS para
t € (—¢, €) onde € ¢ pequeno suficiente. Assim utilizando o fato que S = S

¢ Q'Q = Id concluimos
dFQW = dFyf'(0)

d
= *{Foﬁ}h:o

;i (@ +108)(@ + 105)} o

= 2{Q'Q +15Q'Q +1Q'QS + P5Q'QS imo
= 25.
Assim, dado S e escolhendo W = %QS, concluimos que dFp(W) = S. A

arbitrariedade da escolha de S e @ implica que Id ¢ valor regular ¢ termina-
mos de verificar o item (a).

(b) Para verificar este item ¢ suficiente verificar que
{QX; X € o(m)} C KerdFg = ToO(m). (1.2.1)
visto que os dois espacos vetoriais tem mesma a dimensio. Observe que
e!® € O(m), para X € o(m) (1.2.2)

onde etX = ZZO 0 le, t" A" (exponencial matricial). De fato:

(etX) ( tX) tXt tX
= X X

= Id.



Como @(m) é um grupo, a(t) := Qe € O(m). Logo Id = F(a(t)) e
assim:
0= i{F o a(t)}|t_g
dt B
= dFy(0)’ (0)
=dFoQX

o que termina também a prova da Equagio (12.1)

m2+m

~ 2 . ~
“Podemos identificar R™ = TGL™*™(R) ¢ T1¢gS™*™ = R~ 2 . A dimensio
das matrizes anti simétricas ¢ calculada levando em consideragﬁo que a diagonal ¢ zero e a

matriz ¢ determinada pelas entradas abaixo da diagonal. Logo dimensao das anti-simétricas ¢
m2 —m
2
) . .
(que corresponde agora aos elementos da diagonal, visto que as simétricas podem ter entradas
m2—'m _ m,2 +m

ndo nulas na diagonal). Ou sejam + == = =5

. A dimensio das matrizes simétricas ¢ a dimensao das anti-simétricas somada com m

Como observado anteriormente SO(m) ¢ a componente conexa da variedade O(m)
contendo a identidade e assim também ¢ variedade com a mesma dimensdo. Os gru-
pos @(m) ¢ SO(m) sdo exemplos de grupos de Lie compactos, bem como o grupo
SU(m). Bom notar também que GL™*™(R) (matrizes com determinante dife-
rente de zero) e SIL(m) (matrizes com determinante 1) sdo exemplos de grupos (de
Lie) ndo compactos.

Sabendo que o espaco tangente a uma subvariedade mergulhada ¢ um subespaco
vetorial, ¢ algo natural querer pensar em algumas estruturas usuais dos espacos ve-

toriais tais como produto interno ¢ norma.

Seja M variedade mergulhada em R™+E Definimos a méerica induzida ou

primeira forma como sendo o produto interno <-, ->p em Tp R™HF restrito ao

espaco tangente, isto ¢,
gp(u,v) = (u,v)p, Yu,v € T,M, Vpe M.

Além disso, dada uma parametrizacio ¢ : U C R™ — M, os valores



gij = (dpp(ei), dpp(e;f)), sio os coeficientes da métrica induzida referentes a
essa parametrizacio.

Considere M uma superficie de revolugio em R?. Temos entdo a parametri-
2a¢ao
P(t,s) = (r(t) cos(s),r(t)sin(s), h(t)),
onde t — B(t) = (r(t),0, h(t)) é a curva geratriz com ||5’(¢)|| # 0. Entio
o / / . /
e = o, = (r'(t) cos(s), r(t) sin(s), I (t))
_ow_

Vs = 5

(—r(t)sin(s),r(t) cos(s),0)
Verifique que a métrica em coordenadas ¢:

_ '@+ ((@)* 0
[gij] = 0 (T(t))Z

Vamos nesta se¢do recordar alguns conceitos e resultados vistos em Caleulo IT. Mais
resultados sobre campos de vetores serdo discutidos no Capitulo ??.

1.3.1. Campos de vetores

Um campo F suave em um aberto U C R™ ¢ uma aplicacido suave F:U —
U x R™ definida como F(z) = (z, F(z)) onde F(z) = (f1(2),..., fm(x))
¢ uma aplicacio suave F' : U — R™. Ou seja uma aplica¢do do nosso espago de
configuragoes U para o nosso espago de fases U x R™ tal que 7 o ﬁ(:l:) = 1z onde
m: R™ x R™ — R™ ¢ a projecio candnica 7(x, v) = . Visto que nosso espago
de fases ¢ um produto trivial ¢ possivel escrever o campo F em termos dos campos
canonicos é;(:c) = (x, ei) da forma

F=>"fé, (13.0)



vide Figura 13.2.

Dado um campo F' campo em U C R™ de classe C kep € U. Entdo existe uma
tnica curvay : (—e€, €) — U de classe C tal que

Y(t) = F(()

p = 7(0)
- 1 0 Ty . = - 3 o
Seja F(x) = 0 3| |z ie, F(x1,m2) = m1€1 + Sw2e2 e p = (1,2).
2

Entdo, por Calculo I, y(t) = (exp(t),2 exp(%t))

O exemplo acima ilustra o que chamamos campo linear, ou seja a aplicagﬁo F

R™ — R™ ¢ linear (i.e., F(z) = Ax).

1.3.2. Campo gradiente

Chamamos de campo gradiente de uma funcao funcio diferenciavel f ao campo

VI= Z ('991:z

Note que a equagio acima parece depender dos campos canénicos. O Teorema

de Representacio de Riezs nos permite retirar essa dependéncia como podemos ver
na seguinte definigao.

Seja f : U C R™ — Ruma funcao diferenciavel. Definimos o vetor gradiente
de femp € U, denotado por V f(p), como sendo o tnico vetor de R™
satisfazendo

df (p)X = (Vf(p), X) VX € R".

Observe que,

of

oz, P) = df)ei = (V[ (), ei) (132)



Figura 1.7: Campo F= m’lai:Cl + %xQ%

Logo,

n

Vi) =) (Vf(p)ei)ei = Z 7 P (133)

=1

Como aprendemos em Calculo, segue da regra da cadeia, que campo gradiente
indica direcdo e sentido de maior crescimento da fun¢io f e, como vimos antes
(vide Observagio 1.25), ele ¢ ortogonal as superficies de niveis f~1(c).

Nem todo campo vetorial ¢ o gradiente de uma fungdo diferenciavel. Para ver isto
considere, por exemplo, o campo F'(x1,x2) = x2€1 — x1€2. Vamos supor por
" s , _ 5 S Cof _
absurdo que existisse uma fungdo f tal que V f = F. Entdo teriamos Fop = T2

of _ D . o*f 8% - .
¢ 5y = —1. Por outro ladbo, S5 = Dugdmr- Chegamos assim a um absurdo

pois 69?18]; =—legy afx = 1. Logo ndo existe a tal f.

Uma vez recordado o relevante conceito de campos, podemos definir um campo

R™t% como sendo uma aplicacao

suave F' de uma variedade mergulhada M™ C
que a cada p € M associa F(p) € Tp,M e que admite uma extensio local de um

campo suave em R™+% Vamos denotar o conjunto de campos suaves de M como

x(M).

Campo gradiente Riemanniano

Vimos na Defini¢ao 1.34 que o gradiente de uma funcio f :U C R™HF 5 Rdefi-
nida no espaco cuclidiano, poderia ser intrinsecamente definido em termos do pro-
dutor interno (ou seja, nio depende de coordenadas). Além disto, o vetor Vf(p)
indicava a direcdo e sentido de crescimento de fno ponto p.



Desejamos agora considerar a mesma discussiao porém para uma fungio f que
esteja definida em uma variedade M™. Em particular, queremos encontrar o campo

tangente a variedade que indica o crescimento da funcao f : M — R.

Considere uma funcio f U c R™tF 5 R diferencidvel e M C U uma
subvariadade mergulhada em R™* Defina f : M — Ra restricao da
funcao f a M, ouseja, f = f|M Definimos o campo gradiente Riemanniano
grad f(p) como o campo tangente a M que atende:

df,X = (grad f(p), X), VX € T, M. (13.4)

Em particular, grad f(p) ¢ a parte tangente de Vf(p).

No caso em que na definicao anterior M seja a pre-imagem de um valor regular ¢
de uma fungdo suave g : U C R™* — R (ou seja, M = g71(c)), seque
diretamente da Observagao 1.25 que

o . Vg(p) Vy(p)
grad f(p) = Vf(p) <Vf(p)a ||Vg(p)||> IVg(p)ll

Segue diretamente de (1.3.4) que a maior taxa de variacio de f = f|ps ocorre

na dircgﬁo e sentido do vetor gradientc Riemanniano.

1.3.3. Colchete de campos, um primeiro contato

Nesta subsecao apresentaremos rapidamente o operador colchete de campos ¢ al-
gumas de suas propriedades. No proximo capitulo discutiremos seu significado
geométrico. A grosso modo veremos que o colchete de campos mede a nao comu-
tatividade dos fluxos dos campos. Porém, no momento estamos apenas interessados
em sua definicdo no espago Euclidiano e algumas de suas propriedades (a serem
utilizadas ainda neste capl’tulo).

Sejam V = Z vi(2)E e W = Z w;(x)€; dois campos de vetores no espaco

Rm—i—k

Euclidi;mo DLfll’llmOS O campo COlCthC como bCl’ldO

—. —

[V,W]=DyW — DyV, (13.5)



onde (vide Exemplo ??)

. m m Ovs
Dw‘/}, = E d’Ul(W)é; = E am}p (p)é;
=1 =1

.
Na verdade, Dy/V), ¢ o campo cujas componentes em p sio as derivadas dire-

cionais das componentes de V' com respeito a W,

.
Escreva [V, W] em termos dos campos candnicos €;.

-,

« Se Ve W sao tangentes a uma subvariedade mergulhada M™ C Rm+k,
entao [V, W] ¢ tangente a M

-
-
-

<u
=

EEUAY

)

<u
=

+ 2] = [V, W]+ AV, Z]

)

VW), Z)+ [Z,V],W] + W, Z),V] =0

—

Problemas de otimizagao estao presentes no dia a diade Cngcnhciros ¢ economistas,
usualmente tais problemas €stdo sujeitos a uma ou varias restrigoes. Tais restrigoes
podem ser vistas como variedades mergulhadas em espagos Euclideanos, frequen—
temente dados por submersdes. Nesta se¢do iremos aplicar alguns dos conceitos
¢ resultados anteriores para provar o classico resultado de multiplicadores de La-

grange.

Considere uma fungdo suave g : U C R? ¢ sua curva de nitvel associada a um valor
regular c,

C=g7"(c) = {z € R? g(z) = c}.



Sejau : U — R fungao suave. Suponha que u|c (ou seja w restrita a C) tenha
um ponto de maximo ou minimo em p € C. Entao, Vu(p) ¢ perpendicular a C, ou

seja, existe X\ € R tal que
Vu(p) = AVg(p).

Demonstragdo. Vamos dar uma prova para o caso em que p ¢ maximo, 0 outro caso
¢ analogo.

Como ¢ ¢ valor regular temos que existe uma parametrizacio « : (—€,€) — C
com o (t) # 0 e a(0) = p (poderiamos, por exemplo, usar o teorema da funcio
implicita ¢ tomar a(t) = (t + zo, h(t + x0))).

Lembrando da Observagio 1.25, temos que Vg(p) é ortogonal a ¢/(0). De fato,
¢ = g(a(t)) parat € (—¢,€) e derivando concluimos

_ % = %gm(m — (Vg(p), @/ (0)).

Por outro lado, como % tem maximo em p = y(0) temos que t — u(7y(¢)) tem

‘t:O

ponto critico no interior ¢ assim
d
0=—ulalt))| _ = (Vu(p), o’ (0))
As duas equacdes acima garantem que Vg(p) e Vu(p) sio paralelos, ou seja,

Vu(p) = AVg(p) para algum A € R. O

o

Consideremos o seguinte problema classico de micro-economia.

Seja C = {z € R?| g(w1,22) =221 + 29 —w =0 ¢ 71,79 > 0} 0
segmento de reta que representa um vinculo orcamentdrio de dois produtos.
Ou seja, 0 consumidor tem um or¢camento w ¢ pode comprar quantidades 21
e x2 de produtos que custam R$2 e R$1, respectivamente.

Nosso objctivo aqui ¢ maximizar uma fungﬁo utilidade dado a Testri¢do or-
camentdria acima. Lembremos que uma funcio utilidade associa a cada cesta
de produtos (21, £2) um nimero u(z1, x2) que representa a preferéncia do
consumidor por aquela cesta. Consideraremos aqui como funcao utilidade a
fungﬁo de Cobb Douglas

1 1

Pela Proposicio 140, se s = (81, 52) ¢ um ponto de maximo, ele deve



atender

1 11 ] _1 1
(3ot gontst ) = Vals) = AVg(e) = A2)
w = 281+ 89
Resolvendo o sistema acima concluimos que s(w) = (7, §). Ou seja, as
quantidades dos produtos 1 ¢ 2 que maximizam a funcio utilida d Te5,

respectivamente. A utilidade maxima ¢ u(s(w)) = 2%/5

1
g(x1,22) =0 (221 + 22 = 8)

Figura 1.8: Representa¢io do Exemplo 1.41: restri¢io or¢amentaria com w = 8, a

4

utilidade maxima sujeita a restri¢ao or¢amentaria®, ¢ os gradientes de ambas fun-

- .
¢oes no ponto de maximo p = (2,4)

No caso bem particular de Cobb Douglas temos a existéncia de um unico mdximo
/ —1 / . ./

s(w) para cada vinculo Cyy, = (w), o que nos dd uma curva diferencidvel

w — s(w) € Cy, vide Figura 1.9. Em particular g o s(w) = w Por ser md-

*Comentamos que uma curva de nivel da funcio utilidade costuma de ser chamada de curva de
indiferenca.



ximo temos: Vu(s(w)) = AMw)Vg(s(w)) Assim, ao multiplicar ambos os lados

por s’ (w) conclutmos:

—u o s(w)

dw

Vu(s(w)), s'(w)
(Vg(s(w)), s/ (w))
d
o

>

w

A
A

w)—g o s(w)

w

(
(w)
(w)
(w)

Vemos, assim, que neste caso a fungdo w — A(w) pode ser interpretada como a

taxa de crescimento da fungdo utilidade ao longo da curva de maximos (vide Figura

14).

P¢y=3 ,
2X+y=2

2x+y=1

25

05

s(w)X1/4w,1Rw)

Figura 1.9: Curvas de maximos no caso particular de u sendo Cobb Douglas ¢ va-
rios vinculos dado por orcamentos, ilustrando a Observacao 1.42. Lembre que em

25 35

problemas gerais de multiplicadores de Lagrange nao precisa existir uma curva bem

definida w — s(w)

A seguir generahzaremos oS multiplicadores de Lagrange para curvas planas

para subvariedades mergulhadas no espago Euclideano.



Sejam G : U € R™F — RF yuma aplicagdo de classe C* definida por G(x) =
(g1(z), -+, gr(®)) e M = {x € R™* | G(2) = ¢} uma subvariedade regu-
lar. Seja w : U c R™* 5 R uma funcdo de classe C*, onde M C U. Suponha
que existe ¢ € M tal que u|pr tem valor mdximo ou minimo local. Entdo, Vu(q)
¢ ortogonal a Ty M, ou seja, existe A1, ..., A € R tal que

k
Vu(q) = Z AiVgi(q).
i—1

Demonstragdo. Da Proposi¢ao 1.23 temos que para cada vg € T, M existe uma curva
a:(—€€) CR — M com /(0) = vy Visto que u|p (fungio restrita a M)
tem um maximo ou minimo em ¢ € M, temos que a funcio h(t) = u(a(t)) tem
mdximo ou minimo interior em ¢t = 0, logo, A'(0) = 0. Assim, pela regra da
cadeia, 0 = A'(0) = (Vu(q), ' (0)) = (Vu(q),vq). Como isto pode ser feito
para qualquer outro vy € T, M concluimos que Vu(q) ¢ ortogonal a T, M.

Por outro lado, sabemos que paracada 1 < i < k, Vg;(q) ¢ também ortogonal
a T, M (vide a Observagio 1.25). Além disso, sendo DG(x) sobrejetora Vo € M,
o conjunto {Vg;}¥_; é uma base de T,M* (complemento ortogonal® de T, M).
Conclui-se que Vu(p) ¢ combinacio linear de {Vgi}le como descjado. O

Do Teorema 1.43 podemos concluir uma condi¢ao necessaria para que uma fun-
ciou : U C R™k 5 R de classe C! tenha mdximo ou minimo sobre uma
subvariedade regular M = G™1(cy, ..., cx) ¢ a atender o sistema

k
Vu(g) =Y AiVi(g)
=1

ca = g1(q)

\ ce = gr(q)

SejalS = {x € R3 | 621 + 3z + 223 = 6 > O} asuperficie que representa

! . A . ~ ~ -1-
um Vll’lCUlO orgamcntarlo dC tres pl‘OdUEOS. Vamos c0n51dcrar a fun(;uo U[lll‘

’Lembre-se que o complemento ortogonal de um subespaco vetorial ¢ o conjunto de vetores do
espaco que sdo ortogonais a tal subespaco.



§ 1.4. Multiplicadores de Lagrange

—| Continuacao. I

dade u(z) = ¥x172x3. Para determinar o ponto ¢ € S onde u|g assume
maior valor resolvemos o sistema dado pelo multiplicador de Langrange. Te-

mos
1 —2 1 11 _2 1 171 _2 11
3,303 3,33 3,303 —
3%1° 2323, 3% *2{ 23, 35 P w3 af = A(6,3,2)

6 = 61 + 3x9 + 223,

donde ¢ = (%, %, 1) eu(q) = {’/g Visto que S (fecho de ') é fechado e
limitado, ¢ que 0 maximo nao acontece no bordo 95 (onde u ¢ zero) ¢ tem
que ser de fato o ponto de maximo.

Figura 1.10: Superficie de nivel ul (f/g) (associada a funcao utilidade )

tangente ao vinculo orcamentario S no ponto de maximo ¢, ¢ o vetor N =

Val(q).

Excercicio 1.45.
Determine o volume do maior paralelepipedo de faces paralelas aos planos

coordenados que pode ser inscrito em S = {z € R? |9z} + 3623 + 423 =
36}

Vamos agora reapresentar o teorema dos multiplicadores de Lagrange em ter-



mos do gradiente Riemannianao (grad ).

Seja M uma subvariedade mergulhada em R™tF ¢ suponha que f + M — R ¢
uma fungdo diferencidvel em M (i.e., que admite extensdes locais para R™ k) ¢ que
f tem um ponto de maximo ou minimo local em p € M. Entdo grad f(p) = 0.

Demonstragdo. Seja p um ponto de maximo ou minimo da funcao f. Sabemos que
em uma vizinhanca U C R™* dep, MNU ¢a imagem inversa de um valor
regular de uma aplicacio diferencidvel G : U — RF,

Seja f : V. R™* — R uma extensio de f a uma vizinhanga de R™TF
de p, (V. C U) ou seja, f:V 5 Rual que .ﬂVﬂM = f. Pela Proposicao 1.43,
Vfé ortogonal a M, logo sua projecio ortogonal em T, M ¢ 0, mostrando que

grad f(p) = 0. O

Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe C2. Sabemos que df (p) : R™ — R

¢ uma aplicacdo linear definida por df (p) = (%,fl(p) e 8‘1—{”(]))}
Deixando o p variar, temos uma aplicacio df : U C R™ — R™ que ¢ suave.

Podemos entio considerar a derivada da aplicagao df.

Seja f : U C R™ — R uma fungio de classe C2. A segunda derivada de f
no ponto p € U, Hess f(p) = D(df )(p), ¢ chamada de Hessiano de f em p.

Assim, temos

0 52 52
5L (p) god=(p) - k= (p)
Hess f(p) = : = : e : (15.1)
0 o2 o2
Ayt |75 i)



Determine o Hess f das funcoes f : R? — R.

f(z1,20) = 202 + 223
f(z1,20) = =222 — 223
f(ay, 22) = 22% — 223
f(z1,22) = 2122

A matrizm X m na equacio 1.5.1 ¢ chamada de matriz Hessiana de f. Dado
que f ¢ de classe C?, temos que

0 f 0%
8xj6xi p)= 8x28x]

()

pelo teorema de Schwarz e, portanto, Hess f(p) ¢ uma matriz siméerica. Conse-
quentemente, a segunda derivada de f, D(df)(p) = Hess f(p) ¢ uma aplicacio
linear simétrica.

Neste ponto convém lembrar um teorema muito uril de Algebra Linear para

matrizes simétricas

Seja A uma matriz simétrica m X m. Entdo existe uma base ortonormal {q; } de

R™ (ie., (¢i,qj) = 0sei # jellg| = 1) tal que:
1 Aqg; = Niq; , i.c., q; ¢ auto-vetor;

Q'AQ = A, onde Q ¢ a marriz com colunas g; ¢ A ¢ a matriz diagonal de
auto-valores \;.

Lembre que a equagio Av = Av ¢ equivale a equagio (A — AId)v = 0, e tal
sistema tem solucdo nio trivial se, e somente se, (A — AId) nio for invertivel, ou
seja, se, e somente se, p(A) = det(A — AId) = 0.

Lembre também que a transformacao linear R associada a uma matriz ortogo-

al @ ¢ um movimento rigido, ou seja, (Rx, Ry) = (z,y) e assim ||Qz|| = ||z|.



1. Mostre que os autovalores da matriz
0 1
A=

si0 1 ¢ —1 e que uma base ortonormal de auto-vetores ¢

(vavE) [ viva
o=\ e "2

2. Dadas a matriz

V2 V2
[@1:[35 ﬁ]
2 2

cujas colunas s3o g1 e go, a aplicagio linear Q : R? — R? definida
por Q(z) = [Q]r ¢ a fungio f : R? — R f(x) = 2t Ax = 21179,
determine

foQy) = fyriq1 + y2q2)-

No Exemplo 1.50 tem-se que o grdfico da fungdo (ndo linear) f ¢ uma rotagdo do
graficode f o @ (a qual ¢ uma sela de cavalo) como mostra a figura a seguir:



Figura 1.11: Grafico de f o Q(y) = f(yaq1 + ¥2q2) = v} — v3

1.5.1. Extremos locais

De Caleulo I sabemos que os extremos locais de uma fun¢io suave sao pontos criti-
cos damesma. Isto & se f: (—€,€) C R — R ¢éuma fungio suave e p € (—¢,€), ¢
um mdximo ou minimo local de f, entao f'(p) = 0.

3

Porém a fungio f(z) = x° nos mostra que nem todo ponto critico ¢ um ponto

de maximo ou minimo local (de fato, f/(0) = 0 e x = 0 nio é nem maximo nem
minimo).

Isto motivou a procura de critérios mais precisos como, por exemplo, o Criterio
da segunda derivada:

Sejap € (—¢, €) é um ponto critico de f (ie., f/(p) = 0). Temos:

L se f”(p) > 0 entdo p ¢ minimo local,
2. f"(p) < 0 entao p é miximo local;

A prova se baseia no uso da formula de Taylor, i.c.,

f(x) = fp)+ f'(p)(x —p) + %f”(p)(w —p)* + R(z — p)

onde z esta suficientemente proximo de p e lim £ =0
T—p (z—p)



De fato, se f'(p) = 0e f’(p) > 0, entdo, dividindo a Formula de Taylor por
(x — p)? temos:

flx)—f(p) 1 R(z —p) 50
)

(z—p? 2/ W)+ (z — p)?

2
e, assim, f(x) > f(p) para z proximo a p (p ¢ minimo local).
[remos aqui generalizar tais argumentos para funcdes sobre abertos de R™.

A funcio f(r) = 222 — 2* tem um ponto critico em p = 0 ¢ a reta tangente
a0 gr:iﬁco de fem péoeixox. Parax préximo ap afuncio f é aproximada

por h(z) = 3 f"(p)(a — p)* = 22

6
y=1/2 f{"(0)x*

4

-2

f(x)=2x2 - x*

Figura 1.12: Grafico de f(x) = 222 — 2% sua reta tangente em p = 0 ¢ sua
aproximagao quadratica

Sejam U um abertode R™ e f : U C R™ — R funcio diferenciavel, dizemos
quep € U ¢ ponto de minimo local (interior) se existe € > 0 tal que Vo €
Be(p) C U temsse f(x) = f(p).

Analogamente, ¢ € U ¢ ponto de maximo local (interior) se existe € > 0

tal que Vo € Be(q) C U tem-se f(x) < f(q).



§ 1.5. Hessiano e extremos m

Exemplo 1.54.
Dado f(x) = 223 + 223 — (2 + 22323 + 23), ¢ possivel observar na fi-
gura a seguir que p = (0, 0) ¢ ponto de minimo local de f.

Figura 1.13:

Proposicao 1.55.
Sejam f: U C R™ — R uma fungdo diferenciavel e p € U um ponto de minimo
ou mdximo local (interior). Entdo p ¢ ponto critico de f, ie., V f(p) = 0.

Demonstragdo. Dado v, € TyR™, considere uma curva suave a : (—¢,€) — U tal
que /(0) = vp. Seja h = f o &. Como p ¢é mdximo ou minimo local, entao t = 0

¢ maximo ou minimo interior de b = f o a, logo

0=1'(0) = (Vf(p),a/(0)).

Como isto vale para todo vetor tangente concluimos que V f(p) = 0. O

Exemplo 1.56.
Dado f(x) = —2? — 23+ 2, p = (0,0) ¢ ponto de maximo interior ¢, por-
tanto, ponto critico. Note que o vetor normal do plano tangente ¢ N =

(—8—f(p), ﬂ(p), 1) = (0,0,1), logo, o plano tangente ¢ paralelo ao

o1 ~ Dzs

plano de equacio {z3 = 0}.




Figura 1.14:

Mas, se de um lado todo ponto de maximo ou minimo interior ¢ ponto critico,
nem todo ponto critico ¢é ponto de maximo ou minimo local. Assim, tal como em
Calculo I, precisaremos de critérios mais finos para classificar pontos criticos, i.c.,

determinar se eles sio de maximo, de minimo ou sela.

No grifico de f(x) = SC% — x% + % se observa que p = (0, 0) nao ¢ maximo
nem minimo local.

Figura 1.15:



Seia f: U C R™ — R funcdo de classe C. Entdo:
'] ¢

£(2) =5 () + dF @)z~ p) + 5z — p)'Hess f(p)(x — p) + Rz~ p)

=f(p) +(Vf(p),(x —p)) + (Hess f(p)(z — p),x — p) + R(z — p)

onde lim f(ffp 2) =0.
x—)p € p”
Seja f : U C R? — R de classe C2. Entdo

Py(x) = fo)+ |2m) 20 [Ziiﬂ

| oo (V) g (0) [x —pl]
+ 5 [xl —pP1 T2 _p2] [5)3126]‘;2(1)) 35225;2 (p) To — P2
= 10+ 2@+ G-
2 2
b A )~ )+ () — )z~ )
1 0*f 2

+ 5811261,2(10)(1:2*]72)

O Teorema 1.58 garante que o polinémio

Pox) = F(p) + df () — p) + 5z — p)'Hess f(p)(x — ),

chamado de polindmio de Taylor de grau 2 em torno de p, aproxima a funcio f
numa vizinhanca de p.
Alem disso, se p for um ponto critico de f, entdo a forma quadratica

1

h(w) = 5 (z — p)'Hess f(p) (= — p)

aproxima a funcio. Isso sugere que, tal como em Calculo I, classificar pontos criticos
esteja relacionado com a compreensio da segunda derivada.
Note que no Problema 1.48, P, em torno de p = (0, 0) coincide com a propia

funcao de f.



Seja f(z1,22) = 223 + 223 — (2] + 22323 + 23). Considerando p = 0
temos (pelo Problema 1.48) que Py(z) = 223 + 223

Note que (pela ﬁgura) p = (0,0) é um ponto de minimo e assim um
ponto critico, ie., Vf(p) = (0,0). Logo, o plano tangente ao grifico de f
emp¢{zz = f(p) =0}

A Férmula de Taylor garante que, proximo a p = (0, 0) o grafico de f ¢

aproximado por h(z) = 3 (z — p)'Hess f(p)(z — p) = Pa(x).

graficode h
araficode f

Figura 1.16: Grafico de f(x1,22) = 21‘% + 21’% - (lel + 2$%$% + x%), plano
tangente ¢ aproximagao quadratica

1.5.2. Critérios de classificacdo de pontos criticos

Seja f : U CR™ — R de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico (ice,
df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) Se todos os auto-valores Aj de Hess f(p) sdo positivos (i.e., Aj > 0), entdo
p ¢ minimo.

(b) Se todos os auto-valores A; de Hess f(p) sdo negativos (i.e., A; < 0), entdo
p ¢ maximo.

(c) Se parte dos auto-valores A; de Hess f(p) sdo positivos, ¢ a outra parte ne-

gativa, entdo p ¢ sela.



A fungio f(x) = x% + $% + % tem um minimo local em (0, 0). Observe que
Hess f(0,0) tem 2 como autovalor de multiplicidade 2.

Figura 1.17:

A funcio f(x) = —a? — 3 + 2 tem um maximo local em (0,0). O
Hessiano de f tem um tnico autovalor —2 de multiplicidadc 2.

Figura 1.18:

Por outro lado, a fungio f(z) = 3 — 23 + 2 nio tem nem méximo nem

minimo no ponto (0,0). De fato, os autovalores de Hess f(0,0) sio 22 —2.



Figura 1.19:

Prova do Teorema 1.61. Vamos supor inicialmente que p esta na origem, f(p) =0¢

0 <A <Ay <o < Ay, 50 0s auto-valores de Hess f(p).

PCIH formula dC Taylor temos:

(&) = 5 (@) Hess [ (p)(2) + R

Pelo teorema Espectral

A0 0 0
0 X O 0
Q'Hess f(p)(@)Q = | 0 0 X 0 =a
0 0 0 A

qm] ¢ a matriz ortogonal cujas colunas sio os autoveto-
s Am

onde @ = [q1 @
, Gm de Hess f(p)(x) associados a A1, Ag, ...

res (ortonormais) q1, qo, - . .
Sejamy;, 1 < ¢ < m, as coordenadas de  com respeito a base {q1, ¢2, - .., gm },
ou seja,
T=y1q1 +y2q2 + - + Ymam = QY, )
Y1
Y2
ondey = | .

Ym

Substituindo nas duas equagdes acima temos:



f(x) =y'Q'Hess f(p)Qy + R

2
1
=5 (Q'Hess f(p)Q)y + R
1
=§yt1\y +R
1
:i (Aly% + /\ng +---+ /\myzn) + R ()

Dividindo por ||z = ||y|? temos:

f(z)

>0
2

> =+

R
2

para & proximo a p ou seja p ¢ minimo. O

1
2

Entendido o fendmeno, podemos desenvolver um critério mais facil de ser im-
plementado (no qual nao sera necessario calcular os auto-valores explicitamente,
mas apenas ter uma maneira de detectar seus sinais).

[remos explorar o caso particular de dimensao dois.

Seja f : U C R? = R de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico (i.e,

df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) Sedet Hessf(p) > 0e¢ %(p) > 0 entdo p ¢ minimo.

(b) SedetHessf(p) > 0e¢ %(p) < 0 entdo p é mdximo.

(c) Sedet Hessf(p) < 0 entdo p ¢ sela.

A demonstragﬁo d'cl pl‘OpOSigﬁO segue como €aso particular dO teorema anterior

¢ dO teorema comentado a seguir.

°O leitor pode verificar a obtecio de (k) e (%) usando operagdes basicas de matrizes, comegando
por dimensdes baixas.



Considere uma marcriz simécrica A. Entdo as seguintes aﬁrmagées sao equivalc’mcs:
1. Os auto-valores de A sdo todos positivos (e, \; > 0);
2. 2tAx >0, VY # 0 (A ¢ positiva-definida);

3. det Ax > 0 para todas as submatrizes Ay, a esquerda, i.c as matrizes k X k
definidas como (ag)ij = aij para0 <i < ke0 < j <k

Por exemplo, se m = 2 ¢ A = Hess{f(0), entio A; = [%(0)] e Ay

Hess £(0), ¢ assim re-obtemos as hipdteses do item (a) da proposicao anterior.

Podemos também dar uma prova alternativa do Corolario 1.63 seguindo um argu-
mento geométrico. Suponha que hipétese (a) seja verificada. Como det Hess f(0) =
AtAg > 0 cemos Ay > 0, 2 > 0ou Ay < 0, Ay < 0. Assim pela demonstra-
¢do do teorema anterior, o grdfico S da fungao h(z) = z'Hess f(0)z ¢é um pa-
raboloide eliptico para cima (se A; > 0) ou para baixo se (\; < 0). Para decidir
qual das opgoes observe que o grdfico de h(z1,0) = x%%(()) descreve a para-
bola C = SN {332 = 0}. Como esta pambola e/pam cima (pois por hipét@se
6822;1 (0) > 0), 0 grafico de S ¢ para cima. Logo Ay > 0, Ag > 0 ¢ pelo Teorema
anterior, 0 ¢ ponto de minimo. Os outros itens se provam de forma similar.

Considere f : R? — R funcao definida como f(x1, z2) = 2(2x1—x%)(2x2—
m%) Determine e Classiﬁquc 0s pontos criticos.



Figura 1.20: Grafico da fun¢io do Problema 1.66, onde podemos observar que (1, 1)
¢ ponto de maximo local, e os pontos (0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2) sio pontos de sela

Quando temos f : U C R? — R fungdo de classe C3 onde (0,0) € U ¢ ponto
critico, temos que o plano tangente do grdfico em (0,0, f(0,0)) ¢ paralelo a {x3 =
0}. Neste caso, K (q) = det Hess £(0,0) = Aj A2 é chamada Curvatura de Gauss
no ponto ¢ = (0,0, £(0,0)). Assim se K(q) > 0 o grafico de f ¢ aproximado por
uma paraboloide eliptico e se K (q) < 0¢aproximado por um paraboloide hiperbolico
(sela de cavalo).

Mais geralmente, dado um grafico S qualquer e ¢ € S podemos, apos movimento
rigido, descreve-lo (pelo menos localmente) como um novo grdfico de uma fungao h em
relagdo ao plano plano tangente TyS. Assim o conceito de curvatura de Gauss pode
ser definido para qualquer ponto g € S bem como sua interpretagdo geométrica.

1.5.3. Férmula de Taylor de ordem maior

Sejav = (1)1, RN vm) vetor em R™. Considerando o conjunto de todas as fung(’)es
de classe CF em U C R™ (denotada por C*(U)) podemos criar uma aplicacio
linear T : Ck(U) — Ck_l(U) definida como

Em Cilculo II e Fisica costuma-se denotar v - V = T e assim

ik 0
v-V = V;—



f:

Com tal 1’10t21§§.0 podemos VCl‘iﬁCle‘ que

%thess f(p)v = %(U : V)2f(P)-

(1.5.2)

Afim de verificar Equagao 1.5.2, facamos a conta para o caso particular em que

UcCR?2 SR

(v-V)(w-V)

0 0

flp) = (vli + 1)27)(1”1871 + wa

8%1 83:2
2 2

(p) + viws

0% f 82f
D12071 (p) + vaws

+  vown

= [v1 v 8%128]3:1 8%228;”1

O0x10x2 <p) dx2072 (p)

= v'Hessf(p)w

8x18x2

01‘2833‘2 (p
a2 a2
L (p) 2L ()

Seja f: U C R™ — R fungdo de classe CFHlpeUecv=(x—p). Endo:

flo+p) = [flp)+(v-V)f(p)
+ 5 V2 0)
+ 591 I)
+ o))
+ “ e
+ V)
+ R(v)
Onde lim,_sg f(v) =0



A notagdo v-V ¢ muito sugestiva em espagos Eucidianos pois evoca a ideia do produto
. . 7/ /. / /. !/ .

interno de v com V e assim ¢ facil de ser lembrada. Porém no proximo capitulo iremos
substitui-la em variedades M pela notagdo ve para destacar que tal operador ndo
depende da metrica (e assim ndo deveria evocar notagdo do gradiente, objeto que
necessita de métrica). Também como serd discutido ao ﬁnal do préximo capfrulo, a

notagdo ve sera utilizada em Teoria Geométrica de Controle.

1.5.4. Maéaximos e minimos absolutos

. ! ! ! . ! . ! .
Em certos casos particulares ¢ possivel at¢ determinar maximos ¢ minimos absolu-

tos. Para isto usaremos o seguinte resultado:

Sejam f: U C R™ — R uma funcdo continua e K C U um conjunto fechado e
limitado (ou seja fechado tal que K C Bg(0)). Entdo a funcdo restrita f| g possui
um valor mdximo e um valor minimo.

O Teorema 1.70 sugere o seguinte algoritmo:
Passo 1: Determinar pontos criticos no interior de £;

Passo 2: determinar candidatos a maximo ou minimos de f|8K (ex, via parametri-

za¢oes ou multiplicadores de Langrange)

Passo 3: comparar os candidatos determinados nos passos anteriores.

Seja f : R? — R definida como f(z) = 223 + 71+ 23 —2e¢ K = {z €
R? lg(x) = 1:% + x% < 4}. Vamos determinar os valores de mdximos ¢

minimos absolutos de f|x seguindo o algoritmo anterior.

Passo 1: A solugio do problema V f(x) = (0,0) para  no interior de K ¢
1
Tr = (_17 0)

Passo 2: Para determinar candidatos a maximo ou minimos de f|gx usaremos



neste exemplo multiplicadores de Langrange.

(4x1 4+ 1,220) = Vf(z) = AVg(z)= \(2x1,222)
4 = 23+ .’IJ%

Cujas solugées sio: (2,0), (—2,0), (—%, \/7175), (—%, —@)

Passo 3: Avaliando f nos pontos obtidos nos Passos 1 ¢ Passso 2 concluimos:
—% = f(—1%,0) ¢ valor minimo absoluto, ¢ f(2,0) = 8 valor méximo ab-
soluto.

Note que, como se mostra na figura a seguir, o ponto (2,0) ¢ um ponto
de maximo global de f|g que esta no bordo de K ¢ nio ¢ um ponto critico

de f.

( 1/4,0, -17/8)

Figura 1.21:

Por motivos didaticos estaremos considerando aqui sempre M = g_l(c) uma su-
U I . ~ 3
perficie regular onde ¢ sera um valor regular de uma funcao g : U C R® — R.



Ap6s vermos o conceito de plano tangente de uma superficie de nivel M seria
natural nos perguntarmos por objetos que mecam quio diferente localmente a su-
perficie possa ser de um plano. Uma possivel abordagem seria olhar o vetor normal
unitarion = ”g—gH ¢ nos perguntarmos quao rapido ele gira. Ou seja pensando nele
intuitivamente como uma alavanca (ou um Joystick de videogame) gostariamos de
ver quio rapido ele muda de posi¢ao. Claramente se ele nunca mudar de posi¢io
ou scja se sua derivada for zero, entao M ¢ (ou pelo menos parece ser) um plano.

Isto nos motiva a definir o seguinte opcrador

Dado um superficie regular M? =g (c)emR3e campo unitarion = Hgig\\

podemos definir a aplicacdo simétrica 877 :TpM — T, M como
Sp(X) := —=DnpX =: Dxn(p)

chamada operador forma (shape operator) ou Weingarten operator.

A dcﬁnigio acima claramente demanda varias Cxplicagécs.

A primeira seria porque este operador de fato ¢ um operador linear de T, M para
T, M. Para ver isto considere uma curva t — a(t) € M comd/(0) =X € T,M.
Podemos entao definir a fungio f(t) = (noa(t),noa(t)) = 1. Ao derivar f em

t = 0 concluimos que:

0= f'(0) =2(-8,X,n(p))

A equacdo acima entdo implica que de fato Sy : T,M — T, M

A segunda explica¢io que deveriamos dar ¢ porque a aplicagio S, : T, M —
T, M ¢ simétrica (e talvez porque este incomodo sinal de menos). Como isto exige

um pOLlCO mais dC contas, coloqucmos csta CXPhCﬂgﬁO ¢m um pcqucno 1CIT1’A.

Sy(p) : TyM — T, M ¢ de fato simétrica.



Demonstragao.

<S77X7 Y> =

[gualdade (%) segue definindo f(t) = (no a(t),Y o a(t)) = 0 e derivando em
t =0 (ou seja alterando levemente o truque acima discutindo). A igualdadc ()
seguira da expressao 1.3.5 para o campo colchete. O

Uma vez definido o operador forma, podemos tentar medir quanto ele difere
de zero, ¢ assim tentar estabelecer uma medida de quanto M difere de um plano
(pelo menos localmente). Por ser um operador simétrico nada mais natural do que

olhar para seus autovalores.

Os autovalores Ay ¢ Ag de Sy (p) : TpM — T, M sio chamados curvaturas
principais.

Antes interpretar o signiﬁcado destes auto-valores, reformulemos o que vimos
na demonstragﬁo do Teorema 1.61.

Sejah: U C R? — R funcdo de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico
(i.e, dh(p) = 0) e que os autovalores A; de Hess h(p) sejam diferentes de zero, i.c,
det Hess h(p) # 0.

(@) Se A1 - Ao > 0 o grdfico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por um
paraboloide eliptico.

(b) Se A1 - Ao < 0 o grafico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por um
parabolide hiperbdlico.



Seja M o grafico em R3 de uma funcao h : U C R? — R suave tal que (0,0) €
U, h(0,0) =0e Vh(0,0) = (0,0). Temos entdo:

(@) T(o,0,00M =R? x {0},
(b) sen(0,0,0) = (0,0,1) entdo Sy(v,0) = (Hess h(0,0)v,0), onde S,
¢ 0 operador forma.

(c) As curvaturas principais em p sdo auto-valores A1 e Az do Hessh(0,0) ¢
assim M pode ser aproximado por um pamboléid@ erpEico (respcctivamente
paraboloide hiperboloide) se Ay Ag > 0 (respectivamente se A1 A2 < 0).

Demonstragdo. (a) Ao definir g(x) = x3 — h(x1,x2) temos que o vetor normal
Vg(z) = (_g%, —g—x’;, 1). Assim (0,0,0) = Vg(0,0,0) = (0,0,1) ¢ conse-
quentemente o plano tangente em (0,0,0) ¢ R? x {0}.

(b) Definamos a parametrizacao (21, x2) = (21,22, h(1,22)) ¢ com cla
vetor normal e sua representacio em uma parametrizagio (ou seja 7 0 ¥ = 7)

(—hgy, —hgy, 1)

7] T1,T2) =
il ) VhZ +h2, +1

onde hy, = —%. Seja @ = 1(@&). Temos entdo:
) d_ .
S (0) =~ L0600

d 1/2 0
=— %((hm1 0 &(t))® + (hay 0 &) +1) " 77|,_, |0
1

d _hwl o d(t)

+— | —hg, 0 &(t)

dt
1 t=0




lembrando que &/(0) = (&} (0), a5(0), 0)

(¢) segue direto da Proposicao 1.75. O

Agora que temos uma interpreta¢io do que sdo as curvaturas principais no caso
particular descrito acima, podemos observar que toda superficie M = g~1(c) pode
ser rodada e localmente na Vizinhanga do ponto P recaimos na situagao descrita
na Proposi¢o 1.76. Assim a proposi¢do acima motiva a defini¢ao de curvatura de
Gauss a seguir e imphca o corolario aprcscntado abaixo.

Dado uma superficie regular M = g~1(c) e sejam A1, A curvaturas prin-
cipais associadas a n(p) = Hgig“(p). A curvatura de Gauss em p € M ¢
definida como K (p) = A1 - Aa.

Seja M = g~1(c) superficie regular.
(a) Se K(p) > 0entao M ¢ aproximado (perco de p) por um paraboloide eliptico,

(b) se K(p) < 0 entdao M ¢ aproximado (perto de p) por um paraboloide hiper-

bolico.

Note que embora os sinais das curvaturas principais possam depender da escolha do
sentido do vetor normal unitario ) (ou seja para ) = —n, A; = —\;) a curvatura
de Gauss nao depende da escolha do sentido do vetor 1.

Utilizando diretamente a defini¢io de S, determine as curvaturas principais
e curvatura de Gauss de um plano em R3 e da esfera (candnica) S?(r) de raio

r e centro zero em R3 com vetor normal apontando para fora.

Para exemplos mais complicados, podemos calcular explicitamente curvaturas
principais e curvatura de Gauss via parametriza¢io, mas, antes de formalizar isto,
precisamos do conceito de segunda forma, que nio ¢ mais que a aplicacio bilinear
associada ao operador de Weingarten (que, como vimos, ¢ uma aplicacao linear
autoadjunta)



Seja M C R2 uma subvariedade mcrgulhada. A forma quadratica 17, :
LM — R definida por

Iy (X) = (5y(X), X)), (1.6.1)

é Chamada de segunda forma fundamcntal.

Sep : U C RE — M ¢ uma parametrizagio de M., 1 vetor normal ¢ 7j definido
como 1) = 1 © 1. entdo os coeficientes da segunda forma fundamental estao dados
por

bij = <_ﬁfﬂi7¢1'j> = <ﬁa ¢ui,uj>-

Sejam M superficie mergulhada em R3 ¢ Gij € bij os coeficientes da primeira e se-
qunda forma, respectivamente. Entdo:
O

(a) arepresentagdo matricial do operador forma esta dada por

1S, = 1 g —gio| [bin biz|
T giigee — 93 |—921 g1 | [ba1 ba2]’
12

(b) a curvatura dt’ Gauss 6/ dada pOT

~ bi1bog — b2
K(z1,2) = ———2;
911922 — 912
(¢c) amedia das curvaturas principais, H = )‘1'5>‘2, ¢ calculada em coordenadas

como:

?

i 1 (b11g22 — 2012912 + g11b22
(331,332) - 5 )
911922 — 979

(d) e as curvaturas principais por \j = H £ VH? — K.



Demonstragdo. Sejam a;; ﬁmgées tais que:

_77271 = allwrl + anwa
_7712 = a12¢:rl + a22%2

Multiplicando tais equagdes por 1), temos:

bun bia| _ |91 g12| [ann ax2
bo1  bao 921 go2| |a21 a2
a qual implica o item (a).
No caso dos itens (b) ¢ (c) basta observar que K = det[S,] ¢ H = tr[S;)]
(deixamos o calculo explicito aos leitores).

Para demonstrar (d) observe que o calculo dos auto-valores de S, pode ser feito
calculando o polinémio caracteristico da matriz [S,)] = [a;;] Assim,

0= P(\) = det([S,] — Md) = N> — tr[S,] A + det[S,] = N> —2H A+ K. [

Considere M uma superficie de revolugio em R3. Temos entio a parametri-
7a¢ao

W(t,s) = (T(t) cos(s), r(t) sin(s), h(t))
onde t — B(t) = (r(t), h(t)) ¢ a curva geratriz com || 3'(t)]| # 0.

a/liz) / / . /
WYy = i (r'(t) cos(s), r'(t) sin(s), h'(t))
Yg = Zf = (—r(t)sin(s), r(t) cos(s),0)

LOgO a métrica c¢m coordenadas é:

[P+ @) o
7] = 0 (r(1)?

Para calcula b;; primeiro calculemos o vetor normal.

Wy X P _ ( —cos(s)h/(t), — sin(s)h’(t),r’(t))
[P X s (R)2 + (1')2

ﬁ(tv 5) = ’



Em seguida calculemos as derivadas segundas:
2
e = T8 = (17 (1) cos(s), " (1) sin(s), B (1)

2
O (i(t)sin(s), ¥ (2) cos(s), 0)

7plfs Otds
2
Vs = ?921/) = (—r(t) cos(s), —r(t)sin(s), 0)
b L [reR@Erere o
Y (W2 + (12 0 r(t)h'(t)

Usando o item (b) da Proposi¢ao 1.83 podemos calcular a curvatura de

Gauss.

KO) = T N GOS0
—r"(B)(W(£)* + ' () (DR ()
r(t) (7 ()2 + (W(1))2)*

Analogamente, pelo item (c) da Proposi¢ao 1.83 segue

1
He) =5 e + o))
x—wamxw+WGM%w>mwﬂ+<<@» (1)) O (1)
(r'(t))? + (W (t))?
R 0)? + (0P OB () + () ()R () + r)( (1)
22 (7 (D)2 + (W(0))?)

Finalmente, se a curva (3 estd parametrizada por comprimento de arco, ou



|/3’H =1, segue

seja,

K(p) =

Recordamos no Teorema 1.43 o classico teorema de multiplicadores de Lagrange,
que garante uma condi¢do necessdria para que a restri¢ao de uma fun¢io © em um
variedade regular M = G~1(¢) tenha maximo ou minimo em um ponto p € M.
Porém tal critério nio garantiu que de fato a Solugﬁo s€ja um ponto de maximo
ou minimo i.c., ¢ um critério necessario porém nio suficiente para existéncia de
maximos ¢ minimos. Nos problemas classicos de multiplicadores de Lagrange, as
fungoes u, sao particulares o suficiente para admitirem apenas nimeros finitos de
candidatos a maximos ¢ minimos, entdo comparando-se os valores ¢ usando com-
pacidade de M estabelece-se que o valor menor ¢ de fato o minimo absoluto ¢ o

valor maior o maximo absoluro.

Recordaremos aqui o critério de Hessianos orlados (ou bordered hessian) o
qual garante se um ponto criticio ¢ € M ¢ maximo ou minimo local da funcio
restrita a variedade M.

Utilizaremos esta discussio para jz’l introduzir o conceito de conexio Rieman-
niana associada a métrica induzida do ambiente. Por motivos puramente didaticos
estaremos considerando aqui sempre S = g~ !(c) uma superficie onde ¢ serd um
valor regular de uma funcio g : U C R3 — R. Embora de fato seja possivel em
um ponto critico falar de Hessiano intrinsico sem envolver a estrutura gcométrica
(métrica induzida), utilizando apenas os colchetes dos campos, achamos que esta
seria uma boa oportunidadc para introduzir o conceito de dcrivagio intrinsica e

ver como ele pode ser uma ferramente util.



1.7.1. Motivac¢ao e o Teorema do Hessiano Orlado

Sejam u : R3 - R funcio definida como u(z) = %()\1$% + )\Qx% + )\31‘%), a
superficie S = {z € R®|g(z) =21 =c}, p = (¢,0,0) e f = ulg. Desejamos
saber se p ¢ ponto de maximo ou minimo local de f e a0 mesmo tempo motivar a
apresentacao do critério da Hessiana orlada.

Facil ver que
. f(l’Q, 1‘3) = %()\102 + )\2%’% + )\31‘%)
- grad £(0,0) = (0,0)

+ Hess f(0,0) = [)E)Q /{)] Assim p ¢ maximo local de fse Ao < 0,23 <0
3

e ¢ minimo se Ay > 0, A3 > 0

. . / . . -~ ! .
Fizemos uma conta intrinsica. Mas e se qulsermos fazer uma conta extrinsica,

i.c., usando u? Primeiro notemos que
Vu(p) = (Mec,0,0) = AVg(p) = A(1,0,0)

Ou seja, por multiplicador de Lagrange, p ¢ o candidato para ser maximo ou mi-

A 0 0
nimo. Note também que Hessu(p) = | 0 A2 0 | e assim contém informa-
0 0 A3

¢30 a mais, i.c ndo precisamos saber sinal de A1. Suponha que voce esteja ensi-
nando um computador a se livrar da informacio adicional (ie., A;). Um bom

truque ¢ usar a seguinte matriz orlada (colocando Vg(p) = (1, 0, 0) no bordo).
o Uame o] oo
H3 = Hessu = ! eHoy= 1|1 XN O

0O 0 X O 0 0 A

0 0 0 M\ 2

Visto que det Ha = (—1)Ag e det Hg = (—1)A2A3 concluimos que:
« Sedet Hy < 0cdet H3 < 0, entao p ¢ minimo de f (Ao > 0, Az > 0).
« Sedet Hy > 0edet Hz < 0, entdo p é maximo de f (A\y < 0, A3 < 0).

O truque da matriz orlada parece ser bom no caso em que a supcrﬂcic S éum
plano. Mas se S nio for um plano? (vide Observacao 1.6) Se S tiver curvatura
diferente de zero? Para lidar com tal questao no lugar de usar Hess u(p) precisare-
mos em gera] usar uma outra matriz simétrica i, relacionada ao conceito Hessiano

Riemanniano (o qual vamos discutir dentro em breve).



Sejam S = {x € R3 ‘ g(x) = c} supcrﬂcic rcgular ep € Seral que
Vu(p) = AVg(p), onde u e g sio suaves. Definimos:

H = Hessu(p) — AHess g(p)

Antes de discutir mais sobre H vamos apresentar o resultado desta se¢io que foi
ilustrado pela nossa motivacao.

Sejap € S com Vu(p) = AVg(p). Suponha que %gl(p) # 0.
. Sedet Ho < 0c¢det Hg < 0 entdo p é minimo local de f.
. Sedet Hy > 0 c¢det Hz < 0 entdo p ¢ mdximo local de f.
onde 5 5 5
, 0 32 750 7=
s = 7o-(p)  Hn Hiso Hys

aaf (p) Hx Hyo Hys
29 (p)  Hs ZED H3s

9 P

0 3Z(p) z=(p)
Hy = aaxgl(p) Hy Hi
a%(p) Ho Hoo

As vezes H pode ser expresso com outra notagdo. De fato, seja L - R?xR — R
fun(_;do, deﬁna

LA z) = u(z) — AMg(x) = ¢).
Entao
VLA z) = (9(x) — ¢, Vu(z) — AVg(x))
Se Vu(p) = A Vg(p) entdo H coincide com a matriz 3 X 3 esquerda superior de



Hess L(p, A). Observamos também que como H ndo ¢ positiva definida ou negativa
definida, o Teorema 1.86 ndo ¢ corolario direto do Teorema 1.64 ¢ Corolario 1.63.

1.7.2. **Ideia da Prova
Derivada Intrinseca e o Hessiano Riemanniano

Inspirado na discussio do gradiente Riemanniano grad f(p) podemos nos pergun-
B S >,

tar: Dados campos X ¢ Y tangentes a superficie S como derivar X na direcdo de Y de

forma que o resultado continue tangente a S? Afinal mesmo que os 2 campos sejam

-
tangente a .S, Dy X pode nio ser tangente a S. A solugdo sera considerar a parte

tangente de D?X:.

Dado campos X,Y € X(S) definimos o operador V : X(5) x X(S) —
X(S) como

— —

VyX(p) = Dy X(p) — <Dy)f (p)

Vg(p) > Vg(p)
Vel / IVap)ll

Tal opcrador sera chamado conexdo Riemanniana associada a métrica indu-
zida.

S
Uma vez que sabemos derivar campos X tangentes a .S, podemos derivar o
grad f, definindo o conceito do Hessiano intrinsico ou Riemanniano H(p).

H(p)(X,Y)=(Vxgrad f,Y), X,Y € T,S

Sejap € S, com grad f(p) = 0.

+ Se H(p) ¢ positivo definido (i.e., tenha auto-valores positivo). entdop € S ¢
ponto de minimo local.

« Se H(p) ¢ negativo definido (i.c., tenha auto-valores negativos). entdop € S



/ /.
¢ ponto de maximo local.

De volta a discussdo extrinsica

A Proposicao 1.90 ja resolve, pelo menos em teoria, nossa questao de determinar se
um ponto critico ¢ ou ndo um ponto de maximo ou minimo local. Por¢m na pra-
tica aplica-la diretamente para fazer uma conta, pode ser uma ma ideia. Primeiro
trata-se de uma conta intrinsica. Teriamos que sempre parametrizar a superﬁ/cie de
nivel? Segundo ede fatoa questdo mais séria (que ji aparecia no problema an;ﬂogo
em R2) ¢ que se sO necessitamos saber os sinais dos autovalores, deveriamos ter um
algoritmo onde esta informacao fosse obtida sem gastar tanto tempo para calcular
explicitamente algo que de fato nao vamos utilizar. Cabe lembrar que nossa dis-
Cussao para supcrﬂcics podc (eé) gcncralizada para dimensées maiores, ¢ assim o
tempo gasto para calcular auto-valores pode ser relevante. A dlgebra linear nos da
um critério para resolver este tipo de questao. Entdo nosso objctivo sera converter
nossa conta intrinsica para uma conta extrinsica (vide Exercicio 1.91 e Proposic¢do
192) e adpatar um critério de algebra linear (vide Proposicao 1.93) para determinar
os sinais dos auto-valores, provando assim o Teorema 1.86.

Usando a deﬁnigﬁo de H ¢ possfvel resolver o prbximo exercicio:

Para todo X, Y € T,,S

Vi), Y9
RZINAZ]

H(p)(X,Y) =Hessu(p)(X,Y) — < (p)>Hessg(X,Y)

No caso em que Vu(p) = AVg(p), notamos que H|1,5x7,5 = H(p) Assim

podemos reformular a Proposicao 1.90 da seguinte maneira:

Sejap € S tal que Vu(p) = AVg(p) (ic, grad f(p) = 0). Entdo:
. Se H|TPS><TPS épositivo deﬁnido, entdop € S éponto de minimo local.
. Se H|T,,S><TPS ¢ negarivo dcﬁnido entdop € S éponto de madximo local.

A préxima proposi¢ao de Algebra Linear pode ser demonstrada usando a macriz
apresentada na motivagdo, o teorema espectral ¢ a lei de inéreia de Sylvester



Seja A matriz simétrica e Suponha que existe um plano V tal que a aplicagdo bilinear
associada a A restritaa V-x V seja também simétrica. Ou seja existe aplicag‘do
siméerica H = V. — V tal que YTAX = Y'HX para todo X, Y € V. Vamos
tambem supor que H ndo seja degenerado. Seja w vetor normal a V. Suponha que

w1 7& 0.
(a) Sedet Ay < 0edet Ag < 0 entdo y* Az|y v ¢ positivo definido.

(b) Sedet Ay > 0edet Az < 0 entdo y* Az|y v ¢ negativo definido.

0 w1 w9 ws
- = |wr A A Az
A=AZ 0 An An As
w3y Azr Azz Asz
0 w1 wo
Ay = (w1 An A
wy Az Aa
w

Demonstragdo. Seja a base {q1, 2,3} como q1 = Tl Hagas = Xogo e Has
A3q3. Temos entio que Aqo = b1ag1 + Nogo e Agz = bi3q1 + A3qs, onde bia
(A(q1), q2) e biz = (A(q1), g3). Definamos agora base para R* g, = (1,0,0,0),

G; = (0,¢;), parai = 1--- 3. Definindo @ a matriz ortogonal com colunas g; nao
¢ dificil verificar que:

0 Jw| 0 0

5 o o] cr bz bis
QAQ=5= 0 bia X O
0 bi3 0 A3

Por escalonamento ( analogo a decomposicao LU), e utilizando o fato de Ag ¢ A3
serem diferentes de zero temos que B ¢ conjugado a:

0 Jw|l 0 O

_{llwll éx 0 0
¢ = 0 0 X O
0 (] 0 )\3



Por outro lado ao escalonar diretamente A temos que A ¢ conjugada a

0 w; 0 0
w0 0 0
D=10 0 4 o
0 0 0 dy

Uma vez que B ¢ D sio equivalentes, temos pela lei de in¢rcia de Sylvester, que
sinal de dg e d3 sdo iguais a Ag e A3, respectivamente. A hipotese do item (a) e
argumento usual de decomposi¢ao LU implicam que dg ¢ dg tem sinais positivos
e assim Ag e Ag sdo positivos. De forma zm:'doga a hipétese do item (b) implica que
d2 e d3 tem sinais negativos e assim Ag e A3 sdo negativos.

O]

Proposi¢oes 1.92 ¢ 1.93 implicam 0 Teorema 1.86.
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