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Este livro  foi escrito com dois objetivos em mente.

Nosso primeiro objetivo ¢ apresentar um curso de Calculo Avangado (vide Capi-
tulos 1,23 ¢ 4) via uma abordagem geométrica ¢ interdisciplinar, tentando sempre
intercalar teoremas e resultados mais avancados da Matematica com exemplos e re-
sultados vistos em disciplinas de Calculo Diferencial e Integral de varias variaveis.
Além dos tépicos usuais de uma disciphna de Calculo Avangado (teoremas de imer-
sdo, submersdo, do posto, de Frobenius, de mudanga de variaveis, de Fubini e de Stokes para
formas diferenciais) apresentamos tépicos como gmdiente descendente e suas aplicagécs
em Aprendizagem de Maquina (vide Capitulo 1), curvatura de Gauss e suas relagoes
com Hessiano (vide Capl’tu]o 1), Controle Geométrico (teorema de Stefan-Sussmann
no Capitulo 2 ¢ principio do maximo de Pontryagin no Capitulo 4) relevantes em
Engenharia Mecanica ¢ Economia, além da linguagem Hamiltoniana, Lagrangiana e
estrutura simplética (vide Capitulo 4), a qual ¢ relevante na Fisica.

Nosso segundo objetivo ¢ apresentar um curso introdutdrio de Geometria Rie-
manniana (vide Capitulo 5 ¢ 6) visto como um desdobramento natural dos resulta-
dos discutidos em Calculo Avancado. Além de darmos énfase aos temas centrais de
uma disciplina introdutoria, tais como conexdo, geodésica, curvatura seccional e campos
de Jacobi também apresentamos topicos adicionais tais como spray geodésico e estru-
tura simplética (relacionando Capitulo 5 com Capitulo 4), propriedades de grupos de
holonomia (conectando esta tematica com a teoria de Controle Geométrico e assim
relacionando Capitulo 5 com Capitulo 2) formas de conexdo e curvatura, equagdes de
Maurer-Cartan e o teorema fundamenml das imersées isométricas (relacionando tais to-
picos no Capitulo 6 com as formas diferenciais apresentadas no Capitulo 4). Nosso
objetivo aqui nao ¢ escrever um tratado de Geometria Riemanniana, mas estimular

o(a) leitor(a) fazer conexdes de temas ¢ estudar posteriormente os classicos na area.

O livro foi escrito baseado nas experiéncias dos autores em ministrar discipli-



nas para pﬁblicos diversos, em particular, nas disciplinas de Geometria Diferen-
cial, Geometria Riemanniana, Calculo Avancado ministradas pelo  primeiro au-
tor no IME-USP e em disciplinas de Calculo Diferencial ministradas pcla scgunda
autora na FGV ¢ pelo primeiro autor na FEA-USP. O publico-alvo sio aluno(a)s
avanc¢ados da graduacio e aluno(a)s de pos graduagao, tanto da Matematica Pura
quanto Matematica Aplicada.

O primeiro autor teve sua pesquisa parcialmcntc financiada pcla Fapesp projeto
tematicos Processo: 22/16097 — 2 e 16/23746 — 6 e a segunda autora teve sua
pesquisa parcialmente financiada pela Capes, bolsa de Pos-Doc no IME-USP.

Destacamos que esta ¢ uma versdo preliminar que demanda ainda pequenas
corregdes e melhorias. Esperamos com o tempo acrescentar alguns novos t6pi-
cos, comentarios e novas referéncias. Agradecemos antecipadamente sugestoes, as
quais podem ser encaminhadas para o email malex@.ime.usp.br
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Neste capitulo apresentaremos alguns resultados sobre teoria das variedades mer-
gulhadas em R"| tais como os teoremas de submersao ¢ imersio, propriedades dos
espacos tangentes, além de rudimentos de otimiza¢do em variedades. Ao longo
deste capitulo, o leitor ou a leitora tera a oportunidade de observar que muitos dos
conceitos ¢ resultados sobre variedades que iremos apresentar sio generalizacoes
naturais de resultados que foram vistos em disciplinas anteriores tais como Calculo
I (onde se aprcndc e.g., derivada de fun(;f)cs de varias variaveis, vinculos, plano
tangente, multiplicador de Lagrange, parametriza¢es), vide [Apo69].

Ja nos primeiros semestres da graduacio, engenheiros, matematicos e fisicos en-
contravam os espagos de configuragdes M (possiveis posi¢des de um certo sistema)

Rm—i—k

como sendo “bons” subconjuntos em espacos Euclidianos . Em geral tais con-

juntos eram descrito via pré-imagens de k-vinculos g; : U C R™TE 5 R e,
M =G Yc) = {z € R"* G(z) = c}onde G : U € R™*F — R¥ para
G(x) = (g1(), -+ ,gx(z)) cc= (c1,- -+ ,cx) € RF. Sob boas condi¢oes conse-
guiamos estabeler os m graus de liberdade do M (a dimensao de M) como sendo
dimensio do €spaco menos o numero de vinculos. Tais conjuntos eram na verdade
o que chamaremos aqui de variedades mergulhadas (vide Defini¢ao 1.6). As boas
condi¢des sobre os vinculos serdo revista no teorema de submersio (vide Teorema
1.10). Antes de estabeler as defini¢des formais, apresentemos alguns exemplos que



ilustram estas ideias. Nestes exemplos, sugerimos que o(a) leitor(a) se concentre

mais na intui¢do e ideias, nao se preocupando em demonstrar as afirmagdes.

Dados 2 particulas p, ¢ € R3 a uma distancia fixa de 1 unidade, o espago

de configuragdo deste sistema, pode ser descrito como

g (1) ={(p.q) € R’ xR? g(p,q) = 1}
onde a funcio g : R3 x R? — R definida por

3

9 0) = lp—dl> = Ipi — @l
=1

/ /
€ NOSSO mnculo.

Consideremos um modelo de um "braco robdtico”(com braco e antebraco de com-
§ ¢ ¢
primentos l1 ely) emum plano, i.e., conjunto de todo os possfvcis 2 segmentos

Ipll = L1 e |lp — q|| = lo. A fim de determi-

de reta no plano Op e pg com
nar suas possiveis posi¢oes, precisamos apenas determinar o angulo 6 entre
cixox1 e Op e O 0 angulo entre eixo 1 ¢ pg . Note porém que 6; = 0 ¢
0; = 2w nos dariam a mesma posi¢do. Assim somos levados a considerar
numeros complexos (de modulo 1) z; = el e concluir que o espaco de confi-
guracio ¢ M = St x St = {(21,22) € Cx C|,G(z1,22) = (1,1)} onde
G :C x C — R? como G(z1,22) = (|21]2, |22|?), vide Figura 1.1.



(0,0)

Figura 1.1: A variedade St x St modela possiveis posi¢des de um braco de robo.

Consideremos agora o espago de configuracio de um sdlido em R3 com centro
de massa em 0, i.c., o conjunto de todas bases ortonormais {g; }i=1,....3 coma
mesma orienta¢do da base candnica. Ao colocar as bases nas colunas de matri-
zes, tal conjunto entao serd descrito como as matrizes ortogonais com determinante

1. Assim vamos primeiro considerar as matrizes ortogonais
0(3) = G71(1d) = {Q € GL™(R) [G(Q) = Id}

onde G : GL¥3(R) — S ¢ G(A) = A'A, sendo que GL3*3(R) denota as
matrizes com determinante diferente de zero e S as matrizes simétricas. Pos-
stvel verificar que S ¢ um espaco verorial isomorfo a RS ¢ GL3*3(R) pode
ser identificado com um aberto de R?. Nosso grupo O(3) tera 3 graus de liber-
dade, i.e., dimensdo 3. O espaco de configuracio desejado entdo ¢ a componente
conexa de O(3) das matrizes com determinante 1 denotado por SO(3) (que
tem os mesmos graus de liberdade ou seja com dimensdo 3). De fato ¢ possivel
mostrar que as matrizes de determinante 1 podem ser conectadas continua-
mente a matriz identidade Id, enquanto as de determinante —1 podem ser
conectadas com a matriz —Id.

Mais geralmente um sistema mecdnico interligado estara mergulhado em um sistema
mecdnico livre que ¢ descrito como produto de m copias de SO(3) x R? (cada cdpia
descrevendo um corpo rigido e seu centro de massa) com n copias de R3 (cada copia



descrevendo uma particula). Em particular, no Exemplo 1.2

p: 8t xSt — (SO(3) x R?) x (SO(3) x R3)
(21,22) ((Q(Z1),R(21))7 (Q(Z2)aR(Zl’Z2))>

onde Q(z;) : CxR — CxR ¢rotagdo definida como Q(2;)(z,t) = (ziz,t) eas
aplicagdes centro de massa sao: R1(z1) = m1Q(z1)e1, Ra(z1, 22) = L1Q(21)e1+
roQ(22)e1. Aqui T ¢ a distdncia do centro de massa de Op a 0 ¢ 1o ¢ a distancia
do centro de massa de pq ao link p. Para mais detalhes vide [BL04].

Nossos conjuntos, que serdo exemplos naturais de variedades, podem aparecer ndo so
como espago de configuragdo de um sistema, mas também como um subconjunto do
espago de fases (posicdo velocidade) de algum sistema dinamico. Considere, por exem-
plo, uma particula com massa m localizada em uma reta presa a uma mola perfeita.
O movimento de tal particula ¢ descrita pela E.D.O (equagdo diferencial ordindria)
ma(t) = —ka(t) = —u(a(t)) onde u(q) = %qQ ¢ a fungdo potencial. Defina
E :R xR — Rcomoaenergia total, ic., E(q,q) = %(q)2 +u(q). Visto que
%E (a(t), &(t)) = 0, (o que pode ser facilmente verificado pela regra da cadeia)
conclutmos que E(a(t),&(t)) = c. Em outras palavias, posicdo e velocidade da
particula ficam restricas a elipse E~ L) ={(q,q) e R xR, E(q,q) = c}.

Ap0s alguns exemplos e motivagdes estamos prontos para a defini¢ao formal de
variedade mergulhada. A grosso modo falando, uma variedade mergulhada M (de

Rerk

dimensio m) em ¢ um conjunto que ¢ localmente difeomorfo a um aberto

de R™ x {0}, ie., que (localmente) pode ser "suavemente achatada (retificada)".

Um conjunto M™ C R™F ¢ uma m-variedade mergulhada no espaco Eu-
clidiano R™t* (ou subvarledade do Rm+k) se para cada p € M existe uma
vizinhanga! U C R™HF de p vizinhanca V C R™* de g e um difeomor-
ﬁsmod} U— Vul qucw( ) = qc?/)( ) =V,onde U = UnM
eV = VN {R™ x 0}. Chamamos a aplicacio ¢ = Y|y de sistema de

coordenada, ¢ ¢ := dfl ¢ chamada de parametrizagio.

1 .. k .
Lembre que uma vizinhanga de um ponto p € R™ ¥ ¢ um conjunto aberto e conexo que contém
p em seu interior. Lembre também que um difeomorfismo ¢ uma aplicagio suave com inversa suave.



Um resultado fundamental para melhor compreender a defini¢ao de variedades,
bem como para demonstrar os teoremas de submersao e imersao ¢ o classico teorema

da fungdo inversa cuja demonstra¢ao pode ser encontrada em [Lang3].

Seja F' : U C R™ — R™ tem DF(p) invertivel, entdo existem vizinhangas
Up ¢ Vo de p e F(p) respectivamente, tal que Fly, : Uy — Vi se corna um
difeomorfismo.

Estamos agora em condicoes de discutir, com o devido cuidado, um exemplo

d€ Variedade mergulhada.

Seja b : R?2 — R ¢ uma funcio suave. Considere o grafico de b em R3, ou

seja, 0 conjunto
M = {(z1, 72, x3) € R®; 23 = h(zy,22)}.

Entdao M ¢ uma variedade mergulhada em R3 pois a aplica¢do QZ :R? - R3
defiida por

Y(z1, 22, 23) = (21, 22, 23 — h(z1,22))

satisfaz as propriedades da Defini¢do 1.6. De fato, como

1 0 0
Dip(x1, 9, x3) = 0 Lo
_ Ok Oh

L 5'1‘1 85132 i

para todo (z1, z2,x3) € R3 entio, pelo Teorema da Fungio Inversa ¢ ¢ um
difeomortismo local de R3, € por ser uma aplicagﬁo bijetom, ¢ um difeomor-
fismo. Além disso, 9(M) = R? x{0}.

Como caso particular, observamos que o paraboloide ¢ uma superficie
mergulhada, pois ¢ o grafico sobre R? da funciao h(z1,x2) = x% + x%



n Capitulo 1. Variedades mergulhadas em espagos Euclidianos

—| Continuacio. I

Figura 1.2: O Paraboloide de equacio z3 = :E% + x%

Subvariedades mergulhadas do espaco Euclidiano apareciam naturalmente na
disciplina de Caleulo IT descrita por “bons vinculos”, ou seja via submersdes.

Definicao 1.9.
Uma aplicagiaosuave G : U C R™+k 5 RF ¢ chamada submersao se DG(x)
¢ sobrejetora para todo z € U. 2

Um dos exemplos mais simples de uma submersao ¢ considerar uma aplica-
cao lincar T : R™tF 5 RF de posto k. Note que neste exemplo sabemos que
{TY(c),c € R¥} é uma particio de R™*¥ por subespacos afins (em particular
variedades) de dimensao m. O resultado a seguir generaliza esta discussao.

Teorema 1.10. Teorema da Submersao

SejaG : U C R™E 5 RF uma submersdo suave. Entdo paratodopg € U existe
uma vizinhanca Uy C U de po tal que a partigio F = {G™1(c),c € RFYNUy ¢
difeomorfa a folheagdo canénica Fo = {7~ (c), ¢ € R}, ondew : R™+k — RF
¢definida como m(x,y) = y. Mais precisamente existe um difeomorfismo @ : Vo —
Up tal que G o ¢(z,y) = w(x,y) = y.

*DG(z) é sobrejetora se Vg; () sio linearmente independente, ou equivalentemente, se existem
k colunas lincarmente independente.



Para ilustrar o Teorema 1.10, consideremos novamente o Exemplo 1.8. Se de-
finirmos a fun¢ao g : R® — R por

g(x1, 2, x3) = 23 — h(z1, 22),

vemos que F = {g71(c),c € R} é o conjunto das translagoes verticais do
grafico da fun¢io h (as quais s2o movimentos rigidos). O difeomorfismo ¢ :

R? — R3 definido por
o(x1, 22, 23) = (21,22, 23 + h(x1, 22))

satisfaz
go 95(3317362,363) =3 = W(x17x27x3)-

¥

Figura 1.3: As folheagdes F ¢ F no caso em que h(z1, z2) = a:% + SC%

Prova do Teorema 1.10. Seja A : R™ x R¥ — R™ x R¥ um movimento rigido
(isometria no espaco Euclidiano) tal que a matriz Dy G(po) ¢ invertivel onde G =

G o A. Definaip(z,y) = (z,G(z,y)) ¢ observe que

1d 0

Dij(p) = D,G(po) DyG(po)

¢ um isomorfismo. Logo pelo Teorema da Funcio Inversa ¢ : Up — Vp ¢ um

difeomorfismo. Seja L = {(z,¢) € (R™ x R*)} N V4.

w_l(L) = {($7y) € UO>¢($>y) = (.’L‘,C)}

= {(l’,y) € U(],G(.Z‘,y) = C}

Assim G o A o J_l(x, ¢) = ¢ A demonstracdo termina definindo ¢ = A o
1/}71. O



SejaH:VCR™ — RF aplicacdo suave. Defina o grafico
M ={(z,y) €V xR,y = H(z)}
cafuncio G : V x RF — RF como

k

G(x,y) =Y (v — hi(x))es,

=1
Verifique que:
(a) M =G Y0),

(b) G ¢ submersio.

Note que o Teorema 1.10 implica em particular que cada conjunto de nivel G=1(c) de
uma submersao G : U C R™Tk s R¥ ¢ variedade mergulhada. Porém por vezes te-
remos que lidar com conjuntos de niveis de aplica¢des que no sao necessariamente
submersdes. Mesmo assim como veremos a seguir, G~1(¢) serd variedade se ¢ for o
que chamamos valor regular.

Dado uma aplicacio G : U C R™HF 5 RF suave. Suponha que para ¢ €
G(U) temos que DG(z) é sobrejetor Vo € G™1(e). Neste caso dizemos que

Cc é ValOI‘ rcgular.

Dado uma aplicagdo suave G : U C R™k 5 RF, o teorema de Sard garante que
o conjunto C' de valores criticos, ou seja C' = {G(z); posto DG(x) < k},
tem medida nula. Em outras palavras dado € > 0 podemos cobrir C' por um
conjunto de cubos em R¥* com volume total menor que €, vide [Mil65].

SejaG : U C R™HE 5 RF yma aplicagdo suave e ¢ um valor regular. Entdo



M = G~1(c) ¢ variedade merqulhada no R™+* com dimensao m.

Demonstragdo. Observe que dado um valor regular ¢ e um ponto p € G~1(c) en-
tdo, por defini¢io de valor regular, DG(p) ¢ sobrejetor, i.e., existem k colunas de
DG (p) que sao linearmente independentes. Assim por continuidade ¢ possivel pro-
var que tais k colunas de DG(z) continuam linearmente independentes para todo
x contido em uma vizinhan¢a Up de p. Logo G|y, — R* ¢ uma submersio. Pelo
teorema da submersio, G~1 (¢)NUp ¢ variedade mergulhada e assim M = G™! (c)
¢ variedade mergulhada. O

Um valor ¢ € G(U) de uma aplicagio G : U C R™* — R¥ ¢ chamado valor
singular se existe ¢ € G1(c) tal que posto DG(q) < k. Tal ponto q ¢ chamado
ponto critico. Consideremos como Cxemplo a aplicagéio g: R? 5 R dcﬁnida como
g(x1,x2) = w1x2. Note que todo ¢ # 0 ¢ valor regular, em particular as curvas
g c) = {z € R% 2y = i} sdo variedades mergulhadas (de dimensdo 1).
Por outro lado observamos que C = g=1(0) = {x1 = 0} U {ag = 0} ndo ¢
variedade. Observe que embora para x € g=1(0) com = # (0,0) tenhamos dg(x)
sobrejetor, para ¢ = (0, 0) temos dg(q) = [0, 0]. Ou seja a existéncia de um unico
ponto critico g ja pode implicar que o conjunto de nivel deixe de ser uma variedade.
Terminamos observando que pelo teorema de Lojasiewicz a pre imagem de um valor
singular de uma aplicagdo analitica é uma estratificagdo. Para maiores detalhes, (e.g.,
deﬁnigdo de estmtiﬁcagdo) vide [KPO2].

Vimos pela Defini¢ao 1.6 ¢ Exercicio 1.12 que graficos sao variedades mergulha-
das. O resultado a seguir implica o resultado reciproco7 ou seja que toda variedade
mergulhada ¢ localmente um gréﬁco.

Seja G+ U C R™* — R¥ wuma submersdo suave. Entdo M = G~(c)
¢ um grdfico local. Mais precisamente suponha que a matriz DyG(p1, p2) ¢ um
isomorfismo onde (p1, p2) ¢ tal que ¢ = G(p1, p2). Entdo existe uma vizinhanga B
de (p1, p2), uma vizinhanga W C R™ de py uma aplicagdo suave H : W —» RF

tal que: (x,y) € BN M seesomentesey = H(x) comax € W. Em particular
G(z,H(x)) =c



Demonstragdo. Na demonstracao do Teorema 1.10 basta considerar A = Id. Com ¢

fixado temos ¥~ (x, ¢) = (z, H(x, ¢)). Entio definimos H(z) = H(z,c). O

Seja g : U C R? — R uma fungio suave. Suponha que ¢ ¢ valor regular da
fungio (r,z3) — g(r?, x3). Seja

M = {(z1,72,73) € R?, g(a] + 23, 73) = c}.

Vcriﬁquc que M ¢ superﬁcie de revolugio, ie., variedade mcrgulhada de di-
mensdo 2 invariante por rotagdes que fixam o eixo 3 (vide o exemplo da

Figura 1.4).

Figura 1.4: S = {x € R? |SC% + mg + %x% = 1} ilustra o Exercicio 1.18

No exercicio anterior temos entdo uma variedade M que admite uma aplicagao pu :
GxM— M(ndG=S8"={2€C; |z =1}, M =R?> =C x R),
definida como
(g, (2,t)) = (92,1).
Observe que tal aplicagao p atende as propriedades a seguir:
* :U’(ev :C) =
© (g2, (g1, ) = p(gagn, ).

Em geral, uma aplicacdo po : G x M — M (G um grupo de Lie, por exemplo,



um grupo fechado de matrizes, e M uma variedade) que satisfaz essas propriedades

serd denominada agdo.

Uma outra fo1ma ¢m quc cncontravamos varicdadcs mergulhadas no espaco Eu-

clidiano na disciplina de Calculo IT era via as imersdes (as parametrizacoes).

!

Uma aplicacio suave ¢ : V. C R™ — R™*F ¢ chamada imersio se Dip(x) &
injetora para todo z € V.

Sejap : V. .C R™ — R™F yuma imersdo. Entdo dado p € 'V existe uma
vizinhanga Vy C V de p tal que (Vo) ¢ variedade mergulhada. Mais precisamente,
existe uma vizinhanga U em R™F de o(p), uma vizinhanga Vo de (p,0) em
R™** ¢ um difeomorfismo Y :U CR™xRF 5 Vy € R™ x RF (al que

Yo QO(.T) = (x,O)

Demonstragdo. Escolha um movimento rigido A : Rmtk _y RmAk ] que a apli-

cagio @ = Aoprtema propriedadc que a matriz (gz’
J
1<j<mel <i<m.

Vamos definir entio

F(z,y) = (P1(x),. . @m(), @my1(x) +y1, .-, Pgr(T) + yi)

Observe que a matriz

)(p) ¢ invertivel onde

[moDg, 0
DF(p)_[Trgngbp 1d

¢ invertivel, onde 1 (x,y) = x e ma(z,y) = . N _

Concluimos, assim, pelo teorema da fungio inversa que F' : Vo — U ¢ um dife-
omorfismo, para as vizinhancas apropriadas. A demonstra¢ao termina observando
que a aplicagio definida como {/: = F~1 o A atende as propriedades necessarias.
De fato,

(,0) =F Lo F(z,0) = Flop(x)=FtoAoy(z).



Consideremos novamente o gréﬁco de uma fungﬁo suave b : R?2 — R, ou

seja, 0 conjunto
M = {(x1,72,73) € R3; 13 = h(21,29)}.
Definamos a aplicacio ¢ : R? — R3 por
p(r1,m2) = (21,22, h(21, 22)),

! . - .
quc ¢ uma 1mersao pois

1 0
Dy(x1,29) = | 0 1
hey P,

Considerando agora o difeomorfismo 1 do Exemplo 1.8, temos

(¥ 0 p) (w1, 2) = P(p(21,72)) = (21, 22, (21, 72)) = (1, 22, 0).

Seja M? superficie mergulhada em R? invariante por Totacdo no eixo T3, ou
seja, uma superficie de rotacio. Verifique que a aplicacao ¢ : V- — M defi-

nida como

o(t,0)=(r(t)cos(@), r(t)sin(@), h(t))

¢ uma parametrizagio de M?, onde B(t)=(r(t), 0, h(t))¢umaparame-
trizacdo da curva geratriz com as propriedades que || 8’| # 0 e (t) # 0. Em
outras palavras verifique que ¢ ¢ uma imersao e sua imagem esta contida em

M?, vide Figura 1.5.



Figura 1.5: A aplicagio (¢, 8) = ((cos(t)—3) cos(), (cos(t)—3) sin(6), sin(t))

14 . P . ! .
¢ uma parametrizagiao que ilustra o Exercicio 1.23.

Antes de definir espaco tangente, precisamos fixar o conceito de vetores com pé e
fibrado tangente do espaco Euclidano.

Dado um aberto V' C R™, definimos:

« fibrado tangente de V como TV =V x R™,

« projecio pém : T'V — V como (¢, v) = q,

- espaco tangente em ¢ como T,V = ({¢} x R™) = n7(q)

« vetor com pé g € V como vy = (¢,v) € T, V.
Um vetor com pé vg = (¢, v) frequentemente modela uma velocidade de uma parti-
cula passando pela posicdo g. De fato, vy ¢ 0 vetor velocidade da curva que modela o
movimento retilineo uniforme t — q+tv parat € (—e, €). Mais geralmente dado uma

curva suave a : (—€,€) C R = V', com a(t) = (a1(t), -+ , am(t)) definimos o
vetor velocidade como:

o (t) = (a(t),a(t) € To)V



para todo t € (—¢,€), onde &(t) = (%oq(t), cee %am(t)). Além disto, dado
uma aplicacdo suave F' : V. C R™ — R", podemos criar uma aplicacio linear
entre espagos tangentes definindo dFy : Ty V' — Tp(pR™ como

qu(”q) = (F(q), DF(q)v).

Em particular definindo a curva B(t) = F o a(t), relemos a regra da cadeia como

dF, )’ (0) = 8(0).

Seja M™ C R™+F uma m-variedade mergulhadac : VCR™ U C M
uma parametrizagio. Entdo o subespaco T,M = dp,T,V C T,R™tk ¢
chamado de espago tangente no ponto p = ¢(q).

dip, : T — T,M

. T,M

dpgy

ri,},:l q

o) c R?

Figura 1.6: Dado uma imersao ¢ : U C R? — R3 uma base {vg, wg} de T,U ¢
levada em uma base {dp4vy, dpqwq} de Ty M

Segue diretamente da defini¢io anterior que dim T, M = m.

O exercicio a seguir mostra que o espago tangente nio depende da parametri-
zacao escolhida, logo, esta bem definido.

Considere duas parametrizacoes ; : V; € R™ — M de uma variedade
mergulhada M™ C R™HE (4] que W= @1 (V1) N2 (V) # 0. Verifique
que se p1(q1) = p = p2(q2) entdo (dp1)q, Ty, R™ = (dip2)g, Tg, R™.



Veremos a seguir diferentes interpretacdes do espaco tangente. Em particular,
0 espago tangente de uma superficie pode ser visto como o espago dos vetores velo-
cidades de curvas contidas na supcrﬂcic (vide Figura 1.7). Além disso, se a supcrﬂcic
for uma superficie de nivel M2 = g=1(¢) = {z € R3; g(x) = ¢}, entdo o espaco
tangente em p serd perpendicular a Vg(p).

Seja M™ C R uma variedade mergulhada e p € M. Entdo todo vetor de
T, M ¢ a velocidade de uma curva contida em M e passando por p.

Demonstragdo. Seja ¢ : V. C R™ — M uma parametrizac¢io tal que (p(q) =p. Se
vp € Tp M, entio existe wy € T4V tal que vp = dgoq(wq) (cha Definicao 1.25).
Seja € suficientemente pequeno de forma tal que o segmento de reta r(t) = ¢+tw,
t € (—¢,¢), esteja contido em V. Assim, a curva a(t) = @ or(t) ¢ uma curva
em M satistazendo a(0) = ¢(r(0)) = () = p e a/(0) = dpy)(r'(0)) =
dpg(wg) = vp, como desejado. O

Se M™ c R™tk ¢4 pré imagem de um valor ¢ de uma submersao G : U C
R™E 5 R entao T, M coincide com o niicleo de dGp.

Demonstragdo. Seja vy € T M o vetor velocidade de uma curva o : (—¢,6) = M
passando por p, vide Proposicio 1.27. Sendo M = G~1(¢), temos que Goa(t) = ¢
paratodo t € (—¢,¢€). Logo,

dGp(vp) = dGy(0)(e/(0)) = (G0 a)'(0) =0,

mostrando que v pertence ao nucleo de dG,. Como v, ¢ qualquer, segue que
T,M C Ker(dGp).

Por outro lado, como G ¢ uma submersio, dim(Im(dG))) = k. Alem disso,
de Algebra Linear sabemos que

dim(R™**) = dim Ker(dG))) + dim(Im(dG))),

logo,

dim(Ker(dG,)) = m = dim(T,M),

concluindo que esses espacgos coincidem. ]



Dado uma submersao G : U C R™tk 5 RF definida como

G(x) = (g1(2), -, (),

a Proposicao 1.28 implica que os gradientes Vg;(p) € TyR™* sdo ortogonais a
T, M. De faro, supondo que v, = &/ (0)

0= DGp(v,

Em Cdleulo 11, dado uma superficie M = g=1(¢), (para c valor regular de uma
fungao g : U C R? — R) coscumamos ter uma identificacao entre o espago
tangente Ty M C TpR3 com um plano cujo vetor normal é dado pelo Vg(p), i.e.,

P=freR] §g<><i—pz->=0}

Tal plano também ¢é chamado plano tangente. A identificagio entre T,M ¢ P ¢
feita pela aplicagio exp, : T,M — R3 definida como expp(vp) = Yo, (1)
onde t — yy,(t) = p + tv. Proposicao 1.28 ¢ a Observagdo 1.29 implicam que
exp, (T, M) = P. Note que exp, (T, P) = P Vx € P ¢ tal propriedade so ¢

realizada por uma superficie em R3 que seja um plano.

Determine o p]ano tzmgente a0 toro
M ={zr eR® (\/2? + 23— 3)* + 2} =1}

passando pelo ponto p = vide Figura 1.7.

(1,13, 23y



Figura 1.7: Plano tangente ao toro do Exercicio 1.31

Seja F': GL™™(R) — S™*™(R) a aplicagio suave F(A) = A'A, onde
GL™ ™(R) sao as matrizes quadradas m X m invertiveis, S™*"(IR) sao as
matrizes simétricas com entradas reais e A® denotada a matriz transposta de
A. Desejamos aqui:

(a) verificar que Id ¢ valor regular de F e assim concluir que

F7H(Id) = O(m) = {Q € GL™™(R); Q'Q = Id}

¢ variedade mergulhada de GL"*™(R), a qual chamamos grupo de

Lie das matrizes ortogonais ;
(b) verificar que o espago tangente em @ € Q(m) ¢
ToO(m) = KerdFg = {QX; X € o(m)}

onde o(m) = {X; X' + X = 0} ¢ chamada algebra de Lie do grupo

das matrizes ortogonais.

Solugao.

(a). Aqui dado @ € O(m) desejamos verificar que dFg : ToGL™ ™ (R) —
TrqS™*™ ¢ sobrejatora. @ Para tanto dado S € S™*™ desejamos encontrar
W € ToGL™ ™ (R) tal que dFQW = S.

Para encontrar um candidato natural W vamos seguir um raciocinio re-
verso. Suponha que ja tivessemos demonstrado que dF ¢ sobrejetor. Entdo
ToGL™ ™(R) = KerdFg & Vg sendo dFQ|VQ : Vo — 8™ isomor-

fismo. Se ja tivéssemos demonstrado que Id fosse valor regular, sabertamos



que ToO(m) = KerdFg (vide Proposicio 1.28) e, assim, Vg seria um es-
pago transversal da variedade @(m). Continuando nosso raciocinio reverso e
accitando o item (b) (o qual afirma que o espaco tangente Q(m) sdo matrizes
QX para X anti-simétrica) podulamos concluir que Vg podcrm ser esco-
lhido como o espaco dos vetores QS para matrizes simétricas S, uma vez que
roda matriz ¢ soma de matrizes anti-simétricas e simétricas.

Tendo um candidato W = QS vamos considerar a curva t — f3 (t) =

Q+ th parat € (—¢, €) onde € ¢ pequeno suficiente. Utilizando o fato que
St = 8§ eQ'Q = Id concluimos

dFQW = dFof'(0)
= %{F o B}li=0
_ it (Q +tQ5)(Q +tQS) Yo
_ %{QtQ +15Q'Q +1Q'QS + 25Q' QS g
=29.

Assim, dado S e escolhendo W = %QS, concluimos que dFg(W) = S. A
arbitrariedade da escolha de S e @ implica que Id ¢ valor regular ¢ termina-

mos de verificar o item (a).

(b) Para verificar este item ¢ suficiente verificar que
{QX; X €o(m)} C KerdFg = ToO(m). (1.2.1)
visto que os dois espagos vetoriais tem mesma a dimensao. Observe que
e € Q(m), para X € o(m) (12.2)

onde ¥ = 3" n,t”A" (exponencial matricial). De fato:

(etX)t(etX) _ 6tXtetX
_ o tX X

= Id.



Como @(m) é um grupo, a(t) := Qe € O(m). Logo Id = F(a(t)) e
assim:
0= L 1Foa)}o
dt B
= dFa(O)O/(O)
=dFoQX

o que termina também a prova da Equagio (12.1)

m2+m

~ 2 . ~
“Podemos identificar R™ = TGL™*™(R) ¢ T1gS™*™ = R™ 2 . A dimensio
das matrizes anti simétricas ¢ calculada levando em consideragﬁo que a diagonal ¢ zero e a

matriz ¢ determinada pelas entradas abaixo da diagonal. Logo dimensao das anti-simétricas ¢

m2 —m
2 ’
(que corresponde agora aos elementos da diagonal, visto que as simétricas podem ter entradas
m2 —m m,2 +m
2 T T 2

. A dimensio das matrizes simétricas ¢ a dimensao das anti-simétricas somada com m

nio nulas na diagonal). Ou seja m +

Como observado anteriormente, SO(m) é a componente conexa da variedade O(m)
contendo a identidade ¢ assim cambem ¢ variedade com a mesma dimensdo. Os grupos
matriciais fechados @(m), SO(m), U(m) = {U € Gmem(C),UtU = Id}
(matrizes unitdrias ) e SU(m) = {U € U(m),det U = 1} sdo exemplos de gru-
pos de Lie compactos, ou seja variedades G que sdo grupos e tal que as aplicagdes
produtom : G x G — G (definida como m(g, h) = gh)) e inversai : G — G
(definida como i(g) = g_l) sdo aplicagdes suaves (vide proximo capitulo). De fato,
todos os subgrupos matriciais fechados de GL™*™(R) e GL™>*™(C) sdo grupos
de Lie. Bom notar também que Gmem(R) (matrizes com determinante diferente
de zero) e SIL(m) (matrizes com determinante 1) sdo exemplos de grupos (de Lie) ndo
compactos. Para maiores detalhes vide [AB15].

Sabendo que 0 espago tangente a uma subvariedade mergulhada ¢ um subespaco
vetorial, ¢ algo natural querer pensar em algumas estruturas usuais dos espacos ve-
toriais tais como produto interno e norma.

Seja M™ variedade mergulhada em R™t% Definimos a métrica induzida ou

primeira forma como sendo o produto interno (-, '>p em 1) R™* restrito ao



espago tangente, isto ¢,
gp(u,v) = (u,v)p, Vu,v e T,M, Vpe M.

Alem disso, dada uma parametrizacio ¢ : V. C R™ — M, os valores
gijﬂ(q) = gy (q)(dwq(€i)g, dpg(ej)q), sao os coeficientes da métrica induzida
referentes a essa parametrizacdo. Em particular g; 5 : V' — R definida como
i;(g) ¢ uma funcio suave.

Considere M uma superficie de revolugio em R?. Temos entio a paramerri-
7a¢ao

B(t,5) = (r(2) cos(s), r{t) sin(s), h()),
onde t — B(t) = (r(t),0, h(t)) é a curva geracriz com || 5/ (t)]| # 0. Entao

_W_
-2 -
_W_
- -

(r'(t) cos(s), r'(t) sin(s), ' (t))

(—r(t)sin(s),r(t) cos(s),0)

Pt
Vs

Veriﬁque que a meétrica em coordenadas ¢:

00+ ) o
ls] = 0 (1)

Vamos nesta se¢ao recordar alguns conceitos e resultados vistos em Calculo I1. Mais
resultados sobre campos de vetores serdo discutidos no Capitulo 5.

1.3.1. Campos de vetores

Um campo F' suave em um aberto U C R™ ¢ uma aplicacio suave F' : U —



%)

22

Figura 1.8: Campo ﬁ = “713%1 + %xz

U x R™ definida como ﬁ(:z:) = (x,F(z)) onde F' : U — R™ ¢ uma

aplicacio suave.

Em resumo, um campo suave ¢ uma aplicacio do nosso espago de configuracoes U
para 0 nosso espaco de fases U X R™ tal que mo F () = x, onde 7 : R™ xR™ — R™
¢ a projecdo candnica 7(z, v) = . Visto que nosso espaco de fases ¢ um produto
trivial ¢ possivel escrever o campo F' em termos dos campos candnicos €;(r) =
(x,e;) da forma

F= i fi€i, (13.1)

sendo f;, 1 <4 < m, as componentes da aplicacio F (vide Figura 1.3.1).

Dado um campo F'em U C R™ de classe C kep € U. Entao existe uma tinica
curvay : (—€,€) = U de classe C¥ tal que

V() = F(y(t)
p = 70)

Seja F'(z) = [(1) g
2

—

T1| . N _ _
} [x } ie, F(x1,22) = z181+ %l’geg. Observe entio a
2



m Capitulo 1. Variedades mergulhadas em espagos Euclidianos

—| Continuagao. I

solucio de 4(t) = F(v(t) comy(0) = (1,2) éy(t) = (exp(t),2 exp(%t)),
vide Figura 1.9.

Figura 1.9: Campo F = xla;zl + %mg% ¢ curva integral t — y(t)

O exemplo acima ilustra o que chamamos campo linear, ou seja a aplicagio
F :R™ — R™ ¢ linear (ic., F(z) = Az). O Exemplo 1.38 também sugere como
resolver E.D.Os de campos lineares associados a matrizes que podem ser diagonali-
! .
zaveis.

Teorema 1.39. Espectral
Seja A uma matriz simétrica . X m. Entdo existe uma base orconormal {¢;} de

Rm (i,C., <ql)q.]> = 05@7: 75 ] 4 ||q7,|| = 1) Eal qu@:
1. Aq; = Niqi , ic., q; ¢ auto-vetor;

2. QYAQ = A, onde Q ¢ a marriz com colunas q; e A ¢ a marriz diagonal de
auto-valores A;.

Como aplicacio direta do teorema espectral pondemos resolver o exercicio a
seguir.



Seja A uma matriz simétrica m X m e {g;} uma base ortonormal de auto-
vetores de A associado aos auto-valores ;. Defina o campo F' como F'(x) =

Ax e sejap = ), ¢ig;. Verifique que a solucio da ED.O A(t) = F(vy(t))

com~y(0) =pé
Y(t) = ety
A

Lembre que a equacio Av = Av ¢ equivale a equacio (A — A d)v = 0, ¢ tal
sistema tem solugdo nio trivial se, e somente se, (A — A d) nio for invertivel, ou
seja, se, ¢ somente se, p(A) = det(A — AId) = 0.

1.3.2. Campo gradiente

Chamamos de campo gradiente de uma funcao funcio diferenciavel f o campo

Vf—;g;:e}.

Note que a equacio acima parece depender dos campos candnicos. O Teorema
de Representa¢io de Riezs nos permite retirar essa dependéncia, como podemos

Ver na seguinte deﬁnigﬁo.

Seja f + U C R® — R uma funcio diferenciavel. Definimos o vetor
gradiente de f em p € U, denotado por V f(p), como sendo o tnico vetor
de T,R™ satisfazendo

df (p)X = (Vf(p), X) VX € T,R".

Observe que,

of

oy, P) = df(p)es = (Vf(p),e:) (132)
Logo,
n n af
VIPp) =D _(Vi0)ei)ei=) 2= (p)e (133)
i=1 i=1 "

Como aprendemos em Calculo 11, segue da regra da cadeia, que campo gradi-
ente indica dire¢do e sentido de maior crescimento da fungdo f e, como vimos antes (vide
Observagdo 1.29), ele ¢ ortogonal as superficies de ntveis f~1(c).



Nem todo campo vetorial ¢ o gradiente de uma fungdo diferenciavel. Para ver isto
considere, por exemplo, o campo F'(x1,x2) = x2€1 — x1€2. Vamos supor por
absurdo que existisse uma fungdo f tal que V f = F. Entdo tertamos g—jl = T

of _ _ D o*f 9 1 .
¢ 5y = —T1. Por outro ladbo, S5 = Dugdmr- Chegamos assim a um absurdo

2 2
pois % =—1e¢ % = 1. Logo ndo existe a tal f.

Uma vez recordado o relevante conceito de campos, podemos definir um campo
suave I de uma variedade mergulhada M™ C R™** como sendo uma aplicacao
que a cada p € M associa ﬁ(p) € T, M ¢ que admite uma extensio local de um
campo suave em R™*% Vamos denotar o conjunto de campos suaves de M como

x(M).

Campo gradiente Riemanniano

Vimos na Defini¢ao 1.41 que o gradiente de uma fun¢ao ]E U C R™F 5 R defi-
nida no espaco euclidiano, poderia ser intrinsecamente definido em termos do pro-
dutor interno (ou seja, nao depende de coordenadas). Alem disto, o vetor Vf(p)
indicava a direcdo e sentido de crescimento de f no ponto p.

Desejamos agora considerar a mesma discussio porém para uma funcio f que
esteja definida em uma variedade M™. Em particular, queremaos encontrar o campo
tangente a variedade que indica o crescimento da fungdo f : M — R (vestricdo de fa

M).

Considere uma fungio ]? : U C R™TF 5 R diferencidvel e M € U uma
subvariadade mergulhada em R™* Defina f : M — Ra restricio da
funcao faM, ou scja, f = J?\MA Definimos o campo gradiente Riemanniano
que associa a cada p € M vetor com pé grad f(p) € T, M como o campo
tangente a M que atende:

df,X = (grad f(p), X), VX € T,M. (13.4)

Em particular, grad f(p) ¢ a parte tangente de Vf(p).



No caso em que na dcﬁnigdo anterior M seja a pre-imagem de um valor Vegular c
. = . k . _ —1 .

de uma fungdo suave g : U C R™ — R (ou seja, M = g~ *(¢)), segue

diretamente da Observagdo 1.29 que

gradf(p):Vf(p)—<Vf(p) Vo(p) > Vy(p)

VeIl / 11Vl

Segue diretamente de (1.3.4) que a maior taxa de variagdo de f = f|ar ocorre na
dire¢do e sentido do vetor gradiente Riemanniano.

1.3.3. Colchete de campos, um primeiro contato

Nesta subsecio apresentaremos rapidamente o operador colchete de campos e al-
gumas de suas propriedades. No proximo capitulo discutiremos seu significado
geométrico. A grosso modo veremos que o colchete de campos mede a nio comu-
tatividade dos fluxos dos campos. Porém, no momento estamos apenas interessados
em sua definicdo no espago Euclidiano e algumas de suas propriedades (a serem
utilizadas ainda neste capitulo).

Sejam ‘7 = Z (7 (x)é; e W = Z w; (x)é; dois campos de vetores no espago
% 7

Euclidiano R™1* Definimos o campo colchete como sendo
[V,W]=DyW — DwV, (13.5)

onde (vide Exemplo 5.43)

5\ L Qv
DwVy =3 dvi(W)é; = (p)éi.
i=1 i=1 p

.
Na verdade, Dy V), ¢ 0 campo cujas componentes em p so as derivadas dire-
cionais das componentes de V' com respeito a W,.

S
Escreva [V, W] em termos dos campos candnicos €;.



sdo tangentes a uma subvariedade mergulhada M™ C R7™HE

, W1 ¢ tangente a M

Problemas de otimizacio estao presentes no dia a dia de engenheiros e economistas,
usualmente tais problemas estao sujeitos a uma ou varias restri¢des. Tais restri¢oes
podem ser vistas como variedades mergulhadas em espacos Euclideanos, frequen-
temente dados por submersdes. Nesta secio iremos aplicar alguns dos conceitos
¢ resultados anteriores para provar o classico resultado de multiplicadores de La-

grzmgc.

Considere uma fungdo suave g : U C R? — R ¢ sua curva de nivel associada a um

valor TEQL[ZDH’ C,
O

C=g'c)={rc RQ,g(:U) =c}.

Sejau : U — R fungao suave. Suponha que u|c (ou seja w restrita a C) tenha
um ponto de maximo ou minimo em p € C. Entao, Vu(p) ¢ perpendicular a C, ou
seja, existe A € R tal que

Vu(p) = AVg(p).

Demonstragdo. Vamos dar uma prova para o caso em que P ¢ maximo, 0 outro caso
¢ analogo.

Como ¢ ¢ valor regular temos que existe uma parametrizacio av : (—€,€) — C
com &/ (t) # 0 e a(0) = p (poderfamos, por exemplo, usar o teorema da funcio
implicita e tomar a(t) = (¢t + o, h(t + x0))).



Lembrando da Observacao 1.29, temos que Vg(p) ¢ ortogonal a o/(0). De fato,
¢ = g(a(t)) parat € (—¢,€) e derivando concluimos

d

=% =Ly

T dt

Lo = (Vg(p), o/ (0)).

Por outro lado, como © tem maximo em p = y(0) temos que t — u(7y(t)) tem
ponto critico no interior ¢ assim

0= Zu(a(t)| _ = (Vu(p),a'(0))

As duas equagdes acima garantem que Vg(p) e Vu(p) sio paralelos, ou seja,

Vu(p) = AVg(p) para algum A € R. O

Consideremos o seguinte problema classico de micro-economia.

Seja C = {z € R?| g(x1,22) =271 + 79 —w =0 ¢ 71,79 > 0} 0
segmento de reta que representa um vinculo orcamentdrio de dois produtos.
Ou seja, 0 consumidor tem um or¢amento w e pode comprar quantidades 1
¢ 2 de produtos que custam R$2 e R$1, respectivamente.

Nosso objetivo aqui ¢ maximizar uma fung¢ao utilidade dado a restricao or-
gamcnt'iria acima. Lembremos que uma fungf{o utilidade associa a cada cesta
de produtos (1, x2) um nimero u(x1, x2) que representa a preferéncia do
consumidor por aqucla cesta. Consideraremos aqui como fungﬁo utilidade a

funcao de Cobb Douglas
1 1

Pela Proposicio 147, se s = (51, $2) ¢ um ponto de maximo, ele deve
atender

1 _1 1
) 552 2812> =Vu(s) = AVg(s) =A(2,1)
w = 2814 89
Resolvendo o sistema acima concluimos que S(’U)) = (%, %) Ou seja, as

quantidades dos produtos 1 e 2 que maximizam a fungio utilidade sio ¢ ¢ %,
respectivamente. A utilidade maxima ¢ u(s(w)) = Qwﬁ



1
g(x1,22) =0 (221 + 22 =8)

Figura 1.10: Representagio do Exemp]o 1.48: restri¢ao orgamenta’ria comw = &, a

utilidade maxima sujeita a restricao orgamentz’n‘izﬁ, e 0s gradientes de ambas fun-

¢oes no ponto de maximo p = (2,4)

No caso bem particular de Cobb Douglas temos a existéncia de um unico mdximo

s(w) para cada vinculo Cyy = g~ (w), o que nos dd uma curva diferencidvel
w — s(w) € Cy, vide Figura 1.11. Em particular g o s(w) = w Por ser md-
ximo temos: Vu(s(w)) = Mw)Vg(s(w)) Assim, ao multiplicar ambos os lados

por s’ (w) conclutmos:

d
e s(w)

Vemos, assim, que neste caso a fungao w — A(w) pode ser interpretada como a

taxa de crescimento da fungdo utilidade ao longo da curva de mdximos (vide Figum

1.4).

*Uma curva de nivel da funcao utilidade costuma de ser chamada de curva de indiferenca.



2X+y=3 4 \ 2x+y=5
2x+y=2 yrorRx \

2x+y=1 35

25

0.5

s(w)X1/4w,1Rw)

Figura 1.11: Curvas de maximos no caso particular de u sendo Cobb Douglas ¢
varios vinculos dado por orcamentos, ilustrando a Observacao 1.49. Lembre que
em problemas gerais de multiplicadores de Lagrange nio precisa existir uma curva
bem definida w — s(w)

A scguir gcncrahzarcmos oS multiplicadorcs dC Lagrangc para curvas planas

para subvariedades mergulhadas no espago Euclideano.

Sejam G : U C R™tF 5 RF uma aplicagao de classe Ct definida por G(x) =
(g1(z), ,gr(x)) e M = {x € R™* | G(z) = ¢} uma subvariedade requ-
lar. Seja w UC R 5 Ruma funcdo de classe C*, onde M C U. Suponha
que existe ¢ € M tal que u|pr tem valor maximo ou minimo local. Entdo, Vu(q)
¢ ortogonal a Ty M, ou seja, existe A1, ..., A\, € R tal que

k
Vu(g) =Y AiVai(q).
i=1

Demonstragdo. Da Proposi¢ao 1.27 temos que para cada vg € T;; M existe uma curva
a:(—€€) CR — M com d/(0) = vy Visto que u|ps (fungio restrica a M)
tem um maximo ou minimo em g € M, temos que a funcio h(t) = u(a(t)) tem
mdximo ou minimo interior em ¢t = 0, logo, A'(0) = 0. Assim, pela regra da



cadeia, 0 = K/ (0) = (Vu(q), ' (0)) = (Vu(q),vq). Como isto pode ser feito
para qualquer outro vq € Ty, M concluimos que Vu(q) ¢ ortogonal a T, M.

Por outro lado, sabemos que paracada 1 < i < k, Vg;(¢) ¢ também ortogonal
a Ty M (vide a Observagio 1.29). Além disso, sendo DG(x) sobrejetora Vo € M,
o conjunto {Vg;}¥_; é uma base de T,M+ (complemento ortogonal® de T, M).
Conclui-se que Vu(p) é combinacio linear de {Vg;}¥_; como descjado. O

Do Teorema 1.50 podemos concluir uma condi¢ao necessdria para que uma fun-
ciou : U C R™k 5 R de classe C! tenha maximo ou minimo sobre uma
subvariedade regular M = G71(cy, ..., ¢x) ¢ a atender o sistema

(

k
Vu(q) = Z AiVgi(q)
=1

1 = QI(Q)

Ch - 9x(q)

SejalS = {x € R3 | 621 + 3z + 223 = 6 > O} asuperficie que representa
um vinculo orgamcnt;’lrio de trés produtos. Vamos considerar a fun(_;ﬁo utili-
dade u(x) = x122x3. Para determinar o ponto ¢ € S onde u|g assume
maior valor resolvemos o sistema dado pclo multiplicador de Langrange. Te-
mos

6 = 6x1 + 3z2 + 273,

donde g = (%7 %, 1) cu(q) = f’/g Visto que S (fecho de ) ¢é fechado e
limitado, ¢ que 0 maximo nao acontece no bordo 9SS (onde u ¢ zero) g tem
que ser de fato o ponto de maximo.

’Lembre-se que o complemento ortogonal de um subespaco vetorial ¢ o conjunto de vetores do
espaco que sdo ortogonais a tal subespaco.



§ 1.4. Multiplicadores de Lagrange

—| Continuacao. I

Figura 1.12: Superficie de nivel u L (f/g) (associada a funcao utilidade w)

tangente ao vinculo or¢amentario S no ponto de maximo ¢, ¢ o vetor N =

Val(q).

Exercicio 1.52.

Determine o volume do maior paralelepipedo de faces paralelas aos planos
coordenados que pode ser inscrito em S = {z € R? |9z} + 3623 + 423 =
36}

Vamos agora reapresentar o teorema dos multiplicadores de Lagrange em ter-
mos do gradiente Riemanniano.

Proposicao 1.53.

Seja M uma subvariedade mergulhada em R™* ¢ suponha que f + M — R ¢
uma fungao diferenciavel em M (i.e., que admite extensaes locais para R™tk) . que
f tem um ponto de maximo ou minimo local em p € M. Entdo grad f(p) = 0.

Demonstragdo. Seja p um ponto de maximo ou minimo da func¢ao f. Sabemos que
em uma vizinhanga U C R™F de p, M N Uéa imagem inversa de um valor
regular de uma aplicacio diferenciavel G : U — RF

Seja af: UO C R™* 5 R uma extensio de f a uma vizinhanca de R™HF
de p, (Uo c U)ou seja f Uo — R tal que f|U Ay = [ Pela Proposigio 1.50,



V f ¢ ortogonal a M, logo sua projecio ortogonal em T, M ¢ 0, mostrando que

grad f(p) = 0. O

Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe C?. Sabemos que df(p) : R™ - R
¢ uma aplicagﬁo linear definida por df (p) = [%(p) . az]:n (p)}

Deixando o p variar, temos uma aplicacio df : U C R™ — R™ que ¢ suave.
Podemos entao considerar a derivada da aplicacao df .

Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe C2. A segunda derivada de f
no ponto p € U, Hess f(p) = D(df)(p), ¢ chamada de Hessiano de f em p.

Assim, temos

af 82f 82f
dTm (p) 0x10x1 (p) e 0T 0T (p)
Hess f(p) = : = ; . : (15.1)
of 9?2 9?2
dl-(p) gai—(0) g (p)

Determine o Hess f das funcgdes f : R? — R.

f(z1,20) = 222 + 222
(b) f(z1,22) = — 213

flzy,x9) = — 273

flz1,22) = 2122

Vale destacar que a fungdo f () = 2x122 ¢ de fato a sela de cavalo girada de /4,



vide Figura 1.13. De fato considere a matriz
0 1
A=
b
e note que f(z) = x' Az = 2x1239. Perceba também que 1 ¢ —1 sdo autovalo-
res dos autovetores {ql = (‘/75, 4) Q2 = (—@, \/T§> } . Assim podemos con-

cluir que:
Fnar +y2a2) = y3 — 2.

Figura L13: Grdfico de f(y1q1 + y202) = ¥} — 3

A matriz m X m na equacio 1.5.1 ¢ chamada de matriz Hessiana de f. Dado
que f ¢ de classe C?, temos que
0 f 0*f

&cja:ci p) - 8xi8x]~ (p)

pelo teorema de Schwarz e, portanto, Hess f(p) ¢ uma matriz simécrica. Conse-
quentemente, a segunda derivada de f, D(df)(p) = Hess f(p) ¢ uma aplicacio

linear simétrica.



1.5.1. Extremos locais

De Céleulo I sabemos que os extremos locais de uma fungio suave sio pontos criti-
cos da mesma. Isto ¢, se f : (—€,€) C R — R é uma fungio suave e p € (—¢,€),
¢ um maximo ou minimo local de f, entao f'(p) = 0. Porém a fungio f(x) = 23
nos mostra que nem todo ponto critico ¢ um ponto de maximo ou minimo local (de
fato, f’(O) = 0 ¢ 2 = 0 ndo ¢ nem maximo nem minimo). Isto motivou a procura
de critérios mais precisos como, por exemplo, o Criterio da segunda derivada:

Seja p € (—¢, €) éum ponto critico de f (ie., f/(p) = 0). Temos:

1. se f”(p) > 0 entao p é minimo local;
2. f"(p) < 0 entio p ¢ miximo local;

A prova se baseou no uso da férmula de Taylor, ie.,

£(@) = 1) + F' D) — p) + 31" (B)w — 9 + Rz — )

onde z esta suficientemente proximo de p e lim —Lf o —0.
T—p (:D—p)

De fato, se f'(p) = 0e f"(p) > 0, entdo, dividindo a Formula de Taylor por
(x — p)? temos:

f(x)_f(p)_l " R(z —p)

>0
(z —p)? 2
¢, assim, f(z) > f(p) para z préximo a p (p ¢ minimo local).

A funcio f(r) = 222 — 2* tem um ponto critico em p = 0 ¢ a reta tangente

ao grafico de f em p ¢ o eixo 2. Para & proximo a p a funcio f ¢ aproximada
_1rn 2 _ 2

por h(z) = 5 f"(p)(x — p)* = 2z



§ 1.5. Hessiano e extremos

—| Continuacao. I

6
y=1/2 f{"(0)x®

-2

f(x)=2x2 - x*

Figura 1.14: Gréfico de f(z) = 222 — 2#, sua reta tangente em p = 0 ¢ sua

aproximacao quadrz’ttica

[remos aqui generalizar tais argumentos para fungdes sobre abertos de R™.

Definicao 1.58.
Sejam U um abertode R™ e f : U C R™ — R funcio diferenciavel, dizemos
que p € U ¢ ponto de minimo local (interior) se existe € > 0 tal que V& €
Be(p) C U temsse f(x) > f(p).

Analogamente, ¢ € U ¢ ponto de maximo local (interior) se existe € > 0

tal que Vz € Be(q) C U tem-se f(x) < f(q).

Exemplo 1.59.
Dado f(x) = 223 + 222 — (2 + 22223 + 23), ¢ possivel observar na fi-
gura a seguir que p = (0, 0) ¢ ponto de minimo local de f.

Figura 1.15:




Sejam f: U C R™ — R uma fungao diferenciavel ¢ p € U um ponto de minimo
ou mdximo local (interior). Entdo p ¢ ponto critico de f, ie., V f(p) = 0.

Demonstragdo. Dado v, € TpR™, considere uma curva suave a : (—€,€) — U tal
que &/(0) = vp. Seja h = f o &. Como p ¢é mdximo ou minimo local, entao t = 0

¢ maximo ou minimo interior de h = f o a, logo

0= 1'(0) = (Vf(p),d/(0)).

Como isto vale para todo vetor tangente concluimos que V f(p) = 0. O

Dado f(z) = —2% — 23 + 2, p = (0, 0) ¢ ponto de maximo interior e, por-
tanto, ponto critico. Note que o vetor normal do plano tangente ¢ N =
(—%(p), —g—g{z(p), 1) = (0,0,1), logo, o plano tangente ¢ paralelo ao
plano de equagio {z3 = 0}.

Figura 1.16:

Mas, se de um lado todo ponto de maximo ou minimo interior ¢ ponto critico,
nem todo ponto critico ¢ ponto de maximo ou minimo local. Assim, tal como em
Calculo I, precisaremos de critérios mais finos para classificar pontos criticos, i.c.,

determinar se eles sio de maximo, de minimo ou sela.



No grifico de f(x) = 93% — x% + % se observa que p = (0, 0) nio ¢ maximo
nem minimo local.

Figura 1.17:

Seja f : U C R™ — R fungdo de classe C3. Entdo:
£(2) =F(p) + dF @)z~ p) + 5z — p)'Hess f(p)(z — p) + Rz~ p)
=f(p) +(Vf(p),(x —p)) + (Hess f(p)(z —p),z —p) + R(z — p)

. R(z—
onde lim (xipg =0.
T—p HZZ‘—p”



Seja f : U C R? — R de classe C2. Entao

) = 10+ [0 o) [0 0]

T2 — P2
| gt (p) o= )] [21—m

+ 5 [1'1 — D1 372_172] [a;??afm <p) 69?228];2 (p) |:$2—p2:|
= IO+ W) )+ L) - )

o2 0?
b S O =+ 5 )~ pr) ez )

2
I L S Y

5 8.%’28.%‘2

O Teorema 1.63 garante que o pohnémio

Po(e) = J(p) + df () — p) + 5 (& — p)Hess f )z — ),

chamado de polindmio de Taylor de grau 2 em torno de p, aproxima a funcao f
numa vizinhanga de p.
Além disso, se p for um ponto critico de f, entdo a forma quadratica

1

h(z) = 5 (z — p)'Hess f(p)( — p)

aproxima a fungio. Isso sugere que, tal como em Calculo I classificar pontos criticos
esteja relacionado com a compreensio da segunda derivada.
Note que no Problema 1.55, P2 em torno de p = (0, 0) coincide com a prépia

funcao de f.

Seja f (w1, 29) = 203 4+222 — (1422222 +23). Considerandop = 0 temos
(pelo Problema 1.55) que Py (z) = 2{E% + 256%. Note na Figura 1.18 que p =
(0,0) é um ponto de minimo e assim um ponto critico, i.e., V f(p) = (0,0).
Logo, o plano tangente ao grafico de f em p ¢ {z3 = f(p) = 0}. A Formula
de Taylor garante que, préximo a p = (0, 0) o grafico de f ¢ aproximado por

h(z) = 3w — p)'Hess [(p) (& — p) = Palx).



graficode f

Figura 1.18: Grifico de f(z1, 22) = 222 + 223 — (21 + 22323 + 23), plano
tangente e aproximagiao quadratica

1.5.2. Critérios de classificacao de pontos criticos

Seja f : U CR™ — R de classe C3. Suponha que p € U scja ponto critico (i.c,
df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) Se todos os auto-valores A; de Hess f(p) sdo positivos (i.e., A; > 0), entdo
P ¢ minimo.

(b) Se todos os auto-valores A; de Hess f(p) sdo negativos (i.e., \j < 0), entdo
P ¢ mdximo.

(c) Se parte dos auto-valores A; de Hess f(p) sdo positivos, ¢ a outra parte ne-
gativa, entdo p ¢ sela.

A fungio f(z) = 2} + 23 4 2 tem um minimo local em (0, 0). Observe que
Hess f(0,0) tem 2 como autovalor de multiplicidade 2.



Figura 1.19:

A funcio f(z) = —2% — 22 4+ 2 tem um maximo local em (0,0). O
Hessiano de f tem um tnico autovalor —2 de multiplicidade 2.

Figura 1.20:

Por outro lado, a fungio f(z) = 2 — 23 + 2 nio tem nem méximo nem

minimo no ponto (0, 0). De fato, os autovalores de Hess f(0,0) sio 22 —2.



Figura 1.21:

Prova do Teorema 1.66. Vamos supor inicialmente que p estd na origem, f(p) =0¢
0 <A1 <Ay <+ < Ay sio os auto-valores de Hess f(p).

PClEl formula dC Taylor temos:

() = 5 (o) Hess F(p)(x) + R

Pelo teorema Espectral

A0 0 0
0 X O 0
Q'Hess f(p)(x)Q = |0 0 A3 0] =a
0 0 0 Am |
onde Q = [ql Q2 qm] ¢ a matriz ortogonal cujas colunas sio os autoveto-
res (ortonormais) q1, g2, - .., Gm de Hess f(p)(z) associados a A1, g, ..., A
Sejamy;, 1 < ¢ < m, as coordenadas de & com respeito abase {q1, g2, - .-, gm},
ou s¢ja,
T=y1q1+y2q2 + 0+ Ymam = Qy, ()
Y1
Y2
ondey = | .
Ym

Substituindo nas duas equagoes acima temos:



f(x) = 5u'QHess [(p)Qu + R

=39/ (@Hess [(p)Q)y + R

1
ziytAy + R

1 -
:§(A1yf Fhoys 4+ Any) + R (+%)
Dividindo por ||z|? = ||y[|? temos:

f(x)

(eI

R
]2

para & proximo a p ou seja p ¢ minimo. O

>0

> A+

1
2

Entendido o fendmeno, podemos desenvolver um critério mais facil de ser im-
plementado (no qual nio sera necessario calcular os auto-valores explicitamente,

mas apenas ter uma maneira de detectar seus sinais).

[remos explorar o caso particular de dimensao dois.

Seja f: U C R? = R de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico (ie,
df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) SedetHessf(p) > 0e¢ 8;?125;1 (p) > 0 entdo p ¢ minimo.
(b) SedetHessf(p) > 0e %(p) < 0 entdo p ¢ maximo.
(c) Sedet Hessf(p) < 0 entdo p ¢ sela.

A demonstragﬁo da pTOpOSi(;':lO segue como caso particular dO teorema anterior

¢ dO teorema comentado a seguir.

>0 leitor pode verificar a obtecio de () e (#x) usando operacoes bédsicas de matrizes, come¢ando
por dimensdes baixas.



Considere uma matriz simécrica A. Entdo as seguintes aﬁrmag@es sao Cquivalentes:
1. Os auto-valores de A sdo rodos positivos (e, A; > 0);
2. 2tAx >0, Yo #0(A ¢ positiva-definida);

3. detAp >0 para todas as submatrizes Ay, a csquerda, i.eas matrizes k X k
definidas como (ay)ij = aij para0 <i < ke0 < j <k

Por exemplo, se m = 2 e A = Hessf(0), entio A; = [%(0)] e Ay
Hess f(0), e assim re-obtemos as hipdteses do item (a) da proposicio anterior,

Podemos também dar uma prova alternativa do Corolario 1.68 seguindo um argu-
mento geométrico. Suponha que hipétese (a) seja veriﬁcada. Como det Hess f(O) =
A1A2 > 0temos Ay > 0,A2 > 0ou Ay < 0, A2 < 0. Assim pela demonstra-
¢do do teorema anterior, o grdfico S da funcao h(z) = x'Hess f(0)z ¢ um pa-
raboloide eliptico para cima (se A; > 0) ou para baixo se (\; < 0). Para decidir
qual das op¢oes observe que o grdfico de h(z1,0) = m%aaijl(O) descreve a para-
bola C = S N{xe = 0}. Como esta parabola ¢ para cima (pois por hipotese
8822;1 (0) > 0), 0 grafico de S ¢ para cima. Logo Ay > 0, Aa > 0 ¢ pelo Teorema
anterior, 0 ¢ ponto de minimo. Os outros itens se provam de forma similar.

Considere f : R? — R funcio definida como f(x1, z2) = 2(2z1—22)(2x2—

x%) Determine e classiﬁquc 0s pontos criticos.



Figura 1.22: Grafico da funcao do Exercicio 1.71, onde podemos observar que (1, 1)
¢ ponto de miximo local, e os pontos (0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2) sio pontos de sela

Quando temos f : U C R? — R fungdo de classe C3 onde (0,0) € U ¢ ponto
critico, temos que o plano tangente do grdfico em (0,0, f(0,0)) ¢ paralelo a {x3 =
0}. Neste caso, K (q) = det Hess£(0,0) = A1 A2 é chamada Curvatura de Gauss
no ponto ¢ = (0,0, £(0,0)). Assim se K(q) > 0 o grafico de f ¢ aproximado por
uma paraboloide eliptico e se K (q) < 0 ¢ aproximado por um paraboloide hiperbolico
(sela de cavalo).

Mais geralmente, dado um grafico S qualquer e ¢ € S podemos, apos movimento
rigido, descreve-lo (pelo menos localmente) como um novo grdfico de uma fungao h em
relagdo ao plano plano tangente TS. Assim o conceito de curvatura de Gauss pode
ser definido para qualquer ponto g € S bem como sua interpretagdo geométrica.

1.5.3. Férmula de Taylor de ordem maior

Sejav = (v1,...,Um) vetor em R™. Considerando o conjunto de todas as funcoes
de classe CF em U C R™ (denotada por C*(U)) podemos criar uma aplicacio
linear T : C¥(U) — C*~1(U) definida como

Em Cilculo II e Fisica costuma-se denotar v - V = T ¢ assim

- 0
U-V:;viaxi



f:

Com tlll l’lOt’d(;’;lO podemos veriﬁcar que

%thessf(p)v = %(U : V)Qf(p)~

(1.5.2)

Afim de verificar Equagio 1.5.2, facamos a conta para o caso particular em que

UcR2 >R

0 V) VUE) = (g 2w + s

0 0

83:1 8x2
2 2

Tarom; 7)o

+ wvwy (p) + vows

8.27281’1

8331 82?2

o0 f 0*f
(p

81‘281‘2

OL () 524
= [v1 v 8%]2%9“ 8%?2(33“

O0x10x2 (p) Bx20x2 (p)

= v'Hessf(p)w

Seja f: U C R™ = R fungdo de classe CH1lpecUecv=(x—p). Endo:

Onde lim,,_sq

flo+p) =

+

+ o+ o+ o+
=

Rv) _
[[oll*



Anotagdo v-V ¢ muito sugestiva em espagos Eucidianos pois evoca a ideia do produto
. . /[ . / /. / .

interno de v com V e assim ¢ facil de ser lembrada. Porém no proximo capitulo iremos
substitui-la em variedades M pela notagdo ve para destacar que tal operador ndo
depende da metrica (e assim ndo deveria evocar notagdo do gradiente, objeto que
necessita de métrica). Também como serd discutido ao ﬁnal do préximo capftulo, a

notagdo ve sera utilizada em Teoria Geométrica de Controle.

1.5.4. Maéaximos e minimos absolutos

Em certos casos particulares ¢ possivel at¢ determinar maximos ¢ minimos absolu-

tos. Para isto usaremos o seguinte resultado:

Sejam f: U C R™ — R uma fungdo continua e K C U um conjunto fechado e
limitado (ou seja fechado tal que K C Bgr(0)). Entdo a fungdo restrita f|x possui
um valor maximo e um valor minimo.

O Teorema 1.75 sugere o seguinte algoritmo:
Passo 1: Determinar pontos criticos no interior de K;

Passo 2: determinar candidatos a maximo ou minimos de f|3K (ex, via parametri-
zac¢oes ou multiplicadores de Langrange)

Passo 3: comparar os candidatos determinados nos passos anteriores.

Seja f : R? — R definida como f(x) = 222 + 21+ 23 —2e K = {z €
R? lg(x) = 33% + ZC% < 4}. Vamos determinar os valores de maximos e

minimos absolutos de f|x seguindo o algoritmo anterior.

Passo 1: A solu¢io do problema V f(z) = (0,0) para  no interior de K ¢
z=(—1,0)

Passo 2: Para determinar candidatos a maximo ou minimos de f|gx usaremos



§ 1.6. (*) Gradiente descendente e Aprendizado de Mdquinas m

—| Continuacao. I

neste exemplo multiplicadores de Langrange.

(dxy1 4+ 1,229) =V f(z) = AVg(z)= \(2x1,2z2)

4 = w% + x%
Cujas solugdes sio: (2,0), (—2,0), (—%, @), (—%, —\/7175)

Passo 3: Avaliando f nos pontos obtidos nos Passos 1 ¢ Passso 2 concluimos:
—1?7 = f(—1,0) ¢ valor minimo absoluto, e f(2,0) = 8 valor miximo ab-
solurto.
. !
Note que, como se mostra na figura a seguir, o ponto (2, 0) ¢ um ponto

de maximo global de f|x que estd no bordo de K ¢ ndo ¢ um ponto critico

de f.

( 1/4,0,-17/8)

Figura 1.23:

(*) Gradiente descendente e Aprendizado de Maquinas

Nesta se¢io eletiva, iremos apresentar o conceito de gradiente descendente o qual
¢ relevante na area Aprendizado de Mdquina. Em particular provamos as condi¢oes



para sua convergéncia em termos do Hessiano e discutimos um exemplo de fungio
penalidade em Aprendizado de Maquina onde tal técnica ¢ utilizada. Para maiores
detalhes vide [Bou23] e [WBK20] onde esta apresentacio foi baseada.

1.6.1. Gradiente descendente e sua convergéncia

Dado uma funcio suave f : W C R™ — R o algoritmo de gradiente descen-

dente ¢ definido como
W1 = wg, — 7%V f(wy,)

gerando uma sequéncia {wy, } sendo que o passo T, pode variar a cada intera-

¢ao.

O algoritmo ja suscita duas questdes:
(i) Motivagao: Considere a solu(_;io da E.D.O com condi(_;ﬁo inicial wo:

7'(t) ==V fon(t)
7(0) = wo

Sabemos que ¢ — f o y(t) ¢ uma fungio descrescente. Como os segmentos de
retas t = oy (t) = wi, — tV f(wy) com t € [0, 73] aproximam trechos de 7, caso
Wk — We, O PONLO We seria um candidato para um ponto de minimo local de f.
(ii) Defini¢do do step-size Tj;: Existem varias opcoes de defini¢ao de 7. Podemos
considerar uma constante fixa a ser determinada no problema ou um passo adaptativo

Tk, 1.€., que varia a cada interacao.

Um exemplo de um algoritmo de passo interativo ¢ o assim chamado backtracking
line search. Nele enquanto f(wg) — f(wy — 7V f(wy)) < at||Vf(wg)|?
substitui-se T por bT, onde a frequentemente ¢ escolhido como a = 107%eb = %
A sequéncia construida na Definigdo 1.77 ¢ chamada suficientemente descrescente se
existe ¢ tal que para todo k tenhamos:

Fwr) = fwisr) = el V f(wp)|.

Posstvel demonstrar que, sob condicoes de regularidade, ie., f(w + d) < f(w) +
(Vf(w),d)+ %2 |d||?, o backeracking line search produz um ¢ para o qual {wy, }



se torna suficientemente descrescente. Por outro lado, se {wy,} ¢ suficientemente de-
crescente e converge para algum ponto We (que ndo necessariamente precisa ser um
ponto de minimo) entdo V f (we) = 0 ou seja we ¢ critico, vide [Bou23].

Considere h : R? — R a fungio h(wy, ws) = —2(2w; — wi)(2we — wi).
Tal como no Exercicio 1.71 temos que (0, 0), (0, 2), (2,0), (2, 2) sio pontos
deselae (1,1)¢ ponto de minimo local. Ao aplicar o algorl’tmo do gradicntc
descendente bem perto de (1, 1) vemos que ele de fato gera uma sequencia que
ira convergir para este ponto de minimo. Porém ao aplicarmos perto de um
dos pontos de sela (que nao seja o proprio ponto de sela) a sequencia ira diver-
gir. A seguir deixamos um programa simples em Python (com T constante),
para que o(a) leitor(a) possa fazer alguns experimentos, vide [WBK20].

import numpy as np
from autograd import grad
def SeqGD(g,alpha , max_its ,w):
gradiente=grad(g)
sequencia=[w]
for k in range((),max_its):
w=w—alpha*gradiente (w)
sequencia.append(w.tolist())
return sequencia

def h(w):
return —1*(2*%(2*%w[0] —w[O0]**2)*(2*w[l] —w[1]**2))

pt_X=float (input(’Entre com a coordenada
de partida x:'))

pt_Y=float (input(’Entre com a coordenada
de parctida y:’))

pt=np.array ([pt_X,pt_Y])

aprend:float(input(’Entre com passo: )

int=int (inpuct(’Entre com numero de interagio:’))

print(f’Sequencia é:{SquD(h,aprend ,int ,pt)} ")



Vemos a seguir que na vizinhanga de um ponto we que ¢ minimo local, a se-
quencia {wk} converge para We. A prova é apresentada quando Ti € constante,

porc’m resultado ¢ ainda valido para Ty adaptativos.

Seja f : W C R™ — R fungdo de classe C2. Suponha que exista we € U tal
que:

(i) Vf(we) =0;
(ii) os autovalores de Hess f(we ) sdo positivos, ie., 0 < Apin < -+ < Amaaz-

Entao existe uma vizinhanga Be(we) de we tal que para todo wy € Be(we) temos
que a sequencia iterada w41 = F (wy,) converge para we, onde

1
Fw)=w-— ZVf(w) com L > 24z

Demonstragao. Facil verificar que: DF(w) = Id — 1 Hess f(w). Logo os auto-

valores de DF sio: (1 — A—Ll) > > (1= /\”z”) e assim

Ami A
|DF(w)|| = sup DF(w)v = max{ ALY P P
sup, 1= - 2 )

Por hipdtese & > Apqq ¢ assim & > Am% > Ame > 0. Logo HDF(U})H <1.0
resultado segue entao doLema1.81a seguir que ¢ uma versio simpliflcada do Lema

da contracao. O

Seja F' : W C R™ — R™ aplicagdo de classe C! tal que we € W ¢ ponto fixo
de F, ou seja F(we) = we. Suponha que || DF(we)|| < 1. Entdo existe uma

Uizinhanga B, (we) de we tal que:
(a) F(Be(we)) C Be(we);
(b) para todo wo € Be(we) temos que a sequencia wiy1 = F(wy) (k > 0)

CO‘I’L'UCVgC pam We.

Demonsn‘agdo. Visto que F ¢ de classe Ot temos por hipétcsc que existe a vizi-
nhanca Be(we) tal que || DF(w)|| < ¢ < 1. Assim pelo teorema do valor médio



remos

1F(z) = F(y)|| <cllz -yl (1.6.1)

para qualqucr x,y € B (we). Em particular, COMO W, ¢ ponto fixo,
[1F(w) — well = [|[F(w) = F(we)|| < cljw —well < ce<e

o que implica que F'(w) € Be(we) e assim provamos item (a).
Aplicando indugio a Eq. (1.6.1) junto com o fato de F(we) = we temos

1 (wo) — wel| < ¢*flwo — w]

o que implica WE — We € assim concluimos a prova do item (b).

1.6.2. Funcao penalidade associada a cross entropy

Uma problema classico em Aprendizado de Maquina, ¢ desenvolver um algoritmo
que, apos ser treinado com dados de aprendizagem, consiga prever a probabilidade de
novos dados pertencerem a certa classe. Mais precisamente utilizaremos um con-
junto de pontos {(z;, ;) }2_; com z; € R™ e y; € {0, 1} para construir uma fun-
¢io p : R™ — R2 tal que a primeira coordenada (p)1 () preveja a probabilidade
do (novo) dado & € R™ ter valor y = 1 e asegunda coordenada (p)2(z) a probabi-
lidade do dado @ ter valor y = 0, em particular teremos (p)1(x)+(p)2(x) = 1. Por
exemplo o dado € R™ pode representar uma imagem (com m pixels) ¢ o valor y
pode representa se tal figura corresponde a um gato, ou um cachorro (supondo que
vamos sempre alimentar o algoritmo com figuras que sejam de fato apenas de gatos
¢ cachorros). Tambem fara parte do nosso modelo que os dados (em sua maioria)
podem ser separados por algum hiperplano {x € R™; gy(x) = (w,x) + wy = 0}
onde w = (wp, w) € R x R™ nio é conhecido no inicio.

Vamos explicar a estrategia da construcio de p e porque tal assunto estd relaci-

onado ao gradiente descrescente. Primeiro vamos definir algumas aplicacoes:
() Z:Q—=R2 onde Q={1,---,P}e Z(i) = (y(i),1 — y(i));

(i) pw : R™ — R2 onde py(z) = (0(gw(2)), 0(g—w(z)) sendo que a fungio
sigmoide o sera definida na Eq. (1.6.2);

(iii) X : Q@ — R™ onde X (i) = a;;

(iv) Yy : Q = R%onde Yy, = py 0 X;



V) f: W cR" 5 Ra funcio penalidade f(w) = £(Z,Y,,) a qual
medira, a grosso modo falando, "quao distante” esta a (densidade de probabi-
lidade discreta) Yy, da (densidade de probabilidade discreta) Z, sendo que a
definicao da aplicacio cross entropy (-, -) sera dada na Eq. (1.6.3),

O algoritmo do gradiente descendente entdo ¢ aplicado a fungio f : W — R
para obter um ponto we € W que realiza o minimo de f. Finalmente a funcio
procurada p : R™ — R? ¢ definida como p = py, -

Vamos agora dar alguns detalhes a mais sobre os itens (ii) e (v).

(ii) A fungao sigmoide o : R — (0, 1) ¢ definida como:

o(t) = —

=1 (1.6.2)
Note que limy—s 400 0(t) = 1 e limyy_ oo 0(t) = 0. Em particular perceba que
quanto mais positivo Gy (x) for (ie., quanto mais afastado do lado positivo do hi-
perplano gy, (2) = 0) mais proximo a primeira componente de py, definida no item
(ii) estara do valor y=1.De forma anéloga quanto mais negativo for Ju (:U), mais
proximo a segunda componente de py, estara do valor y = 1.

(v) Comecemos com algumas palavras para criar uma intui¢io sobre cross en-
tropy que mede ‘qudo distante’ esta Yy, de Z. Vamos supor que para kg fixo, nosso
dado Tk, tenha valor atribuido Yo = 1. Seo valor pw(xko) ¢ proximo a (1, 0)
ou seja se Py indica que o ponto tem alta probabilidade de ter valor 1 (o que ¢
verdade pois Yg, = 1) deveriamos ter uma pcnalidadc pequena, pois Py esta fun-
cionando bem, pelo menos no ponto . Se por outro lado py, (2, ) for proximo a
(0,1), i.e., a funcio pyy indicar que o ponto tem baixa probabilidade de ter valor 1
(0 que sabemos que nao ¢ verdade) deveriamos ter uma alta penalidade. Note que
multiplicar yg, por o({w, Tk,) + wo) nio modela o que desejamos, pelo contrario
penaliza um bom desempenho. Nossa solu¢ao para modelar penaliza¢ao de mau de-
sempenho, serd utilizar a fun¢ao — In(t). Observe que para t € (0, 1] esta funcio
¢ nio negativa, que préximo at = 1lelase aproxima a zero ¢ préximo at=0cla
fica muito grande. Entao para modelar um mau desempenho ¢ interessante multi-
phcar Yko POT — ln(0(<ﬂ), :L“) + wo)). Assim para qualqucr Outro ponto T (onde
yr € {0,1}) o custo ou penalidade ¢ definido:

Cy = —(Z(k), In(Yy(k)) = —(Z(k),In(pw(zk))
onde Zi, = (yg, 1 — yx) e In ¢ aplicado ao vetor Yoy (k) = pu(xk) (ie., aplicado a

cada COl’l’l‘pOl"lCl’l'EC7 tal CcOmo na 1inguagcm nyhOl’l). Temos assim quce

1< 1 &
E(2,Yw) = 5 d Cp= -5 > (Z(k), In(Yy(k))) (1.6.3)
k=1 k=1



Escrito explicitamente:

E(Z,Yy) = -+ Zyk In(o((@, zk) + wo))

—_

P
Z 1 —yi) In(o(—(@, z1) — wo))

=1
Ou utilizando que 1 — o(t) = o(—t) temos:
1 P
-5 Zyk In(o((w, xg) + wp))

k=1

1 P
> (1 =) In(1 = o((@, zx) + wo))
k=1

E(Z,Yy) =

ol

1.6.3. Classificagdao multiclasse linear

Na subsegio anterior, poderiamos ter considerando normalizagio exponencial de

(z - e’ 2 = ) e definido

um vetor, i.e., 6(s1,52) =

Bu(®) = &((w, ) + wo, — (@, ) — wo).

Nio ¢ dificil de verificar que py () = p2w () ;0 que significa que podemos usar
uma ou outra aplica¢do ao minimizar. A aplicacio Pw porem nos permite considerar
casos onde os valores atribuidos aos dados sao nio binarios (¢ = 1+ -+ C) e serd esta
generalizacdo que iremos considerar aqui nesta subsecio.

Estamos entdo supondo que os dados podem ser separados por hiperplanos
{x € R™; gye(z) = (x,0°) + wo, = 0}, indexados por ¢ € {1,...,C}
com C' > 2. Destacamos que novamente nio sabemos de inicio os pardmetros
w® = (wo,e, W°) € R™*L de fato & isto que procuramos. Temos nossos dados de
aprendizagens (4, yi)t_; ondg x; € R™ representa um dado (e.,g uma imagem de
um algarismo) e y; € {1,...,C} C Ninforma a qual classe x; percente, ou seja
se ¥; = ¢ entdo x; pertence a classe ¢. Podemos definir as aplicagdes:

(i) X:Q={1,...,p} CN— R™onde X(i) = z;, i.c., que associa a cada
ctiqueta ¢ € £ o dado de aprendizado x;;

(i) Z : Q — RY que associa a cada i um vetor Z(i) = (21(4), - - - , 20(i)) tal
que zc(7) = 1sey; = ¢ (ie., se x; pertence a classe ¢) e Zj (1) = 0 caso
contrario;



(iii) a funcao softmax & : RY — RC definda

R es1 eS¢
U<317"‘,8C)—<chesc,“',m)§
c= c=

(iv) py : R™ — R onde
pu(®) = 6(gu1 (2),- -, gue (@),
paraw = (w', -, w®) € W = (R™+1)7,
(v) Yy : Q = RY onde Yy = py 0 X;
(vi) f: W — R atfuncio penalidade:
f(w) = E(Z,Yu)

= 152k, (Y ()
Pia

Tal como antes podemos aplicar o metodo do gradiente descendente a f ob-
tendo o minimo we de f e assim definimos p(x) = py,, () como a fungio procu-
rada p : R™ — RY, a qual devera prever para um novo dado & € R™ as proba-
bilidades dele pertencer as classes consideradas, i.c., chzl pe(x) =1epe(z)dia
probabﬂidadc de & estar na classe c.

Para comodidade do(a) leitor(a) (que deseje implementar este método compu-

tacionalmente) terminamos dClXZ{l’ldO €Xp11C1[’O a fOllelA dO gradlente d€ f

Vf(w>—( (%C c,zza =1

Gl =5l [
5] = 5 ][]+ S 2] ]

L. [X} ¢ amatriz m X p onde as colunas sio X (i);



2. [Z} ¢ amatriz C' X p onde as colunas sio Z(7);
3. 1¢amatrizp X 1 com todas entradas 1;
4. [%] ¢ matriz C' X 1 com [%Ll = aazfc
AF | & e of | _ Of
5. [8@} ¢ matrizm X C' com [8@} o~ oal

6. [H(w)] ¢ amatriz C' X p com {H(w)]zk _ Z;xpe)(iw(i;X(/z)(k))
=1 wC O

Cabe aqui destacar um pequeno problema na discussdo acima da modelagem da clas-
sificagdao multiclasse linear. Note que, fixo w®, qudo mais distante x € R™ estd do
do hiperplano {x € R™; gye(x) = 0} maior o valor de gye () ¢ isto modela a
confiabilidade de que x de fato estd na classe c. Porém note que em um problema de
mais de 2 classes, se tivermos um outros wC com ||w|| # ||w€|| podemos até ter
que Gue(x) = Gz (&) porém isto ndo significa que os pontos T, T estdo a mesma
distancias dos hiperplanos que separam as classes ¢ e € e assim podem ndo ter a mesma
confiabilidade. A solug¢do teorica para esta questdo ¢ simples. Bastaria sempre consi-
derar que ||| = 1 ou seja que W = RY x (Sm_l)c. Porém a implementagdo
desta idéia deve levar em conta o tempo de maquina. Por vezes em alguns problemas
simples ou com um conjunto de dados de aprendizado bem comportados (como os de
reconhecer algaritmos) parece ser suficiente que os pesos iniciais W sejam unitarios
para garantir a convergéncias para uma fun¢do p que consegue fazer boas previsdes.

Em uma situacdo pior, poderiamos sempre normalizar as interagoes.

Por motivos diddticos estaremos considerando aqui sempre M = g~1(c) uma su-
perficie regular onde ¢ sera um valor regular de uma fungio g : U C R? — R.
Apos vermos o conceito de plano tangente de uma superficie de nivel M seria
natural nos perguntarmos por objetos que mecam quio diferente localmente a su-
perficie possa ser de um plano. Uma possivel abordagem seria olhar o vetor normal
unitarion = ”g—gH ¢ nos perguntarmos quao rapido ele gira. Ou seja pensando nele



intuitivamente como uma alavanca (ou um Joystick de videogame) gostariamos de
ver quio rapido ele muda de posicao. Claramente se ele nunca mudar de posicao
ou seja se sua derivada for zero, entido M ¢ (ou pelo menos parece ser) um plano.
Isto nos motiva a definir o seguinte operador

Dado um superficie regular M? = g~1(c) em R3 e campo unitarion = ”g—g”

podcmos definir a aplicagﬁo simétrica STI : Ty M — T, M como
Sp(X) := —DmpX =: Dxn(p)

chamada operador forma (shape operator) ou Weingarten operator.

A defini¢ao acima claramente demanda varias explicacoes.

A primeira seria porque este operador de fato ¢ um operador linear de T, M para
T, M. Para ver isto considere uma curva t — «(t) € M com d0)=X¢€ T,M.
Podemos entio definir a funcio f(t) = (noa(t),noa(t)) = 1. Ao derivar f em

t = 0 concluimos que:

0= £'(0) = 2(=S, X, n(p))

A equacio acima entdo implica que de fato Sy : T,M — T, M

A segunda explica¢io que deveriamos dar ¢ porque a aplicagio Sy, : T, M —
T, M ¢ simétrica (e talvez porque este incomodo sinal de menos). Como isto exige
um pouco mais de contas, coloquemos esta explicagdo em um pequeno lema.

Sy(p) : TyM — T, M ¢ de faro simétrica.

Demonstragdo.
(SpX.Y) = (=(Dxn)p,Y)
Y DxY)
<y, Dy X)
Y Dy X)
= (Y. X)



[gualdade (%) segue definindo f(t) = (no a(t),Y o a(t)) = 0 e derivando em
t =0 (ou seja alterando levemente o truque acima discutindo). A igualdade ()

seguira da expressao 1.3.5 para o campo colchete. O

Uma vez definido o operador forma, podemos tentar medir quanto ele difere

de zero, e assim tentar estabelecer uma medida de quanto M difere de um plano
, q F

(pelo menos localmente). Por ser um operador siméerico nada mais natural do que

olhar para seus autovalores.

Os autovalores A1 e Ag de Sn(p) : TpyM — T, M sio chamados curvaturas

principais.

Antes interpretar (€] Sigl’liﬁCZ{dO dCStCS auto—va]ores, reformulemos o quce Vimos

na demonstra¢io do Teorema 1.66.

Sejah : U C R? — R fungdo de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico
(ie, dh(p) = 0) ¢ que os autovalores \; de Hess h(p) sejam diferentes de zero, ie,
det Hess h(p) # 0.

(@) Se A1 - A2 > 0 o grdfico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por um
paraboloide eliptico.

(b) Se A1 - Ao < 0 o grdfico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por um
parabolide hiperbdlico.

Seja M o grdfico em R? de uma funcdo h : U C R? — R suave tal que (0,0) €
U, h(0,0) =0e VAh(0,0) = (0,0). Temos entdo:

(a) T(O,O,O)M = R2 X {0},
(b) sen(0,0,0) = (0,0,1) entdo Sy(v,0) = (Hess h(0,0)v,0), onde Sy,

¢ 0 operador forma.

(c) As curvaturas principais em p sdo auto-valores A1 e Az do Hessh(0,0) e



assim M pode ser aproximado por um paraboldide eliptico (respectivamente
paraboloide hiperboloide) se Ay Ag > 0 (respectivamente se Ay Aa < 0).

Demonstragdo. (a) Ao definir g(x) = x3 — h(z1,x2) temos que o vetor normal
Vg(z) = (—%, _aan;v 1). Assim 1(0,0,0) = Vg(0,0,0) = (0,0,1) e conse-

quentemente o plano tangente em (0, 0,0) ¢ R? x {0}.

(b) Definamos a parametrizacao ¥(x1,x2) = (1,22, h(z1,22)) ¢ com cla
vetor normal ¢ sua representagdo em uma parametrizagio (ou seja 7 0 Y = 1))

(_hﬂcp _hxg, 1)

(1, 2) =
NG
onde hy, = _3872- Seja @ = ¢(&). Temos entio:
$,0/(0) = — Liioa(t)
m = dt?? t=0

0
= | L ey 081 + (e 0 602 + 1), 0

t=0

) )
=04+ hz1z2 (0, 0) T2T2 (07 0)

lembrando que &/(0) = (& (0), a5(0),0)

(¢) segue direto da Proposi¢io 1.86. O

Agora que temos uma interpretacao do que sdo as curvaturas principais no caso
particular descrito acima, podemos observar que toda superficie M = g~1(c) pode
ser rodada e localmente na vizinhanca do ponto p recaimos na situacio descrita
na Proposi¢io 1.87. Assim a proposi¢io acima motiva a defmigﬁo de curvatura de
Gauss a seguir ¢ implica o corolario apresentado abaixo.



Dado uma superficie rcgular M = g_l(c) ¢ sejam Aq, Ag curvaturas prin-
cipais associadas a n(p) = ”g—g”(p). A curvatura de Gauss em p € M ¢
definida como K (p) = A1 - Aa.

Seja M = g_l(c) superficie regular.
(@) Se K(p) > 0entdao M ¢ aproximado (perto de p) por um paraboloide eliptico,

(b) se K(p) < 0 entdao M ¢ aproximado (perto de p) por um paraboloide hiper-

bélico.

Norte que embora os sinais das curvaturas principais possam d@pendﬁr da escolha do
sentido do vetor normal unitario 1 (ou seja para ) = —n, \j = —\;) a curvatura
de Gauss ndo depende da escolha do sentido do vetor 7).

Utilizando diretamente a defini¢ao de S;, determine as curvaturas principais
¢ curvatura de Gauss de um plano em R? ¢ da esfera (candnica) S?(r) de raio
7 e centro zero em R3 com vetor normal apontando para fora.

Para exemplos mais complicados, podemos calcular explicitamente curvaturas
principais e curvatura de Gauss via parametrizagdo, mas, antes de formalizar isto,
precisamos do conceito de scgunda forma, que nao ¢ mais que a aplicagﬁo bilinear
associada ao operador de Weingarten (que, como vimos, ¢ uma aplicacio linear
autoadjunta)

Seja M C R2 uma subvariedade mergulhada. A forma quadratica 11,
T,M — R definida por

1,(X) = {(5y(X), X) , (1.7.1)



é chamada de segunda forma fundamental.

Sep : U C R% — M ¢ uma parametrizagdo de M, 1 vetor normal ¢ 7j definido
como 1] = 1 © 1. entdo os coeficientes da segunda forma fundamental estao dados
por

bij = <_ﬁ17i7w1:j> = <ﬁ7wui,uj>~

Sejam M superﬂcie merguﬂmda em R3 ¢ gij ¢ bij 0s coeﬁcienms‘ da primeira e se-

gunda forma, respectivamente. Entdo:
(a) a representagdo matricial do operador forma esta dada por

1S,] = 1 [ 922 —912} [511 512} )
T — g% |- bor bas)
911922 — 912 921 911 21 022

(b) a curvatura de Gauss ¢ dada por

~ bi1bog — b?
K(x1,29) = ———12;
911922 — 979

A1tA2
2 )

(c) amedia das curvaturas principais, H = ¢ calculada em coordenadas

como:

9

~ 1 <b11922 — 2b12g12 + 911b22)

H(xy,22) = -
( ) 2 g11922 — G35

(d) e as curvaturas principais por Ay = H £ v/ H? - K.

Demonstragdo. Sejam a;j fungdes tais que:
_ﬁm = 011%1 + a21¢x2
_ﬁﬂcQ = al2wx1 + (1221/}352

Multiplicando tais equagdes por 1z, temos:

|:b11 512} _ [911 912} |:all a12:|
bo1 b2 go1 g22| |a21 a22



a qual implica o item (a).

No caso dos itens (b) e (c) basta observar que K = det[S,)] ¢ H = tr[S;)]
(deixamos o calculo explicito aos leitores).

Para demonstrar (d) observe que o calculo dos auto-valores de .Sy, pode ser feito
calculando o polinémio caracteristico da matriz [877] = [aij] Assim,

0= P(\) = det([S,] — Md) = A\? — tr[S, ]\ +det[S,] = N2 —2HA+ K. [

Considere M uma superficie de revolucio em R3. Temos entdo a parametri-
2a¢ao

U(t,s) = (r(t) cos(s),r(t) sin(s), h(t))
onde t — B(t) = (r(t), h(t)) é a curva geratriz com || 3/ (t)|| # 0.

_ o, ' o ,
(e i (r'(t) cos(s),r'(t) sin(s), h'(t))
s = (Z%»} = (—r(t)sin(s), r(t) cos(s),0)

! . !
Logo a métrica em coordenadas ¢:

L [e@®P @ @) 0
[g’bj] = 0 (T(t))2

Para calcula bl] primciro calculcmos O vetor normal.

it 5) = e x s (= cos(s)(t), —sin(s)' (1), '(t))
’ [[1he X 2bs|| (W2 + (1)

Em seguida calculemos as derivadas segundas:

aZw /! ! . "
Yy = 92 = (r"(t) cos(s), " (t) sin(s), h"(t))
821/) / . /
P = s (—r'(t) sin(s), r'(t) cos(s),0)
2
Vss 0™ = (—r(t) cos(s), —r(t) sin(s), 0)

T Ps



1 —r" ()W (t) + W' (t)r' (t) 0
(') + (1) 0 r(t)R(t)

Usando o item (b) da Proposi¢ao 1.94 podemos calcular a curvatura de

[bij] =

Gauss.
1 (=" (DN () + 7' (DR (1)) () (1)
(" ()2 + (1 (1)2) r2 V()2 + (1(1)?2
(1) (W (£)% + 7 ()R ()R (1)
r(t) ((F(1)2 + (W(1)2)°*

Analogamente, pelo item (c) da Proposi¢ao 1.94 segue

K(p) =

1
10 =5 e+ wop
t

(=R )+ (R () (r(1)? + ()7 + (B (1)?) r(t) R (1)
V()% + (h/( ))

—r" (K (&) (' (£))? + (r()*r' (OR" () + r(&)(r' (1)K () + r(#) (I (t))°
2r2 ((r'(1))? + (W'(1))?)

Finalmente, se a curva (3 esta parametrizada por comprimento de arco, ou

seja, ||B']] = 1, segue

Nesta secdo vamos estudar conceitos que estao diretamente relacionados a média
das curvaturas principais (vide item (c) da Proposi¢ao 1.94). Para isso, vamos intro-

duzir formalmente este conceito.



Seja uma superficie S em R3¢ p € S. A media das curvaturas principais

ki+k
g + 2
2
¢ chamada de curvatura média de S no ponto p, ¢ o vetor H = HN ¢

chamado de vetor curvatura média.

Assim como no caso da curvatura de Gauss (Observagdo 1.90), o sentido do vetor
curvatura media ndo depende do sentido do vetor normal, pois se mudamos o sen-
tido deste, também muda o sinal da curvatura media e, portanto, o sentido de H

permanece invariante.

1.8.1. Superficies minimas

A palavra minima neste contexto esta relacionada com o problema de encontrar a
superficie com a menor area dentre todas as superficies que tem a mesma fronteira.
De fato, se consideremos uma superficie S em R3 ¢ consideramos variagdes

normais de tal supcrﬂcic, ou seja, para cada A € R, consideramos a aplicagﬁo

¥y : U — R?
(1,22) +—— (w1, 22) + A(21, 22)N (21, 72)

onde N ¢ o normal a superficie e h(x1, £2) uma funcio arbitrdria e diferencidvel

em U, entdo a primeira variacao da area ¢ dada por:

A'(0) = -2 // hH+/det(g)dxdxs. (1.8.1)
D

Entio podemos estabelecer a seguinte proposicio.

Seja S uma superficie mergulhada ¢ : U — R3. Entdo ela é um ponto critico
do funcional da drea para uma dada condicdo de contorno se, e somente se, a sua

curvatura média ¢ identicamente nula.



Demonstragdo. Se H = 0 ¢ claro que a condi¢ao ¢ satisfeita pois vale (1.8.1). Reci-
procamente, suponhamos que A’(0) = 0 e que existe ¢ € D tal que H(q) # 0,
entio existe uma vizinhanga V na qual H nio se anula. Escolhamos h : D — R
diferenciavel tal que h(q) = H(q), hH > 0 em V e h tem suporte compacto em
V. Assim A’(0) < 0 para a variacao determinada por essa funcio h, o que é uma

contradi¢do. O

Uma superﬁcie mergulhada S é chamada de superﬁcie ml'nima S¢ a curvatura

média ¢ zero em cada ponto da superficie.

/

A seguinte questdo ¢, entdo, natural: se S ¢ uma superficie minima que tem como
bordo a curva I, ela minimiza globalmente a darea? A resposta a esta pergunta ¢
negativa e isto foi observado por H. A. Schwarz (ver obras completas publicadas em
1890) mostrando que, quando a formula da segunda variagdo do funcional area para
a superficie minima que tem como bordo I' ¢ estritamente menor que zero, ela nao
minimiza globalmente a drea. Porém, as mesmas minimizam localmente a drea e a
prova pode ser encontrada em [?].

Uma superficie minima esta caracterizada em termos da primeira e segunda forma
fundamental pela equagao

g11b22 + g22b11 — 2912012 = 0. (1.8.2)

Demonstragdo. Segue diretamente do item (c) da Proposi¢ao 1.94. ]

O catenoide ¢ a superﬁ'cie gerada pela rotacao da catendriaxo = a cosh (—mr’ ) ,
a
a > 0 em torno do eixo 23 (veja figura 1.24).



Figura1.24: O catenoide obtido pela rotacio da catenaria ao redor do eixo 3.

Logo, eleé¢a imagem da aplicagio
(s, t) = (acosh(t) cos(s),acosh(t)sen(s), at).

Fazendo uso da formula para H obtida no Exemplo 1.95 — observando
que, neste caso, 7(t) = acosh(t) ¢ h(t) = at — obtém-se H = 0 (deixamos
o caleulo explicito ao cargo do leitor). Logo tal superficie ¢ minima.

Um fato interessante do catenoide ¢ que pode ser caracterizado como a unica

superﬁcie minima de revolugio (nao plana).

Se S ¢ uma superficie minima de revolugio em R3 (nio plana), entao S ¢ um
catenoide ou um pedago dele.

Sugestao: Fazendo H = 0 na férmula do Exemplo 1.95, mostre que as unicas possi-
bilidades para r ¢ h sdo as do exemplo precedente.

1.8.2. EDP das superficies minimas

Vamos considerar o caso em que a superficie minima seja o grafico de uma funcio
diferencidvel f : U € R? — R. Sabemos que uma parametriza¢io ¢ dada por:

P(x1,22) = (21, 2, 23 — f(21,22)).

Assim,

0 5
du}p(el) = (17(]’ 8.51) & d¢p(€2) = (0; 1; 83{2) .



Logo, da Definicao 1.34 segue que os coeficientes da métrica induzida estao dados

por

B af \? N AYE AN af \?
911—1+<6$1> ’912_<8$1> (8952)’ c 922_1+<6332> :

. I !
O vetor normal unitario ¢, 'Fl'Ol'E’J.l’lEO7

e, como

Py 0.0 9% f
6xi8xj N ’ 73.%1'81‘]' ’

scgue quce os COCﬁCiCl’lECS da scgunda forma sa0

9% f
6%183&'

of\2 [af\% .
OFN (95N,

856‘1 axl

Com isto obtemos uma equagao cquivalcntc a equagao (1.8.2), que ¢ uma equa-
cao diferencial parcial quasﬂincar ¢ Cliptica dada por:

af \*\ [0°f af of O°f af\*\ (9%f\ _
(“(w))(mﬁ‘%mmﬁmwﬁ<“(mﬂ)(mﬁ—“

(1.83)

bij =

Sendo que toda superficie mergulhada ¢ localmente um grafico, a equagio (1.8.3)
nos permite encontrar exemplos especificos de superficies minimas. Tal equagio ¢

chamada de EDP das superﬁcies minimas.

Vamos usar a equagﬁo (183) para mostrar que o hﬁliCOidc‘ é uma SUpc‘l‘HCit}

minima. O helicoide de passo um estd dado pela imersao

Y(x1,29) = (x9CO8 1, T2 SEN T, T1).



§ 1.8. (*) Curvatura média e superficies minimas

—| Continuacao. =

Figura 1.25: O helicoide como uma superficie regrada.

Supondo que 21 € (—%, %) e T # 0, temos que

LoAT1, *2) (1, 22) _ tan z;
- 9

x1(z1,22)

logo,

T2
x3 = arctan —.
T

Portanto, o helicoide ¢, localmente, o grafico da funcio

f(z1,29) = arctan Q,
1




onde z1 € (—

5 %) e xg # 0. Logo,

ﬁ N 1 —xX9 _ — X9
ory 14 (L)2 x% N xf—i—x%
z1
of B 1 I m
0xo 1+(ﬂ)2 T m%—l—az%
x1
82f o X9 - 2ZE1 _ 21’11’2
0rf  (a2+a3)" (a%+43)’
82f . —2x1x2
Ory  (a%+a3)”
0% f _ - (l’%+$%) + X2 - 229 _ :z:%—x%
0x10; (22 4 23)? (22 + 23)?

Donde,
(1 + (
(1 + <

of 2 82f_(x%+m§)2+x% 2r129
8> ) 0id (@423’ (sF+a3)
af \? 82f_(x%+x%)2+:c% —2x1 19
6> ) 03 (3 +43)  (eF+ad)

(1.84)

(1.8.5)



Somando (1.8.4) e (1.8.5) obtemos,

af \*\ 82f af \*\ 0%f
1+ == — 14 (= —=
* (8352) Ox? A (83:1 Ox3

22129 (21 + x%)Z + 2% — (27 + x%)z — z3
(a3 +23)° (a3 +3)°
2riz — (517% - :1:%)
(@3 +23)" (2% +a3)”
—9. —T2 ] o) ) {L‘% - IL‘%
(z1 +23) (21 +23) (22 422)°
9 of of 9*f

N 87331671'231‘18332 '

O helicoide pode ser caracterizado como a tnica superficie minima regrada.

TOle superﬁ'cie millima regrada ou é parte de um plano ou é parte dﬂ um

helicoide.

SugCSfaO.' USe (6] filto dC que uma Supel'ﬁcie regradab é a imagem da parametrizagio
Y(x1,x2) = y(21) + xow(z1), 1 € I CR, 22 €R,

onde {7(t), w(t)} ¢ a familia a I-pardmetro geradora da superficie. Obtenha a
formula para a curvatura média de uma superficie com tal parametrizagao, e mostre

a seguir que se a mesma for 0 entdo as expressoes de 7y e w sdo as do helicoide.

Vimos no Teorema 1.50 o classico teorema de multiplicadorcs de Lagrange, que
garante uma condi¢do necessdria para que a restricao de uma fungio u em um va-
riedade regular M = G~Y(c) tenha maximo ou minimo em um ponto p € M.

°As superficies regradas sdo aquelas que tem a propriedade de que por cada um dos seus pontos

/. . . o
passa uma rera que esta mteiramente COﬂtlel na superﬁme.



Porém tal critério nao garantiu que de fato a solugﬁo seja um ponto de maximo
ou minimo i.c., ¢ um critério necessario porém nio suficiente para existéncia de
maximos e minimos. Nos problcmas classicos de multiplicadorcs de Lagrange, as
fungoes u, sao particulares o suficiente para admitirem apenas niimeros finitos de
candidatos a maximos e minimos, entdo comparando-se os valores ¢ usando com-
pacidade de M estabelece-se que o valor menor ¢ de fato o minimo absoluto ¢ o
valor maior o maximo absoluto.

Apresentamos aqui o critério de Hessianos orlados (ou bordered hessian) o
qual garante se um ponto criticio ¢ € M intrinsico ¢ maximo ou minimo local da
funcao restrita a variedade M.

Utilizaremos esta discussao para ja introduzir o conceito de conexdo Rieman-
niana associada a métrica induzida do ambiente. Por motivos puramente didaticos
estaremos considerando aqui sempre S = g~1(c) uma superficie onde ¢ serd um
valor regular de uma funcio g : U C R?® — R. Embora de faro seja possivel em
um ponto critico falar de Hessiano intrinsico sem envolver a estrutura geometrica
(métrica induzida), utilizando apenas os colchetes dos campos, achamos que esta
seria uma boa oportunidade para introduzir o conceito de deriva¢ao intrinseca e

VEr como 616 pOdC SCTr uma fﬁl‘l’ﬁl’l’lﬁl’l[’@ L/ltll

1.9.1. Motivacgio e o teorema do Hessiano orlado

Sejam u : R® — R fungio definida como u(z) = $(Maf + X3 + A323), a
superficie S = {x € R3|g(x) =21 =c},p = (¢,0,0) ¢ f = uls. Desejamos
saber se p ¢ ponto de maximo ou minimo local de f ¢ a0 mesmo tempo motivar a
apresentacao do critério da Hessiana orlada.

Facil ver que

. f(xg, .Tg) = %()\102 + )\21’% + )\3%%)
- grad £(0,0) = (0,0)

Ao 0
0 A3
e é minimo se Ay > 0, A3 > 0

- Hess f(0,0) = Assim p ¢ maximo local de fse Ao < 0,A3 <0

Fizemos uma conta intrinsica. Mas e se quisermos fazer uma conta extrinsica,
i.e., usando u? Primeiro notemos que

Vu(p) = (Me,0,0) = AVg(p) = A\(1,0,0)



Ou seja, por multiplicador de Lagrange, p ¢ o candidaro para ser maximo ou mi-

A1 00
nimo. Note também que Hessu(p) = | 0 A2 0 | e assim contém informa-
0 0 X3

€d0 a mais, i.e nao precisamos saber sinal de A1. guponha que voce esteja ensi-
nando um computador a se livrar da informacio adicional (i.e., A1). Um bom

truque ¢ usar a seguinte matriz orlada (colocando Vg(p) = (1, 0, 0) no bordo).
N O A I (R
H3 = Hessu = ! ceHy=1[1 X O

0 0 X O 0 0 A

0 0 0 A 2

Visto que det Hs = (=1)Ag e det Hs = (—1)A2A3 concluimos que:
« Sedet Hy < 0edet Hz < 0, entdo p ¢ minimo de f (Mg > 0, A3 > 0).
« Sedet Hy > 0edet Hz < 0, entdo p é maximo de f (Ay < 0, A3 < 0).

. ~ . i
O truque da matriz orlada parece ser bom no caso em que a superficie S ¢ um
plano. Mas se S nio for um plano? (vide Obscrva@o 1.7) Se S tiver curvatura
diferente de zero? Para lidar com tal questio no lugar de usar Hess u(p) precisare-
mos em geral usar uma outra matriz siméerica H , relacionada ao conceito Hessiano
Riemanniano (o qual vamos discutir dentro em breve).

Sejam S = {z € R3|g(z) = c} superficie regular e p € S ¢é tal que
Vu(p) = AVg(p), onde u e g sao suaves. Definimos:

H = Hessu(p) — AHess g(p)

Antes de discutir mais sobre H vamos apresentar o resultado desta secao que foi
ilustrado pela nossa motivagao.

Sejap € S com Vu(p) = AVg(p). Suponha que ax L (p) #£0.
. Sedet Hy < 0e¢det Hy < 0 entdo p é minimo local de f.

. Sedet Hy > 0 ¢det Hy < 0 entdo p ¢ mdximo local de f.



onde . e o o
D1 (p) GE (p) D3 ()
2 (p) Hu Hi His

Ty == |90
8%(29) Hy  Hy  Ha
a%g?,(}?) Hsy Hisg Hss

i) 9
0 X L)
Hy = E?Tfl(p) Hy o Hip
() Ha  Ho

As vezes H pode ser expresso com outra notagdo. De fato, seja L : R3xR — R
fungao, defina

LA z) = u(z) — Mg(z) — o).
Entao

VL) = (9(z) - ¢, Vu(z) — \Vg(a))

Se Vu(p) = A Vyg(p) entdao H coincide com a matriz 3 X 3 esquerda superior de
Hess L(p, A). Observamos também que como H ndo ¢ positiva definida ou negativa
definida, o Teorema 1.107 ndo ¢ corolario direto do Teorema 1.69 ¢ Corolario 1.68.

1.9.2. (**) Ideia da Prova
Derivada Intrinseca e o Hessiano Riemanniano

Inspirado na discussao do gradiente Riemanniano grad f(p) podemos nos pergun-
tar: Dados campos XcY tangentes a superficie S como derivar X na direcdo de Y de
forma que o resultado continue tangente a S? Afinal mesmo que os 2 campos sejam
tangente a S, D?X pode nao ser tangente a S. A solugdo sera considerar a parte

tangente de D?X.

Dado campos X,Y € X(5) definimos o operador V : X(5) x X(5) —



%(S) como

— —

VyX(p) = DyX(p) — <D9X (p)

Vg(p) > Vy(p)
Vel / IVap)ll

Tal operador sera chamado conexio Riemanniana associada a métrica indu-

zida.

S
Uma vez que sabemos derivar campos X tangentes a S, podemos derivar o

grad f, definindo o conceito do Hessiano intrinsico ou Riemanniano H(p).

H(p)(X,Y)=(Vxgrad f,Y), X,Y € T,S

Sejap € S, com grad f(p) = 0.

« Se H(p) ¢ positivo definido (i.e., tenha auto-valores positivo). entdop € S ¢
ponto de minimo local.

+ Se H(p) ¢ negativo definido (i.c., tenha auto-valores negativos). entdop € S
¢ ponto de mdximo local.

De volta a discussdo extrinsica

A Proposicio 1.111 ja resolve, pelo menos em teoria, nossa questio de determinar
se um ponto critico ¢ ou nao um ponto de maximo ou minimo local. Porém na pra-
tica ap]ica—la diretamente para fazer uma conta, pode ser uma ma ideia. Primeiro
trata-se de uma conta intrinsica. Teriamos que sempre parametrizar a superﬁ/cie
de nivel? Segundo e de fato a questao mais séria (que j aparecia no problema ana-
logo em R2) ¢ que se sO necessitamos saber os sinais dos autovalores, deveriamos ter
um algoritmo onde esta informacao fosse obtida sem gastar tanto tempo para cal-
cular cxplicitamcntc algo que de fato niao vamos utilizar. Cabe lembrar que nossa
discussao para superficies pode (e ¢ ) generalizada para dimensdes maiores, ¢ as-
sim o tempo gasto para calcular auto-valores pode ser relevante. A algebra linear
nos da um critério para resolver este tipo de questao. Entio nosso objetivo sera



converter nossa conta intrinsica para uma conta extrinsica (vide Proposigio 1.112
¢ Proposicao 1.113) e adpatar um criterio de algebra linear (vide Proposicao 1.114)
para determinar os sinais dos auto-valores, provando assim o Teorema 1.107.

Para todo X, Y € T),S
(@) H(p)(X,Y) =Hessu(p)(X,Y)+(Vu’, DxY), onde Vu” ¢ a com-

ponente normal de V.

() H(p)(X,Y) = Hessu(p)(X,Y)—AHess g(p)(X,Y), quando p é um
)

ponto critico intrinsico, i.e., quando Vu(p) = AVg(p

Demonstragdo. Seja & vetor normal a S, ie, § = ”ggH .

(a) Levando em conta a defini¢ao de grad u, do Hessiano Riemanniano H ¢

que (£,Y) = 0 podemos concluir que:

H(p)(X,Y) = (Vxgradu,Y)

(

= (Dxgradu — (Dxgradu,£)£,Y)
= (Dxgradu,Y)

= (DxVu — DX(W% £)¢).Y)

= (DxVu,Y) — X o (Vu,§)(£,Y)
= (Vu, §)(Dx&,Y)

= (DxVu,Y) + (Vu, (€, DxY)
= Hessu(p)(X,Y) + (Vu”, DxY).

(b) Substituindo Vu(p) = AVg(p) na equacio do item (a) temos:

H(p)(X,Y) =Hessu(p)(X,Y) + AX(Vg, DxY)
= Hessu(p)(X,Y) — AM(DxVg,Y)
= Hessu(p)(X,Y) — AHess g(p) (X, Y).

O

Segue assim do item (b) que no caso em que Vu(p) = AVg(p), temos que
H|T,,S><Tps = H(p) Assim podcmos reformular a Proposicao 1.111 da seguinte

maneira:



Sejap € S tal que Vu(p) = AVg(p) (i, gradf(p) = 0). Encdo:
. Se H|TpS><TpS épositivo dcﬁnido, entdop € S éponto de minimo local.
« Se H|1,5%T,s ¢ negativo definido entdo p € S ¢ ponto de maximo local.

A préxima proposicao de Algcbra Linear podc ser demonstrada usando a matriz

apresentada na motivagdo, o teorema espectral ¢ a lei de incrcia de Sylvester

Seja A matriz simétrica e suponha que existe um plano V' tal que a aplicagao bilinear
associada a A vestrita a V- x V' seja também simétrica. Ou seja existe aplicagdo
simétrica H 2V — V tal que YIAX = YI'HX para todo X, Y € V. Vamos

tambem supor que H ndo seja degenerado. Seja w vetor normal a V. Suponha que

w1 75 0.
(a) Sedet Ay < 0edet Ag < 0 entdo y* Az|y v ¢ positivo definido.

(b) Sedet Ay > 0edet Ag < 0 entdo y' Ax|y wv ¢ negativo definido.

0 w1 w9 ws
— = |wi A A Az
As=A= wy Az Az Ao
ws Asz1 Az Ass
L 0 w1 w9
Ay = |wy A A
wy Az Ago
w

Demonstracdo. Seja a base {q1, g2, g3} como q1 = Twll Hgo = Xoqa ¢ Hys
A3q3. Temos entio que Aqgo = bi1ag1 + Aage e Ags = bisq1 + A3qs, onde bio
(A(q1), g2) e b1z = (A(q1), g3). Definamos agora base para R* g, = (1,0,0,0),
G; = (0,¢;), parai = 1---3. Definindo @ a macriz orcogonal com colunas g; nao

¢ dificil verificar que:

0 Jw| 0 0

t7 |lw|| e bz big
QAQ=25B 0 bia X O
0 bi3 0 A3



Por escalonamento ( andlogo a decomposi¢ao LU), e utilizando o fato de Ag ¢ A3

serem diferentes de zero temos que B ¢ conjugado a:

0 Jw| 0 O
Jwl| é1 0 0
0 0 Ao O
0 o 0 )\3

C:

Por outro hdo a0 CSCRIOHC{I’ dirctamcntc A temos que A é COl’ljU_gC{dLl a

0 w 0 0
w0 0 0
P=10 0 a4 o
0 0 0 dy

Uma vez que B ¢ D sio equivalentes, temos pela lei de inércia de Sylvester, que
sinal de da ¢ d3 sdo iguais a A2 ¢ A3, respectivamente. A hipotese do item (a) ¢
argumento usual de dccomposigﬁo LU implicam que dsy e d3 tem sinais positivos
¢ assim Ag e Az sdo positivos. De forma analoga a hipotese do item (b) implica que
da ¢ d3 tem sinais negativos ¢ assim Ag ¢ A3 sd0 negativos.

O]

Proposi¢oes 1.113 e 1.114 implicam o Teorema 1.107.



2

Campos e fluxos em variedades

Neste capitulo iremos explorar conceitos de campos, fluxos ¢ veremos o teorema
Frobenius. Tais resultados serdo discutidos na linguagem mais geral de variedades
abstratas. O(a) leitor(a) que se sentir mais confortavel podera considerar sempre
que variedades sio mergulhadas em espacos Euclidianos.

Variedades

Utilizando a regra da cadeia ¢ a Definicio 1.6 temos o seguinte exercicio, que ira

motivar a defini¢ao de variedades.

Exercicio 2.1. Mudanca de coordenadas

Seja M™ C R™ % subvariedade mergulhada. Considere 2 parametriza¢des
wi + Vi CR™ — Ml que W := ¢1(V1) N pa(Va) # 0. Verifique:
03 0 1|13, ¢ um difeomorfismo na sua imagem, onde V3 9 = @7 H(W).

Definigdo 2.2.
Uma variedade M™ de dimensao m ¢ um espaco topoldgico Hausdorft com
base enumeravel que admite uma estrutura diferenciavel, i, duplas (Ua, 1/1(,)

(cartas) tal que para cada @, Uy, ¢ aberto de M e 9o : Uy — 9o (Uy) C R™

s30 homeomorfismos entre abertos, tais que:

(3) M = Uand




(b) se W = Uy NUg # 0, entio g ot i Yo (W) — Pg(W) ¢ um

difeomorfismo (ve]’a Figura 2.1);

(¢) a Colcgﬁo {(Ua, ¢a)}a (atlas) ¢ maxima em rclagﬁo 20s itens acima.

UaﬂUﬁ

Yoyt

¢a(UamUﬁ) > T/JB(UaﬂUg)

Figura 2.1:

De forma equivalente, dizemos que 2 atlas (que antendem (a) ¢ (b)) {(Uq, Yo} €
{ (ﬁg , @ZAJ/B} sdo equivalentes (ou compativeis) se aunido { (Uq, o) U{ (ﬁa, Vo)t
¢um atlas suave, ou seja dados av, f com W = Uy N ﬁﬂ # () temos que @/D\ﬂ oyt
Yo (W) — I&Q(W) ¢ suave. Uma classe de equivaléncia de atlas [{(Uq, o) }] ¢
chamada estrutura diferencidavel. Assim sendo uma variedade M ¢ um espago topo-
logico Hausdorff com base enumeravel e estrutura diferencidvel [{(Uq, o) }]-

Vamos ilustra o item (a) e (b) da Dcﬁnigﬁo 2.2 para parametrizagdes estereo-
graficas da esfera, a qual tem um interesse em si devido as suas propriedades
conformes.

Denotemos por IV o polo norte da esfera. Seja ¥ a projecao estercogra-
fica desde o polo norte N que, lembramos, esta definida da seguinte maneira.
Por cada ponto p = (x1, x2, 23) € S2\ {N} tracamos a reta 7 que une p e
N, e fazemos corresponder o ponto ¢ da intercessdo dessa reta com o plano

x122 (veja a figura 2.2), ou seja, a intercessao da reta
r(t) =N +t(p— N) = (twq, txg, 1 +t(xs — 1))

com o plano 23 = 0. Dat




§ 2.1. Variedades

—| Continuacao. =

¢, portanto, ¥ ¢ a aplicagio dada por

IZJN(CL’1,:L'2,:£3) = (L 2 ) .

1—x3’1—:c3

X3

va

X1

Figura 2.2: Projecio estercografica desde o polo norte.

Além disso, esta aplicacdo tem uma inversa que determinamos analoga-
mente. Seja ¢ = (21, x2) € R?, entdo a reta que une ¢ e IV esta dada por

r(t) = N +t(qg— N) = (txy,txe, 1 —t).
Fazendo a interse¢io desta reta com S? temos
2 + 225 + (1 - 1)* = 1,
onde

2
t= ———.
1+ 2} + a3




Portanto a inversa de ¢y ¢é

211 29 2 4+ 13— 1>

-1 _
Yy (@1,22) = <1+x%+x%’1+az%+m%’l+:p%+x%

Analogamentc dcﬁnimos a pI'OjC(;ﬁO Cstercogréﬁca dCSdC @] ‘pOlO sul S

como sendo a aplicacio ¥g : S\ {S} — R? definida por

VYs(x1, 2, x3) = < e 2 > ;

1+m3’1—|—x3

.. !
¢ Cuja mversa ¢

211 29 1— 22— m%)

—1 _
g (21,22) = <1+x%+x§’1+x%+x%’l+x%+x%

Temos entio:
(a) 82 = (S2\ {S}) N (S*\ {N});
(b) Sep € S?\{N, S}, acomposta ¢NO¢§1 : R? — R? tem a expressio

YN oYy (T1,12) = ( e & >7

2 27 .2 2
x7+ oy x4+ x5

que ¢ claramente um difeomorfismo.

[sso mostra que a esfera ¢ uma variedade de dimensao 2, bastando consi-
derar o atlas maximal, ou usando esse atlas para definir a classe de equivaléncia

de variedades coordenadas.

Interessante observar que, para dimensdes baixas, por exemplo menor ou igual a
trés, uma variedade s pode ter uma estrutura diferencidvel. Porém para dimensoes
maiores, a mesma variedade pode ter estruturas diferencidveis diferentes i.c., se
(UasYa) e ((75, 7,2,3) sdo estruturas diferenciaveis, ento 7,25 o1h 1 pode ser apenas
um homeomorfismo. Por exemplo esferas S7 podem ter mais do que uma estrutura
diferenciavel.

Outra observacio relevante ¢ que toda variedade M™ pode ser vista, de acordo

com Teorema de mergulho de Whitney, como variedade mergulhada em Rtk

paraum
k suficientemente grandc (i.e., admite um mcrgulho, vide préxima scgio). Mesmo

assim, como por vezes as variedades que estudamos carregam estruturais adicionais



que nos interessam, pode nao ser conveniente considera-las como subvariedades
mergulhadas €m espaco Euclidiano, se o preco a pagar for a perda das estruturas
adicionais pcla quais temos interesse ou com as quais temos facilidade de lidar.
Por exemplo,existem grupos de Lie (i.c., varieddades com estrutura de grupo, com
produto e inversio suave) que nao admitem representagao matricial ou seja nao serao

visto diretamente como subgrupos de matrizes.

Sejam duas variedades M ¢ N com atlas {(Uq, ¥a)} e {(V3, ¢3)}, respecti-
vamente. Uma aplicacio F' : M — N ¢ chamada uma aplicagio suave em
um ponto p se existe uma vizinhanga Uy de p ¢ uma vizinhanga Vg de F(p)
tal que a aplicagio ¢g o F oth, ! é suave em 1P (p) (vide Figura 2.3). Dizemos

que F' ¢ uma aplicagio suave se for suave para todo p € M.

Verifique que tal defini¢ao nao depende da escolha de cartas.

UycM —E S VvgeN

Yo oF

Va(Ua) $5(Vi)

ppoFopy!

Figura 2.3

Sejam M™ ¢ N™ subvariedades de Rm+E o RnH respectivamente. Suponha
que exista uma aplicacio suave F' : Rmtk _y RH ] que F(M) = N.
Verifique que F|ps © M — N ¢é uma aplicagio suave, no sentido definido

acima. Conclua que:

(a) se M ¢ superficie invariante por rotacio (recorde Exercicio 1.18) entao
arotacio F' = Ry induz um difeomorfimos Fiyr : M — M;

(b) Se M =0O(n)éo grupo ortogonal entdo a aplicacio Ly: M — M



definida como Lg(x) = g - @ ¢ suave, onde g € O(n ) ¢ uma matriz
fixa.

Sejam M™ ¢ N™ subvariedades mergulhadas em Rmtk o Rt respectiva-
mente. Suponha que F' 1 M — N seja uma aplica¢io suave, vide Defini¢ao
2.5.

(a) Prove que F' admite extensdes locais, ou seja dado p € M existe uma
Vlle’thll’l(S’l U em Rtk cuma aplicacio suave F:U — R al que
Fly =

(b) Suponhaquem =nek =1lc¢F : M — N ¢ um difeormofismo.
Prove que para cada p € M existe uma extensio Fg :— Rtk que
¢ um difeomorfimos, ou seja as extensdes locais podem ser escolhidas

para serem difeomorfismos.

Antes de definir espaco tangente em variedades gerais, vamos pensar em uma de-

fmigﬁo alternativa a Dcﬁnigio 1.25 para o caso de uma variedade mcrgulhada M™
m Rerk

Dado um vetor v € T,R™ podemos associar a ele um operador agindo nas

fungdes suaves proximas a ¢ da seguinte forma:

q®h = Zvl 8:131 2.2.1)

onde v;, 1 <4 < m, sio as coordenadas de v na base canénica.

Assim sendo, dado uma parametrizacgio : V. C R™ - U C M,q e V
e vg € T4V, o veror dpgvg € Tiyq)M pode ser visto como um operador sobre o
espaco das funcdes diferencidveis em uma vizinhanca de ¢(g). Se f é uma funcio



suave em uma vizinhanga de cp(q) S RmHC, temos, entao, pela regra da cadeia:

(doqug) o f = dfgp(q)quUq
= d(fop)eg

A

onde f = (f 0 ).

Tal conta nos motiva considerar vetores em TpM como dcrivagécs ¢ { 83
K

4

Seja M variedade e p € M. Considere C*°(p) a dlgebra dos germes de fun-
¢oes suaves em pl. O espago tangente T, M ¢ definido como o espago das

como base de T, M, onde p = ¢(q).

derivagdes lineares em p, i.c., o conjunto das aplicagdes v, : C°(p) — R tais

que:
L vy e (af 4+ bg) = avy, e f + buy, ® g (R-lincares);
2. vy e (fg) = (vp ® f)g(p) + F(p)(vy ® g) (regra de Leibniz)
para todos f,g € C*®(p) ca,b € R.
Seja (U, ) um sistema de coordenadas onde ¢(-) = (@1(+),...,zn(")) ¢ o sis-
tema de coordenadas da vizinhanca U contendo p. Considere f := foy~la

representacio de f € C'°°(p) no sistema de coordenadas ). Chamaremos vetores

coordenados as derivacdes lineares:

d _of
(8:1:i p) .f T 8.%1‘

. (2.2.2)
%(p)

J

Iry: N - .
Dizemos que duas funcdes f ¢ g tem o mesmo germe em p se p estd no dominio das duas e se

Seja M™ uma variedade e p € M. Entdao T, M ¢ um espago vetorial e {8?0
K2

existe uma vizinhanga de p (comum aos dois dominios) onde f ¢ g coincidem.



¢ uma base de Ty M. Em particular, dim T,M = dim M = m.

Demonstragdo. Fica ao cargo do leitor mostrar que T, M ¢ um espaco vetorial.

< PSS A o)
Mostremos agora que o con]umo {8:21-

} ¢ lincarmente independente em

m
T,M. Ou scja, desejamos provar que se chaixl = 0, entio ¢ = 0 para
7 p

todoé € {1,...,m}. Para tanto basta derivar cada uma das fun¢des coordena-
dasz; : U = R, j € {1,...,n}. Mais precisamente,

- 0
0= (Zi:cia ‘ >ox] Zczax

m m
(‘9:13J
°r; = E cz (p) = g cidij = ¢j.
i

Verifiquemos, agora, que {8?5 } gera T, M. Seja v, € T, M e defina v; :=
tlp

Up ® ;. Desejamos provar que

0
= 2,

= 0. (2.2.3)

Para tanto, aceitemos momentaneamente que existe uma Vizinhanga U de pe
funcoes g; : U = R, 1 <4 < m, tal que

1) ) + Z zi(-) — @) gi(-). (2.2.4)

Utilizando as propriedades que definem a derivacio linear concluimos que

vpef=uvpef(p)tu,e <Z($i(‘) - Qi)gi('))
:0+Z(vpoa:i —|—sz qi)vp ® gi(+)
= Zgz 'Up.xz )

= Zgi P)vs;
i



bem como

jlp
—Zj:vj (0 + ZZ: (8% o il )) 9i(p) + Zi:(xi(p) - qi)aij ) 9i(’)>
=S vy | o @)

= Z vigi(p)

As duas equagdes acima ¢ a arbitrariedade da escolha de f implicam (2.2.3).
Por fim, para verificar a equacio 2.2.4, defina f(x) = foy~(x) c a(t) =
q+t(x—q) (0 <t <1). Pelo Teorema Fundamental do Calculo aplicado a f o«

temos

m 1 P
=S @0 - [

0 8[131

Definindo g;(x) = 01 %(a(t))dt ¢ gi(+) = gi o ¥(+) conclui-se a demonstragio

da equacio (2.2.4). O



Antes de apresentar a defini¢ao de derivada de uma aplicacio F' : M — N,
no caso de 2 variedades gerais, vamos primeiro supor que elas sao mergulhadas em
espagos Euclidiano. Entio pcla regra da cadeia temos para f € C™ (N)

dEp(v)e f = dfpp)dFy(vp)
= d(f o F)pup
= vpe(foF)

Esta conta motiva a defini¢ao geral.

Seja F': M — N uma aplicacio suave e p € M. A derivadade Femp¢a
aplicagdo linear dFy,: Ty M — T, N, tal que se v, € T, M, entio dFjvp

¢ o vetor tangente a F'(p) atendendo
dFy(vp) e f =vpe(foF)

para todo f € C°(F(p)).

Observe que, de forma analoga ao caso Euclidiano,

0

85[)1' p

= dip, " (eilq), (2.2.5)

onde ¢ = 1(p) ¢ €i]q ¢ 0 i—ésimo vetor candnico em T,U = R™.

Vale a pena aqui fixar algumas notagdes que iremos usar ao longo do texto. Reservare-
mos D para derivadas de aplicagdes de espago Euclidianos (como era usual em Calculo
Diferencial) ¢ para a conexdo Euclidiana enquanto d serd reservado para diferenciagdo
de aplicagao entre variedades, ¢ d para derivagdo exterior de formas.

A defini¢ao acima em particular implica que a regra da cadeia passa a valer para

variedades.

Sejam F' @ M™ — N™ uma aplicacdo suave, e Yo (-) = (x1(-), ..., Tm("))
e ps(:) = (W1(+), ..., yn()) sistema de coordenadas de M ¢ N em torno de p



¢ F(p), respectivamente. A representagdo matricial de dF}, nas bases {a%z moe

{50 }p1 ¢ DF(q) onde F' = ¢g 0 F o3t e q = ta(p).

Demonstragao.

m
a }
P)i=1

Observe que a entrada (4, j) da representagio matricial de dF nas bases { pr
) e ;. Definindo ﬁ() = (f1(),-.., fu(")) temos:
p

n
¢ dF,2-
1 p}j:]_ ( Paazj

(deeaij‘p> oy — ;; (o F)
= (;; (e Foul)(g)
= 5ol medroFouw
= gxf; (9),
onde 7; : R” — R ¢ a projecio (Y1, - - -, Yn) = ¥i. 0

Podemos tambem inferir a defini¢ao de vetor tangente a uma curva. De fato,
considerando a: (—¢,e) C R — M como aplicagio entre variedades. temos

d
00 f = S 00)],y
Em particular, num sistema de coordenadas 1), escrevendo

Ppoa(t) = (ui(t),...,un(t)),

temos

& 0
' /
a'(0) = E w;(0)s—| € T,M.
; Ox;lp
=1
Com as dcﬁnigécs acima os conceitos de imersio, submersio e difeomorfismo
vistos nos Capitulo 1 podem ser facilmente generalizados para variedades.
Neste contexto mais geral, uma imersao F': M — N ¢ chamada um mergulho
se F: M — F(M) C N ¢ um homeomorfismo, considerando F'(M) com a

topologia induzida.



Alem disso, considere variedades P ¢ N com P C N. Diremos que P uma
subvariedade imersa de N se a inclusio ¢: P < N ¢ uma imersio. Além disto,
sei: P < N for um mergulho, entao P sera uma variedade mergulhada. Convi-
damos o leitor ou leitora a comparar este conceito de variedade mergulhada com o
conceito apresentado no Capitulo 1.

Terminamos esta se¢io apresentando o teorema do posto, que generaliza os

teoremas de submersio e imersio.

Sejam M e N variedades diferenciaveis e F': M — N uma aplicacao suave.
O posto de F'em p € M como o posto de dFy, : T, M — T, N. 2

Considere a aplicacao F' : R3 — R3 definida como:
F(z1, 29, 23) = (21, T, —27 — 3)
Nio ¢ dificil verificar que:
+ dF,tem posto constante,
« F(U) ¢ uma variedade mergulhada, para abertos U C R2,

. {F_l(p)}pep(U) s30 as fibras da submersdo candnica 7 : R3 — R2
definida por 7(z) = (21, z2).

O exemp]o acima ilustra o teorema a seguir.

Seja F: M™ — N™H gplicacio suave entre variedades. Suponha que dFy,
tem posto m para todo x € M. Entdo para todo p € M existe uma vizinhanga Up
de p tal que:

(a) L = F(Uy) évariedade ma‘gulhada,

2 . 1. / . _ .
Lembre que o posto de uma aplicacio linear ¢ a dimensio da sua imagem.



Figura 2.4: Exemplo 2.15 ilustrando o teorema do posto, vide Teorema 2.16

(b) {F~Y(¢)}eer N Up sdo fibras de uma submersdo.

Demonstragdo. Compondo a aplicag¢io F' com sistemas de coordenadas de M ¢ N
podemos supor que F' : U C RmAn _y RAL Descjamos demonstrar que existem
vizinhancas Uy de F'(p) e difeomorfismos ¢ : Vo — Up e ¢ : Uy — V] tais que

po Foy(z,y) = (x,0)

Podemos supor, apds aplicar movimentos rigidos que R™ x {0} = DF,(R™*™).
Observe que D(m o F), ¢ sobrejetor para & proximo a p, onde m1(x,y) = .
Concluimos, assim, pelo teorema de submersao que existe um difeomorfismo ) tal
que m1 o F o ¢p(x,y) = x. Consequentemente F o ¢(z,y) = (z, H(x,y))
Observe que:
Id 0
D(F o)y = [ D,H DyH ]

Isto ¢ o fato que posto D(F' o ¢) = posto DF' = m nos permite concluir que
DyH = 0 ouseja H(z,y) ¢ independente de y. Defina H(z) = H(x,y). Assim
(x,H(z)) = Foy(z,y) = F o(z,0). Logo F o 1(z,0) ¢ um grafico o
que nos permite concluir, pelo teorema da imersao (apos reduzir as vizinhangas se
necessario) que existe um difeomorfismos ¢ tal que (x,0) = ¢ o F o ¢(x,0) =
o Fo(z,y) o que termina a demonstracio. OJ

Se]'am H ¢ K dois subgrupos fechados de @(n ) Accite o fato que todo grupo
fechado se torna variedade mergulhadas. Seja ¢ : K’ — H um homomor-



fismo de grupos que ¢ de classe C°°. Prove que d¢ tem posto constante.

Recordemos que um campo F suave em um aberto U C R™ era uma aplicacio
suave F' : U — U x R™ definida como F(z) = (z, F(z)), onde F(z) =
(fi(z),..., fm(x)) eraumaaplicacio suave F' : U — R™. Ou seja uma aplicagio
do nosso espago de configuragdes U para o nosso espago de fases U x R™ tal que
T o ﬁ(m) = zondem : R™ x R™ — R era a proje¢io canonica m(x,v) =
x. Visto que nosso espaco de fases era um produto trivial era possivel escreve o
campo F em termos dos campos candnicos €;(x) = (x,e;) da seguinte forma
F= > fi€i, (vide Definicio 1.36 e Figura 2.5).
(]

2]

Figura 2.5: Campo F = xlaim + %xgg

Agora inspirados pcla discussio da se¢ao anterior, rambém podcmos identificar
A . . _ A . — o
0s Campos canonicos com as dcrwagocs canoOnicas e assim escrever ' = Z fzﬂ
. k2
1
Desejamos agora generahzar a discussio acima para variedades ¢ assim precisa-
mos discutir qual objeto desempenhara o papel do espaco de fases.

Sejam E ¢ M variedades, # : E — M uma submersio ¢ G = GL(n)
os autormorfismos de R™. Suponha que existe uma cobertura {Uqy} de M e
difeomorfismos ¢ : Uy X R™ — 771(U,,) tais que:

(a) ™o pq(p,v) = pparatodo (p,v) € Uy x R"



(b) se Uy NUg # 0 entio @51 ° pa(p,v) = (p,08,a(p)v) onde Oy 5 :
UoNUg — G ¢ suave

(c) (goa, Ua) ¢ maximo em rclagﬁo a0s itens acima.

A tripla (E, M, ) (por vezes também denotada por R — E — M) ¢
chamada fibrado vetorial de posto n ¢ projecio 7. Para cadap € M o es-
paco B, := 7 1(p) é chamado de fibra sobre p e herda naturalmente uma
estrutura de espaco vetorial.

(a) O fibrado tangente de uma variedade M™ ¢ definido como TM =
UpenrTpM onde a projecio m @ TM — M ¢ a proje¢io canonica
m(vp) = p.

(b) O fibrado cotangente de uma variedade M™ ¢ definido como T'M* =
UperrTpM* onde T, M™ ¢ o espaco dual de T, M.

(¢) o fibrado normal de uma subvariedade M™ c R™+* ¢ definido como

V(M) = Uyenvp(M), onde v, M ¢ espaco normal a T, M.

Dado um fibrado vetorial (E, M, ) uma se¢do ¢ uma aplicacio { : M — E
tal que o & = id. Em particular, um campo vetorial F' ¢ uma secio de T'M.
Denotaremos o conjunto (modulo) de campos vetoriais de M por X(M).

De forma analoga, uma 1-forma diferencial de uma variedade M™ ¢ uma secao de
TM* ¢ se M™ C R™F for variedade mergulhada entdo um campo normal a M
¢ uma secio de v(M).

Dado dois fibrados vetoriais (E, M, ) ¢ (E, M, 7) um homomorfismo F' :
E — E' ¢ uma aplica(_;ﬁo suave que induz uma aplicagﬁo suave f : M — ]T/f que
comuta com as proje¢oes ¢ que induz um homomorfismo linear entre £, ¢ F F(p)
para todo p.

Usando campos invariantes a quucrda (aser definido no préximo capftult)) nao
¢ dificil verificar que o fibrado tangente TG de um grupo de Lie ¢ de fato isomorfo
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Figura 2.6: Fibrado tangente de ST = SU(1)

a G x T,@G, vide Figura 2.6. Isto por¢m nio costuma acontecer com uma variedade

geralmente.

Exercicio 2.21. (*)
Prove que o fibrado tangente da esfera S? ndo ¢é trivial, ou seja T'(S?) nio ¢
isomorfo a S? x R?

Fluxos de campos

Nosso objetivo aqui ¢ recordar alguns resultados de equagoes diferenciais, dentre

cles o conceito de fluxo e suavidade das condi¢des iniciais.

Definic¢ao 2.22.
Dado um aberto U de uma variedade M ¢ F € X(U). Unacurvaa : I —
U C M ¢ chamada curva integral de F'se o/ (t) = F(a(t)).




Dado F' € X(U) ep € U existe uma tinica curva integral oy, = I, — U de F'
onde I, ¢ 0 maior intervalo contendo 0 e a,(0) = p.

Seja Up = {(t,z) € R x U,t € I;}. Detinimos o fluxo de F como sendo a
aplicacio " : Up — U definida por ¢F (¢, 2) = az(t). Além disto, para t
fixo, denotamos ! (x) = ¢f (¢, ).

Por vezes na teoria Geométrica de Controle, e quando nio causar confusio,
denotamos o fluxo como eF' (), justamente para destacar propriedades relevantes
do fluxo.

Seja F e X(U) entao Up éum conjunto aberto de R x U contendo {0} x U e

o ¢ aplicacao suave. Além disto:

(@) f ¢éum difeomorfismo,
(b) of, s = of o oI quando eles estiverem bem definidos.
Chamaremos um campo Fe X(M) (ou seu fluxo) de completo se Up = R x

M. Exemplo de campos completos sio campos definido em variedades compactas.
Outro exemplo sao os campos lineares em espacos Euclidianos.

Pelo item (b), ¢y existe e também ¢é um difeomorfismo, sendo a inversa de (.
Quando o campo ¢ completo, {t}rer ¢ chamado grupo a um pardmetro de dife-
omorfismos por ter estrutura de grupo.

Dado A € M™*™(R) a E.D.O



o0
- A" .
tem como solucio a(t) = etp onde €4 = Z u. Assim sendo, o fluxo

de um campo linear F'(z) = Ax ¢ dado por go(t x) = tA( ).
Vale também observar que a aplica¢io

R — GL(n,R)

t o= etd

¢ um homomorfismo de grupos, ou seja,

ASA _ (t+s)A

)

que é a pl’Opl‘iCdadC (b) dO teorema anterior. I\IOEC7 }Z)OI'C,H’I7 que €A€B = GBBA

se e somente se [A, B] = AB — BA =0.
Vamos agora considerar um campo linear muito especial, os assim chamados

campos de Klllmg c¢m Rg. Tais campos sao caractcrizados como SCl’ldO Campos

cujos fluxos sio isometrias.

Observemos primeiro aseguinte propriedade algébrica. Dado& = (&1, &2, &3) €
R3, defina
0 —& &
Ae = ( & 0 —€1> .
& & 0

E facil verificar que A¢(v) =& X v, paratodov € R3.
Vamos definir o nosso campo de Killing como E(p) =AepeT, R3. Pelo
Exemplo 2.27, o fluxo de € ¢ dado por et Note que et4¢ € SO(3). De faro,

(esAg) (esAg) (eSAg) ( s(Ag) )
(eSAg) ( —s A§)>
_ ( sAg—s(Ag) )

=1.

0 que garante que et4e € O(3) ¢, visto que €24 = Id, concluimos que:

et € S0(3).



Desejamos agora verificar que:

Afirmagio: o fluxo et4€ ¢ uma rotacdo em torno do eixo €, com velocidade
angular ||£]].

Primeiro observe que como Ag(f) = £ x £ = 0, entdo etAﬁf =

> %(tAg)"f = £, 0 que mostra que esta isometria fixa o eixo &.
n=0

Agora considere uma base ortonormal {g1, ¢2, g3} com mesma orientagio
da base candnica {e;} e tal que g3 = IGE Definamos o fluxo de rotagio em

torno de £ com velocidade angular ||€|| (escrito na base {g;}) como:

cos(ll¢[[t)  —sin([[£]E) O
pr = | sin([[€[[t)  cos(ll¢]lt) O
0 0 1

Observe que de fato t — ¢4 ¢ um fluxo (i.c., Yips = @t 0 @) ¢ induz
um campo Y, ie., %cpt =Y o ;. Utilizando o fato que etAs (&) = & ¢ facil
verificar que g(p) e ?(p) tem mesma direcao e sentido. Por fim note que se

de um lado ||Y (p)|| = |€]| /P2 + P2 de outro temos:

—

€@ = 1€ x pll
= [[]ll[pll| sin(6)]

= [1¢][\/p? + p3

onde 6 ¢ o angulo entre p ¢ £ Concluimos entio que {(p) = Y (p),Vp e
assim por unicidade de E.D.O temos, etde = ¢, como queriamos verificar,
terminando assim a prova da Aﬁrmagﬁo.

No proximo exercicio veremos o operador rotacional Rot : X(U) — X(U)
para um aberto U C R3 e daremos sua interpretacio para campo linear.

Utilizaremos neste exercicio a notagio i = €1,j = €3 ¢ k = €3 (a qual ¢

inspirada nos quaternios). Seja F= fii+ foj + fak campo suave em aberto
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Figura 2.7: Tlustra Exemplo 2.28.

U C R3 definamos:

(8_:1:2 - 3—w3)i
(2 _0h
Ooxry Oxg J
Ofs  Ofi
(a—ml - 3—362)1‘

—

Dado campo linear {(v) 1= Ag(v) = € X v, verifique que:

Rot f: 25

.
concluindo em particular que [[Rot F'|| ¢ duas vezes a velocidade angular da

rotacio et

Observacgao 2.30.




Dado um campo F = fi1€1 + f2€s em um aberto U C R? podemos definir um
operador Rot X(U) — C*°(U) como Rot F = (% — gTJZ;) Em particular se
extendemos o campo F para o campo F definindo f3 = 0 concluimos: Rot F =
(Rot F)és.

A seguir vemos um resultado importante, que afirma que se o campo for dife-
rente de zero em uma vizinhanca U, reduzindo U se necessario, as curvas integrais
sio difeormorfas a uma folhcagﬁo canodnica (com folhas de dimensio 1). Ou seja,

podemos “desintortar”, retificar localmente as linhas integrais.

Seja F (21, x9) = fi(w1, 22) €1 + fa(z1, x9) &, 0onde fi, fo : R - R
sdo suaves. Suponha que para €o > 0 temos que F (€0, 0) = aé) onde
a # 0. Seja ¢y o fluxo de F. Verifique que existe uma vizinhanga Uy de (0, 0)
tal que a aplicagio gb Uy — Uy, definida por gb (t, x2) = ¢e(eg, x2) ¢ um
difeomorfismo.

Nio ¢ dificil verificar que o exercicio acima pode ser generalizado para cam-
pos nao nulos em abertos de R™ (deixamos a cargo do leitor esta Veriﬁcagio). A
aplicacao ¢ costuma ser chamada retificagio do fluxo.

Vejamos agora um novo operador que (diferente do operador Rot) pode ser

definido para toda dimensao.

Considere um campo F' = > | fza% em uma vizinhan¢a U em R™. Defi-
K2

=
nimos o divergente do campo F' como:

Div F = Z gil

= Z(Dé'iﬁ’ €1>
=1

O proximo exercicio ilustra a fundamental interpretacio do que ¢ o divergente de

um campo (e novamente pode ser generalizado para dimensdes maiores).



.
Considere o campo linear F' em R?, definido como

ﬁ(:c) = Mx1€1 + AoT9€s,

e = () (5)

a) Esboce o fluxo para os seguintes casos:

(i) o> A >0
(i) M1 < A2 <O
(iii)) A9 > 0> Aq;

b) Seja ngb aretificacio do fluxo, vide Problema 2.31. Definindo A (¢, s) =
det(D ¢ (t, s)) como o elemento de area, verifique que

. d
Div F(e, 0) = — [ln A(t, 0)] ||i-o.

T

onde Div(ﬁ) => gfz para F = > fiei € X(Q)

Seja C' uma matriz 3 X 3 real.

(a) Verifique que existem matrizes S simétrica ¢ A anti-simétrica tal que
C=85+Ac que tal dccomposigﬁo ¢ Unica.

(b) Sejam C_", Se [fcampos lineares associados a C, S ¢ A. Verifique:

RotC = Rot A
divC = div S.



Nesta se¢do vamos estudar o operador colchete de campos
[ ] X(M) x X(M) — X(M)

o qual medira a (ndo) comutatividade de campos, vide Lemma 2.45 ¢ Exercicio 2.47.

Dados uma variedade M e dois campos Xi Y € X(M), definimos o campo
(X, }7] € X(M) como:

[X:,}_}]of::)?o(?of)—?o()?of)
para toda funcio suave f sobre M.

A seguir vamos verificar (no item (a)) que a defini¢ao geral dada acima implica

a defmigio no espaco Euclidiano apresentada (rapidamcnte) no capl’tulo anterior.

Dado um aberto € em R, considere os campos F,G € () definidos como
i j
(a) Prove que [ﬁ, C_j] = Vﬁ:é - V@ﬁ, onde Vxﬁ = (p, DF(p)X).

() Se F e G sio campos lineares (ie., F' = Az ¢ G = Bux), entio
[F',G] = H, onde H ¢ o campo linear dado por

H(x) = —(AB — BA)z.
O espaco vetorial V. = X(M) (sobre o corpo dos reais) dotado com o col-

chete de campos [+, -] se torna o que chamamos de uma algebra de Lie (de dimensio
infinita).



Uma algebra de Lie g ¢ um espaco vetorial com uma aplicagﬁo bilinar (cha-
mado colchete de Lie) [+, -] : g X g — g atendendo,para todo X,Y, Z € g,

as seguintes propricdadcs:
(a) anti-simérrica: [X, Y] = —[Y, X];
(b) idade de Jacobi: [ X, Y], Z] + [[Y, Z], X| + [[Z, X],Y] = 0.

Considere o espago vetorial s50(3) = {A € gl(3); A + A" = 0} dotado com

o comutador de matrizes |-, -] como sendo o colchete de Lie.
(a) Verifique que 50(3) ¢ uma algebra de Lie;
(b) verifique que R? com o produrto vetorial (+) x (+) é uma algebra de Lie;

(¢) Verifique que a aplica¢io lincar U : (R3, <) — (s0(3),[,"]) defi-
nida como W(§) = A¢ (onde A¢ esta definido no Exemplo 2.28) ¢ um
isomorfismo de algebras de Lie, i.c., W(§ x 1) = [¥E, Un]

(d) defina a aplicacao linear injetora W : 50(3) — :{(R?’) como W(A) =
A Verifique que ¥ ¢ um antimorfismo, i.c., V[A4, B] = —[/1 E]

Veremos a seguir que um difemorfirmo ¢ : M — N entre variedades in-
duzira um isomorfismo (o assim chamado push-forward) entre as algebras de Lie

(X(M), [, -]) e (X(N), [-5-])

Dado um difeomorfismo ¢ : M — N entre duas variedades de mesma di-
mensdo, definimos a aplicacio push-forward ¢, : X(M) — X(N) entre
médulos de campos como: ¥ = ¢, X onde Y (q) = d(pwq(q))z(gp_l(q)).
Quando tivermos também que M = N, denotamos Ad(¢) := (¢~ 1), como
aplicacio pull-back.

Por vezes, embora ¢ : M — N nio seja um difeomorfismo, ¢ ainda possivel

relacionar certos campos em N com certos campos em M. De fato um campo Y €

X(N) ¢ chamado g-relacionado a um campo X e X(M) se
Yop()=deX().



Por exemplo, considere a submersao ¢ : R3 — R2 definida como o(z) =

(21, x2). Para os campos

= fi(z1,z2)€1 + fa(w1,22)E2 + f3(7)€3,

= fi(z1,z2)é1 + fa(x1,x2)E

ML

temos que Y o) = dpX(-), ic, Y ¢ relacionado a X.

Observe que ser ¢ relacionado equivale a

—

(Yoh)ogo:)?o(hocp),VhGCOO(N). (2.5.1)

—

Considere uma aplicagdo suave ¢ : M — N e campos X; € X(M)ceY; € X(N)
(para i = 1,2) tal que Y; ¢ p-relacionado a X, ou seja Y; 0 p(+) = deXi ().
Entdo [Yl, YQ] ¢ @ relacionado a [Xl, XQ] ou seja

D_}la }_}2] oY= d@([X17X2])

Demonstragdo. Baseado na Eq. (2.5.1) precisamos provar que
([Y1,Ys] e h) o = [X1, Xo] @ (hoy), Vh e C®°(N).
Temos
([Vi,Va] e h) oo =(Yi e (Va0 h)) oo — (Vs 0 (Vi @ 1))
=Xy e ((Yaeh)op)— Xye((Yieh)o
=X e (Xpe(hop)—Xoe(
=[X1, X5] e (hoy) H

Sejam G' subgrupo fechado de GL(n) e Ly : G — G aplicagao definida como

Lq(x) = gx. Para cada vetor € € T,G podemos definir um campo & como =
g

dLy& € T,G ¢ ¢ possivel demonscrar que € € X(G) (ie., é campo suave) ¢ ndo é

g g9 q p

dificil verificar que € ¢ L, relacionado com ele mesmo, para todo g € G. O modulo
g g q 9

de campos invariantes a esquerda (o qual ¢ um espaco vetorial de dimensdo finita)

q q ¢
dotado do comutador de campos ¢ chamado de a algebra de Lie g associada ao grupo
de Lie G. Por fim ndo ¢ dificil demonstrar que TG com a estrutura de comutador



de matriz ¢ algebra de Lie isomorfa a g, vide [AB15].

Sejam M, N ¢ K variedades,e o : M — N ¢ ¢ : N — K difcomorfismos.
Verifique que (¢ 0 @)« = Y« © P

Sejam XY campos lineares em R™.
(a) Verifique que Ad(etx)? — X Yelx

(b) Conclua que [)Z:, }7] — % (Ad(e”ﬂ?)

=0

O item (b) do exercicio acima pode ser generalizado para campos suaves em

gCI"Al.

25
Sejam X ¢ 'Y campos suaves em variedade M. Encdo:

X, 7] = CZ(Ad( N7 (252)

Demonstragdo. Como os dois termos da expressdo acima sio termos continuos bas-
tara prova-la para ponto p (e assim vizinhanca de p) onde X:(p) # 0. A estratcgia
da prova ¢ utilizar a retiﬁcagﬁo do fluxo de )? para reduzir ao caso em que um dos
campos ¢ Bizl’ ¢ neste caso a conta serd mais simples. Considere entdo ¢ a retifica-

¢ao do fluxo eXep=p L E possivel verificar que
— =X. (2.5.3)

Seja W = Z wi% = Y. Segue da defini¢do em coordenadas que:
T

[6$1 ] Z Z;Uj Oz, dt (Ad(e . )W> ’tzo' 254)



Precisamos agora observar que o Exercicio 2.42 imphca:

Ad (et =, Ad(ePX )yt (2.5.5)
Também notemos que (pela defini¢ao de 1)y), se limy—0 Z () = Z(x) Vz
entao:
lim ¢ Z(y) = ¥ Z(y). (2.5.6)
t—0

Finalmente podemos concluir que:

m@ﬁ 0 X, 1, Y]
253 ¢ 0 =
= [TW]

@54 d(Ad w”XzAYj’

jt(Ad(w )y, 7|

053 at <1/’*Ad(etX )i 11/}*37) ‘
250) w*% (Ad(etx)}?) L:O

Assim ¥, [X, Y] = 1), % <Ad(etX)}7) ’ , € consequentemene provamos Eq. (2.5.2).
t=
O

t=0
t=0

t=0

Interpretacdes de colchete de campos sio apresentadas nos resultados a se-
guir.

6sY

S
Sejam X e Y campos de uma variedade, etX seus respectivos ﬂuxos. Entdo as

aﬁrmagées sao equivalcmes:

(a) etX o BSY — 6sY o etX.

— =

b) [X,¥]=0

Demonstragao. A demonstragdo a seguir esta escrita no formato geral, mas para
maior comodidade, o(a) leitor(a) pode considerar o caso linear para criar maior

]ﬂtul%‘lO.



P2 t— ¢ (p2) Py

v

L s — ol (m) A s— ol (m)

Po p1

LN
7

t— ¢ (po)

Figura 2.8: Tlustra Lema 2.45.

Suponha (a), ic., ey = e X 0esY o e!X. Pela Proposicio 2.44

d d
O == — eSY ’s:t:O
S

dd _
= LG X Y X

Suponha (b), i.e., [X,Y]=0.
d

d - .
LAV iy, = Ad(0X) L Ad(X) V]
dt dt
= Ad(N)[X, 7]
= 0
Assim Ad(etX)? = ? € consequentemente seus fluxos sio iguais, i.c., eV =
e—tX o esY o etX ]

Cabe destacarmos a seguir a relacio entre ad(X)(-) := [X, ] e Ad(e!X) uri-

lizada na demonstracao da proposi¢io acima.

SejaV = X(M)o espago vetorial dos campos em M. Note que t — Ad(etX) é



Figura 2.9: ilustra o Exercicio 2.47

um fluxo em V, ou seja Ad(esX)Ad(e!r) = Ad(e(s+t)X). Derivando temos:

%Ad(e“)frt:to = Ad(e"*Y)[X,Y]

= [Ad(e")X, Ad(eX)Y]
= [X, Ad( XYY
= ad(X)o Ad(e"¥)Y

ie, ad(X)(") éo campo vetorial em V associado ao fluxo t — Ad(e!X) ou seja:

6tad()?) _ Ad(etX).

Sejam X e 57 Lampos lineares ie., X(p) = Ap, Y(p) = Bp, Vp € R™ ¢
tA =X = ) seus fluxos. Dado pg € R™ definaa curvay : R —
R™ como ’y( ) = oY, 09X, 00 0w (po). Verifique (via expansio de

T aylor) que:
Y(t) = po + [X,Y](po)t> + R(t).

onde lim;_.g @ =0



Dado um campo X € X(M) que nunca se anula, podemos definir o campo de
retas associado a X como sendo a aplicacio que a cada p € M associa a reta
H(p) = {AX(p);A e R} C T, M. Sabemos por E.D.O que existe uma parti¢io de
M por curvas {Cy }zenr (imagens das curvas integrais) tal que T,C' = H(x), para
todo € M. Nesta secio vamos generalizar estes conceitos, em particular vamos
discutir sob que condi¢oes dado um campo de planos existe uma parti¢ao por super-
ficies que sejam sempre tangentes ao campo de plano dado, i.c., sob que condi¢des

a distribuicdo de planos sera integrdvel, vide Figura 2.10.

2.6.1. Defini¢des e resultado principal

Uma m-distribui¢ao H em M™HE ¢ uma aplicacio que associa acadap € M
um m-subespaco H(p) C T M (i.e, ¢ uma secio da m Grassmaniana). Ela ¢
suave se para todo ponto pg € M existe uma vizinhanca U de pg ¢ campos

suaves X; € X(U) (i = 1---m) tal que para todo z € U temos:
() Xi(z) € H(x);
b { _»Z(:U)} ¢ base de H(z).

Vamos denotar X(#) o conjuntos dos campos suaves que sio sempre tangentes

a uma distribuicao H.

Uma parti¢io F = {Lg}zem de M por subvariedades imersas de mesma
dimensdao m ¢ chamada folheagio se localmente ¢ descrita por uma submer-
s30, ou seja para todo p € M existe uma vizinhanca U ¢ uma submersio
m:U — Brlque FNUe¢ {71'_1(0)}, ou, dita de forma equivalente, ¢
localmente difeomorfa a uma folhea¢ao candnica.

Denotaremos por X(F) os campos em X (M) que sdo sempre tangentes as fo-

lhas de F.



Seja F = {Lz}gem uma particio de M por subvariedades imersas de di-

mensao m. Verifique que as afirmagdes abaixo sdo equivalentes:
(a) F ¢ uma folheagio;

(b) para cada vetor v € Tp,L, existe um campo X ul que X(p) =ve
X € X(F).

O exercicio acima indica como generalizar a definigao de fo heagao para uma folheagdao
singular. Uma folheagdo singular F = {Ly}zepm ¢ uma pamgao do espago por
subvariedades imersas (possivelmente de dimensdes diferentes) tal que para todo V),
existe um campo X d@ﬁmdo em uma vizinhanga U de p tal que X(:C) € T,L,
para todo x € U ¢ X (p) = Vp.

Uma distribuicio H de M ¢ dita involutiva se a propriedade a seguir vale:

- -

Se X,? € X(H) entao [X,Y] € X(H).

O CXCI‘Cl/CiO gulr fornc C um Cxcmplo dC uma d1str1bulgio 11’1VO]L1'E1V21

Sejam F = { Ly }zem uma m-folheacio em M ¢ a m-distribuicio H = T'F
associada, i.e., H(x) = Ty Ly paratodoz € M. Verifique que H ¢ involutiva.

. / /. .
Vamos ver a segulr uma reciproca dO CXCTICIC10 anterior.

Seja H uma m-discribuicao em M mtk Suponha que H seja involutiva. Entdo
existe uma unica folheagio F = {Ly }zem tal que TyLy = Hy VYo € M, ou
seja, H ¢ uma distribui¢do integrdvel.



Figura 2.10: Excmplo de uma distribuigﬁo intcgrévcl

2.6.2. Prova do Teorema 2.54

Sejam F = {Lz}zenm uma folheagao de codimensao k em M mEk o N™ yma
subvariedade imersa em M tal que TyN = T,,L, Vp € N. Entdao N ¢ aberta em
uma folha Ly,.

Demonstragdo. Dado pg € N, considere uma curva suave a @ (—¢€,€) — N com
a(0) = po que fique contida em uma vizinhanca U onde Fyy (folheacao F res-
trita a Vizinhanga U) seja difeomorfa a folheagéo candnica {W_l(c)}ceRk onde
7w RHE 5 RE &, projecdo candnica. Assim, compondo com uma carta po-
demos supor que @ = (a1,a9) € R™ x R¥. Por hipérese ah(t) = 0. Logo
az(t) = az(0) ousejaar C 7T_1(042 (0)). A arbitrariedade da escolha de v implica
que o aberto de N fica contido em 7~ (g (0)). O argumento de conexidade entio
conclui a prova. O]

Lema 2.55 garante a unicidade da folheacio e a que a demonstragao do Teorema
2.54 termina com o pr(’)ximo lema.

Dadop € R™ xR existe uma vizinhanca U de p e uma folheagao F = { Ly }wev
emU tal que Ty Ly = Hy Vo € U.

Demonstragdo. Por motivos didaticos vamos provar o Lema 2.56 no caso em que

kE =1e¢m = 2. Caso geral ¢ analogo ¢ ¢ um bom exercicio para o(a)s aluno(a)s.



Passo 1 Vamos primeiro demonstrar o Lema 2.56 no caso particular onde existe uma

base )?1,)22 € X(H) tal que [)?1,)22] =0

Apds um movimento rigido podemos supor que H(p) = R? x {0}. Seja S um
aberto no eixo 3. Entdo podemos definir a aplicagio ) : U CR x R x § — R3
por ¥ (t1,t2,8) = @f, 0 @7, 0(0,0,5), onde ¢} , ¢ o fluxo do campo X;. Como
¢y = Id temos que

* %@Z)(0,0,0) = XI(O)
* 8%521;[)(0’0’0) = X?(O)
- £4(0,0,0) = (0,0,1)

Assim D(0,0,0) ¢ invertivel e pelo teorema da funcio inversa, 9 ¢ um di-
feomorfismo (reduzindo U). Definimos F = {L} como a folheacio dada por

L¢(t1,t275) = ’l[)(U N R2 X {S}) 3.

Vamos agora verificar que Hy = Ty Ly
0
D4y 12,6)(1,0,0) = 87t1¢(t1’t2’5)
0
= 877514)0%1 ° Sogg © (Oa Oa 5)
= Xi0¢;,(¢5,0(0,0,5))
= Xl(q/)(tla ta, S))

Visto que [)?1,)?2] = 0, temos pelo Lemma 245 que ¥(t1,t2,s) = 90%1 o
(pé (0,0,s) = (pt22 o 90%1 (0,0, s) Assim temos:

0
D¢(t1,t2,s) (0,1,0) = 672 (t1,t2,5)
9 2 1
= 8752 (ptg o (ptl © (05 07 S)

= Xoouy, (o, 0(0,0,s))
= Xo(1h(ty, 2, 5))

3Usando a linguagem da Segdo 2.7 ¢ possivel observar que F fica contida nas 6rbitas dada pelos

campos, isto ¢ fendmeno geral de controle geométrico.



Uma vez provado que:
Dty 12.6)(1,0,0) = X1 (¥(t1, 12, 8)) € Hy(ty.10.9)

Dw(tl,tz,s) (07 17 O) = XQ (w(tla t27 S)) € H'l,[l(t1,t2,$)

concluimos

Ty(t1 42, L = Dty 2,9) ( x {0}) = Hop(t1,t2,5)

terminando a prova do lema no Passo 1.

-
Passo 2 Vamos agora provar Lema 2.56 no caso gcml, i.e., onde existe uma base Y1,Ys €

X(H) tal que [Y1, Ya] € X(H).

Continuaremos supondo que H(p) = R? x {0} ¢ S um aberto no eixo x3.
Vamos definir [Y] como a matriz 3 X 2 com colunas Y7, Ya. Visto que H(p) =
y1i(p) y12(p)
R? x {0} temos que [Y](p) = |y21(p) w22(p)| Como Y1, Y3 sio lineamente
0 0
independentes, temos por continuidade dos campos que a matrix 2 x 2 definidas
[yij]izl,gjzlg ¢ invertivel. Definimos a matriz [A]2><2 como a matriz inversa de
[yij]i:1,2j:1,2~
Vamos agora definir a matriz [X]ax2 como [X] = [Y][A4], ou seja,

0 yin oyl
X]=10 1/|=|ya y2 [ ]
a1 Q22

31 X32 Y31 Y32

Visto que [X]RQ = [Y] [A]]R2 = [Y]R2 concluimos que os campos Xl e XQ
(definidos como colunas da matriz [X]) continuam sendo base de H.

Note também que [X1, Xo] = (0,0, f). Como S ¢ (por continuidade) trans-
versal a H e [)Zl, XQ] € X(H), concluimos que [Xl, XQ] =0.

Recaimos entio no Passo 1 ¢ concluimos a existéncia de uma folheagao F tal
que Tp L = H, Vo € U terminando a prova do Lemma 2.56 ¢ assim (pelo Lema

2.55) terminamos a demonstragio do Teorema 2.54.

O]

A seguir um resultado util em variedades, que pode ser visto como uma con-
sequéncia do teorema de Frobenius.



Sejam M™ ¢ N¥+1 (onde I > 0) variedades mergulhadas em R™**. Suponha que
existep € M NN e que TyM +T,N = TpRerk . Demonstre que existe uma
vizinhanca B de p tal que L' = B™tE 0 M™ N Nk ¢ variedade mergulhada.

Dcmonsrmgdo. Vamos aqui apresentar as ideias principais e deixamos para o(a) lei-
tor(a) completar os detalhes, o que sera um bom exercicio.

Passo I: Observe que, compondo com um difeomorfismo, podemos supor que,
proximoap = 0, avariedade M ¢ fibra de uma submersio 7 : R™** — B C RFe
N ¢ o subespaco verorial RFH ¢ assim folha da folheagio candnica {N+p}perm-+t.

Passo 2: Definamos II como a distribui¢io involutiva dos espagos tangentes as
fibrasde me F a distribuigéo involuriva tangente a fblheagﬁ() canodnica {N + p}p.
Verifique que por continuidade: IT 4+ E = TR™tk,

Passo 3: Defindo D = II N E, verifique que, proximo a p = 0, a distribuicao
D ¢ regular com dim D = [ ¢ involutiva.

Passo 4: Seja F = {L} associada a D i.e, TyL = Dy, verifique que Ly, fica
sempre contida em N e que L, = M N N proximo ap = 0.

O

Nesta secdo opcional, iremos introduzir alguns conceitos e resultados da teoria de
Controle Geométrico que de certa forma, generalizam conceitos e resultados dis-
cutidos anterioremente. Esta se¢do se basea em [AS04].

Dado uma variedade M chamaremos uma colecao {Xu}ueU de sistema de
controle geométrico quando seus dominios cobrem M. Aqui iremos supor que
os campos s3o completos, o que facilitara bastante a apresenta¢ao. Usualmente U
pode ter propriedades adicionais, €.g., ser uma outra variedade, um certo conjunto
finito, um simplexo em R™ ete).

Considere um trem de massa 1 unidade em uma linha reta. Suponha acele-

racio |u\ < 1. Entdo os poss{VCis movimentos devem atender x’ll(t) = u*

Considerando M = R? como o espaco posicio e velocidade, nossas ED.O’s



de grau 2 podem ser transformadas nas seguintes E.D.O’s de grau 1.
b
dt |za(t)| | wu
Defina nossa familia de campos como Xy (x) = (z2,u). Tal familia descreve
todos os movimentos de nosso trem. Uma fungio t — u(t) € U = [-1,1] a
qual mede determinada escolha em nosso sistema sera chamada de fungio controle
(¢ frequentemente ela ¢ localmente constante, semi-continua). Consideremos por
exemplo a seguinte questdo. O trem deve embarcar as pessoas na estagio 1 = —a
(com velocidade zero) e desembarcar as pessoas na estacio 21 = 0 (com velocidade
Ze10).
Uma das possibilidades de resolver tal questio seria tentar primeiro acelerar
u = 1 entre [0,%1] e depois desacelerar com v = —1 entre [t1,tf]. Em ou-
tras palavras considerariamos a E.D.O descrita pelo campo X1 = (22,1) e no mo-

mento correto (¢ = t1) passariamos a considerar a ED.O descrita pelo campo
X_1 = (w2, —1) e neste caso a fungio controle u : [0,¢] — [—1,1] seria

u(t)— 1 set <t
-1 oseti <t <ty

Resolvendo as ED.O’s e considerando certas intersecoes dos fluxos & — @;*!
es— 4,0571 notamos que nosso problema de fato tem solucio e que t1 = y/a e
tf = 2y/a. A solugio de nosso problema pode ser entdo pensada como uma curva
continua (suave por partes) t — gy, (t) € M que atende q.t.p (em quase todo ponto)
a equagao

d =

&C,Iu (t) = Xu(t) (qu(t))

e que ¢ definida via composicao de ﬂuxos:

0 (—a,0) se0<t<+a
or @) seVa<t<2ya

onde 1 = (=§,v/a) = @) L(~a,0)

A solugio acima paraa qU_CS[’;iO Cmbarcar pf{SSﬁgCiI‘OS em¥r = —ac dcscmbar—

u (t) =

car 1 = 0 de fato otimiza o tempo (isto ¢ demonstrado e.g, na teoria de Controle

“Comentaremos posteriormente que um modelo realista para um trem ¢ 27 () = u — (2] (¢)),
onde 7 ¢ uma resisténcia que aumenta com a velocidade v = 2 (¢).



q1 = (*g-ﬁ),’
-
~ /’
\\ -,
s — ¢ (q)

t = p(~a,0)

velocidade

(0: U) posicéo

(—a,0)

Figura 2.11: ilustra uma possfvel maneira de sair da estacio —a (com velocidade

zero) ¢ chegando na estacao 0 (com velocidade zero)

Geométrico utilizando Teoremas de Filippov e o Principio do Maximo de Pontrya-
pp P y

gin).

O Exemplo 2.58 sugere a relevancia de considerar os espacos de todas possiveis

COWlPOSigI@KS d(’ ﬂuxos.

Dado um sistema C = {X,, }yer a orbita passando por um ponto g ¢ defi-

nida como

(’)(qo) = {got)i" o-- -(pffl(qo)\ﬁ)_(} eC,Vt; € R}

Consideremos o sistema dos campos {5} induzidos por uma a¢io de grupos de
Lie pt : GX M — M. Emoutras palavras defina §(p) = %,u(exp(tf),p) lt=0
para & contido na algebra de Lieg = T¢G. Neste caso as Orbitas sio

O(q) = G(q0) = {19, 90)|Vg € G}.



Por exemplo, considere G = SO(3), M = R3 ¢ a¢io multiplicacio de ma-
trizes p(g,v) = gv. Neste exemplo, se ||v]| # 0 temos que G(v) = Sﬁv”
(ou seja esfera de centro 0 e raio ||v||) e se v = 0 entdo a drbita é o ponto
0 = G(0). Neste exemplo vemos que Orbitas sio subvariedades e tais sub-
variedades podem ter dimensdes diferentes. Veremos em breve que isto ¢ um

resultado mais geral.

Dado um sistema C = {Xy }yev o conjunto alcangavel passando por um
ponto g ¢ definida como

A(qo) = {gm o 0 (q0)], VX, € C,Vt; > 0}

Sejam M =R? C = {X; = (1,1), X_1 = (—1,1)}. Neste caso o conjunto
alcangdvel passado por 0 é um cone, i..e. A(0) = {(z1,22) € R%|x| <
x2}. Observe que O(0) = R% # A(0).

Informalmente falando, o conjunto alcancdvel A(qo) indica todos os estados que po-
demos alcangar, daqui para frente. A drbita O(qo) contém nao so tais estados mas
contem também todos os estados que poderiamos ter alcangado se no passado tives-
semos tomado decisdes diferentes. Tal como ja ilustrado no Exemplo 2.62 conjunto
5 -
alcangdwl ndo precisa coincidir com a érbita. No caso em que Xel=-X
~ . 14 . 14 . tp . . .. oy . A e
entdo dizemos que C € simétrico ¢ neste caso A(qo) = O(qo). Existem situagdes em
que o sistema ndo ¢ simétrico, e mesmo assim os 2 conjuntos coincidem. Por excmplo
poderiamos alterar Exemplo 2.62 considerando M = S L St qual ¢ recoberto
R 37
por R2)e2 campos Y1 ¢ Yo em M que se levantam para os campos X1 ¢ Xo em R2,
Aqui, devido a compacidade da Srbita e propriedade dos fluxos ¢ possivel demonstrar
qui, ;
que de fato 0 conjunto aanngdvd e orbita coincidem.

Antes de apresentar o proximo resultado, convém generalizar nossa defini¢ao

de folheacdo (regular) permitindo agora que as folhas tenham dimensoes diferentes.



Uma parti¢io F = {L} de M por variedades (imersas) sem auto-intersecoes
(as chamadas folhas) ¢ chamada folheagio singular se para cada V), € T}, L,
(i.e., vetor tangente a folha L, passando por p) encontramos um campo local
X (definido em uma vizinhan¢a U de p) tal que X:(p) =Vye X(Z) eT.L,,
para qualquer z € U.

@) Exemplo 2.60ilustraa Defmigﬁo 2.64 enoslevaa questionar se a parti¢io por
orbitas de um controle geométricoC = {Xu}uEU ¢ sempre uma folheagao singular.
Além disto, como espacos tangentes de 6rbitas de uma acao p : G x M — M sio
invariantes pela acao de G, podemos também nos perguntar se uma propriedade
como esta (c.g, ser invariante por pull—back i.e, ivariante por Ad(em)) ¢ de faro
0 que caracterizaria espacos tangentes das Orbitas de um controle geometrico. O

teorema a seguir traz respostas positivas a estas questoes.

Dado um sistema C = { Xy, }uev de campos completos em M entdo

(@) F ={0(q)}qem ¢ uma folheagdo singular.

— =

(b) T,O = gerado {Ad(pX)Y (q)|Y, X € C}.

Serd conveniente para demonstragao dos proximos resultados, extender a defini¢ao do
operador ®. Como ja haviamos visto antes Xe Y= d(p)_f . Agora iremos denotar
qoX :=X(q)eqef := f(q), ou seja podemos pensar que ponto operar em campos
ou fungdes ao ser avaliado nele. Tambem podemos operar difeormorfismo ¢ em fungdes

fcomopef := foy. Utilizando esta notagdo temos que Ad((p))z = ¢0X0¢_1.

Demonstragdo. Seja P o grupo de difeomorfismos gerados pelos fluxos dos campos
em C. Tal como sugere o item (b) o candidato natural para desempenhar o papel de

espago tangente das Orbitas ¢:
I1(¢) := spam {q ® Ad(©)X|,VX € C,Vp € P}.

Vamos agora entender a ideia da prova por meio da varias aﬁrmagécs:



Afirmacio 1: II(go) e o = II(q), onde ¢ = qo® o, para o € P. Em particular
dimII(q e ¢g) = dim II(qgp)

Prova da afirmagdo: De fato:

geAdp)Xepy = qgepeXeyp ey
— qoocpoogoalogpoXocp_logpo
= qeAd(pop,)X O

Considere {V;}7, € Ad(P)C ral que {V;(go)} ¢ uma base de TI(go). Defina
Gq: Uy CR™ — M como

Gq(tb te ,tm) = q. etlvl ®-- .etmvm.

Tal como na demonstracio do Lema 2.56 (inicio do passo 1), derivando G4 em
t = (t1,--- ,tm) = (0,---,0) podemos verificar que d(Gyq)i=o ¢ um isomor-
fismo, ¢ assim, pelo teorema da fungio inversa, concluir a afirmacio a seguir:

Afirmagio 2: Reduzindo Uy se necessario, G¢(Up) C O(qo) se torna variedade

mergu Zhada.
O

Avariedade mergulhada G4 (Up) sera o candidato do que costuma ser chamado
placa de nossa folheacao singular, i.e., a grosso modo falando, um aberto conexo
(pequeno o suficiente) na topologia da folha O(q) (a qual nio precisa estar mergu-

lhada).
Afirmacio 3: d(G4) Ty R™ = II(G(t)).

Prova da afirmagao: Vamos verificar que d(Gyq): Ty R™ C II(G(t)).

dqui — iqo eVl g...pli-1Vi-1 o e(tz‘-f-S)Vi eclit1Vitl o ... g plmVm .
s 5=

d

tiV; Vi

Vi g .. ,etiflvif i o (P‘szo

d
=—qpece lee'Vi o¢f

ds

1 Vi

ti—1Vi (I 90’
s=0

d Ve
_7q0.€t1V1.,_,e 1.€tsz.(P.SO— PPt

ds
d

= T Gy(t) e w e e el = Gy(t) o Ad(p )V,

onde p = elit1Vit1 o ... @ etmVm O resto da prova segue do fato dos 2 subespagos

terem mesma dimensio [



A préxima afirmagio nos ajuda a ”grudar” as placas ¢ terminar a ideia da prova.

~ ~

Afirmagio 4: Se ¢ € G4(Uy) N G4(Uy) entao G4(Uy) ¢ um conjunto aberto

de G¢(Uq) e G4(Ug)

Prova da afirmagdo: Sendo G (t1, - ytm) = qoetlv1 e . ¢etmVm Observamos
que os campos vetoriais V; sdo tangentes a distribuicao (definida intrinsicamente)
IT o qual era espaco tangente de Gy (U,) (vide Afirmacio 3). O resultado agora

q Pag & q\Ygq § &
segue do fato que se um campo ¢ tangente a uma subvariedade, entdo sua curva integral
estd contida na variedade. CJ.

O

Seja Lie(C) campos gerados por colchetes. Note que Lie(C)(q) C T,0. Va-
mos agora ver uma Condigio (aparentemente) técnica que nos permitiré garantir
a igualdade. Tal condigio também nos permitirﬁ discutir uma versio do teorema
singular de Frobenius bem como condi¢des para o conjunto alcancavel ter uma boa

estrutura.

Um submddulo V ¢ localmente finitamente gerado sobre C°°(M) se para
cada g, existe uma vizinhanca U de ¢ ¢ campos vetoriais V7 -+ - Vi, de V com

dominio contendo U tal que V| = {3 a;Vi|a; € C=(U)}.

Consideremos 0 modulo V dos campos induzidos por uma acio de grupos de
Liep: G X M — M como &(p) = %,u(exp(t{),p)‘t:o para € contido na
algebra de Lieg = T.G. Neste caso podemos considerar uma base &1 - -+ &,

de g e assim a familia de campos induzidos &. Note que se & = > a;&;
i

entdo & = Y a;&; para fungdes constantes a;. Isto prova que V ¢ (localmente)

7
finitamente gerado.



Importante observar que na Defini¢do 2.67 estamos solicitando a existéncia de fungdes
o ~ .
a; : U — Rsuaves. Nao basta assim que {V; } gere V ou seja nao ¢ suficiente que

para cada g fixo tenhamos V' (xo) = Y ¢;Vi(xo) para constantes ¢;. Precisamos
7
que tais ¢; sejam na verdade ¢; = a;(xo) para funcdes bem definadas a; €

C=(U).

Existe uma condi¢io (simples de verificar) que implica que Lie C ¢ finitamente
localmente gcrado, vide [AS04].

Se C e M sao analiticos, entdo Lie(C) ¢ localmente finitamente gerado.

Se Lie(C) ¢ localmente finitamente gerado, entdo Lie(C)(q) = T,O Vg € M.

Afim de provar este teorema, iremos precisar de dois lemas.

—

(@) ad(X)fY =X o fY + fad(X)Y
(b) Ad(p)fX = p e fAd(p)X
() Ad(etX) — etad(X)

A SCgUiI (6] 1cma CCntl"Al da deOl’lStl"dgf{O dO reorema.

Seja V o mddulo de campos finitamente gerados sobre C°° (M ). Suponha que dado
X € X(M) tenhamos ad(X) (V) := {ad(X)Y| € Y € V} C V. Entdo

Ad(e)Y = V.
Demonstragao. Vamos considerar {Vi} tal que V|g = {SaiVila; € C®(U)}.
i

Definamos:

Vi(s) := Ad(e*X )V, 9 s ad(X) v

<



Derivando:
Vi(s) = eSad<X>ad( )V

_ sad Z az]
(© s >
= Ad(e X><Zaijvj>
J
D37 Ad(e"X) o ayAd(e )T
J
= bji(s)V;(s)
J
onde bji(s) := Ad(e*¥) @ a;;. Assim em termos matriciais (colocando as fun-
¢oes componentes vi; de Vi = Zwﬂ% nas colunas) temos d%[V] = [V][B]
k

ou seja d%[V]t = [B]*[V]*. Concluimos que [V]* = e(fos (B( z)]tdz)v(())t e assim
[VI¥(s) = C*(s)V(0)". Logo V(s) = [V(0)][C(s)] ou seja

Vi(s) = Ad(e" )V, =) ¢

J

o que implica que Ad(etX)V =V terminando assim a demonstracio. O

Demonstra¢do. Vamos agora demonstrar o Teorema 2.71. Pela dcfmigﬁo de Lie(C)
temos que ad (X )Lle(C) C Lie(C). Segue pelo Lemma 2.73 (tomando V = Lie(C))
que

Ad(e'™)Lie(C) C Lie(C) (2.7.1)

A equagio acima e Teorema 2.65 implicam que Lie (C) (q) = T,0Vq € M.

Podemos obrter o teorema de Frobenius como um corolario do Teorema 2.71.

Seja H uma distribuicdo regular involutiva em M ie, se X, Y € X(H) entdo
[X,Y] € X(H). Temos entao que H ¢ integravel , i.e., existe uma folheagdo (regu-



lar) F = {L} tal que Hy = T L.

emonstracdo. Como H ¢ distribuicio (regular), perto de pg podemos encontrar um
D ¢do. ComoH ¢ gular), p Pop

controle geoméerico C = {V;} tal que {Vj(x)} ¢ base H(x) para todo = préximo
po. A condi¢io que a distribui¢ao ¢ involutiva entao implica que

H(x) = LieC(). (2.72)

Visto que LieC ¢ finitamente gerado, entio pelo Teorema 2.71 ¢ Equagio (2.7.2)
remos:

H(z) = LieC(x) = T,O(x)
0

Podemos agora nos perguntar se podemos ter uma versao do teorema de Frobe-
nius para distribuicdes singulares. Uma aplicacio que a cada x € M associa um subes-
paco H(z) € T M, sendo que as dimensdes destes subespacos podem mudar ponto
a ponto, ¢ chamada distribuigﬁo singular suave sc para cada g temos um conjunto
de vetores {‘71} suaves em uma vizinhan¢a U de xg tais que spam {‘71}(1:) = H(p)
para todo x € U.

Note que {‘_/;({L‘)} gera a distribuigﬁo mas ndo precisa ser uma base de H(:E)
para todos os & proximos a g em particular mesmo supondo que a distribuicao
singular H seja involutiva, nio podcmos seguir a dcmonstragﬁo do Corolario 2.74
para ter uma versao do teorema Frobenius singular. Nossa estratégia serd considerar a
a tese do Lema 2.73 como uma propriedade atendida por nossa distribuicao singular
¢ seguir entdo o resto da prova do Teorema 2.71.

Uma distribui¢io singular suave H ¢ Ad-invariante sc
Ad(e")X(H) = X(H)
para qualquer X € X(H), onde X(H) ¢ conjunto de campos suaves tangentes

a distribuicao singular.

Segue direto do item (b) do Teorema 2.65, que, para uma distribuicio Ad-
invariante H temos: T40(q) C H(g). Como a outra inclusio ¢ imediata conclui-
mos:



Seja H distribuigdo singular Ad-invariance. Entdo existe uma folheagdo singular

F ={L} comTyLy = H(q) para todo g € M.

Concluimos esta se¢io apresentando um resultado que garante que sobe boas
S
condig(’)os (c.g, quando C= {Xu}ueU ¢ analitico) o conjunto alcangévcl, embora
nio precise ser uma variedade, pode ter boa estrutura, vide Exemplo 2.62.

Seja Lie(C) localmente finitamente gerado. Entdo intA(q) ¢ denso em A(q) (na
topologia da ¢rbita O(q)).

Demonstragdo. Sejam qo € M e q € Agy C Oyy. Desejamos mostrar que dado
uma vizinhanca U de ¢ (na topologia Og,) temos intA(go) NU # (). Vejamos pri-
meiro a estratégia da prova. O ingrediente principal da demonstragdo sera o argumento
que se todos os campos Yec sempre fossem tangentes a uma variedade N C O(qq)
com dim N < dim O(qp) entdo, como colchetes de campos tangentes a N C O(qo)
ficam sempre tangetes a N, teriamos uma contradi¢do com a hipéeese que Lie(C)(z) =
T,O(z). A estratégia entdo sera construir (por inducio) variedades mergulhada
N; C A(qg). Caso a dimensao IV; se€ja menor do que a dimensio de O(qo) po-
deremos (devido ao argumento acima) encontrar um campo 1_/;-+1 transversal a
N; (encolhendo um pouco IV; se necessario) e construiremos uma nova variedade
Niy1 com dim N;j11 = 1 4 dim N; contendo a curva integral de 1_/;+1, ou seja
Niyq1 = {N; 1 ees¥it1 }56(0,6i+1)- Continuaremos a construir tais variedades até
atingirmos 0 momento que a variedade IV, mergulhada tiver a dimensio da or-
bita. Neste momento N C Ay, se torna um aberto de Ay, ¢ a prova terminara.
Vamos agora dar mais detalhes da ideia da prova, apresentando explicitamente a
construg¢do para baixas dimensoes das variedades N; e deixando entio para o leitor

complementar o argumento de inducio.

t1X1 o ... e elnXn Definamos it =qo e X1 e... o

81 Xn

Sabemos g = qp @ €

etn—1Xn—1 g eltn=c1)Xn ¢ 4 curva 4§ (s1) 1= ¢ @e com variavel s1 pequena.
Em particular 1/11(61) = ¢q. Reduzindo €1 e definindo Ifl = (0, 61), temos que a
curva ] se torna um mergulho e assim Ny* = 7" (I7") variedade mergulhada
de dimensio 1. Caso a dim Oy, = 1 temos que N7* ¢ aberto na érbita e contido
em Ay, e assim e diminuindo I{ temos que Ni' C (intA(go) N U) # @ como
queriamos demonstrar.

Vamos entdo supor que dim Oy, > 1. Notemos que dado €1 pequeno sufici-

ente, existe sempre Yo € C tal que Ya|ye ndo ¢ tangente a variedade mergulhada
¢ &



Ni'. De fato supanhamos que todo Y eCé rangente a Ny'. Entdo colchetes des-
tes campos ficam tangentes a Ny*. Assim Lie(C)(z) C Tp Ny para x € Ny. Mas
isto contraria a hipotese que Lie(C)(z) = T, Oy,

Reduzindo €; ¢ escolhendo €2 < €1 pequeno suficiente, podemos garantir
(visto que Y2 nio ¢ sempre tangente a N7) que a aplicacio a seguir ¢ um mergulho:

W 2xI, - O
(s1,52) — 1i'(s1) @™

onde (6) = (61,62) S Rz, S1 € 112 = (0,61 — 62) esyg € Iy = (O, 62) Assim
Nz(ﬁ) = 1/126) (112 X Ig) ¢ variedade mergulhada. Se dim Oy, = 2 entdo esta vari-
edade mergulhada ¢ uma aberto na orbita ¢ contida em Ag,. Reduzindo €3 < €
temos NQ(G) C (intA(go) N U) # 0 como queriamos demonstrar. Caso a dimen-
sio O(qp) > 2 continuamos a construcio por inducio, como discutido no inicio

(€)

até finalmente termos dim N’ = dim O(qp). Tendo mesma dimensio entio

. € . - .
dlm NT(L ) (I'CdLlleldO (6)) tornar-se um abcrto ca dcmonstra(;ao é COl’lCluld’A.

O]
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Em Calculo I aprendemos que para cada funcio limitada f : [a, b] — R, que pos-
sua apenas um numero finito de descontinuidade, podemos associar um numero
b . . _ .
[, f(x)dz, a integral da fungdo f no intervalo [a,b]. Dado uma margem de erro
e >0, podcmos encontrar uma particio a = g < - - < T, = b fina o suficiente
b
para que ‘ fa f(z)dx — Z?:l f(cl)Aajz) < €,onde Ax; = x; — x;—1. A soma
de Riemann . f(c;)Ax; pode ser interpretada de varias formas: quando a = 0
i J\Ci ip P q
¢ b = 1 cla pode representar uma meédia, quando f ¢ nao negativa ela também pode
representar soma das dreas de retangulos que se aproximam do grafico de f. Neste
Capftulo gcncralizamos tais ideias para varias variaveis, revendo varias discussoes
apresentadas em Calculo I11I, em particular apresentando as demonstracdes do Teo-

rema de Fubini ¢ Teorema de mudanga de varidvel. Este capl’tulo ¢ baseado em [Spi(B]

e [CTO02].

Recordemos aqui as dcfmigécs necessarias para estabeler o conceito de intcgral de
Riemann.

Sejam A = [a1,b1] X -+ X [am, by] um m-retingulo, f : A — R fungio
limitada e P uma particao de A por rctfmgulos menores S = [ti,lv t(i+1),1] N
[tj,m, t(j—f—l),m]- Defina



Figura 3.1: L(f, P) = > mg(f)vol(S) onde f(z) = 2? + 2% ¢ A =[-3,3] x
SeP
-1/2,1/2 E

ms(f) = nf{f(z), = € S}
Ms(f) == sup{f(z),x € S}
vol(S) (tig1),m — ti m) (e — tin)

(f,P) = Z mg(f)vol(S
SepP
Z MS VO]
SepP

Scjaﬁ um refinamento de P. Verifique que: L(f, P) < L(f, ﬁ) eU(f, ﬁ) <
U(f,P).



Se]'am P e P duas particoes (uma nio precisa ser refinamento da outra). Ve-

rifique que: L(f, P) < U(f, ]5)
Definimos agora os numeros:

L(f) = s%p{L(f, P)}; U(f) = mf{U(f, P)}

Uma func¢do f : A — R limitada ¢ chamada incegravel se:

O nimero

/ f o= L) = U(f)
A

¢ chamado integral de f em A.

Uma funcdo limitada f : A — R ¢ integravel, se e somente se paracadae > 0

existe uma particao P tal que U(f, P) — L(f, P) < e.

Um conjunto B tem medida nula se para cada € > 0 existe uma cobertura de

o0
m-retangulos fechados {U; }ien tal que Y vol(U;) < e.
i=1

Sejam A um m-retangulo fechado, f : A — R e uma fungdo limitada e seja
B = {x € A| f nao ¢ continuo em x }. Entdo f ¢ integrdvel se ¢ somente se B
tem medida nula.

Seja R uma regiao em R™ a fungdo caracteristica de R ¢ a fun¢ao xg : R™ — R
definida como:
1 sex € R

XR(f”):{ 0 sex¢ R



Seja R uma regido contida em um m-retangulo A. Entdo X g ¢ integravel se e somente
se OR tem medida nula.

E possivel demonstrar que o produto de funcdes integraveis ¢ uma funcao integra-

V€1.

Dado uma funcdo limitada f : A — R integravel em A ¢ OR com medida

/sz/Af-xR

Também é pOSSI,V(‘l quc asomaca dlfCI’Cl’l(}A dC {'111’1(;665 intcgrévcis sao fungécs

nula, definimos:

integraveis. Sabendo disso, obtemos as propriedades a seguir.

Sejam Rj ¢ Ry regides contidas em um retangulo A com bordos de medida
nula e com Ry N Ry com medida nula. Dados f : A - Reg: A = R

funcoes limitadas ¢ integraveis. Verifique:
L g fra=Jpf+Ip9
2 fpef=clp [
3 Jrore f = Jr f+ Iry S

O Teorema de Fubini (Teorema 3.15) a ser apresentado em breve em sua generali—
dade implicara diretamente a seguinte proposi¢ao:



Seja f : [a,b] X [¢,d] = R uma fungdo continua. Entdo:

/[a,b]x[c,d} f= /ab (/Cdf(x)d@)dxl = /Cd (/abf(x)dacl)da:?

Aplicando a Proposicao 3.10 a fungio f - xg, onde R C [a,b] X [¢,d] é uma
regiao cujo bordo tem medida nula, podcmos concluir os seguintes resultados co-

nhecidos.

Seja R = {(2131,.%‘2) S R2|h1(l‘1) < zo < hQ(fL‘l)} onde h; : [CL, b] — R,

. JRERS . .. - _ / A
© =1, 2, sdo fungdes suaves. Seja f uma fungdo continua em um retangulo contendo

R. Entao
b ha(z1)
/f:/ (/ f(a;)dam)dxl
R a hi(z1)

De forma andloga temos resultado para regiao entre graficos em relagio a xa.

Seja R = {(xl,xg) S ]R2\h1(x2) <z < hg(xg)} onde h; : [C,d] — R,

i =1, 2, sdo fungdes suaves. Seja f uma fungdo continua em um retangulo contendo
J (&

R. Entdo
d ha(z2)
/f:/ (/ f(a:)d:cl)dxg
R c hi(z2)

A fim de ilustrar a Proposicio 3.11 considere as funcdes hi(z1) = 2% e

ha(z1) = 1 (vide Figura 3.2). Para f(z1, x2) = x122, temos

Lorn o,y 1
/Rf:/o /ﬁ $1$2d$2d$1=/0 $1§(931_5“1)dx1:ﬂ

Observe que o Exemplo pode ser resolvido também usando 3.12. Deixamos ao

leicor(a) a Veriﬁcagﬁo deste fato.



’ [a,b]

Figura 3.2: Figura da regido integrada no Exemplo 3.2

Sejam R = {(x1,22) € R?|z; > x%,xl—i—xg < 2}e f(x) = ma. Determine

Jnt

Sejam A C R™ ¢ B C R™ m-retangulo ¢ n-retangulo, respectivamente, ¢ f
A x B — R uma fungdo integravel. Defina a funcao g5 (y) := f(x,y). Entao as
fungdes L(gz) e U(gs) sdo integrdveis e

/A><B /= /AL(g”)dw = /AU(gx)d:Jc.

De forma andloga, definindo hy(x) := f(x,y), temos que L(hy) e U(hy) sdo
integraveis e
[ 1=ty = [ vt
AxB B B

Note que se f : A x B — R ¢ continua, entio g, ¢ integravel.

Demonstragdo. Considere uma particio P {S4 x Sp} de A x B. Observe que para
todo z € S4 temos

S gk (NVOI(S) < 3 iy (6:)v0l(S5) = L(ga Pr) < L{gs).
S S



Assim:

L(f,P) = Y mgxss(f)vol(Sa x Sp)
Sa,SB

_ Z(ZmSAXSB(f)VOI(SB)>Vol(SA)

Sa

L(L(yg ) Py)

De forma analoga se prova U(U(gz), Pa) < U(f, P). Assim:
L(f, P) < L(L(g2), Pa) < U(L(gz), Pa) < U(U(ga), Pa) < U(f, P).

Como f ¢ integravel [, o f = [4 L(gs)dz.

Argumentos analogos mostram os outros itens do Teorema. O

IN

No exercicio a seguir, vemos uma aplicacio interessante do teorema de Fubini,

onde a cstrzltégia que sugerimos ao leitor(a) ¢ e considerar U como regiao entre dois
graficos horizontais e re-escrever fU fdx.

alcule fl fln 2) s drdy

1n(y) eXp

Consideremos o problema do tempo enfrentado por uma pessoa em duas filas
consecutivas, com tempo de espera médio my = 10 ¢ ma = 5 respectiva-
mente. Seja X; avariavel aleatoria que descreve possiveis tempos de espera na
fila i (com 4 = 1,2) ¢ aceitemos que a probabilidade de X; estar entrea < b
seja dada por:

b
P(a < Xi < b) = / pz(azz)dx,
onde a funcio densidade de probabilidade p; ¢ definida como:
0 sex; <0

—x; )
my

mg

pi(xi) =

se x; > 0.

Visto que as variaveis aleatdrias sio independentes, aceitaremos também que

a funcio de probabilidade conjunta ¢ dada por p(x1, z2) = p1(z1)p2(z2),



visto que as variaveis aleatorias sao independentes.

0 sexy <0ouzo <O
P(T) = § exp(Z22) exp(522)

my mo
mi ma

sex; > 0exg>0.

Nosso objetivo neste exemplo ¢ calcular a probabilidade do individuo em
menos de 20 minutos sair das duas filas.

No passo 1 determinamos a regiao U onde iremos integrar ﬁmgio p. Ba-
seado onde a fungio p nio serd zero, podemos escolher U := {z € R?; 21 +
x9 < 20,21 > 0,29 > 0}.

No passo 2 (baseado no passo 1) escolhemos a téenica de integragao. Visto
que U esta entre 2 graficos hi(z1) = 0 ¢ ha(x1) = 20 — 21 com dominio
x1 € [0, 20] é natural escolher a técnica de Fubini.

20 20—z,
PO <X+ Xo SQO)—/ pdx—/ (/ pdx2>d1'1
U 0 0

No PﬂSSO 3 armamos ¢ I'CSO]VCH’IOS a integral.

/ pdx = /20 /20361 (eXp(_lgcc)l) eXp(_?”dm)dm
U 0 0 10 5
20

_ exp(55-) B —20 4+ 11
—/0 0 ( exp(i5 )+exp(0))da¢1

1 20

—xI T
- = =) —exp (— 4+ 1)
10 J, exp( 10) exp( —|—10 T
x71+ |20 x1 |20
— _exp(—4 il ‘ —exp(—2L ‘
exp(—=4)(exp(35)| —exp(=15)],
=-2?+1+e?

Nesta $€¢A0 vamos a introduzir as ferramentas necessarias para integrar em uma
variedade M de dimensio m.



Figura 3.3: Fun¢ao bumb function

Uma colecio de fungdes {p; } de funcoes suaves em M ¢ chamada partigdo da
unidade se:

(a) 0 < pi(z) <14

(b) A colegio {supp p; }icr, onde supp p; = {z € M| p;i(z) # 0}, ¢ lo-
calmente finita, i.e., para todo x € M existe uma vizinhanga U con-
tendo  tal que o nimero de #’s tal que U Nsupp p; # 0 ¢ finico.

(C) Zpi =1.

Seja {Uq } uma cobertura aberta de M. Entao existe uma particdo da unidade { po, }
tal que supp po C U,.

Seja {Uq }aecr uma cobertura aberta de M. Entao existe uma particdo da unidade
{ps}pe.s comsuporte compacto, tal que para cada 3 existe um c tal que supp pg C
U,.

Observe que frequentemente nao ¢ possivel ter uma parti¢ao da unidade com
suporte compacto, estritamente subordinada a cobertura de uma variedade nao

comp acta.



Ideia da demonstragdo do Teorema 3.20 Defina b : R — R como

h(z) = 0 sex <0
| exp(—1/z) sex >0

eb:R™ — R como

h(4—2% —---22)

m

b =
(=) h(4—a2 —--22)+h(@?+ - +22, —1)

Aceitemos o resultado a seguir.

Dado uma cobertura {Uq } de M existe um refinamento localmente finito {V; }, com

coordenadas {V, 1 }, tal que (V;) = D(3) (disco de raio 3).

Seja by : M — R definida como:

[ bothi(x) ,x eV
bil@) _{ 0 sex & V;

A particio da unidade ¢ definida entao como: p; = Zbib' [l
N J
J

Seja p : A C R™ — R™ difeomorfismo de classe C ¢ f : p(A) C R™ — R

fungado de suporte compacto. Entdo:

/ f(y)dy = / f 0 p()| det Doldz
©(A) A

3.4.1. Exemplo e exercicios



Figura 3.4: ilustrando teorema de mudanga de variavel

2 2
Dado U = {z € R?; % + %2 < 1} desejamo calcular fU x%da}

No passo I determinamos a regido U. Notemos que OU = {z € R?; % +
%% = 1} ou seja a regido U ¢ a regido delimitada pela elipse QU.
No passo 2 (baseado no passo 1) escolhemos a técnica de integragao. No-
temos que para U = {# € R% 33 + 73 < 1} temos T([j) = U onde
T(Z1,Z2) = (221,3%2). Ou seja U ¢ uma regido que ¢ a deformagio linear
do disco [7, este por sua vez ¢ uma regido invariante por rotagao. Estas obser-
vagdes sugerem que uma téenica natural de integracao ¢ mudanca de variavel e
que a parametriza¢io adequadas seja a composta de uma parametrizacio polar
F(r,0) = (rcos(f),rsin(f)) com a transformacio linear T'. Mais precisa-
mente definimos ¢ : V' — U como o(r,0) = (2rcos(d), 3rsin(f)) para
V={(r0);0<r<1,0<6<2n}, vide Figura 3.5.

No passo 3 armamos ¢ resolvemos a integral. Para tanto notemos que

Dy = 6r. Assim

1 pr2n
/x%dm‘:/ / (2rcos(9))26rd9dr
U o Jo
1

= / 2473w dr
0

= 6.
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Figura 3.5: Ilustrando Exemplo 3.23

Exercicio 3.24. ) )
Dado U = {z € R%; I 4 32 < 1} caleule [, 23dx

Exercicio 3.25.
Calcule fU 3:% onde

U= {(z1,22) € R¥(z1 — 1)* + 23 < 1}

3.4.2. Demonstrac¢iao do Teorema 3.22

Por meio de 4 Afirmagées vamos reduzir a demonstragio do Teorema a demonstra-
a0 do caso particular descrito no Lema 3.26 (onde f = 1 ¢ A sera uma vizinhanga
pequena U de um ponto @ € A onde iremos supor que Dp(a) = Id)

Para provar o Lema 3.26 utilizaremos os seguintes ingredientes:

+ hipdtese de indugio (o teorema vale em Rl)

« que para U pequeno ¢ = F o H onde

H(r) = (p1(x), .., om-1(x), Tm)
F(y) = (y17 ey Ym—1, @m(H_l(y)))
« Teorema de Fubini.

Observamos que as afirmacdes dependerao uma das outras, e aparecerdo indi-
retamente na prova do Lema.



Afirmagio 1: Para demonstrar o teorema basta provar que ele vale nos conjuntos de
uma cobertura finita de abertos relativamente compactos de supp f. Isto ¢, vamos supor
que dada uma tal cobertura Uy, vale

/( )ha(y)dy = / (ho o p)(z)| det Dp|dx (34.1)
Ua

[e3

para toda funcao integravel hy com suporte compacto em Ul,.

Demonstragdo. Seja {pq} parti¢io da unidade estritamente subordinada a {Uq}.
Aplicando Eq 3.4.1) em ha(y) = pa(y) f(y) temos:

dy = o(y) - f(y)d
[ s = S [t sy
- alY) - d
Sy ORI
- Z/ pa(@()) f(p(x))] det Dyp|dx:
= [ (o p@)]det Dol
A

Afirmagio 2: Para demonstrar o teorema basta prova-lo no caso f =1
Demonstragdo. Observe primeiro que, pelas propriedades da integral, se o teorema

¢ valido para f = 1, entdo ¢ valido para f constante (*). Seja K um retangulo
contido em ¢(A), P uma parti¢io de K e fg = mg(f). Assim

st f)vol(S) = Z/fgdy

SepP SepP
®) Z / fs o p|det Dy|dz
SepP
< Z/ f op|det Dp|dx
SepP

= /I(K)fogo|deth0]da?.
o



De forma anéloga
| . FovldetDylds <UL,
e H(K)
Assim, considerando todas as particoes P, concluimos pela defini¢io de inte-

/ fo|det Dyldr = / fdx.
e H(K) K
Segue da Aﬁrmac}ﬁo la Aﬁrmagio 2. O]

gra] quc

Afirmagio 3: Se o teorema vale para difeomorfismos H e F' entao ele ¢ valido para o

difeomorfismo composto ¢ = F o H

Demonstragdo.

/ fdz = / foF|det DF|dy
FoH(A) H(A)

_ / foF o H|det DF||det DH|dz
A

= /fogp]dethp\dm O
A

O
Afirmagio 4: O teorema ¢ valido quando ¢ aplicagdo linear
Demonstragdo. As aﬁrmag()cs le2 implicam que bata provar que
/ ldy = / | det p|dz,
w(U) U
o que ¢ deixado como exercicio. O

Dado um ponto @ € A e compondo ¢ como (Dg(a))™?, as afirmacdes redu-
zem a demonstracio do teorema a provar o lema.

Seja p : A C R™ — R™ difeomorfismo de classe C*. Suponha que exista a € A
tal que Dp(a) = Id. Entdo existe uma vizinhanga relativamente compacta U de



a tal que:

/ dy:/ | det Dyl|dz (34.2)
o(U) U

Demonstragao. Quando a dimensao de R™ ¢ 1 o resultado ¢ provado em Caleulo.
Vamos supor por indugio que o teorema ¢ verdadeiro param — 1
Defina aplicagio H : U C R™ — R™
H(‘T) = (901(‘%‘)7 SRR @m—l(li)u xm)
A hipdtese de que Dy(a) = Id garante que DH = Id ¢ assim que H ¢ um

difeomorfismo, se restringirmos o U.

Defina aplicagio F' : H(U) C R™ — R™
F(y) = W1, ym—1,0m(H '(y))).
Reduzindo U temos que F ¢ difeo e que
p=FoH

Pela Afirmacdo 3, basta provar o Lemma 3.26 para H ¢ F. Vamos demonstrar
para H (prova de F' ¢ analoga). Definindo he = H(z1,...,Zm—1,¢) temos por
Fubini (¥) e pela hipotese de indugao (**)

[ @ g dy)d,
R(W x [a,b]) [ab]  Jh(Wxzm)

(2)/ (/ | det Dhg, |dzy -+ dzp_y ) dzp,
[a,b] w

*

= / | det Dhy,, |dx
W x[a,b]

—~
g

Nas se¢oes anteriores concentramos nossos exemp]os e exercicios em R2. Desejamos
aqui ilustrar a teoria de integragcdo com mais alguns Cxcmplos agora em R3 ¢ a0
mesmo tempo destacar procedimemos padrées para calcular integrais.



O ponto de partida de todo calculo de integral cripla ¢ comecar por tentar
entender sob qual regido estamos integrando. A compreensio da regiao de integra-
¢ao ira sugerir qual técnica de integracdo parece ser mais adcquada para problcma
tratado, além de quais deveriam ser os limites de integracio (uma vez escolhido a
técnica). Em geral em Caleulo I11:

- aregido U em R3 ¢ dada por desigualdades;

« seu bordo QU ¢ composto por pedagos de superficies (variedades de dimen-
sd0 2) que sao dadas por igualdades.

Assim se estuda primeiro as superﬂcies dadas pelas igualdadcs para entdo determinar a
regido. Em particular merece destaque que em Caleulo IIT ¢ comum que a regiio (e
seu bordo) ou tenha alguma simetria (invariante por rotagio ou translacio) ou seja
deformagﬁo de alguma regiao simétrica. Assim nio custa recordar ou resumir como
aluno(a)s de Caleulo IT podem idenficar facilmente as simetrias e deformacdes mais

comuns.
« Superficie de revolugio: Como ja vimos,
3 2 2
S = {.CE eR ag(xl —|—£L‘2,:L'3) = C}v

¢ uma superficie invariante por rota¢ao. A forma mais simples de reconhecer
se S ¢ de fato dado pelo vinculo g(az% + LE%, x3) = ¢ (0 que por vezes nio ¢
2 = 22 + 23 naigualdade

que define S e verificar se apds a substituicdo sobram apenas as varidveis 1 ¢ £3 na

imediato para um(a) leitor(a) iniciante) ¢ substicuir r

igualdade, i.c., g(r?, x3) = c. Para esbogar S basta considerar a curva geratriz
C=5Sn{x; =0} ={(0,x9,23) € R3|g(x%,x3) = ¢} e gira-la em torno

do cixo 3, vide mais discussoes no Exemplo 3.28.

. Superﬂcie invariante por translagio:
S = {z € R% g(x1,22) = c}

¢ uma supcrﬂcic onde falta a variavel 3 e assim invariante por aplicugécs
F.(z) = x + ce3 (translacdes na direcio de e3). Para esboga-la basta consi-
derar a curva plana C' = {(z1,2,0) € R3; g(z1,z2) = ¢} e translada-la
na dire¢ao de 3, vide mais discussdes no Exemplo 3.29.

. Deformagﬁo por transformagﬁo linear: SG]H

S = fr RS o(TL 22 T8y
{‘TE ’g(a,’b’c) }



onde a, b, ¢ sdo nimeros positivos. Note que S = T(S) onde S = {z €
R3; §(%) = d} e T(Z) = (a1, bi2, c¥3). Entdo para esbocar S basta esho-
car S e deforma-la pela transformacio 7', vide mais discussoes no Exemplo

3.29.

Discussoes an:ﬂogas podcm ser feitas para supcrﬁ'cies de rotagio ou translagio
em torno dos outros eixos 1 ¢ Zo.

Desejamos integrar f(xl, x9, .’Eg) = 21 no tetraedro U limitado pclos planos
coordenados ¢ o plano x1 4 2z 4 323 = 6.

No passo 1, determinamos a regido U. Apos esboca-las descobrimos que
a regiao esta entre dois gréflcos associados as fungées h1($1,$2) =0 e
ho(x1,29) = %(6 — 21 — 222) com dominios D = {z € R%0 < 21 <
6,0 <z < %(6 — x1)}, vide Figura 3.6.

No passo 2 (baseado no passo 1) escolhemos a téenica de integracio. No
caso por estarmos entre dois graficos, vamos escolher aplicar o Teorema de
Fubini.

ha
/Uf(ib)dw:/D( . f(@)dy, ) dzdas.

No passo 3 armamos e resolvemos a integml. Em particular usamos nova-
mente Fubini para integrar sobre D.

6 1(6— :cl) 2 (6—z1—2m2)
/f d:v—/ (/ / $1dm3>d$2)d$1
U 0 0

6 1(6—=1) 1
/ </ - — 1 — 2%2)$1d$2) d.%'l
0 0
6 (3-2 x2
= /0 (/0 2x1 — g) — 2x2—dm2)dx1
6 :E2 r1.2T1
= )2z — =L A
0 n= ) - (-5 gdn

9.



Figura 3.6: Tlustrando Exemplo 3.27

Calculemos fU JZ% + CL‘% + $%d$ onde

U = {(21,72,73) € R®|zg > 1/32? + 323,23 + 23 + 23 < 1}.

No passo 1 determinamos a regidao U. Uma das superficies que contém
parte de QU & a superficie S1 = g7 1(0) onde g1(z) = 23 — /327 + 323.
Ao substituir 72 = 22 + 22 em g1 (x) = 0 ficamos com 0 = 3 — /3|r| o
que implica que S ¢ uma superficie de revolucao. Assim sendo para esboga-
la precisamos descobrir a curva geratriz no plano xr1 = 0, ie., a curva dada
por 3 = \/g\ng ¢ gira-la obtendo assim o cone S7. A outra superficie que
contém parte de OU ¢ Sy = g;l(l) onde go(x) = 33% + x% + x% ou seja
a esfera de raio 1. A regiao U entio ¢ a regido acima do cone S ¢ abaixo da
esfera Sy (considerando referencial candnico), vide Figura 3.7.

No passo 2 (baseado no passo 1) escolhemos a técnica de integracao. Por ser
uma regido invariante por rotacio escolhemos mudanga de variavel utilizando
uma parametriza¢do adaptada a rotagdo. Mais precisamente, como se trata de
um setor em uma bola, optamos pela parametrizacio esférica.

o(v,t,r) = (rsin(v) cos(t), rsin(v) sen(t), r cos(v)).

A figura indica que definindo V' = {(v,t,7);0 < v < %,0 <r<1,0<
t <7} remos (V) =U.

No passo 3 armamos e resolvemos a integral. Note que det Dy = r
Seja f = /2% + 23 + 2 temos:

Zsin(v).



Figura 3.7: [ustrando Exemplo 3.28

/ f(z)dz = / f o pdet Dpdvdtdr
U 1%

1 27 r%
:// / 73 sin(v)dvdtdr
o Jo Jo
T, V3

2 2
Dado U = {z € R3:0 < 23 < 7—x4 —562,% + % < 1} calculemos

o centro de massa de U, i.e., 0 ponto p = (p1, p2, p3) onde p; = {%{IEZ{;} e

vol(U) = [; dx (volume de U).

No passo 1 determinamos a regido U. Observe que parte do bordo QU
esta contido no plano S dado pela equacio z3 = 7 — 21 — x2 ¢ pelo plano
xg = 0, ambos graficos. A outra parte do bordo OU fica contida na super-
ficie S9 dada pcla equagao % + % = 1. visto que esta igualdadc nao tem
a variavel 3 podemos concluir que a superficie Sy ¢ invariante por transla-
coes Fg(x) = x + seg. Notemos também que tal superficie Sy ¢ deformacao
de um cilindro §2 dado pcla equagao x% + x% =1, ou seja Sy = T(§2)
para T'(Z) = (221, 3%2, T3). Conluimos que a regido U fica contida entre 2
graficos ¢ dentro de um cilindro deformado, vide Figura 3.8.

No passo 2 (baseado no passo 1) escolhemos a téenica de integragio. Por



Ser uma regiao determinada entre grz’tﬁcos em um dominio D = {(xl, ajg) S

2 2
R2: % + % < 1} utilizaremos Fubini e para f = z; ou f = 1 calcularemos

/deac = /D </07—11—a?2 fdac3>d:1;1dx2

= / gdxidxo.
D

Para integrar a func¢io g (que dependera da fun¢io f) iremos escolher en-
tao mudanga de varidvel ¢(r,8) = (2r cos(f), 3rsin(f)), observando que
Dy =6reparaV ={(r,0);0 <r <1,0 <60 <27} temos D = ¢(V),
recorde detalhes no Exemplo 3.23.

No passo 3 armamos e resolvemos a intcgral. Nas contas a seguir utiliza-
remos o fato da regiao D ser invariante por reflexdes nos eixos 1 e Tg 0 que

nos garante quce

/I‘lda?ld%g:/ xgdl‘ld.rg:/ xlxgdxldxgzo. (351)
D D D

Também utilizaremos as integrais do Excmplo 3.23 e Exercicio 3.24, i.c.,

1 r2n
/ ridrydey = / / (2r cos())*6rdfdr = 6. (3.52)
D 0 JO
1 2m 9
/ widrydey = / / (3rsin())?6rdfdr = % (3.53)
D 0 JO
_ Jywida

Podemos agora calcular p; = Vol(T) *

T—x1—x2
vol(U) :/ (/ 1da:3>dx1dx2
D 0

= / <7 — 1 — .%'2)d$3> dafld.%'g
D
(3i1)/ 7dl’1d$2
D

= 427.



:/D (/07961362 xldx;»,)da:ldxg

= x1(7 — 1 — $2))dx1dw2
D

321) / —x%dl‘ld$2
D

02

—

—/D (/07—x1—x2 xgdac3>d:r1dx2

= 1’2(7 — T — IL‘Q))déEldl’Q

D

(3il)/ —I%d.rldilig
D

(3.5.3) _&

2



T—x1—x2
$3dx3 dl’ldxg

/ .CEgd

I
S
/N
o

1
/ (7 — (21 + 22)) *dr
“2/p
1 1
= / 49dzx 1 dxy — / 14(:131 —|—x2)dx1d:n2
2/p 2/p
1, 1 1 [,
+ = CEldl’ldl’Q + = 2x1x2dx1dx2 + = $2dx1d$2
2/p 2/p 2J)p
5.1) 1 1 1
651 2 / 49dzydmy + = / w2dzydey + = / w2dzydy
2J)p 2Jp 2Jp
5.2) 49 1 1
(35.2) —(67) + *(67r) + / w2dxydrs
2 2/
3.5.3 49 1 27w
@22 D6m) + 5(6m) + 5 ()
6277r
4
Concluimos entio que:
fUmldx_ 1

PL="o1y ~ 7

fU Todx 9
p2 = = -5
vol(U) 28

Jysdr 209

Ps = Sol(U) T 56

Desejamos aqui nesta se¢io relembrar os teoremas de Gauss e Stokes (em geral vis-
tos em uma disciplina de Calculo TIT), os quais serao demonstrados (utilizando a

linguagem de formas diferenciais) no proximo capitulo.



Figura 3.8: Ilustrando Exemplo 3.29

Ao longo desta secio S serd sempre uma superficie mergulhada de R? a qual
sera (a menos de um conjunto finito de curvas) imagem deuma parametrizagao, i.e.,
uma imersio ¢ : V. C R? — § C R3. Tal superficie sera sempre orientada, ou
seja admitira um vetor normal unitario continuo ao 1ongo de S. Tal vetor normal

N
unitario N podc ser descrito em termos da orientagao como:

90961 X 90502

N o gy, x9) = e =2
[Pz X Pas |

onde |¢| = 1 (onde o sinal serd escolhido de acordo com a orientagio).

3.6.1. Fluxo através de superficies e teorema cldssico de Gauss

Comegamos por relembrar os conceitos de integral de superficie e fluxo ao longo
de superficie.

Dado uma func¢io f definida na vizinhanca de S podemos entao definir a in-
tegral de superficie como

/f|v015| ;:/ foolles, X @u,llde
S \%4

Obscrvarcmos no pr(’)Ximo Cap{tul() quc a mudanga dC Variévcl garantiri quc a dC‘

fini¢ao acima nao depende de parametrizacio.

No caso em que f = 1 a integral ¢ chamada area de S. No caso em que V' ¢ um



retangulo a interpretagdo da drea de S segue direto da definicao de integral dupla. Ou
§
seja dado um € > 0 podemos encontrar uma particao P tal que

| [ Ivolsl = 3 llems x gallvol(V)] <€
s v;eP

/- . / /O /
sendo que o somatdrio pode ser interpretado como a drea de uma superficie S que ¢
unido de faces de paralelipedos com arestas definidas por vetores coordenados ¢y, ¢
Pao-

Calculemos fs(l — x3)|volg| onde

S={zeR%z3=1—27 — 22 23>0}

Passo I: Estudamos a superficie. Identificamos que S ¢ um grafico ¢ uma
supcrﬂcic de rcvolugio (3 =1-— r? onde r2 = m% + ZE%)

Passo 2: Escolhemos a técnica de integragdo. Baseado no Passo 1 e simplicidade
do prob]ema, utilizaremos a dcﬁnigﬁo e escolheremos a parametrizacao de
superficie de revolugao, i.c.,

o(r,0) = (a1(r) cos(0), ai(r) sin(f), as(r))

onde a(r) = (a1(r), 0, aa(r)) ¢ a curva geratriz (ie., plana que é a interse¢io
de S ao plano z3). Como no nosso caso a(r) = (,0,1 — 7“2) ¢ temos:

©(6,7) = (rcos(d),rsin(h), 1 — r?)

Passo 3: Armamos ¢ resolvemos a integral dupla. Para tanto determinamos o
dominio de integracio V- = {(r,0)[,0 < r < 1,0 < 6 < 27}, o elemento



de area ||, % gl = rv/1+ 472 ¢ avaliamos fop =1 — (1 — r?) = 12

/S flvols| = / £ 0 0l X Pulda

2T
/ / V1 + 4r2)drdd

)

(12 +@

-4 ~ . . . .
Se além disto tivermos um campo F' definido na vizinhanca de S definimos
- ~
o fluxo de F' atravéz de S como a integral de superficie onde consideramos f =

<ﬁ, ]\7> ou seja:

—

[ Fpvols = [ (BN 061, x v dard
S %

Yy X Yoy
= ) || ¥z, 2 || dT1d
e [ (P ow, (B i s deda

= c/ (F o), gy X g, )dr1dxs
1%

Calculemos o fluxo fS<F’ N)volg orientada com vetor unitdrio com compo-
nente €3 negativa. onde:
F = zox3€1 + 112362 + 27163
S=A{z R} a3 =12 +22,0< 2 <1,0< 25 < 1,}
Passo I: Estudamos a superficie. S ¢ um grafico, i.c, 3 = h(x1,z2), onde
h(xz) = \/z1 + x2. Note que nio ¢ superficie de revolucio (embora esteja

contida em uma, o dominio do gr:’tﬁco nio ¢ um disco).

Passo 2: Escolhemos a parametrizagdo. Visto que ¢ um grafico temos:

o(x1,x2) = (1, T2, VX1 + T2)

comV={zeR%0<2; <1,0< 29 <1}



Passo 3: Armamos e resolvemos a integral dupla. Substituindo

Foy= (.%'2\/1’% +£L’%)€1 + (x“/x% —|—£E%>€2 + <$21‘1>€3

(G calculando vetor 1’101’1’1’131 (ICV'cll’ldO em conta a OI'iCl’lfa(;iO):

—|IN|IN 0 ¢ = (pz; X ¢3,)
oh _  Oh

= ——=€1 — 752 + 53
6%’1 8.7}2

g1 = T2 = -
e (s
x} + a3 x} + a3
temos que (F o1, N)||N|| = —z921. O fluxo é
/<ﬁ, N)volg = —/ (F o, g, X thy,)da
S \%

1 1
= / xgzvldxldxg
0 0

1
1

Sejam S supcrﬂcie compacta (ndo necessariamente conexa) orientada por um vetor
unitdrio normal N apontando para fora e U regido delimitada por uma superficie
S mm‘gulhada (possivelmeme unido dis‘junm de supmﬁcies mergulhadas S;) ou seja
oU = S. Considere um campo suave ﬁ dcﬁnido em uma vizinhanga contendendo
U. Entao

/Divﬁdxz/(ﬁ,]\_f}vols.
U S

Consideremos um fluido com velocidade ¥ e densidade p. Dado uma regido aberta
U C R3 contornada por uma superficie compacta S (ie., OU = S) orientada
por um vetor normal unitdrio ]\7 aponmndo para fom. Estamos aqui considerando o
principio que o fluido nao ¢ criado nem destruido, ou seja a quantidade que



Figura 3.9: Tustrando Excmplo 3.36

decresce em U deve coincidir com o fluxo através de S ie..:

-z dz = [ (F, N)vol
i J, P S<, )volg

onde F' = pu. Aplicando o teorema de Gauss temos:

d Lo .
/—pdx—/(F,N)volS—/Didex
v dt s U

A arbitrariedade na escolha de U garante que:

%p + Div (pv) =0 (3.6.1)

Demonstraremos o Teorema 3.34 no proximo capitulo usando formas diferenci-
ais e o conceito de variedade com bordo. Cabe aqui ressaltar que o teorema também
vale para situacoes mais gerais do que as discutidas no proximo capitulo, quando
S nio ¢ necessariamente variedade suave mas sim uma unido finita de superficies.
Para demonstrar este caso mais geral faz-se necessario ir além de das variedades com
bordo, ¢ introduzir o conceito de cadeias, 0 que ndo faremos neste texto. Porém
acreditamos que uma vez que o(a) leitor(a) tenha compreendido as ideias centrais
de formas diferenciais em variedade com bordo, entenderd mais facilmente a gene-
raliza¢do apresentada em topologia algebrica. Mesmo nao demonstrando o teorema
de Gauss para o caso em que S nao ¢ uma superficie e sim uniao de superficies, apre-
sentamos a seguir um Cxcmplo desta situagdo, visto sua fundamental utilidade em

calculos e modelagens.



Calcule fs(ﬁ, N)volg, onde

S={rcRez=4—2% — 23 23>0}
F= (21 + exp(z2))e1 + (zox3 + sin?(z1))é + (5 + x§)53
0< (N, 53)

Passo 1: Estudamos a superficie. Nossa superficie S ¢ um grafico (x3 =
h(z1,22)) ¢ uma superficie de revolugio (z3 = 4 — 12,13 > 0 onde r? =
z} + 23).

Passo 2: Baseado no Passo 1, escolhemos a técnica de integragdo. O campo Fé
em principio um campo complicado para calcular o fluxo diretamente. Porém
o cdleulo do Div F = (14 3z3) ¢ de fato bem mais ticil. Assim optaremos
em calcular o fluxo utilizando o teorema de Gauss, ou seja calculando o Div F
na regiao U delimitada por S. Porém aqui temos um problema. A superficie
S nio ¢ compacta, entdo nio podemos utilizar o teorema diretamente. A
questio ¢é resolvida considerando a superficie D = {z € R?; 22 + 23 < 4}
(orientada com vetor normal apontando para baixo, i.e., —€3) ¢ aplicando
o teorema de Gauss a nova superficie S = SUD. Note que aqui a nova
superficie S nio ¢ uma variedade e sim unido de 2 variedades, entio estaremos
aplicando uma versio mais geral do teorema de Gauss, vide Figura 3.9. Temos
eNntao:

/ Div Fda / (F, Kyvol; = / (F, Nvols + / (F, Nyvolp,
U S S D

ou seja:
/ (F, Nyvolg — / Div Fdz — / (F, Nyvolp,
S U D

Passo 2.1 Afim de calcular fU Div Fdz, visto que S ¢ uma superficie de
revolucgio e grafico, iremos escolher uma mudanga de variavel seguida por

Fubini. Aqui o difeomorfismo sera parametrizacao cilindrica:

o(r,0,x3) = (rcos(0),rsin(0), z3)



com dominio

V ={(r,0,23)|0 <0 < 2,

o

<r<2,0<x3<4—1r%}

Passo 2.2 Afim de calcular fD ﬁ _'>
e parametrizacio p(r, 0) = (rsin(#), r cos()) e dominio V- = {(r,0);0 <
7 < 2} observando que (F,(—&3)) 0 p = —5.

volp utilizaremos a formula de fluxo

Passo 3: Armamos e resolvemos a integml.
Passo 3.1

/ Div Fdz = /N (1 4 3z3)rdzsdddr
U \%

2 2w pd—r?
= / / / (14 3z3)rdxsdbdr
0 JO 0

on [ 3.2 a
= Tr/o r(m3+§x3)‘0 r

=407

2
/(ﬁ NvolD_/ / —5rdrdd

= —207

Passo 3.2

Assim

/ (F, Nyvolg — / Div Fdz — / (F, Nyvolp,
S U D
=407 + 207

= 60m.

3.6.2. Trabalho e os teoremas cldssicos de Stokes e Green

Antes de enunciar o classico teorema de Stokes, precisamos relembrar os objetos

que aparecem em seu enunciados.



Seja €' uma curva suave (mergulhada) em R™ e f uma fungio suave definida
em uma vizinhan¢a C. A integral de linha ou integral de f ao longo de C' ¢

definida como:
b
/C flvole| = / f o alt)lo (t)dt

/]| # 0).

onde a : [a,b] — C uma parametrizacio regular de C (i,

Quando temos um campo F' suave em uma vizinhanca da curva C' podemos
definir um tipo cspccial de intcgral de linha chamado trabalho. Para tanto precisa-
remos também considerar em C' uma orientacdo ou seja consideramos um campo

unitario T" tangente a C'. O trabalho de F' ao longo de C' orientada por T ¢:

Y L R
L F Tpvole = [ (Foal. 75010/ 0) i

L /(t =
onde @ ¢ uma parametriza¢io de C com ”3,78“ =Toaq.

E possivel demonstrar que integral de linha nao depende da parametrizacao.
Da mesma forma o trabalho de F ao longo da curva orientada C' nio depende da
parametrizacio, somente de sua orientagdo. Note em particular que trabalho ao
longo da curva ligando po a p ¢ menos o trabalho da curva ligando p a po.

—
COT’lSid(’Tt’ um campo suave F' em um aberfo U C R™. As seguintes aﬁrmagées sao

equivalentes:

-
(a) F ¢éum campo conservativo, i.e., existe uma fungao suave f € C*°(U) tal

queﬁ:Vf;

(b) o trabalho de F ndo depende do caminho ligando um ponto fixo pg € U a
qualquer ponto p € U.



Demonstragdo. (a) = (b). Dado um campo F = Vf ¢ um caminho C ligando
dois pontos pg e p, considere uma parametrizacio y : [0,1] — C com mesma
orientac¢io de C. Entao

- = 1 g
‘/<F¢Dvdczi/(F07fV@»ﬁ
C 0

L d
- | Gtrena

= fox(1) = fox(0)
= f(p) — f(po).

Tal equagio implica que o trabalho de um campo conservativo depende apenas do ponto
inicial eﬁna e ndo do caminho que o0s liga

(b) = (a). Por hipdtese a funcio f(p fC F T )vole estd bem definida
sendo C uma curva qualquer ligando pg a p Escolha € > 0 pequeno o suficiente
tal que () = p + te€; € U para qualquer ¢ € [0, 1]. Assim:

=,

F(H(L) — F((0)) = /C (F, Tyvolo - / (F, Tyvole
Uy

c

::/aifwdc
vy

1

= [ o+ teeed
0

= fi(p)e + g(p)

onde g(€) =€ fO fi p—l—teez) fi(p)dt. Visto que lim,_,9 £ = 0 concluimos pela
umudade da derivada que 6 (p) = fi(p). A Arbltranedade de i e da escolha de

p € U garantem assim que Vf =
O

A proposi¢do acima ¢ boa para encontrar a fungio potencial f uma vez que
soubermos que 0 campo ja ¢ conservativo, porém nao ¢ muito eficiente para verificar
que o campo ¢ de fato conservativo, pois teriamos que de alguma forma garantir
que o trabalho independe de integracao ao longo de todos os caminhos ligando pg a
qualquer p. A proposi¢io a seguir garante uma forma eficiente para verificar que
um campo ¢ conservativo. Ela seguira no caso R3 ¢ R? dos teoremas cldssicos de
Stokes e Green que veremos em breve. No caso geral ela serd uma consequencia do
teorema de Stokes (para formas diferenciais) aplicado auma superﬂcie com bordo
composto por 2 curvas ligando pg e p.



5
Seia F' = S"™ . € um campo suave em uma aberto U C R™ simplesmente
] i=1 Ji€i

. a s B P oo oo O f. — O f.
conexo. * Entdo F' ¢ conservativo, se e somente se, oz, fi= o, f].

“Um aberto U ¢ simplesmente conexo se toda curva fechada pode ser deformado continu-
amente para um ponto.

.~ . . /. / . . > . _
A proposicdo anterior se generaliza no proximo capitulo da seguinte forma: toda 1
forma w em um aberto simplesmente conexo U, ¢ fechada (dw = 0) se somente se
for exata (i.,.e existe f tal que df = w).

O outro ingrcdicntc que precisamos recordar ¢ o de orientacao induzida no
bordo de uma superficie. Seja V' C R? um aberto relativamente compacto (i.c., tal
que V¢ compacto) com bordo 9V = U?Zlci sendo uma uniio finita de curvas
C; sem auto-intersecdo e regulares. A orientacdo induzida em OV ¢ definida da
seguinte mancira: dado € OV, podemos encontrar QQ € SO(2) tal que Q€ ¢ vetor
normal ao bordo apontando para fora da regidao V.. Entdo o campo T ao longo de OV que

define a orientagdo induzida ¢ definido como T'(z) = Qea(z).

Seja V = {z € R?; % < ||lz]| < 1}. Note que OV ¢ unido de dois circulos
C1 = {z € R?%||z| = 3} ¢ C2 = {2 € R?%;||z| = 1}. Quando dotamos

o bordo com a orientagao induzida, temos que C1 ¢ orientado no sentido

horario e Cy no sentido anti-horario.

Agora que entendemos orientacdo induzida no bordo OV = Uleci, esta-
mos finalmente prontos para entender orientagio do bordo de uma superficie S
orientada por um vetor N. Suponha que V' C V cR2e que S admite uma
parametrizacio ¢ : V = S compativel com a orientacio de S ou seja tal que
No p = % A orientacdo de 9SS ¢ entdo dada pela orientacio das curvas
©(Cj). Em particular se 9SS for conexo, a sua orientagio coincide com a orientagio
induzida pela regra da mdo direita em relagao N, vide Figura 3.10.

Estamos fmalmcnte pTOHtOS para enunciar o teorema dC SEOkCS.



.
Seja S superficie mergulhada orientada por um vetor normal N com bordo C' (possi-

It .
velmente desconexo) com orientagdo induzida T'. Dado um campo suave F' definido
na vizinha de S temos:

/ (Rot 7, Nyvolg — / (F, Tyvole
S C

Calcule o trabalho [, (F,T)volg onde

F = (—a3)& + (23)& + (—a3)es

C={zeRe?+a2=3 2 +20+23=1}

sendo C' curva orientada no sentido anti-horario quando visto de cima (em
relacdo ao eixo x3).

Passo 1: Estudamos a curva Trata-se de uma curva contida na interse¢io de
um plano ¢ um cilindro, sendo assim fronteira de uma superficie S contido
neste plano. Note que S ¢ grafico da funcio altura h(z1,22) =1 — 21 — 22
com dominio D = {z € R?|||z|| < /3}.

Passo 2: baseado no Passo 1, vamos escolher a técnica de integragdo. Iremos aqui
calcular o trabalho utilizando o teorema de Stokes. Para tanto iremos escolher
o grafico S descrito no passo 1, orientado pelo vetor normal N com terceira
componente positiva, vide Figura 3.10. Em outras palavms dcscjamos calcula
o fluxo definido no lado direito da equacao:

/ (F,T)volC = / (Rot F', N)volg
C S

A superficie de S ¢ parametrizada por ¢(z1,x2) = (21,22, h(x1,22)) €
(.%'1, xg) € D. Assim:

Note também que: Rot F = (322 + 322)é3



Figura 3.10: Ilustrando Exemplo 3.43

Passo 3: Armamos ¢ resolvemos a integml. Baseado no Passo 2 temos:
/ (7, TyvolC = / (Rot 7, Nyvolg
C S
= / (Rotﬁo Oy Puy X Puy) AT
D
= / (322 + 322)dx

D

@ [V

= / 3r2rdrdd
0 0

27w
=5

onde (*) utiliza a mudanga de variavel e parametrizagao polar.

Considerando S uma superficie plana, ou seja um aberto V' C R?, vemos que

o teorema classico de Stokes implica diretamente o teorema classico de Green.

SejaV C R2 aberto relativamente compacto sendo seu bordo OV = C' composto de
um nitmero finito de curvas suaves, com orientagdo induzida por T'. Dado um campo

suave F' = f1€1 + fa€5 em uma vizinhanga de V' temos:

[ (G- 3= [ 1w



De forma analoga ao teorema de Gauss, precisamos destacar que os teoremas
classicos de Stokes ¢ de Green, também sao verdadeiros quando as curvas que com-
poem o bordo de V' sdo suave por partes (e nao apenas regulares). Tal generalizagio
em particular ¢ utilizada no exercicio a seguir.

Utilizando o teorema de Green ¢ a Proposi¢io 3.38 demonstre a Proposi¢ao

3.39 quando U ¢ aberto em R2.

3.6.3. (*) Aplicacdes as Equacdes de Maxwell

Nosso modesto objetivo nesta subsecao ¢ observar como as formulacoes integrais
das equacoes de Maxwell imphcam suas formulagées diferenciais, utilizando para
isto os teoremas de Gauss e Stokes. Nio iremos aqui discutir todos os conceitos
da rica teoria de eletromagnetismo, nem toda histdria entre século XVIII e XIX
que culminaram na sitense apresentada por Maxwell. Para tanto aconselhamos o(a)
leicor(a) procurar a rica literatura da area.

Um campo elétrico E em Fisica ¢ definido em cada ponto & € R3 como a forca
experimentadq por uma carga de teste estdtica em x, dividido pelq carga de teste
ou seja dado uma carga teste estdtica ¢ em  campo eléerico E ¢ definido como
Fe = qE O campo elétrico E pode ser estatico (campo eletrostatico), i.c., sem
dependéncia temporal ou pode depender do tempo (sendo por exemplo a soma de
um campo eletrostatico comum campo elétrico induzido). Em particular toda carga
o induzi, pela Lei de Coulomb, um campo eletrostatico E(z) = —grad 9(z)
onde ¢ : R3\ {0} — R definido como (x) =

eletrostatico, e € ¢ constante elétrica.

—40__ & chamado pontencial
4meg||z|

A formulagdo integral da Lei de Gauss garante que: o fluxo de uma campo elétrico
passando por uma superficie fechada qualquer ¢ proporcional a carga elétrica
contida no interior da regido delimitada pela superficie. Mais precisamente:
dado uma distribuigdo continua de cargas elétricas com densidade de carga p(x) em
uma regidao €2 C R3 limitada por uma superficie compacta S, i.e, S = 0S, entdo o

campo elérrico E gerado pelas cargas ¢ dado por:

[ 1
/(E,N)vols =— [ p(x)dx = Q,
S €0 Jo €0



onde Q ¢ a carga total de §) e €y ¢ constante elétrica. Assim pela teorema de Gauss

. L 1
/divde:/(E, N}volsz/ —p(z)dx
Q S Q €0

Visto que a equagdo acima vale para toda regiao podemos concluir que:

temos:

= 1
divE = —p(x) (3.6.2)
€0

Podemos também nos perguntar se o argumento acima podc nos dizer algo
sobre os campos magnético& A grosso modo uma carga teste ¢ em movimento
induz uma for(;a chamada for(;a magnética. Mais precisamente, suponha que na
Vizinhanga de x nio tenhamos campos elétrico E, entio g(ﬂf, t) ¢ definido como
ﬁ(a:, U,t) = qU X B onde @ ¢ a velocidade da particula de carga teste ¢. Mais
gcralmcntc se na regiao também tivermos um campo elétrico a forga sofriada pcla
particula (forca eletromagnética) ¢ descrita pela lei de Lorentz.

F(x,0,t) = q(E(z,t) + 7 x B(x,1)). (3.6.3)

Como recordaremos em breve, correntes podem induzir campos magnéticos. Mas
eles também sio naturalmente induzido por imas (materiais ferromagnético). Neste
caso a grosso modo a disposicao diferente dos seus eletrons em movimentos, per-
mite um campo magnético resultante.

Observa-se também que ao dividir um ima em 2 pedacos, cada pedaco continua
com polo norte ¢ polo sul, nao importa quao pequeno o ima seja. Fisicos concluem
assim que: ndo existe (i pclo menos até o prcsente) carga magné[ica. Dito de outra maneira:
nio existe monopolos magnético (em escala macroscopica). Esta lei pode entio ser

descrita, utilizando o Teorema de Gauss, como no Exemplo 3.46, da seguinte forma:
divB =0 (3.6.4)

.
onde B ¢ campo magnctico.
_, -
Vamos agora relacionar campos elétricos E(z,t) ¢ B(z,t) por meio da se-

guinte lei.

A lei de Faraday formulada por Maxwell garante que a circula¢io de campos ele-

trico em torno de um caminho fechado ¢ igual ao ritmo de decaimento do

1 = i .
Observeq que F' nio ¢ um campo em aberto U C R? ¢ sim um campo no fibrado tangente T'U.



campo magnético através da superficie limitada pelo caminho . Mais precisa-
mente, considere uma superficie S orientada com bordo C' com orientagdo induzida.
d

V= / (E,T)volg = —— [ (B, N)volg
c dt Js

Utilizando o teorema de Stokes podemos reformular a lei de Faraday como:

. d - -
/ RotEvolg = /(—B, N)volg
A arbitrariedade de S implica:

L d -
RotE = —-—B 3.65
0 o (3.6.5)

Aintegral de linha V = fC (E, f)volc acima ¢ chamada voltagem. Relembre-
mos que a voltagem ¢ relacionada com a corrente elétrica (a grosso modo variagio
de fluxo de carga por uma secao) via a lei de Ohm. Mais precisamente a corrente
elétrica passando por uma superficie D ¢ definida como I = fD(j, N)volp onde
J(x) = p(x)7(x) é vetor corrente densidade de corrente. A Lei de Ohm garante
que J = 0E onde ¢ ¢ chamada condutividade. Quando consideramos um fio
cilindrico com se¢ao D, comprimento ! com condutividade homogénea (i.c., o ¢
constante) podemos conectar estes conceitos re obtendo a classica Lei de Ohm que
aprendemos no colégio. Mais precisamente, como estamos considerando que E_" é
constante, perpendicar as secdes transversais do fio, temos || E|| = V. Assim

- - o|D
1= D)) = o|D)| B = TPy

Logo

VYV =RI onde R = <L>
o|D|
Tendo recordado a Lei de Ohm ¢ a relacio entre voltagem e a corrente ele-
trica, podemos compreender melhor a relevancia da Lei de Faraday a qual garante
que a variacdo de campo magnético passando por um disco, induz uma voltagem.
Substituindo a curva fechada por um solenoide, vemos que a varia¢do de um campo
elétrico gera corrente no solenoide. A grosso modo este ¢ 0 principio para gerar ele-
tricidade em uma usina elétrica. De forma equivalente se tivermos uma corrente,



passzmdo por um solenoide, isto geraré varia¢ao campo magnético. Utilizando esta
ideia pode-se montar um motor elétrico.

Comprccndida aleide Faraday, ¢ natural nos perguntarmos se existe uma equa-
caoreciproca, onde E ¢ B trocariam de certa forma os seus papeis. Quando RotJ =
0, por exemp]o quando consideramos uma corrente nio alternada atravessando um

ﬁO 1’101’1’10gCHCO7 (¢] CX‘pCI’ian[O dC Ampérc garantc que:

/(é,f)vola = ol = MO/(j, N>VOIS
C S
onde po ¢ constante de permeabilidade. Porém como proposto por Maxwell (e

-
comprovado experimentalmente) por vezes RotJ # 0 ¢ serd necessario acrescentar

um termo a mais na equagao acima.

AfOTﬂILlldng integml sugerida pOV Maxwell da equagdo dC Aﬂl‘DéTE (’/.'

. d- - -
/ (B, T)volg = ,U,()/<60E + J, N)volg
Assim pelo teorema de Stokes temos:
L . d - -
(RotB, N)volg = | (B,T)volc = uo | (eo0—E + J, N)volg
s c s dt
A arbitrariedade de S entao garante que:
. d -
RotB = 0 (ean + J) (3.6.6)

Podemos agora juntar as Equacoes (3.6.2), (3.6.4), (3.6.5) ¢ (3.6.6):



- 1
divE = —p(x)
€0

divB =0

. d -
RotE = — 27
© dt

- d - -
RotB = pyg (eo—E + J)
dt
onde E ¢ campo eletrico, B ¢ campo magneético, €g ¢ constante elétrica e

fto ¢ constante de permeabilidade. As equages acima estao descritas no S.I

(sistema Internacional de unidades).



ZOIBATY "N A 2 OULIPUEX?[Y ‘N ‘N $207-71@ 1ystisdor) / opedueay d[eD)



Formas diferenciais aparecem na teoria de integracdo (sintentizando e unificando va-
rios resultados tais como teorema de Gauss, Stokes e Green) na descricao de algumas
EDPs, em Topologia Algebrica, na sintese de principios de Mecanica e Teoria de Controle,
entre outros topicos. Neste capitulo iremos introduzir formas diferenciaveis e dar

uma ideia da demonstragio dO teorema dC StOkGS.

Para fins de motivacdo, introduziremos nesta se¢ao uma nova linguagem a partir
de ferramentas conhecidas de Algebra Linear e Calculo. No final veremos como
o Teorema de Green tem uma escrita natural usando essa linguagem. Destacamos
que definiremos todos os objetos formalmente nas proximas secdes e que nesta se¢ao
o(a) leitor(a) nao precisa ficar muito preocupado com detalhes.

Sejam U C R? um conjunto aberto. Para cada p € U, vamos denotar por
{€1,€é3} o referencial de campos ortonormais canénicos e por {dz1,dza}, sua
base dual’. Definimos uma 1-forma sobre U como sendo uma combinagio linear

da base dual, ou seja,

n(p) = filp)dzy + fa2(p)das,

onde f1, fo : U — R sio funcdes suaves. Assim, para cada W = w;€3(p) +

"Lembre que o espago dual de um espaco vetorial V ¢ o espaco vetorial de todos os funcionais
lincares sobre V. Além disso, no caso de dimensio finita, a base dual {dz; }1<i<dim(v) satisfaz
dzi(e;) = di,5 paratodo 1 <4, j < dim(V).



w2€2(p) € TpU temos

n(p)(W) = fi(p)dz1(W) + fa(p)dze(W) = fi(p)w1 + fa(p)wo.

Consideremos agora para cadap € U a aplicagio bilinear e anti-simérrica

(dzy A dxa), : TyR? x T,R? — R definida como:

dl’l(Wl) d.fCl(WQ):|

(dz1 A daz)y (Wi, Wa) = det |:d:E2(W1) dzo(W2)

que mede a area do losango determinado pelos vetores Wy ¢ W (vide Figura 4.1).

2. Analogamente, podemos definir

(dzy Aday), (Wi, Wa) = det [df”Q(Wl) dx2(W2)]

dzi(Wy) day(Wa)
= —(day Adx), (Wy, W),

Por fim, seguindo amesma légica das deﬁnig()es anteriores — e lembrando que o
determinante de uma matriz com linhas linearmente dependentes ¢ zero, definimos
dz; Adz; =0em U parai € {1,2}.

Tais defiicoes sugerem que podemos estender A a um produto de 1-formas,
conhecido como produto wedge (ou produto cunha). Para isso vamos pedir que,
além das propriedades anteriores, tal produto também seja bilinear em ambos os

fatores. Assim, dadas as I-formas
F’ = fidz) + fodzy ¢ G’ = gida; + godas,
onde f; : U CR? 5 Reg; : U CR? = Rsio funcoes suaves, i € {1, 2}, temos
F A Gb :(fldml + fgdxg) A (gldxl + ggdx2>
=(fidz1) A (g1dz1) + (fide1) A (gedz2)

+ (fodz2) A (g1dz1) + (fodz2) A (g2da2)
=figrdz1 Adwzy + figedz1 Adae + fogidwa Adxy + fogadas A dzo
=(f192 — fag1)dz1 A dza.

Observe que a defini¢ao acima equivale a definirmos F "AG pontualmente
por

F(p)(Wh)  F°(p)(Wa)
G’ (p)(Wr) F(p)(Wa).

? Aprendemos em Algebra Linear que (dx1 A dz2)p é a tnica aplicagao bilinear e anti-simétrica
satisfazendo (dz1 A dza)p(er, e2) = 1.

(F* A G?), (W1, Wa) = det




W

P

b a

Figura 4.1: det [0 3

}:b-h:area

Uma aplicacio p — f(p)(dz1 A daa), serd chamada 2-forma em U onde
f:UC R2 5 R éuma funcao suave (usualmente chamada de O-forma).

Um exemplo conhecido de uma 1-forma ¢ a diferencial de uma funcao f : U C
R? — R suave. Ou seja, diferenciando a O-forma f obtemos a I-forma df =
%dxl + (%f;dxg. De forma analoga podemos definir a diferencial de uma 1-forma

F = fidxy1 + fodrs como sendo a 2-forma
dF” = dfi Aday + dfs A das.
Assim,

dF’ =df; Adaq + dfs A dzs

= %dim + %de Adx1 + %dim + %de A dxg
ox1 0xo ox1 0o

=— %dxl Adxg + %dm A dxg
8%2 axl

:ROt(ﬁ)d$1 A dzs

1 f2
Consideramos agora uma curva C suave, mergulhada, simples, sem auto-interse¢ao

0 9
onde F' = f1€] + faea erot(F) := det [8361 8%2}

. P . ! .
¢ com Ol’lCl’ltél(;ZlO aml—horarla.



oUu

Figura 4.2: Regido U e OU com orientacoes compat{veis

Dado uma 1-forma F” = fldxl + fodaxg definimos a integral de F’ sobre C

como sendo o trabalho do campo F a0 longo de €3, ou seja,

/Fb /Fdl

Definimos tambem a integral de uma 2-formas n = h dz1 Adzg sobre U como
sendo a integral dupla de h sobre U, ou seja,

/n:/hdxldxg.
U U

Suponha agora que C' ¢ uma curva fechada e que U ¢ a regido interna da curva.
Diremos que a orienta¢do (anti-horaria) de C' induz uma orientagio em C' = 0U
(compativel com orienta¢do candnica de U).

Assim, o classico teorema de Green:

/rotﬁd:cldxg :/ F.dl
U oU

pOdC SCT Teescrito na linguagcm dC formas como

/de—/ F.
U oU

Neste capitulo veremos, no Teorema de Stokes (vide Teorema 4.32), como a
relacdo anterior tambem ¢ valida em variedades sob certas hipoteses.

- . . -
3Lembre que se F' representa um campo de forgas, entdo o trabalho realizado pela forca F' ao
deslocar uma particula ao longo de C' ¢ dado por

/CF~dl:/O (Fla(t)), o' () dt, (4.11)

onde @ : [0,1] = R? ¢ uma parametrizacio de C' que respeita a orientagio.



4.2.1. Produto wedge

Dado um espago vetorial V, lembremos que um (0, k)-tensor 7 ¢ simplesmente um
k-funcional linear 7: V x - -+ x V — R. O espaco vetorial dos (0, k) tensores —
aqui denotado por T#(V) = admite um produto tensorial. Dados 71 € T#(V) ¢
15 € THV), seu produto tensorial 71 ® 5 € TFH(V) ¢ definido como

(7’1®T2)(W1, cooy W, Wk+1, e Wk:-i-l) = 7‘1(W1, RN Wk)TQ(Wk_H, e Wk:-i-l)-

onde W; € V. Um tensor 7 € TF(V) ¢ chamado simétrico se ele for invariante

por permutacoes, ou seja
T(le R Wk) = T(Wa(l)a Wo(2)7 s 7W0(k))7

para todas permutagdes o no grupo de permutacdes Sy. Um tensor 7 € Tk (V)
sera chamado anti-simétrico ou alternado se

T(Wh cee Wk) - Sgn(a) T(WJ(1)7 WU(2)7 cee Wo‘(k’)):

Vo € &, onde sgn (o) denota o sinal da permutacio 0. Denotaremos por AF(V)

o espaco dos k tensores alternados.

Seja V um espago vetorial de dimensio m ¢ B uma base de V. Defina

m-vezes

det : VXxVx.---xV—=R

por

w1l Wiz . Wim

w21 w22 - W2am
det(Wl,WQ,...,Wm) = det R . . . N

Wm1 Wm2 - Wmm



onde wj; ¢ a i-¢sima coordenada do vetor W; na base B. Segue das proprie-
dades dos determinantes que det € A (V).

Vamos definir a projecio Alty: TF(V) — AF(V) como:

Al () (W, W) = & Y sgn(o) T(Woqy, Woys - - Wom)s
ceS

¢ com [’31 projcgio pOdeOS dcﬁnir (€] produto Wedge (ou produto cunha). D&dOS

w € AF(V) en € AL (V) o produto wedge w Ay € AFH(V) &

wAn:= % Alt oy (W @ 7).

Sewt,...,wp € AYV) = TH(V) sao (0, 1)-tensores, entdo

wi(Wy) wi(Wa) -+ w1 (Wy)
(wl/\-~-/\wk)(W1 Wk> = det W2(Wl) W2(W2> wQ(Wk)
wk(Wl) wk(Wz) . .' wk(Wk)

Em particular, segue da observagﬁo acima (oudiretoda defmigﬁo) quesewr,ws €

AL(R™) entio
w1 A LL)Q(W]_, Wz) = wq (Wl)wg(Wg) — LL)1(W2)LL)2(W1)

Seja 'V espago vetorial de dimensdo m. Para todo w,& € A¥(V), n € AYV),
e A" (V)eX eR,

L (WA A =wA (nAb);
2 (wWHHAn=wAn+EAD
3 (Aw) Am = AMw An);

4 wAn=(-*pAw.

Além disto, sews, . . ., W ¢ uma base de TH(V), entdo wiy A+ -+ Aw;,, 1 < ip <



- < iy < m, se torna uma base de A"(V) e, portanto, A"(V) tem dimensdo
(T) Em particular, A (V) = R.

Note que A™(V) = R implica que dim(A™(V)) = 1 ¢, portanto,
AM(V)={cwi Awa A+ Awp; ¢ € R},

onde {w1, w9, ..., wmn} ¢ abase dual de uma base de V.

Como consequéncia do resultado anterior podemos descrever os tensores alternados de

R3.

(a) para cada w € TY(R3) existe um tinico vetor Z € R? tal que w(W) =
(W, Z) para todo V' € R?, o que segue do Teorema de Representagdo de
Riesz. Cabe aqui destacar a dependéncia do produto interno para associar Z

com Ww.

(b) paracadaw € A2 (R?’) existe um tinico veror Z € R3 tal quew (Wi, Wa) =
det(Z, Wl, WQ) para todo Wl, Wy € R3;

(c) paracadaw € A3(R3) existe um tinico ¢ € R tal que w(Wy, Wa, W3) =
c det(Wl, W, W3) para todo W1, Wo, W3 € Rg;

4.2.2. Formas diferenciais

Neste ponto estamos interessados em estudar tensores alternados definidos sobre o
espaco tangente a uma variedade diferenciavel M. Como no caso de campos dife-
rencidveis, gostariamos que o tensor alternado varie (suavemente) sobre a variedade.
Definimos, assim, os conceitos de campos tensoriais ¢ de formas diferenciais sobre

variedades.

Um (0, k) campo tensorial suave em uma variedade M ¢ uma aplicacio

k-vezes

T:X(M) X X(M) x - xX(M)— C®(M)




definida por

(X X)) = (K (), - X)),
onde 7, ¢ um (0, k)-tensor para todo p € M (ou seja, 7, € T*(T,,M)).

Em outras palavras, um (0, k) campo tensorial suave ¢ uma secio do fibrado tenso-

il TM*® - TM*.

Uma k-forma diferencial em M ¢ um (0, k)-campo tensorial suave w em M
tal que Wp ¢ alternado para cadap € M (ou scja, wp € Ak (TpM)). Denota-
remos o conjunto das k-formas (diferenciais) em M por QF(M).

Analogamente, uma k-forma diferencial é uma secio do fibrado dos (0, k)-tensores
alternados AFTM*.
Podemos agora definir o produto wedge A : QF(M) x QY (M) — QFFHL(M)
como
(W Ay = wp Amp
Como consequéncia da Proposicao 4.3 temos que se (U, 1)) ¢ uma carta de M,
entdo w € QF(M) pode ser descrita localmente como

w]U = Z iy ... i dxil A dxiQ VANRRIVA dxik, (4.2.1)
11 <t <--<if

onde, a;j, ... i, : U — Rsio funcdes suaves e {dz; } sio 1-formas duais aos campos

9 | .
coordenados {7}, 1.e.,
al'j

dny () ) = () (5-0)) =

Vemos a seguir todos os exemplos das formas diferenciais em Rg, vide Obser-

vacio 4.4

. . 3 L
Sejam U aberto em RB, F e X(U)com F = ), f1£, h € C®U) e
i=1 ’

{dz;} a base dual dos campos coordenados. Entio podemos construir:



(a) uma I-forma em U como gl (W) = (W, F>, ou seja, g% = > fidx;.

(b) uma 2—1{'\OT1T13 em U como

Vp (Wl , Wg) = det(ﬁ, Wi, WQ)

= det

ou seja, vp = fi(daa A dxg) —

Lembremos que:

(diL'Q A dxg) (Wl , WQ)

(d.’L‘l A dxg) (Wl , WQ)

(dﬂ?l AN d:CQ) (Wl , Wg)

(¢) uma 3-forma em U como

w (Wh WQ, W3)

h det

h det

ousejaw = hdzy A dxe A dzs.

fi w1 w2
fo w1 wa2|,
f3 w31 W32

f2(dl‘1 A\ dl’g) + fg(dl'l N d{L‘Q)

B dze(Wh)  daa(Wa)
S it
. dxl(Wl) dl‘l(Wg)
= det [dxg(Wl) dxg(WQ):|
. d(l?l(W1> d(L‘l(WQ)
= det [de(Wl) de(WQ)]

hdet(Wl, WQ, Wg)

w11 Wi2 W13
w21 W22 W23
| W31 W32 W33

_dwl(Wl) d.’L'1<W2) dwl(Wg)
d$2(Wl) dxg(Wg) dxg(Wg)
_dJJg (Wl) d.%'3 (WQ) dm'g (Wg)

|



O exercicio anterior motiva jﬁ fixarmos uma notacao
volgs = dzq A dao A dos. (4.2.2)

Note que volgs (W1, Wa, W3), mede o volume determinado pelo paralelogramo
que tem como arestas os vetores Wy € TPR?’, quando {W;} tem mesma orientagio
que a base canénica {e; } C TPR3. 4 Discutiremos mais sobre o conceito de volume
em variedades (nio necessariamente Rg) quando formos introduzir o conceito de

orienta¢ao em variedades, vide Subse¢ao 4.4.1.

Sejam U aberto em R3 ¢ £ = {é;}?:l um referencial ortonormal em U ou
seja campos de vetores tais que para cada ¢ € U temos que {5 (z)}3_ ébase
ortonormal de T, R3. Suponha que € tenha mesma orientacio do referéncial
candnico {&}3_;, ou seja, para cada z € U, {&(2)} e {&(x)} tem mesma
orientacio em T,R3. Considere as 1-formas {91}?:1 duaisa ousejab; (f_;) =
d;;. Demonstre que

VOIR3 =601 Ny N 0Os.

O Exemplo 4.7 também nos motiva a introduzir a notagao de contragio: dado
um campo F' € X(M) ¢ uma k-formaw € Qk(M) definimos a k — 1 forma

(contragio de w por F) como
iﬁw(W17 T JWk—l) = W(ﬁ, Wlu e )Wk—l)

O proximo exercicio ilustra o significado de ig,volgs = dxy A dza e mais
geralmente 7 zvolps.

Seja ]\7 um campo unitario em uma Vizinhanga UcCR3ca distribuigﬁo H
em U ortogonal ao campo N. Defina para cada & € U a projecio ortogonal
7z ¢ TyR® — H,. Dado um ponto p € R3 e uma base {Wy, Wa, ]\7(}9)}
de TPR?’, definamos A = iNVO]Rs (Wl, Wg). Verifique que A ¢ a area
do paralelogramo com arestas m,(W1) ¢ m,(Wa) quando a orientacio de

{W1,Wa, N(p)} ¢ amesma da base candnica {eq, ez, e3}. Observe que caso

*Lembremos que duas bases induzem a mesma orientagio se a matriz mudanca de base tem de-

terminate positivo.



as orientagdes sejam diferentes entio @ zvolps (Wl, Wg) = —A, vide Figura
4.3.

dzy A dzs(W, Wa)

Figura 4.3: ilustra Exercicio 4.9

Podemos agora criar uma aplicacao linear entre k formas de variedades. Mais
precisamente, uma aplicacdo suave entre variedades, ¢ : M™ — N induz uma
aplicacio linear ¢* : QF(N) — QF (M) via pull back dos tensores induzidos em

no espago tangente, i.c,
(qﬁ*w)p(Wl, ceey Wk) = w¢(p)(d¢pW1, e d¢ka>, W; e TpM. (4.23)

O pullback também preserva o produto wedge, ¢ assim induz um homomorfi-
mos.

Seja ¢: M — N uma aplicacdo suave entre variedades. Entdo, para toda w €

QF(N) en € QU(N) temos
P*(wAn) = (¢*w) A (™).
Um dos primeiros exemplos de pullback esta relacionado ao trabalho de um

campo.

Dado um aberto U C R™, uma curva parametrizada o : T C R — R" ¢
um campo F € X(U) podemos definir: gr() = (F, -). Verifique que



at gl = (Fa(t), o(t))dt.

A préxima proposicao sera il quando revisarmos mudanga de variaveis (agom

utilizando a linguagem de formas)

Seja A € M™ ™(R). Sew ¢ (0, m)-tensor alternado em R™, entdo
w(AWl,AWQ, ey AWm) = det(A)w(Wl, Wa, ..., Wm>.

Em particular se ¢ : Ug C R™ — Uy C R™ ¢ uma aplicagdo suave e w ¢ uma
m-forma fdxy A dxa A ... dxpm_1 A dapy, entdo

P'w = fo¢p det(do)day A dxe A ... depm—1 A dzg,.
Demonstragdo. Mantendo em mente que (dz;), atua em R™ e d; ¢ uma forma em

U vamos passar a utilizar uma tnica notacao afim de facilicar a exposi¢ao. Sabemos
pela Proposi¢io 4.3 que dim A™(R™) = 1 ¢ assim existem b, ¢ € R tal que:

w=>bdxi A ANdz, (4.2.4)
w(A(G), ..., A()) = cdzy A Adap (), .-+, () (4.2.5)

Equacio (4.2.5) implica:
w(Aey, -+, Aep) =c (4.2.6)

enquanto (4.2.4) implica
w(Aeq, -+, Aep) =bdet A (4.2.7)

Assim segue das Equagdes (4.2.6) ¢ (427) que ¢ = bdet A. Logo pclas Equagdes
(4.24) e (4.2.5) concluimos

w(A(-), -, A(-)) =bdet Adzy A+ Adap, = det A w.
O

Terminamos esta secio com um exercicio que serd interessante para compreen-
der (localmente) fluxos de campos através de superficies e que ilustra os conceitos
de contracio e pullback.



7 3
Z ——, onde f; : U — R sdo fung¢des suaves.

Z

(a) Definindo vp 1= iz Volgs, verifique que
r (Wi, W), = <ﬁ,W1 X W2>

para todo campo VT/Z € X(U).
(b) Considere um mergulho:
p:VCcR — R3
(v1, v2) — <801(’U1,’U2)7 ©a(v1,v2), @3(”1&2))

Mostre que

Desejamos nesta se¢ao generalizar a deﬁniCj{O de derivada de uma 1-forma apre-
sentada na Secio4.la derivada de uma k-forma sobre uma variedade. Mais preci-
samente, queremos definir um operador d : QF (M) — Q¥ (M) de maneira
que, dada uma forma w descrita em coordenadas locais em uma carta (U, 1/1) por

(recorde Eq. (4.2.1))

wly = Z iy, Aoy Adxiy A - Aday,
11 <do <---<ig
tenhamos:
dw|U = Z dail,,,,,ik A dl‘il VAN dl‘iQ VANREIRAN divik- (43.1)
11 <io <.+ <iy

A existéncia e unicidade deste operador ¢ garantida na proposi¢ao a seguir:



Existe um tinico operador d : QF (M) — QFL (M) atendendo:
@ Se f € QUM), encao df € QY(M) ¢ a diferencial da funcao f €
C*®(M), e,
af, =3 if‘ dz;.
=1
(b) A composicio QF(M) N QFL(M) N QFF2(M) ¢ identicamente
nula, ie. d? = 0;

©) d(wAn) =dwAn+ (=1)w Adn, para todos w € QI (M) en €
Qk=I(M).

O operador caracterizado na proposi¢ao anterior ¢ chamado de derivada exte-
rior. Além das propriedades descritas nessa proposicao, a derivada exterior satisfaz
a seguinte propricdadc fundamental:

Dadas duas variedades M ¢ N, ¢ uma aplicagdo suave ¢ : M — N, temos

P *od=doy™.

Dado uma k-forma w e k + 1 campos suaves Xy, . .., Xy, € X(M) remos:

k
dw(Xo, ..., X Z oon,...,S(\i,...,Xk)
=0
+ 3 (DM w([X5, XG), Xo, -, Xy XL Xp), (432)
1<j

~.

onde X denota a omissao daquele elemento X;;.

Em particular se w € QY (M) temos:

dw(Xo, X1) = Xo e w(X1) — X1 e w(Xp) — w([Xo, X1])



O exercicio a seguir descreve (a menos de constantes) as equagdes de Maxwell para
o elecromagnetismo (quando p = 0 ¢ J = 0) em termos da 2-forma denominada tensor
elecromagnetico. Ao trabalhar neste exercicio, o(a) leitor(a) tera a possibilidade de
utilizar as seguintes propriedades: do; A dz; = —dx; A dw; , a Equation (43.1) ¢
of
uedf =Y. ZLdx;.
cquedf =), 7o dwi

Seja U aberto em R3 e considere campos Nao autonomos

E(t7 ):ZEz(ta )861'2
) Z;l 8
B(t,-) =Y Bilt, ')ﬁ

i=1 g

DefinaU = R x Uge F € Q*(U) como F ([t,x], [t,%]) = [t,z]' At z]
onde
0 Er Es FEs
—-F1 0 —-Bs B
—E2 B3 0 —Bl
—F3 —By B 0

A:

(a) Descreva I’ em termos de dt e dx;;

(b) verifique que

ﬂ dB
div(B) =
(©) sei: o 1 se 1 =0;
GSgE G T 21 se i=1,23.

¢ considere o operador linear ¥ Q2(R*) — Q2(R*) definido como
*da; /\d.’L‘j = €€ dzp A dx,

onde (7, 7, k, 1) ¢ uma permutacdo par de (0,1,2,3) cdt =



dzg. Verifique que:

L, dFE
div(E) = 0

Como comentando anteriormente, o exercicio acima descreve (a menos de constantes)
as equagoes de Maxwell para o eletromagnetismo, no caso em que a densidade de carga

= 0ecovetor J = 0. Para obter o caso geral (novamente sem nos preocuparmos
com as contantes) precisamos apenas considerar a definicao mais geral do operado

linear % : QF(U) — Q4=*(U) @
#(dwgy A ANdag,) = sgn(it, - in)ey €, dag, - Adag,

Com esta defini¢do temos (com calculos analogos) que:

=

d

sd s FeJo ROUB=J+

S
~

div(E) = p

onde J = —pdxg + Jidxy + Jodas + Jsdas.

“o operador estrela de Hodge associado a métrica de Lorentz go = dazd—da? —daz3—da3

A Seguir uma proposi¢ao importante que permitiré utilizarmos o teorema de
Stokes para concluir teoremas de integracao de Calculo 111 (que envolvem diver-

gente e rotacional).

Sejam U aberto em R3¢ campo F= Z?:l flaim € X(U). Definamos a 1-forma
gr = (F, (-)) Temos entao que:

(@) d(izvolgs) = div F volgs.

(b) dgy = i.o1 FF VOIR3



Demonstragdo. Recordemos primeiro as propriedades que vamos utilizar, vide Pro-

posicoes 4.3, 4.14 ¢ Exercicio 4.13.

(i) dx; A da:j = —d:Bj A dx;,

(i) dfi = >0 gicj. dzj,

(iii) Z'ﬁ V01R3 = fidxo Adxg — fodx1 Adxs + fzdry Adxo

Item (a)

d(ZF-’ VOIRB) =df) Adaxo Adas —dfo Adey Adas +dfs Adey Adxs

@ %dxj) Adag Adag — ( %dxﬁ Adzy A day
. c’)xj : 8‘rj
j=1 5=l
3 Y
+ (3 Z2day) Adey Aday
— Oz,
J=1
i) 0 9
@ idﬂc1 Ndxo Adxs — ﬁd@ Aday Adry
Ox1 0xo
+ %dl‘g A dxy A dxo
0x3

i 0 0 0

= div(F) dzy A dag A das



Item (b)

3
dgh =) dfi Ada

=1
@) (ga{idm + g£d$2 + %)d%) Adzy
+ (gﬁdm + gﬁdflfz + gﬁdxi’)) A dzs
+ (gﬁdm + gf;dm + gﬁ)dm) A ds
() (gf‘; _ gﬁ))d@ Adzs
i (gﬁ _ gﬁ,)d“ A dzxs
+ (gﬁ _ gg:;)dm A dxg
@ dzy A dwy A dag

Sejaw = fdxy Adxa A- -+ Adxy,, uma m-forma com suporte compacto em R™.

Defina
/w::/ fdxy...dxpy,.
U U

Se ¢: V' — U ¢ um difeomorfismo entre dois abertos de R™ que preserva orien-
tagio (i.e, tal que det D¢ > 0), entdo por mudanca de variaveis temos:

/w:/ o*w. (4.4.1)
U \%4

Como veremos a scguir csta Cquagﬁo SCI'!i pcega fundamcntal para il’lthl’!l(;ﬁO c¢m

variedades orientaveis.



4.4.1. Orientagdo e forma volume

Dizemos que uma m-forma w em uma variedade M™ ¢ uma forma volume
em M se ela nunca se anula, ou seja, se para todo p € M existe uma base {e; }
de T, M tal que wp(er, -+ ,em) # 0. Se M™ possui uma forma volume
dizemos que M™ ¢ uma variedade orientavel e que ¢ orientada pela escolha
da forma volume.

Existe uma forma equivalente de pensarmos em orientabilidade de uma varie-

dade em termos dC um adas compatl'vel COm sua estrutura difCI‘CHCial.

Uma variedade M ¢ orientdvel se e somente se M admite um atlas coeventemente

orientdvel {(Uq, 1a)}, i.¢, tal que det d(1)q 0 wgl) > 0.

Podemos estabelecer uma relaciao de equivaléncia entre as formas volumes. Di-
zemos que duas m-formas volumes w e 7 sdo equivalentes se w = fn com f > 0.
Neste caso dizemos que w e 77 induzem a mesma orientacdo em M. Caso contrario
dizemos que w ¢ 7 induzem orientacgdes opostas.

Uma forma volume w induz uma orientacio nos espacos tangentes a M da
seguinte forma: para cada p € M, uma base {e;} de T, M tem uma orientacio
induzida se wy(eq, -+, em) > 0.

Observe que a 3—forma volgs = dzy A dzy A das ¢ uma forma volume em
R3. De fato volgs(eq, e, e3) = 1 > 0 o que implica também que ¢ compativel
com a orientagao candnica.

Nosso primeiro exemplo de orientacdo em subvariedade mergulhada ¢ uma

. S
curva rcgular, OI'lCl’l'Eﬂda Ppor um vetror tangcntc unitario.

Seja C' uma curva regular (curva mergulhada) em R™ orientada por um vetor
unitario 7" tangente a C. Podemos entdo definir o elemento de comprimento
como a 1-forma

volg = I*g% € QY(C)

ondeZ : C' = R™¢ainclusioeg) = <f7 ). Emparticularsea : (—6,0) —



/

C ¢ uma parametrizacao 1‘egular com orientagao coerente (e, T = HZ'H)

podemos observar que a*vole = ||/ ||dt.

Podemos agora revisitar o Exercicio 4.11 e examina-lo de forma intrinsica (in-

dependente d€ parametrizagﬁo).

Seja C' curva mergulhada, Z : €' — R inclusio ¢ F' campo definido em
uma vizinhanga de C. Suponha que C seja orientada por um vetor unitario

T Definindo gr = <ﬁ, -), verifique que:
T*g% = (F,T) vole
onde g = (F, ).

Nosso préximo excmplo de subvariedade orientada ¢ uma superﬁ'cie mergu-

lhada com a orientac¢io induzida por um campo normal.

Sejam S? uma superficie mergulhada em R3, U ¢é vizinhanca de S de R3 e
N € X(U) um campo tal que ]\7]5 ¢normala Se |N|| = 1. Entio N induz
uma orientagio volg € QQ(S) chamada elemento de 4rea da scguinte forma
(vide Figura 4.4):

volg = T* (i gvolgs) € Q*(S)

onde Z : S — R3 ¢ ainclusdo. Dito de outra forma, se Wy, Wa € 1,5
N1 w11 w2

VOls(Wl,Wg) = det N2 wo21 W22
N3 w3z1 w3

Podemos observar também que se ¢ : V' C R? — S ¢ uma parametrizacio

. - - 0 0 :
coerente com L)l‘lenta(;ao (1.6., O vetor 87’:}‘01 X 87’:)'02 rem mesmo Sel’ltldO que o

vetor N) entio

9y Op
81)1 8112

p*volg = ) ‘dvl A dvs.



Figura 4.4: ilustrando Exemplo 4.24

Estabelecido intrinsicamente a forma elemento de area podemos revisitar o

Exercicio 4.13.

Considere uma superficie megulhada $? C R3, campo normal unitario N e
X(U), a aplicagio inclusio Z : § — R3 ¢ a 2-forma volg € Q(S) no Exem-
plo 4.24. Considere um campo Fa vizinhan¢a U de S. Verifique que:

(ﬁ, ]\7>VOIS =7 (iF'VOIR3)

Como vimos na Defini¢io 1.34, dado uma variedade mergulhada M™ mergu-
lhada em R™**, podemos induzir um produto interno em cada espaco tangente
vindo do produto Euclidiano usual. Tal produto interno era chamado de métrica in-
duzida. Mais geralmente, como veremos no Capitulo 5, uma variedade pode admitir
uma métrica g (um produto interno em cada espaco tangente que varia suavemente
de ponto a ponto) que nio precisa vir necessariamente de um ambiente euclidiano.
A dupla (M, g) ¢ chamada de variedade Riemanniana.

A seguir veremos o conceito de forma volume Riemanniana que generaliza
Equagio 4.2.2 ¢ o Exemplo 4.24.

Seja (M™, g) uma variedade Riemanniana e orientdvel.

(a) Entdo existe uma unica m-forma volps (forma volume Riemanniana) que



induz a orientagdo de M e tal que volps(e1, - -+, €m)p = 1 para toda base
{e;} ortonormal de T, M com orientagao de M.

(Z’)) Dado um sistema dt’ coordenadas compam’vel (Ua, ¢a) temos que:

(15 1) volar = y/detlg; jldzy - - - dxp

I o o)
onde g; j = g(axi ) Ba; ).
Demonstragdo. Vamos mostrar o item (a). Seja ) uma forma volume em M (que
existe pois M ¢ orientavel). Note primeiro que dado duas bases ortonormais {ei}
¢ {€;} de T, M de mesma orientagio temos (vide Proposi¢io 4.12)

nier,...,em) =n(€1,...,6m) (4.4.2)

Dado um referencial ortonormal local {e;} em U (campos ortonormais suaves em
uma vizinhan¢a U) podemos defiir n(e;) = f parauma funcao f : U — R suave.
A equagio (4.4.2) garante que f nio dcpcndc do referencial e da vizinhanga U. A
forma volume w ¢ definida entio como w = %7].

Agora provemos o item (b). Seja [g; ;] = AAA" onde A ¢ a matriz diagonal
com autovalores (positivos). Defina [E] = A\/FAt. Se]'am {ei} as colunas de
[E]. Note que 0,5 = g(es, ¢5) = [ei][gi,5][e)]-

L= volu(er,em) = vol(Bp, s Bpt)
0 0
= detEvol(— -+, ——
¢ Vo(aml’ ’O:Em)
= detEf
onde vol = fdxy A -+ Adxy,. Assim f = ﬁ = \/@ n

4.4.2. Integragio de formas

Vamos agora definir integracao de m-formas com pequeno suporte em variedade ori-
entavel M™. Seja {(Ua,%q)} um atlas coerente de M ¢ w uma n-forma com

suporte compacto contido em Uy. Podemos entio definir:

/ o= /w e



Observe que se consideramos outra carta (Ug, ¢g) ¢ acontecer que o suporte w es-
teja contido em UgN Uy, entdo obtemos 0 mesmo nimero. Isto segue da Eq. (4.4.1),
da Proposicio 4.21 ¢ do fato que (¢g o Yo = ()% o V5.

Assim como no caso de integracdo de funcoes sobre uma variedade, precisa-
mos do conceito de particio da unidade estabelecido na Defini¢ao 3.18 afim de
definir a integracdo de uma m-forma com suporte compacto (nao necessariamente
pequeno). Lembramos especialmente o Teorema 3.19, que garante que qualquer co-
bertura {Uy} de uma variedade M (orientavel ou nao) admite uma particio da
unidade subordinada, i.c., uma parti¢io que atende supp fo, C U,.

Seja w uma m-forma com suporte compacto. Denote por K = supp w e consi-
dere uma cobertura finita de K por vizinhangas coordenadas U,. Considere { fo }
uma particdo da unidade subordinada {Uy }. Observe que fu w tem suporte com-
pacto contido em Uy, e defina

/Mw ::; Ua Jos

E possivel mostrar que esta defini¢io nio depende da cobertura ou da particao da
unidade. Tambem nota-se aqui que o fato de K ser compacto ¢ importante, pois,
por exemplo, garante que a soma acima ¢ finita.

Uma vez definida a integragio de m-formas com suporte compacto podemos

generalizar (4.4.1).

Sejam M™ ¢ N™ variedades orientaveis e ¢p: M — N um difeomorfismo que
preserva orientagdo. Se w ¢ uma Mm-forma com suporte compacto em N, entdo

[ f

Vejamos nosso primeiro exemplo de integracao ao longo de uma variedade de
dimensio 1, i.c., ao 1ongo de uma curva.

. m
Analogamente ao caso bi-dimensional (vide equacio (4.1.1)), se F' = > fi€;
=1

representa um campo suave com suporte compacto em R™ | entdo o trabalho

A 5
realizado pela for¢a F' ao deslocar uma particula ao longo de uma curva regular



R
C orientado por um vetor unitario 7' ¢ dado por

T := / (F, T)vole.
C

Pelo Exercicio 4.23, temos T = fC vp para vp = 1*gh € QI(C) onde

m
Z:C—R™¢ainclusioe gl =) fidz;.
=1

Vejamos agora a integragﬁo d€ uma 2—{01“01215 ¢m uma superﬁcie cm Rg.

Seja 52 superficie mergulhada em R? orientada por um campo normal unitd-
rio N definido em uma vizinhanca de S. Seja Fum campo suave com suporte
compacto definido em uma vizinhanca de S. O fluxo através da superficie
¢ definido por

P = / (F', N volg
S

Se definimos vp = Z* (iﬁ VOIR3) € Q%(9), para ainclusioZ : § — R3
entao temos pelo Exercicio 4.13 que b = fS VF.

4.4.3. Variedade com bordo e o Teorema de Stokes

Seja v+ [0,1] — U C R™ parametrizagio suave regular. Definindo C' como
imagem de a ¢ considerando uma funcao suave f : U — R sabemos pelo Teorema
Fundamental do Calculo que:

/ af = f(a(1)) = £(a(0))
C

Este ¢ um caso particular do que chamaremos teorema de Stokes. Afim de enunciar
o teorema de Stokes, precisamos apresentar rapidamente o conceito de variedades

com bordo e orientacio induzida no bordo.

Uma variedade suave com bordo M™ ¢ um espaco topologico Hausdorff com
base enumeravel com atlas suave (maximal) { (U, o) } formado por conjun-

tos abertos Uy, que sao homeomorfos ou ao espaco Euclidiano ou ao semi-



espaco superior H™ = {(z1,...,Zm), Tm > 0}.0 bordo OM ¢ o subcon-
junto de M tal que as parametrizagoes levam OH™ em OM.

E possivel verificar que o bordo em particular herda uma estrutura de subvariedade.
Importante aqui perceber que quando lidamos com as mudancas 1)g o @b;l U C
H™ — V C H™ devemos pensar em difeomorfismo que admite extensio para
aberto em R™.

Uma forma de construir subvariedades com bordo ¢ dada pelo teorema a seguir,
vide Figura 4.5

Seja M™ variedade (sem bordo) ¢ g : M — R aplicagdo suave com 0 € g(M)
sendo valor regular. Entdo N := g~1[0, 00) ¢ variedade com bordo, sendo que

AN = g~ 1(0).

Considere o semi-plano superior H™ com orientacio dada por dzi A. . . Adzy,.
A orientacio induzida no bordo OH™ = {z;, = 0} ¢ (—1)™dxy A ... Adxp,—1.
E possivel demonstrar que se ¢ : H™ — H™ ¢ um difeomorfismo que preserva
orientacao (ou seja se extende localmente para difeomorfismos locais em R™ ¢ tem
det d¢ > 0) entio sua restricad ¢|ggm — OH™ rambém preserva orientagio (i.e.,
det (D¢|3Hm) > 0). Esta observacio em particular permite concluir que uma
varicade com bordo com atlas coerente tem uma orienta¢ao naturalmente induzida
em seu bordo. Em particular se 9 ¢ carta deste atlas entdo [0M]|gy = ¢* [0H™|
onde U C M ¢ aberto contendo pontos do bordo, vide Figura 4.5

Seja w uma (m - 1)‘f07‘7ﬂd com SM‘DOTEE compacto em uma variedadc orientdvel

M™, e considere OM com a orientagdo induzida. Entdo

/dw—/ w.
M oM

Em particular se M for orientavel compacta sem bordo entdo f ydw =0vVw €
Qm=Y(M).



Figura 45: Variedade com bordo com orientagﬁo induzida. Note em particular
que M=§2= {z € R3’x1 + 23+ 22 =1} eg:S? — R fungio altura, ie.,
g(z) = x3. Entaio M = g~ 1[0, 00) ¢é variedade com bordo, ilustrando Tcorcma
431

Demonstragdo. Consideremos primeiro que o suporte de w ¢ pequeno ou seja estd
completamente contido na vizinhanca Uy, de uma carta, onde Uy, = H™ ou U, =
R™ ¢ provemos o teorema para esta situagdo. Por motivos didaticos vamos expli-
citar a prova deste caso para m = 2, deixando para o leitor completar os deta-
lhes para o caso m > 2. Ou seja consideramos w = hidzy + haodzg ¢ assim
dw = (g—;‘f — g—g;)dxl A dxo

Caso 1: U, = R2. Neste caso, como nio temos bordo, desejamos demonstrar
que fRZ dw = 0. Vamos supor que o suporte esta contido em [a1, ag] X [b1, ba].
Concluimos pelo teorema de Fubinni e pelo teorema fundamental que:

b2 92 9hy Oy
/R2 dOJ = A / (a_gjl — a—m)d‘rldﬂa

a2 b2
= / 8h2 d;vldxg —/ / Oh dasgdml
b1 aq b1

= h2(a2,9€2) ha(a1, x2) d$2—/ hi(z1,b2) — hi(x1,b1)dxy
by

= 0.

Caso 2: U, = H2. Neste caso teremos que lidar com o bordo e devemos supor



que o suporte de w esta contida em [a1, ag] X [0, bg]. Novamente o teorema de

Fubinni e teorema fundamental garantem que:

b2 raz Ap,  Ohy
dw = =2 T dxqd
Lo = [ [ G - S dnar,

b2 ag az b2
= / %dﬂfldﬂ?g — / %dﬁﬂgd.’ﬁl
0 al 8x1 ay 0 axQ

bo

a2
= hQ(ag, $2) — hz(al, ZL‘Q)dZL‘Q — / hl(l‘l, bz) — hl(ll?l, O)dxl
0 al

a2
= / hl(xl,O)dxl = / w
ai OH?2

Caso geral: Vamos agora supor que o suporte de w nio esta contido em uma
vizinhan(;a U, de um sistema de coordenada. Porém ¢ facil verificar que o suporte
de fow esta contido no interior de Uy. Temos entio pelos casos descritos acima

[~ = = | o

A equacao acima permite concluir que:

/de - /Md(;fQW):;/Md(fQW)
RR Ry PPN

uce

Nos corolarios a seguir iremos usar as notacdes dos Exemplos 4.29 ¢ 4.28

_
Sejam M® C R3 uma variedade orientdvel (com orientacdo de R3) com bordo ¢ F
campo com suporte compacto definido em uma vizinhanga de M. Prove que

/ div(F) volgs = /<ﬁ,1\7>v0137
M

S



onde N ¢ campo unitario, ortogonal ao bordo S = OM apontando para fora, ¢ S

tem orientagdo induzida por N.
Demonstragao.

/ div(F) volgs 2 [ d(izvolgs)
M

(id)

* (iﬁ Vole)

(F', N)volg

(4

\vm\i\

[9))

onde Proposicao 4.19 ¢ utilizada na igualdadc (i), Teorema 4.32 na igualdadc (ii) e

Exercicio 4.25 na igualdade (iii).

O

Seja S? C R3 uma superficie mergulhada orientada por um campo normal unitdrio
_, -
N, com bordo C' = 0 com orientagdo induzida. Dado uma campo F' de suporte

compacto definido em uma vizinhanga de S prove que:

/S (rot (F), N)volg = / (F, T)vol,

C

-
Ond(’ T t’/ campo unitdrio mngenre a C compatz/vel com orienmgdo dE C

Demonstragao.



onde Exercicio 4.25 ¢ utilizado na igualdade (i), Proposi¢ao 4.19 na igualdade (ii),
Proposi¢ao 4.15 na igualdade (iii), Teorema 4.32 na igualdade (iv) e Exercicio 4.23
na igualdadc (v).

O

4.4.4. (*) Comentarios sobre invariantes topolégicos

Terminamos esta secdo sobre formas com os dois exercicios que destacam como
formas podem ser usadas como invariante topolégicos, i.e., para identificar €spagos
que nio podem ser difeomorfos um ao outro.

Considere a 1-forma w € QY(R? — {0,0}) definida como w :=
ydx + xdy).

(a) verifique que w ¢ fechada, ou seja dw = 0,
(b) verifique que fSl w = 2,

(¢) conclua que w nao ¢ exata, ou seja nao existe N tal que dn = w.

Dado um aberto U C R™ denotamos H¥(U) o grupo de cohomologia de de
Rham, i.c., o conjunto das k-formas fechadas em U (i.e, dw = 0 onde w ¢
k-forma em U ) quociente pelas formas exatas (i.c., w = dponden ¢ k — 1

forma).
1. Sejam
s:R* — R™ x R
r — (x,0)
e

mT:R" x R — R"
(z,t) — =
Prove que se m* o s* : HE(R"1) — HF(R"!) ¢ um isomorfismo
entio s* : Hk(R”'H) — Hk(]Rn) ¢ um isomorfismo.



2. Toda forma em R™ X R pode ser vista como combinacio de 2 tipos de
formas:

M ¢ f(z,t)
(1) 7*¢ f(x, t)dt,

onde ¢ ¢ forma em R™. Seja K : QF(R™ x R) — QF1(R™) operador

linear definido da seguinte maneira:

(D K(r*¢ f(z,t)) =0
(1) K(m*¢ fe, 1)) = 76 [g f (@, s)ds
Provequel — 7*s* = (—1)k_1dK — Kd.

3. Conclua que

0 se k>0
H*R") =
R se k=0.

4.5.1. Estrutura simplética de TM*
Sejam T'M* = LJp(Tp]W)’k fibrado cotangente ¢ m : TM™* — M a projegio

A .
canonica.

A variedade TM* admite uma 1-forma @ € QY (T M*) (forma rauroldgica)

definida como:
9(Z,) = n(drZ,) onde Z, € T,,(TM™)
e uma 2-forma definida como

w = —dé.



(T'M*,w) ¢ uma variedade simplética, ou seja uma variedade com uma 2-

forma w fechada e nao degenerada.

Notagio: Ao longo desta secio denotaremos 0, 1 ¢ 2 formas, bem como seus
respectivos pull backs por parametrizagdes pelos mesmos simbolos, evitando sobre-

cargas de notacoes nas apresentagoes.

Em coordenadas ¢y : U C TM* — W C R™ x R" temos:
0=> pidg,

w:Zin/\dpi

7

) .- 0 Id ]5}

Em particular: w((p, q), (P, = -
P ((p.a), (3,0)) = [a ] [_Id 0] [q
Como w ¢ nio degenerada, dada um Hamiltoniano h : TM* — R existe um

{ico campo /2 (campo Hamiltoniano) definido como:
w(h,-) = dh(")
Seja N = h~!(c) hipersuperficie regular. Note que:
- hé ortogonal simpléticamente a N ou seja w(h,z) =0,Vz € TN
- dh(h) = 0ic, h¢ tangente a N,

Por outro lado dim(N¥) = dimTM* — dim(N) = 1 onde N¥ ¢é o ortogonal
simpléetico. Assim h gera a 1-distribui¢io N* C T'N.

Em coordenadas h = (g—z, —%Z). Também a equagio Hamiltoniana

B'(t) = h(B(t))
pOdC SCr escrita cm coordenadas cCOmo:

I = L(qlt),p(t))
(4.5.1)

Pty = —Gelat),p(t))

Visto que h gera N C TN para N = h™Y(c), as solugdes da equacao de Hamil-
ton ficam contidas em N ou seja h() = ct.



O fato de solugdo de equagdo de Newton y : I — M (m~"(t) = —=VU) ter
energia total E : TM — R (E(vg) = Zvg|* + U(q) ) conservada (i.e
E (’y/(t)) = ct) pode ser entendido também no contexto de geometria simplérica. De
fato veremos que certos Lagrangianos geram um difeomorfismo £ : TM — T M*
e B(t) = L(+/(t)) serd solucdo da equacao Hamilton de h : TM* — R onde
h = E o L™ (vide Exemplo 4.45).

4.5.2. Relacoes entre Lagrangianos e Hamiltonianos

Seja M™ variedade mergulhada em R F o produto Euclidiano de Rk in-
duz um produto interno go no fibrado tangente 7'M ¢ assim podemos me-
dir a distancia entre pontos p,q € M como d(p,q) = infgl(B) para to-
das B curva (suave por parte) com 5(0) = pe f(1) = g, onde 1(5) =
fol V90(B'(t), B'(t))dt. Podemos nos perguntar se existe uma curva 7y que
minimiza distancia, ou seja que minimiza o funcional 8 — 1(f) para curvas
B com B(0) = pe B(1l) = ¢ Este é um exemplo tipico do que charemos
um problema variacional ¢ L : TM — R definida como L(-) = || - || sera o

Laqmnqiano 'ASSOCi’AdO a0 problcma.
[ O

E possivel provar (teorema de Hopf Rinow) que o problema tem solugdo quando M ¢
compacta (ou mais geramente completa em relagao a d).

Veremos na Parte 11 que o ‘DTObZCﬂMl d(’ minimizar 1 6/ Cquivathe ao ‘DTObZCﬂMl dt’

minimizar a energia cinéica B — e(f8) onde e(8) = % fol |8 1?dt. Uma das
vancagens ¢ que L(-) = || - ||? ¢ suave ¢ mais facil de crabalhar.

Uma curva suave 7 : [0, 1] = M ¢ solugio de Euler Lagrange associado a um
Lagrangiano L : TM — R se %(5(%)‘ o = 0 para toda variacao de curvas

s=



(suaves por partes) s = ¥5 com Ys(0) = 7(0) e y5(1) = (1), 70 =~y onde

[0,

ca

3

1
Bly) = /0 L~(t))dt

Aqui uma variac¢ao suave por partes de 7y ¢ uma aplicagﬁo P (—€,€) X

1] = M ral que Vs = V(8,) € Y] (—e0),x[ti,ti41] € Suave (para uma parti-
ode0 = to < <ty = 1) em partlgul ar, o vetor velocidade da variagﬁo
V(t) = 88¢(0, t) ¢ continuo ao longo de 7.

uma curva vy 6/ SOZngdO dC EMZCT Lagmnge, se e somente se em coordenadas 626{ atcnde

a equagdo de Euler Lagrange:

cont

Demonstragdo. Consideremos uma particio tal que a([—e, €] x [ti,ti+1:|) esteja
) tal

OL #).4t _i(aL

50,4 1) (452)

ido em uma vizinhanca coordenada, denotando em coordenadas ps(t) tal va-

riagio. Seja V(t) = %'ys(t)fszo a velocidade da variagio ¢ V= %ps’s:o sua

rcprcscntagio c¢m COOI’dCl’lﬁdC{S.

d

ds

0(¥s)lmo = Z/tviﬁ—l iL(qs(t),qg(t)>dt
- X [ Gt a0 + G et a) 7 )
- Z/ a {?)L(v’(t)) - i(gs(fy’(t)))}ﬁ(t)dt

D> / G Ge )

Teorema fundamental do Calculo, V/(0) = 0 = V(1) e soma telescopica im-

plicam:



@l = X [ G - G50 wm)) o

+ Y (o)

- t
tiv1 (9L d /0L, , ~
- X | {50 - G (5 o) o
Utilizando a arbitrariedade da escolha da varia¢ao s (t), e.g,

70 = 0{5 00 - 5 (5:00)}

onde f > 0 ¢ nula fora de [tiati+1]7 prova-se que Eq. (45.2) cquivalc a0 =
E0(v9)] oo O

A aplicagio £ : TM — T'M* definida como:

L(vg)(wq) = disL(vq + swq)|—

é Chamada rmnsformada dt’ Legendre.

Em COOI‘dCHZ{daS temos:

) oL
L(q,9)(-) = afq,dqi

Seja por exemplo L(vg) = % ||vg]|* — U(g). Neste caso:

£0g)(10g) = = (L (g + s10gyvg + s100) = U(@)) ],y = {01 0g)
ds \ 2

Este Lagrangiano ¢ um exemplo do que chamamos Lagrangiano hiper-regular, i.e, La-

grangiano onde £ ¢ um difeomorfismo.



Sejay : I — R™ solugio da equagio de Newton my”(t) = —VU (y(t)).

Norte que

1w
m 0¢;

qi(t) = ai(t), ¢i(t) =

Assim, pelo Lema 4.43, 7 ¢ solugao de Euler Lagrange associada a
. m, .
L(g,q) = lldI* = U(a).

Neste exemplo temos:

L(g,4) = pidgi
7
onde p; = mg;. Dado a energia total E : TM — R definida como

B(q,q) := L(g,d)(vg) — L(vy) = T dlP + U(a),

podemos definir o hamiltoniano h : TM™* — R como:

1
h =EolL ' = —|]p|>+Ulq).
(¢,p) o 2mllpll +Ul(q)
Note entio que:

- _,O0h  Oh, . p
h(qap)_(apa_aq)_(ma VU)

Substituindo p; = mg; na Eq. (4.5.3) temos:

; ou
") = Pi iy = -
ait) = pilt) =5

(4.5.3)

(4.5.4)

Em outras palavras veriﬁcamos que a equagﬁo de Euler de L equivale a equagﬁo

Hamiltoniana, ou seja ilustramos a proposicio a seguir.

Sejam



« L :TM — R uma Lagrangiano hiper-regular.
« E: TM — R definida como E(vq) = L(vq)(vq) — L(vy),
« h: TM* — R Hamiltoniano definido como h = E o L1

Entdgoy : I C R — M ¢ solugdo de Euler Lagrange de L sse « = L(%') for
solu¢do da equagao Hamiltoniana de h.

Demonstragdo. Dado L(q(t),q'(t)) = (q(t), p(t)) desejamos verificar que (¢(t), q(t))
atende Eq. (4.5.2) sse (q(t), p(t)) atende Eq. (4.5.1). Para tanto iremos derivar h(q, p) =
E o L7Y(q,p). Iniciemos o calculo dos termos. Como L(q, §) = (g, %) temos:

d 0 . Id 0
DEZ 82 92 eDE = 92 1 2L 2L \—1
0q0q  0qoq _(8qaq) 0q0q (aqaq)
Visto que E(q,q) = %q — L(q,q)
OFE . _ - 9%L oL
5@, 4) = 505 — 3¢
E . - 92L
%(q,Q) = 99564

Substituindo em: Dh(q,p) = DE(q,§)DL™(q, p) temos:

Id 0
Oh  Oh| _ |.8%L oL - 9%L
{671 %} - [qaqaq  9q qaqaq} [( 0?L )*1 9%L (a2L )1]

040q 0q0q 040q
9 (q(0),p(1) = —2E(alt),d()
G la(t).p(t)) = q'(t)
As Eq. acima implicam que: (q(%), q'(t)) atende Eq. (4.52) ie.,
S0 ¢(0) = 5 (5. a0 )
SSE (¢(t),p(t)) atende Eq. (4.5.1) i.e.,
¢(t) = Frat),p(t)
dH) = —2),p(0)



4.5.3. Geodésicas e equacio de Newton

Dado uma variedade mergulhada M™ em R"™* vimos anteriormente que dado
campo Y tangente a M tinhamos uma forma de derivar Y em pE Mna dircgﬁo
de um vetor X(p) € Tp,M obtendo um vetor ainda em T, M. Tal operacio era
feita pela conexdo Riemanniana

Vo X(M) x X(M) = X(M)

VY (p) = (DY (p)X(p))"

onde Y ¢ uma extensio local de Y e (+)T

¢ a projecao ortogonal em T'M.
O operador V induz um outro operador que age nos campos t — V() €

Ty yM ao longo de curvas t — y(t) € M chamado derivada covariante:

Vv /
V() = (V)"

Uma curva suave v : I — M ¢ chamada geodesica se:

Y1) = () =0

Visto que %H’y'(t)“z = 2(%7’,’7’) = 0, geodésica tem velocidade constante.
Mostraremos na Parte 1T que v sempre minimiza localmente distancia. Ela também
pode ser vista como uma solu¢io de Euler Lagrange associada de L : TM — R
definida como L(vg) = §||vg||* para vetores v, € T, M ¢ |[v]|? = go(v,v) onde
go ¢ ametrica induzida em T'M pelo produto Euclidiano de R"HE,

A grosso modo falando poderiamos pensar em uma geodesica como descrevendo uma
particular (de massa m = 1) no espagco M sem nenhuma forca (do espago) atuando sobre
ela, e assim se movendo da forma a consumir menor energia. Porém o que acontece se nossa
particular estiver sobre a inﬂuéncia de um campo de M?

Seja U : M — R funcio pontencial (suave) e gradU gradiente Riemanniano,
ou seja gradU = (VU)T onde U ¢ uma extensio local. Uma curva y:I - M
atende a equacao de Newton associada ao potencial U se:

\%

%7'(15) = —gradU

Uma curva suave v : I — M atende a equagao de Newton associada ao potencial



U se ¢ somente se ¢ solugdo de Euler Lagrange de L(vg) = 4 go(vq, vq) — U(g).

Demonstragdo. Considere uma variacio (s,t) — vs(t) de vo = 7, 75(0) = 7(0),
~s(1) = (1) e campo velocidade V (t) = BQ’Y (t )‘S 0

H0 = g% /_i+1L(7§(t))dt
- Z:/Z+1 asat% )’Y;:(tms:o—d%U(%(t))L:Odt
- Z/t Mﬁv(t)ﬁ'(t» —(V(U)(2(1)), V(t))dt

- / V)" ) — V), VO) ()t

- [ A (o o)

O resto da demonstragio segue os mesmos argumentos da demonstragio da Eq.
(4.5.2), i.e., aplicar o teorema fundamental do cdlculo, soma telescépica e a escolha
arbitraria davariagio, i.e., do campovelocidade t — V() € Ty M, com V (0) =
V(1)=0

O

Veremos a seguir que se U < ¢ entdo uma curva suave 7y : I — M atendendo
a uma equagio de Newton associada ao potencial U pode ser vista (a menos de
rcparametrizagﬁo) como gcodésica da méericade jacobi g = (C— U)go, ie., solugﬁo
de Euler Lagrange para o Lagrangiano L.(v) = %g(v, v).

SejaU : M — R fungdo potencial tal que U < c ey : I — M solugdo de Euler
Lagrange de L(vq) = %g0(vg, vq) — U(q) com energia c. Entao existe uma repa-
rametrizagdo (3 de 7y que ¢ solugdo de Euler Lagrange de L(v) = ) U) go(v,v)

com energia 1. Aqui go denota a métrica induzida em T M pela mérrica Euclldzana
Rm+k

Demonstragdo. Considere os Hamiltonianos associados L e L,



h(pq) slpl? +Ulq)

2
he(pa) = @y

E possivel verificar que N=h"1c) = h_ (1) e que c e 1 sao valores regulares
de h e he. Visto que h e hc geram o ortogonal 51mplet1c0 N¥ C TN (lembre
dim N¥ = 1), eles sao multiplos um dos outro, i.c. hc -\ para uma fungio
suave A : N — R. B

Seja « tal que h(a(t)) = o/(t). Detina f(t) = fg )\Occlfz =
(f7)(s) = 75 = Aoa(t) Defina B(s) = a(f(s)). Como he(alt)) =
Ao at)h(a(t)) temos:

S. Assim

B'(s) = Aoa(t)h(a(t))
= he(alt))
= he(a(f1(5)))
= he(B(s))

Assim W(ﬂ(s)) = W(a(f_l(s))) = y(f71(s)). Ouseja a geodésica W(ﬂ(s))

da métrica g ¢ uma reparametrizacio da solucio da eq. de Newton 7. O

—~

Na Secio 2.7 introduzimos a questio de como poderiamos modelar as possiveis
maneiras de um trem ideal (sem atritos) descrito como um ponto na reta, ie.,
t = z1(t) € R, sair da estacio —a = x1(0) e chegar na estagio 0 = z1(¢1).
Supondo que nosso trem tivesse aceleragio 2/ (t) = u(t), onde u € [—1, 1], passa-
mos a descrever seus possiveis MOvVimentos como composicao das curvas integrais
dos campos X.(q) = (g2, u) definidos no espaco posicdo X velocidade TR = R2.
Familiarizados com o conceito de controle geométrico {Xu}, vimos os conceitos
de conjuntos alcangaveis A(qo) , drbitas O(qo) e algumas de suas interessantes
propricdadcs.

Nesta sec¢do gostariamos de introduzir mais um elemento da teoria de controle
geométrico, um funcional custo, no espaco das funcoes de controles t — u(t) € U.
Por exemplo no problema do trem, poderiamos nos perguntar sobre o custo do



tempo de viagem ou o custo de algo que poderia refletir no consumo do combustivel
(e.g, energia cinética).

Vamos agora fixar as nota¢des, estabelecer as hipoteses que estaremos traba-
lhando e formular mais precisamente o problema que desejamos abordar.

. {Xu} sera um controle gcométrico (definido em todo 1ugar) em variedade

M-

)

<t — u(t) € L>®([0,£1],U) onde U C R™ sio as fungdes de controles
admissiveis;

+ dado uma funcio controle ¢ — u(t) denotamos t — g, a solucio da ED.O
(q.t.p) do campo (ndo autdnomo) Xy (), ie., ¢, () = Xulqu(t));

c q— Xu(q) ¢ suave parau ﬁxo;
- (g, u) = Xu(q) € COM x U);
- (q,u) = £ Xu(q) € COM x T);

« ¢ : M x U — Rnosso custo infinitesimal satistaz as mesmas condicoes de

regularidade apresemadas acima;

< JU(u) = Otl ©(qu(e), u(t))dt ¢ o custo dentre todos os controles admissi-

veis.

Nosso objctivo consiste em procucar candidartos para uma solugﬁo com dois
estados fixos go ¢ g1 em M ¢ que minimize o custo. Em outras palavras definindo
Q= {qu € L>=([0,%1],U); qu(0) = qo,qu(t1) = g1} procuramos @ € £ que

atenda as condi¢des necessdrias para o problema:

J(u) = inf,ecqd(u) (4.6.1)

A solugio t — @ do Problema (4.6.1) é chamada controle étima e t — ¢4 (t) ¢
chamada trajet(')ria otima. Poderemos consider 1 fixo ou ¢; livre. Por exemplo, no
problema do trem, poderiamos otimizar o tempo (¢1 ¢ livre e ¢ = 1) ou poderiamos
otimizar a eficiéncia energética (1 ¢ fixo ¢ p = u4v).

Nossa estratégia para abordar o problema 4.6.1 sera criar um novo controle
geométrico {Xu}ueU em M x R como )?u(q, s) = (Xu(q), (g, 1)) A solucio
t— Gyu(t)de g, (t) = Xu(qu(t)) com condicdo inicial ¢, (0) = (qo,0) ¢

Gu(t) = (qu(t), /0 t@(%(s),u(s))ds)



Desejamos agora formular a condi¢do necessaria para (4.6.1) em termos do con-
junto alcangavel deste novo controle geométrico. Aproveitemos para revisar nosso
conceito de conjunto ancancavel, agora dependento de um tempo fixo ou dos tem-
pos até um tempo fixo.

~

Ay (1) := {qu(t)|u € L=([0,1], U)}

o Al = Uo<r<eAg (1)

~ o~

‘ AQO = U0S7'<OO'A¢10 (t)

Set — 1w é um controle dcimo em [0, t1], entdo Gz (t1) € ({“)./Zl\go (t1)

Demonstragdo. Defina Iy, = {(q1,v),y < J™(@)} € M x R. Suponha por
absurdo que I, N Ag,(t1) # 0. Entdo existe t = §y(t) com ¢, (0) = (qo,0) ¢

Gu(t1) = (q1,y1) € Iy, com J' (u) = y; < J™ (@) o que seria uma contradigio.
O

A grosso modo desejamos discutir aqui condigdes necessarias para que gy (t1) €
aﬁde (t1). Tais condi¢des serdo apresentadas no Principio do maximo de Pontrya-
gin (abreviado por PMP), o qual formularemos primeiro de forma geométrica (ex-
plicitando 0 conjunto alcangﬁvel) e discutindo a ideia da prova. Em seguida refor-
mularemos PMP como aparece mais comumente em livros de Engenharia, aplicando
o critério em alguns Cxcmplos.

Ambas as formula¢des do PMP utilizarao a linguaguem Hamiltoniana, motivo
pclo qual escolhemos este tépiC() para ilustrar um pouco o uso de formas diferenciais
em cursos de engenharia. Maiores detalhes podem ser encontrado em Agrachev e
Sachkov, onde esta exposicio esta bascada, >

4.6.1. Uma versao geométrica do PMP

Iniciemos fixando a nota¢ao adequada. Utilizaremos aqui a estrutura simplética
em T'N* apresentada na Se¢ao 4.5.1. Sejam {Y,} € X(IN) um sistema de controle
e Hamiltoniano A : TN* x U — R definida como: hy(N\) = )\(Vu) Para um
controle admissivel ¢ — w(t) a trajetéria t — gy (t) € N éasolucao de ¢, (t) =
?u(t) (qu(t))

> Andrei A. Agrachev, Yuri L. Sachkov Control Theory from the Geometric Viewpoint Springer Verlag
EMS, volume 87 (2004)




Sejat — @(t) um controle admisstvel, com qgz(t1) € 8./4(10 (t1). Entdo existe uma
curva Lipschiczt — \(t) € T*N tal que:

(@) A(t) # 0, 7(A(t) = qaq)
() N(t) = ha(\(1))
() ha(A(t)) = maxyey hu(A(1))

Utilizando fato que fluxos de campos (ndo-auténomos) sao difeomorfismo, ¢é possivel
provar que hipétese qa (tl) € 8./4% (tl) implica que:

qa(t) € 0Ay (1), parat € [0,t;]. (4.6.2)

Preparativos para prova do Teorema 4.50

Nosso modesto objctivo nesta subsegio é apenas dar os ingrcdicntes necessarios
para compreender a ideia da prova do PMP. Em particular desejamos entender
como o item (¢) do Teorema 4.50 pode ser interpretado em termos geométricos
¢ sua relagﬁo com a Figura 4.6. Iniciemos discutirmos um pouco mais sobre campos

-~ A . .
Nnao auronomaos, suas curvas ll’lthl”LUS € seus HUXOS.

Considere um campo vetorial ndo autonomo V. Suponha que:
1. t — Vi(q) é mensurdvel e localmente limitado
2. q — Vi(q) é suave;
3 |M| < C ” {7 = (¢ .
N Fa | < Cri para Vi(q) = 32, vilt, 4)&
Entao existe ¢ : D(X) C M xR x R — M cal que:

(a) t — go%o (q) ¢ Lipschitz com respeito a t e suave ¢ — gpgo (q)

det -
() Z;O = Vt(tpio) para quase todo t (pig (q) =q



Notagao: exp ( [3 Vods) := ¢ e exp ( ftz Vids) == ¢},

.
Considere um campo vetorial linear ndao autonomo Vy em R™ .,

Vi(q) = Z (Zaij(t)Qj)gi
J

%

onde t — [a;;] = A(t) € Mpxm(R). Entdo o fluxo ¢ dado por uma série (de
Volterra) ice., para 0 < sp, < Sp1 < Spp_g -+ < t

t oo t S
exp(/ Vsds):Z// lAsn"‘AsldSn"'dSI
0 00 0

. _ t o t
Em particular se Ag, commuta com Ag, entdo exp (fO VSds) = eJo Als)ds o
seja coincide de fato coma exponencial macricial.

O Lemma (item (b)) a seguir descreve o fluxo da soma de campos (autonomos ou
nio). A grosso modo uma curva integral da soma de campos ZS+WS ¢ acomposi¢io
dalinha intcgral de ZS com a linha intcgral de um outro campo, o qual seria 0 campo
Ws sob o efeito do pushforward do fluxo de ZS. Em particular como esperado, se
os campos comutassem,o fluxo da soma seria apenas a composi¢ao dos fluxos.

Definindo %, := eXp(th Zsds) e ot = exp(f(;f Zsds) temos:
(@) (-) ®exp (fg Zs+ Wds) = () eexp (fg Ad(p*)Wds) e o

(b) (-) e exp (fg Zs + Wsd8> =(-) et eexp (f(f(gpé)*wsdg)

Demonstragdo. (a): Denotando ¢! = exp (fg Zs + Wsds) = 1)t @ ¢ temos:



W—i—(-)o(btowt:(-)o¢to(Zt+Wt)
_ d
=()e %fﬁ
= (e (Sut) et (Yot e (Y
= (e (D)ot + Deitete ol
Assim (1) o ¢t @ Wy = () @ 1pt @ ot @ W, = ()e (%W‘/) e ! Logo
P =()ed' e Wiy
= (et e o ;e ()
() o " o Ad(p")W,

o que implica que ' = exp (f(f Ad(tps)Wsds) terminando a prova do item (a).
(b) Segue do item (a) que:

exp ( /O a4 Wiads) — exp ( /0 Ad(" Wids) o
et eexp /0 CAd(")Wods) o '
D ot o exp ( /0 ' Ad(pt) Ad(*)Wads)

= @' e exp (/Ot Ad(p7)Wods)

= ' e exp (/Ot(wi)*Wsds)

A igualdade (i) segue do fato que para campo I?S :

go_t ® exp (/t sts> ° (pt = exp (/t Ad((p_t)st8> (4.6.3)
0 0

Aflm de demonstrar a equagio acima COl’lSidﬁl’ﬁ‘ t fiXO ¢ deﬁna:

9° = p teexp (/Oz sts) ol



Entao:

d z _ , —t d ? t
ae = odzexp</0 sts)ogp
:gotoexp</ sts>oKzog0t
0
—sotoexp</ st8>-<pt°so’t°Kz-<pt
0

=07 e Ad(p MK,

assim " @ exp (foz sts) ol =07 =exp (foz Ad(go_t)sts) Trocando z
por t concluimos a Equacao (4.6.3). O

Apresentamos agora o principal ingrediente da prova do PMP. Ap icando o

t1

Lema (4.54) a0 nosso contexto, definindo Zy = Y~( ye W, =Y, u(s) — Ya(s) temos:
t1
Yﬁ(s)ds) o exp(/ Gs,u(s)d3>
0

qo ® eXp </0t1 Yu(s)ds) = g ® exp (/0 (
4.6.4)

onde C_js,u = (gpi})* (?u — ?ﬁ(s)) para s € [0, t1]. Vemos a seguir que todos os

vetores G ,(q1) estao de um lado do hiperplano, o qual ¢ o niicleo de um funcional
linear Ay € T, N*, vide Figura 4.6.

Seqi = qa(t1) € 0Ag (t1) entdo existe Ay € Tg, N* tal que
A1 (és,u(QI)) <0

para s € S, onde S C [0,t1] ¢ o conjunto dos pontos de Lebesque do controle
s — u(s).?

“Um ponto s € [0,¢1] ¢ chamado ponto de Lebesgue de @, se lims_, s, f |a(z) —

@(s0)|dz = 0. Em um ponto de Lebesgue [ 0*u(z)dz ¢ diferencialvel. Além disto [O 1]1-5
tem medida nula.

Demonstragao. Tal resultado segue direto da seguinte afirmacio:

T4, 04 = cone{Gsu(q1);s € S,uc U} = ¢ € int (Ago (t1)) (4.6.5)



Vamos apenas discutir aqui a ideia da prova de (4.6.5). E possivel escolher 0 < 1 <
<5, CSeu; € Urtal que

Cone{ési,ui (QI)};C:I = Tq1O(QO) (4.6.6)
Escolhamos também € > 0 tal que [si,s; + €) N [sj,8; + €) = O Para cada
xr = (ml, R ,xk) S [O,G)k C RF podemos associar um controle s — ux(s)

CcOmo:

ta(s) = Uu; ses € [si, x; + s
’ u(s) casocontrario

Definamos a aplicagio F' : [0, e)k — Oy, como

F(z) =exp </0t1 YuE(s)ds)

E possivel provar que F' ¢ Lipschitz e diferencidvel em 0. Pela (4.6.4) e construgao
de s — ux(s) concluimos:

t1

F(x) =q eexp ( ; GS,UE(S)ds>

s1+x1
= q; ® exXp (/ GsmldS)
S

1

S+
o...oexp(/ Gs,ukds)

sk
Nio ¢ dificil verificar que 3—5(0) = éSi,m (g1). Tal fato ¢ a hipotese (4.6.6) per-
mitem concluir que:

DF(0)([0,)%) = Ty, Oy, (4.6.7)

Utilizando a Equacio (4.6.7) ¢ possivel demonstar que F'(0) fica contido no interior

da imagem de F o que conclui a ideia da prova de (4.6.5).

O]

Ideia da prova do Teorema 4.50

Definamos nossa curva s — Ag € T; (S)N como:
u

)\s = /\(S) = (go?)*)\l € Tqa(s)N*- (4.6.8)



qo g kern A\,

Figura 4.6: A figura ilustra Proposi¢io 4.55 (i.e., A\ ( u(q )) < 0)e

G,
qo ® exp (fo ds) = qo ® exp (/(f‘ 3’}1(_\;,(%) ® exp (f )

.
Utilizando geometria simplética ¢ possivel provar que o pullback do fluxo de Y3
coincide com o fluxo do campo Hamiltoniano associado ao hamiltoniano hg, i.c.,

t

t1 . % o
(exp(/t Yﬁ(s)d8)> = exp(/t hisyds) (4.6.9)
1

Equagdes (4.6.8) ¢ (4.6.9) 1mp11c am entdo os item (a) e (b) do PMP.

Nosso objetivo agora ¢ verificar o item (c), i.c.,

ha(A(s)) = max hy (A(s)) (4.6.10)

uelU

onde h : TN* x U — R é hy(\) = A(Y,). Segue da Proposicao 4.55 ¢ da
linearidade de A que:

A1 (Gsalar))

A (d(8) Y 0 (02) 71 @1)) — M (d(¢) Yags o (¢8) "))
As(Yuo (027 Ha@1)) = As(Yags) © (2 Han))
A ( qa(
ha(

| \/

1

u © qg ) )‘5( ﬁ(s)ogﬂ(s))
uw(A(s)) = ha(A(s))

assim hg(A(s)) > hy(A(s)), o que implica a Equagio (4.6.10). O

S



4.6.2. Formulagao classica do PMP (tempo fixo)

Seja { Xy Yuer um controle geométrico M e t — w(t) um controle optimal para o
problema do tempo fixo ¢4

0, (t) = Xuy (qu(®)); qu(0) = o, qu(t1) = @1

ﬂw_élﬂ%@wmum+mn

Encdo existe uma curva (A(t), ¢) # (0, 0), tal que
(@ c=00rc=—1

(b) N(t) = Rae(M(1)

(©) hao A1) = max, o, huc(A(H))

onde b o(\) = MX,) + cp(q, u)

Demonstragdo. Iremos aplicar aqui o PMP geometrico, i.e., Teorema 4.50, a vari-
edade N := M x R. Note que ¢ deveria aparecer visto que estamos lidando
com (T'M x R)*. Afim de garantir que ¢ ¢ nio positivo, no lugar de conside-
rar )/(\'u = (Xu, ), detinamos Yy, ,, = (X, ¢ + v), onde v > 0 ¢ uma varidvel
extra de controle.

O controle t — (u(t),0) ¢ um minimum de J (u,v) fo ( ©(qu,u —I—U)dt e
assim sua solugio (g 0y encontra o bordo do conjunto alcangavel -A(qo,o) (associado
a Yy, ). Logo podemos aplicar o Teorema 4.50 ao novo controle {Yy, 4 }.

O Hamiltoniano /Aluﬂ, TM*®TR* - R ¢
huw(A @) = MXy) + alp + ).

A equagio (N'(t),d/(t)) = lA”L(aﬂ,)()\(t), a(t)) torna-se

J0) =2 =0
ﬂu—gz—ﬂ%mww



onde hy (A, a) = M Xy) + ap, A(t) = >, &(t)dg; e a(t) = y(t)dx. A primeira
equacdo ja implica que y(t) = c.

Afim de prova que a constante ¢ = y(t) ¢ nio positiva (onde a(t) = y(t)dz),
recorde que:

h(a,0)(Ae, a(t)) = max, o huw(Me, alt)) (4.6.11)
onde ilu,v()\, a) = MXy) +a(e+v). Substituindo t — (@(t),v) no lado direito

da Equacao (4.6.11) nos concluimos que ¢ ¢ nao positivo. Como pode ser verificado
na prova do PMP, podemos rescalonar A com um nimero positivo, ¢ assim podemos
escolhere = —1ore=0.

Substituindo ¢ — (u(t),0) no lado direito da Equacio (4.6.11) nos provamos:

ha(A) = max
onde hy(A) = AN Xy) + cop.

ha(At)

uelU

t1
u’(t) dt, onde u € R;
0

11(t) ¢1(0) = 2o < 051 (t1) = 0.
(t)a q2(0) = 0, QQ(tl) =0

u

(1)

d2(t) =

Q’Q [\.')\)—t

~—

Desejamos encontrar candidatos para minimizar J, para o tempo fixo t7.

O Hamiltoniano é:

hu(X) = M Xy) + cp
2

= Mgz w) + o
2

u
=&1q2 + Sou + co

hu<)‘) = hu((Qla(D), (51752)) = &1q0 + Lou + c“;, comec = 0ou



¢ = —1. A equagio Hamiltoniana X' (¢) = ha(A(t)) torna-se:

bt = -5 =0
olt) =~ 5t = —&1(0)
(1) = 5" = m(t)
(1) = g = it

Destas equacdes ja podemos concluir que £1(¢) = £ (i.c., ¢ constante).
Caso abnormal: ¢ = 0. Visto que (X, ¢) # (0,0) e & ¢ constante, inferi-
mos que &2 ndo poderia ser zero. O principio de maximalidade do PMP

Sultyqz (@) + ua = ha(A(t))
= maxyerhy (A(t))
= max,cr (E1B)q(T) + uéa(t))

¢ isto ndo pode acontecer.
Caso normal: ¢ = —1. O Hamiltoniano ¢ hy((q1, q2), (§1,&2)) =
E1q0 + Equ — %2 Pela maximalidade do PMP %()\(t)) = 0 e assim &9 (t) =

U(t). Substituindo isto nas equacdes Hamiltonianas:

: Ohy,

&(t) = o 0

: Ohy

&a(t) = T - O (t)

inferimos que @(t) = at + B com ¢,  sendo constante.
Agora vamos determinar o candidato t — ¢g.

Nos sabemos que: hu((ql, q2), (&1, fz)) =&1qo+&ou— %2 and &,(t) =



u(t) = at + B. Substituindo nas equacdes Hamiloniana

. Oh,
El (t) - aql - 0
. Ohy,
52(t) - an - _51 (t)
o Ohe
qi(t) = 26, q2(t)
Oh, .
g2(t) = 9 a(t)
concluimos
2 3
a(t) = %t?’ - %ﬂ !
1 1
~ 12%0 61’0
u(t) = t— —
t t

Antes de passar para a préxima versao do PMP, vamos comentar sobre um mo-
delo de trem um pouco mais realista do que o utilizado em nossa discussao morti-
vadora e apresentar (sem desenvolver os detalhes) candidato natural utilizado em

engenharia para minimizar gasto de energia. Para maiores detalhes vide: 6

Consideremo o problema de achar um candidato para minimizar J | para um tempo

6
(HP) P.G. Howlett and PJ. Pudney , Energy-EfficientTrain Control ; Advances in Industrial Con-
trol,Springer (1995)

(PUI) G.Popa, C Udriste, I Tevy Train Concrol Problem U.P.B. Sci. Bull., Series A, Vol. 82, Iss. 3,
(2020)



fixo .

u+ [ul
)

T
J(u) :/ uy(t)v(t)dt, onde uy = 5
0
V() =u—r(v(t); z(0)=0;2(t) = 1.
r(v) = a+ bv 4 cv?;a,b,c > 0
v >0;v(0) =0, v(t;) =0
u € [—1,1];
Hamiltoniano ¢ hy,(q, & —utq2 + 192 + &2(u — 1(g2)) ¢ nos casos em que

hy seja suave X' (t) = ha(A(t)) torna-se:
Ohy,

=2 g

olt) = ~ 5t =~ — 4(0) + €ar'(@a(0)
(1) = 5" = m(t)

nlt) = Gt = a(t)

Estudando em varios casos conclui-se que:
(1) &(t) > qa(t), entdo u = 1 (aceleragao maxima) no intervalo [0, 17]

2) & = q2 parat € [Th, T3] quando q2(t) = q2(T1), (velocidade de cru-
zeiro)

(3) 0 < &(t) < qa(t) parat € (T2, T3] ¢ £&2(T3) = 0 (diminui¢do)
(4) &(t) < O0fort € [T3,T) and g2(T') = 0O (parada total) [

4.6.3. PMP e otimizagao do tempo

Seja { Xy fuer um controle geométrico em M et — u(t) uma fungdo de controle



dtima para o problema de otimizagdo de tempo t1, i.c.,

—

Q’:L(t) = Xu(t)(‘]u(t)); 7u(0) = qo, qu(t1) = @1

t1
J(u) = / 1dt — min
0

Entdo existe uma curva A(t)) # 0, tal que:
(@) ha(A\(t)) =c>0
(b) N(t) = ha(A(t))
(c) ha(A(t)) = max, ., ha(A(t))
onde hy(N) = M(X,)

Para demonstrar o teorema acima utiliza-se argumento semelhante ao do Teo-
rema 4.56 ou seja considera-se em N = M x R o sistema de controle geométrico
{Yo = (Xu,14+v)}, @ = (u,v) comv > 0, aplicando a adaptagio geométrica a

Seguir:

Seja t — U(t) um controle admissivel com qa(t1) € A(Up—y,|<5Aqo (1)) para
algumty e 0 € [0,1].
Then there exists a Lipschitz curve t — \(t) € T*N so that:

(@) A(t) # 0,7 (M) = qag)
(b) N(t) = ha(\(t))
(c) ha(A(t)) = max,_,, hu(A(t))
(d ha(\(t)) > 0.
POI sua vez a ‘pl’OpOSigﬁO acima scguc cCOmo COIOlS/.TiO dO Tcorcma 450 GL‘p(/)S

aplica-lo ao novo sistema {Zﬁyw = wYy}, o qual descreve reparametrizacoes de

solugdes de Yaiie,0: R R @'(t) > 0)e %qa(e(t)) = 0'(t)Yaop(qa(0(1)))



1 [
J(u) = 2/ 1dt, where u € [—1,1];
0
a2(t) = q1(t) ¢1(0) = 2o < 031 (t1) = 0.
G2(t) = u(t); g2(0) =0, g2(t1) =0
Nos dcscjamos achar um candidato que minimize J, i.e., minimize o tempo
t

O Hamiltoneano ¢é:
hu()\) = )‘(Xu)
= )\(QQ, u)
=&1g2 + &u

ha(N) = hu((q1,42), (61,€2)) = €1g2 + Eu. A equacao N'(t) =
ha(A(t)) torna-se:

&it) = —882? =0
blt) =~ 5t = ~&1(0)
i(t) = 3¢t =t
(1) = S = it
Desta equagdo podemos concluir que £1(£) = ¢; (i.c., ¢ constante) ¢ assim

&2(t) = —c1t + co. A hipotese A(t) # 0, entdo implica que & # 0
(@) princ{pio de maximalidade de PMP

§as(T) + usz = ha(A(t))
=max,. hau(A(t))

=max, o (W + ufz(t))

Dai concluimos 4(t) = sgn&a(t) = sgn (—cit + ¢p) e assim hg(A(t)) =
&1(t)q2(t) + |&2(t)|, o que implica que a suavidade de hg (e das equacoes



Hamiltonianos) depende @(t) = sgn &a(t)

Qi(t) = g}g = q2(t)
(t) = Gt = i)

/ . 2
Nos concluimos une q1(t) = :l:% + q2(0)t + q1(0) e g2(t) = £t + ¢2(0).
Assim ¢ (t) = :l:q2T(t) + c3 Isto sugere varios casos possfveis:

Caso 1: sem troca Nosso problema ¢2(0) = 0e q1(t1) = 0 com g2(t1) =
0 nio esta neste caso.

Caso 2: com troca t

Caso 2.1: ¢2(0) < ga(ts)

Q1(t):{ 2, 2o st

2
—y te>t

Caso 2.2: ¢2(0) > ¢2(ts) Nosso problema nio esta neste caso.
Caso 2.1 otimiza o tempo (isto segue do PMP junto com teorema de Fi-

lippov)
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Parte 111

Geometria
Rieman-
niana
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Na Secio 1.9.2, inspirados no conceito de gradiente Riemanniano (i.c., gradiente
intrinsico) e afim de comprecndcr o conceito de Hessiano Riemanniano, introdu-
zimos o conceito de Conexao Riemanniana de uma superficie mergulhada em R3
(recorde Dcfmigio 1.109) Posteriormente, na Se¢do Se¢ido 4.5.3 o conceito de ge-
odesica (curvas de aceleracao intrinsica nula) foi introduzido. Neste capitulo tais
conceitos serdo revistos ¢ aprofundados.

Esperamos ao 1ong0 deste Cap{tul() e do préximo introduzir o(a) leitor(a) ao
belo mundo da Geometria Riemanniana.

Vimos anteriormente que uma variedade M™ em um espaco Euclidiano R™+k
q pag

R™*E tecorde

admite uma métrica induzida gg, vindo do produto Euclidiano em
Defini¢ao 1.34 ¢ Exemplo 1.35. Apesar de sua utilidade, como veremos em breve, por
vezes poderemos estar interessados em outras maneiras de ter um produtor interno
g associado a cada espaco tangente T, M.

Chamaremos de méerica em M uma aplicacio que a cada ponto ¢ € M associa
um produto interno gz de T M. Em Geometria Diferencial estaremos pedindo
também que tal métrica £ — g seja suave. Uma forma sofisticada de dizer que tal
aplicagdo ¢ suave, seria dizer que ¢ uma segdo suave do fibrado de 2-tensores simétricos
positivos definidos em T'M. Uma forma mais pedestre de explicar isto, pode ser via
parametrizagoes.

Nesta se¢io estaremos discutindo propricdadcs basicas das métricas e alguns
exemplos de variedades Riemannianas (variedades com uma métrica).



5.1.1. Defini¢Ges basicas

Lembremos que dado um ponto pg € M, temos uma parametrizacio ¢ : V. —
are ~onti Seiq 0 — g o -oorden:
U C M para pg contido em U. Seja gz = (0)«€; campos (coordenados) em U.
Com isto em mente dizemos que uma aplicacio £ — g, ¢ uma meétrica suave sc as
1nedes L= ) 9 < aves a1+
funcgoes x — gi; = g(axi, 8mj> s20 suaves em U, para todo U.
Uma variedade M com uma mérrica suave g ¢ chamado variedade Riemanni-

ana (M, g).

Toda variedade M™ admite métrica Riemanniana g. Dea fato, sejam {Uq, 1q } um
atlas de M ¢ g% mérrica Euclidiana de R™. Definamos go = 1g°. Por fim seja
{pa} uma particio da unidade subordinada a {Uq } e definamos g := )", pa8a-

O conceito de métrica nos permite introduzir de forma natural conceitos como
comprimento de curva e distincia. Seja «v [a, b] — (M, g) uma curva C por
) éCt. 0

partes, i.e., existe uma particloa =t < - -+ <t = b tal que a|(ti717ti

comprimento da curva de « ¢ definido como

1) =3[ Ve@®,a®)dt

i Jti-1
A distancia entre 2 pontos g ¢ ¢ de M ¢ definida como

d(p,q) = mf 1(a)
aCiip,q

onde €, 4 ¢ 0 conjunto das curvas O por partes o : [0,1] = M com a(0) = pe
a(1) = ¢. E possivel mostrar que d : M x M — R ¢ uma funcio continua e de
fato uma funcio distancia. Temos assim que (M, d) ¢ um espago métrico.

Uma vez que temos o conceito de fungio distancia, podemos dizer que uma
curva & : I — M minimiza distancia sc para todo tg € I existe um € tal que
d('y(to), v(to + 6)) = l(a|[t0,t0+e})- Veremos em breve que tais curvas sio jus-
ramente as assim chamadas geodésicas, curvas de "accleragio intrinsica nula"(i.c.,
derivada covariante nula).

Podemos agora ilustrar alguns conceitos I'GCOl'dZ{l’ldO um exemplo.



Sejam M uma superficie mergulhada em R3 ¢ f funcio definida em vizi-
nhanga contendo M tal que f < ¢ para uma certa constante positiva. Pode-
mos entdo definir g = (¢ — f)go, a qual chamamo métrica de Jacobi.

Tal métrica ¢ relevante para compreender particulas presas em M sob
cfeito de um campo conservativo —V f. Mais precisamente seja o : I — M
uma curva atendendo a equagio de Newton (intrinsica) (o (t))+ = —grad f.
Verificamos na Sec¢io 4.5.3 que uma reparametrizacio de « ¢ uma geodesica
com respeito a g ou seja 3 minimizara localmente distancia dada por g. Em
outras palavras, uma particula presaemuma superﬂcie sob efeito de um campo
conservativo —V f percorre um caminho que localmente ¢ 0 menor caminho
possivel, mas nao com respeito a distancia induzida por gg e sim com respeito

. A . / . ~ .
a uma dlStal’lClﬂ que tambcm 1cva c¢m cons1dcragao (6] ‘potcnclal f

Um difeomorfismo F : (M™,g™) — (N™,g"N) entre variedades Rieman-
nianas ¢ chamado isometria se dFy, : (T, M,gM) — (Tr)N, gg@)) ¢
isometria para todo x € M.

. . . I .
Em outras lelI{VTQS uma 1sometria entre Varledades preserva metrica ¢ assim

objetos definidos com métrica.

Seja F' @ (M,g) — (M, g) uma isometria de uma variedade Riemanniana
(M, g). Prove que F preserva distincia, ou seja d(F (), F(y)) = d(z,y)
para todo x,y € M.

Afim de ilustrar o conceito de isometria, apresentemos a seguir o plano hiper-
bélico, espaco introduzindo por varios matematicos, dentre eles Lobaschcvsky. O
plano hiperbélico ¢ um analogo do espaco Euclidiano, onde postulado Euclidiano
sobre paralalas (quinto postulado) deixa de valer. Ou seja podemos encontrar uma
linha (curva que minimiza caminho) y e um ponto p ndo contido em y tal por p passa mais
do que uma "linha"paralela a 7, ou seja que ndo encontra «y. Planos hiperbolicos ¢ mais

geralmente espacos hiperbolicos sao prototipos dos espacos de curvatura negativa.



Definamos H2 = {z = z + yi € C|y > 0} com métrica g = ;—Q(de +
dy2) como sendo modelo hiperbolico do semi-plano superior (semi-plano de
Poincaré). Para ad — bc = 1 e a, b, ¢, d € R definamos:

F:H? — H?

az+b
cz+d

Afirmamos que F' ¢ uma isometria. Apresentemos a seguir os passos da de-
monstra¢do desta afirmacio (deixando para o(a) leitor(a) preencher os deta-

lhes).

Passo 1: Usando ad — be = 1 prova-se que Im(F'(z)) = |i,2-(22

Passo 2: 4 (Foa) = 4L(a(t)a/(t) parat — a(t) = z(t) + iy (t) por
variavel complexa.

Passo 3: Usando ad — be = 1 e variavel complexa temos Ccll—f = m

Passo 4: Utilizando os Ppassos anteriores concluimos:

4 «
/()] _|ea(t) +d|”
lca(t) +d? Tm(a(t))

= lla’@®l.

Tais isometrias F sio de fato as isometrias que preservam orienta¢ao em H?2.
Por outro lado ¢ possivel verificar (vide Proposicao 5.101) que o segmento
de reta {yi € C,y > 0} ¢ geodésica.
Combinando nosso conhecimento de F' ¢ que o segmento vertical ¢ geo-
I / / /. 2 ~ /
désica, ¢ possivel gerar todas as geodésicas de H?: elas sdo os circulos com centro
em OH2 ¢ retas verticais, em particular verificando que o quinto postulado Eu-

clidiano nio ¢ mais valido, vide Figura 5.1

O modelo acima pode ser generalizado para o modelo do semi-espago hiperbo-



Figura 5.1: tres geodesicas do plano hiperbolico, ilustrando Exemplo 5.5

2
lico H" = {& € R™; 21 > 0} com métrica g1 = Y1y b

destaca que tal modelo ¢ isométrico a dois outros modelos: o hlpubolmdc no espago

de Minkowski ¢ o disco de Poincaré.

Neste problema iremos ver as diferentes representacoes do espago hiperbolico.

(a) O espaco de Minkowski ¢ definido como R ! com a forma quadratica
(z,2) =423+ - +a2 —a2 . Considere M" ! asubvariedade de
R definida como: M™ := {z € R 1 {x,z) = =1, 2,41 > 0}.
Verifique que a forma quadratica +dzf + - - - + da? — da? | restrita
a M"™ ¢ uma métrica Riemanniana go. Tal hipersuperficie com metrica
g2 sera chamado modelo do hiperboloide no espago de Minkowski.

(b) O modelo do disco de Poincaré ¢ definido como D™ = {x € R™, |z| <

dx? - . -
1} com a métrica g3 1= 4> 14 % Seja F a pseudo-inversdo

com polo s = (—=1,0,---,0) definida por F(z) = s — ﬁ%)s),
onde (-, -) ¢ a forma quadratica definida no Item (a). Mostre que f ¢
isometria entre M" e D™,

(¢) Seja G ainversio no R™ definida como G(z) := s+ Tﬂ(ﬁ 5‘2), com polo

s = (—1,0,...,0). Mostre que G ¢ uma isometria entre o disco de

Poincare D" e 0 modelo do semi-espago de Poincare H™

Sugestio Consulte e.g. Gallot, Hulin, Lafontaine (Se¢io 2.A, pagina 56,57) ¢ Carmo
(Capitulo 8, pégina 196,197).

Para futuras referencias, denotaremos os trés modelos pela lecra H”, destacando
o tipo de modelo quando for adequado.



5.1.2. Métricas em grupos de Lie e espacos quocientes de acdes iso-
métricas

Desejamos aqui listar a]gumas pmpriedades de grupos de Lie e agoes isométricas
(objetos que vimos rapidamente em capitulos anteriores) ¢ destacar exemplos de
métricas Riemannianas associadas a estes objetos, vide Proposicao 5.16 e Proposigio

5.32. Provas dos resultados aqui listados podcm ser encontrados c.g, em [AB15].

Grupos de Lie

(a) Uma variedade G ¢ chamada grupo de Lie se G ¢ um grupo ¢ as opera-

coes
S

GxGE>(x,y) — a2yelG
Gz — zle@

s30 suaves. Observe que a defini¢do equivale a dizer que G ¢ um grupo
e aoperagio G x G 3 (z,y) — zy~! € G ¢ suave.

(b) Um subgrupo H de G ¢ um um subgrupo de Lie se¢ H ¢ variedade
imersa (sem auto-intersecoes) e H x H > (z,y) — zy~! € H ¢

suave.
Um dos primeiros resultados da teoria de grupos de Lie nos fornece uma ferra-

menta dtll para ObECf Cxcmplos dC grupos ¢ subgrupos dC Lie.

Seja G um grupo de Lie ¢ H um subgrupo fechado. Entao H ¢ um sugrupo de Lie de
G mergulhado.

Mostre que GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R) , SL(n,C), O(n) e¢ U(n) sio
grupos de Lie.

SUGESTAO: Mostre diretamente que GL(n,R) ¢ GL(n, C) sio grupos
de Lie. Depois mostre que SL(nR) , O(n), SL(n, C), e U(n) sio subgrupos



fechados de GL(n, R) e GL(n, C) e use o resultado acima.

Recordemos agora que a cada grupo de Lie existe uma algcbra de Lie associada.
Um campo X e X(G) ¢ chamado campo invariante a esquerda sc X = dLgX
onde Ly : G 3 a — ga € G ¢ amultiplicagio a esquerda. E possivel mostrar
que tais campos de fato sio suaves. Segue da definicio que um campo invariante
a esquerda ¢ determinado por seu valor no espaco tangente TeG, i.c., X(g) =
dLyX (e). Assim chegamos a conclusio que 0 modulo dos campos invariantes a
esquerda, denotado aqui por g, ¢ um espago vetorial com a dimensao do grupo
de Lie G. Tambem ¢ possivel mostrar que g ¢ fechado pelo colchete de campos
de vetores, ou seja o colchete de dois campos invariantes a esquerda ¢ um campo

invariante a quucrda.

Seja g o modulo dos campos invariantes a esquerda do grupo de Lie G. Entio
g dotado do colchete de campos ¢ uma algebra de Lie chamada algebra de Lie

do grupo de Lie G.

Como X (9) = dLgyX (e) frequentemente estaremos identificando o campo X como
vetor X (e) € TeG. Também podemos dotar TG com o produco de Lie [V7, Vo] :=
[Xl, Xg]e onde X; (9) = dL4V; e Vi € ToG e provar que T, G com tal produto
de Lie ¢ isomorfo (admite uma bijecao linear que preserva produto de Lie) a g com o
colchete de campos.

Um outro conceito relevante em grupos de Lie ¢ o0 da cxponcncial de Lie. Seja
X € g. Entio ¢ possivel mostrar que existe uma unica curva integral Ax : R = G
do campo X. Ou seja Ny (t) = X (Ax(t)) e Ax(0) = e. A exponencial de Lie ¢
definida entao como

exp(X) = Ax(1),

A seguir algumas propricdades da aphcagﬁo cxponcncial de Lie.

L exp(tX) = Ax(t)

2. exp(—tX) = (exp(tX))~!

3. exp(tX + sX) = exp(tX) exp(sX)



4. exp : T.G — G ¢ suave e d(exp)o = id

Como podemos perceber tais propriedades sao as mesmas da aplicacio expo-
nencial de matrizes. De fato quando G ¢ um grupo de matrizes estas duas aplicacdes
exponenciais coincidem.

Seja G ¢ um subgrupo de Lie de GL(n, R). Mostre que a aplicagio exponen-
cial de G coincide com a exponencial de matrizes.

SUGESTAO: Defina ¢(t) := exp(tX). Usando o fato que ¢ ¢ um homo-
morfismo de Lie a I-parametro (ou seja p(s +t) = ¢(s)p(t)), conclua que
¢ ¢ solucio da ED.O, ¢/ (t) = ¢'(0)p(t) com p(0) = Id. Segue entio da
teoria de ED.O que €% = exp(tX).

Aceitando algumas propriedades da aplicacio exponencial ¢ a representagio
adjunta, podemos determinar explicitamente a algebra de Lie de grupos de Lie ma-
triciais.

Sejam G subgrupo de Lie de GL(n,R) e X, Y € g. Verifique:
I dLyX = gX ¢ dR,X = Xg.
2. Ad(9)Y = g(gexp(tY)g V=0 = g¥g "

3. Usando (sem demonstrar) o fato que %Ad(exp(tX))Yh:g =[X,Y]
mostre que [X,Y] = XY — Y X (comutador de matrizes).

Tambem ¢ conveniente destacar o proximo resultado sobre quociente entre gru-

pos de Lie que sera ucil no estudo de drbicas de acoes isométricas.

Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Entdo G/H admite uma unica
estrutura diferencidvel tal que m : G — G/ H ¢ aplicagdo suave. Além disto se H ¢
normal G / H¢ grupo de Lie e ™ éum homomorﬁsmo de Lie, i.e., um homomo;ﬁsmo
suave entre grupos de Lie.

Por fim vamos considerar algumas métricas nos grupos de Lie.



Seja Ry : Gor—xgeGa mdltipliczlgﬁo a direita. Uma métrica g em um
grupo de Lie G ¢ invariante a direita (respectivamente invariante a esquerda) se
Ry (respectivamente L) ¢ isometria da métrica g para todo elemento g do grupo.
Note que todo grupo de Lie admite uma métrica invariante a direita. De fato uma

tal mécrica podc ser definida como
gn(V, W) := (d(Ry,) 'V, d(Ry) "' W)

Ol’ldC <', > é um pl‘OdU,tO internto C]UZ‘L]C[U,CT em TeG De forma analoga, pOdC‘SC

demonstrar que existe uma n-forma invariante a direita, ou seja Rjw = w.

Considere s0(n) = TeSO(n) com produto interno definido como
(X,Y), = trXY*
onde X, Y € so(n). Defina uma métrica em SO(n) como
g(X,Y)y = (dR, 1 X,dR,1Y).

Conclua que tal métrica ¢ bi-invariante, ou seja Lg e Rg sdo isometrias para

todo g € SO(n).

Vale apena destacar que nem todo grupo admite uma métrica bi-invariante (i.c.,
que seja invariante a direita e a quucrda 40 mesmo tempo) e.g., SL(2,R). Porém

como vemos a seguir se o grupo de Lie for compacto, de fato tal métrica existira.

Seja G um grupo de Lie compacto. Entdo G admite uma métrica bi-invariante g,

Demonstragdo. Seja w uma forma volume invariante a dircita em G ¢ (-, ) uma mé-
trica invariante a direita quzﬂquer.
Defina para todo X, Y € T, G,
G
g, (X,Y) = / <dLgX, dLgY>gxw.
G

Primeiro afirmarmos que gG ¢ invariante a esquerda. De fato,

ggz(dLhX,dLhY) = /G<dLg(dLhX),dLg(dLhY)>g(hx)w

= /G (ALgn X, ALghY ) (gh)at- (5.1.1)



Fixe X,Y € TG e defina f(g) = (dLyX,dLyY)gs. Entao

/G(dLghX dLgnY') (gh)ew /f gh)w

= [ Rt
/fw (5.1.2)

= / (dLyX,dLyY ) gpw
G

= gl(X,Y).

Das Equacoes (5.1.1) e (5.1.2), segue que g% ¢invariante a esquerda.

Verificamos agora que gG ¢ invariante a direita.

g% (AR, X,dR,Y)

Acdes Isométricas

_ /G (ALy (AR X), ALy (AR )}y (o) @
= /<dthLgX, dthLgY>(g$)hw
G

= /G (dLyX,dLyY ) 4o w

= ¢gY(X,Y). O

Uma vez Compreendido 0 exemplo de métrica bi-invariante em grupos de Lie com-

pacto, veremos a seguir espacos quocientes M /G, onde G ¢ um subgrupos fechado

de isometrias de uma variedade Riemanniana (M, g) e apresentaremos métricas

naturais nestes espacos, vide Proposi¢ao 5.32.

Iniciemos apresentando algumas definicoes e resultados mais gerais sobre acoes

préprias.

Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade. Uma aplicacio p : G x M —

M ¢ chamada agdo a esquerda se

(a) (g1, u(g2,x))

= (9192, x)



b) ple,x) ==

Vale aqui defini¢ao analoga para acio a direita. Por vezes, pode ser conveni-
ente denotar (g, x) simplesmente por g - x.

Um exemplo simples de uma acio (a esquerda) ¢ dado por um grupo fechado
G C GL(n) agindo em M = R" via multiplicacio matricial, i.c., consideremos
p: G x R™ = R" onde p(g,v) = gv. Outro exemplo comum sio as acdes dada
por fluxos de campos completos. Mais precisamente, considere um campo X e
X (M) em uma variedade M ¢ suponha que seu fluxo ¢ = !X esteja definido para
todo tempo t. Entdo podemos definir p1 : R X M — M como pu(t, z) = @¢(x).
Em particular neste iltimo exemplo a curva integral do campo passando por x ¢

um exemplo do que chamamos érbita passando por .
P q p P

Uma orbita passando por z ¢ definida como sendo o conjunto

G(x) := {p(g,7)|;Vg € G}.

As Orbitas particionam o espaco, sendo que O conjunto das orbitas ¢ chamado

espago de orbitas ¢ ¢ denotado por:
M/G = {G(z);Yx € M}.

Outro conceito relevante ¢ a defini¢ao de grupos de isotropia G, de © € M.

Gy = {g;u(g,a}) = CC}

(a) Sejam G =S0O(3), M = R3¢ acao matricial g : SO(3) x R3 — R3,
ie., pu(g,v) = gv. Entio se  # (0,0,0) temos que a 6rbita G(z) ¢
esfera de raio ||z]| e a isotropia associada a z ¢ G = SO(2). Casoz =
(0,0,0) entao G(x) = {(0,0,0)} e a isotropia G(gp,0) = SO(3).
Note também que neste exemplo M /G = [0, c0)

(b) Seja M? superficie mergulhada em R? invariante por rotagio no eixo
I3, ou seja, uma superﬁ'cie de rotagdo. Entdo a rotagdo induz uma
acio St x M — M sendo que a curva geratriz (continda no plano



{(0,22,23) € R3; 29 > 0}) sc torna o espaco de orbitas M/G. As
orbitas sao circulos, os “paralelos'da superficie de revolugao. A isotro-
pia para todo ponto que ndo ¢ um “polo'i.c., que nao estd no cixo x3 ¢
trivial.

(c) Sejam G = S xR, M = C xR e considere a acao pu((s,t), (z,1)) =
(s - z,t+1). Neste caso as Orbitas sio ou cilindros (se z # (0, 0,0))
ou o eixo z3 (se x = (0,0,0)) sendo que as isotropias nestes casos
sd0 ou triviais ou 0 St respectivamente. O espago de érbitas entio é o

semi-plano M /G = {(z1, 2, x3), 21 = 0,22 > 0}.

Observe que nos exemplos acima as Orbitas sempre sao subvariedades mergu-
lhadas. Esta ¢ uma das propriedades interessantes da assim chamada acao propria,

a qual gCl’lCI"AliZf{ agio dC grupos COl’l’l‘p’J.CEOS.

Uma acdo p : G X M — M ¢ uma agio propria sc a aplicacio G x M 3
(g,2) = (u(g,z),x) € M x M ¢ propria, ou seja se a pré-imagem de

conjumos compactos é compacto.

E possivel mostrar que uma agdo ¢é prdpria se e somente se para toda sequéncia {xp, }
em M e p(gn, xn) em M cal que x, — x ¢ p(gn, Tn) — y pudermos concluir
que existe uma subsequéncia {gn, } convergente em G.

Segue direto da defini¢ao que todo grupo compacto G age sempre propria-
mente em variedades. A seguir um outro exemplo de agdo propria. Lembremos que
uma agio ¢ livre se senhum pg(-) 1= p(g,-) fixa pontos quando g diferente da

identidade.

Seja H subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Mostre que a acio G x H —

G definida como g - h := gh ¢ uma acio a direita, livre, propria.



Sejam p: G X M — M acao e pi* : G — M definida como 1% (g) = p(g, x).
Entao

(a)

gt G/Gy — G(x) C M ¢ uma imersao sem auto-intersecdes, onde fi
¢ a unica fungdo tal que i* om = p*emw : G — GGy ¢ a projecao

canonica.
Se a agdo for propria entao fi* ¢ um mergulho. Em particular G(z) ¢ varie-

dade mergulhada.

Verifique que S™ = SO(n + 1) /SO(n).

Acoes proprias estao relacionadas com ac¢oes de grupos fechados de isometria.
Antes de explorar este relacio, apresentamos o teorema a seguir devido a Meyers-

Steenrod.

Seja M uma variedade Riemanniana e denote por 1so(M) o grupo de isometrias
de M. Entdo todo subgrupo fechado na topologia da convergéncia compacta ¢ um
grupo de Lie. Em particular Iso(M) ¢ grupo de Lie. Além disto se M for compacta,

Iso(M) ¢ compacta.

Seja G C Iso(M) subgrupo fechado. Entdo a acao p : G x M — M definida

como (g, x) = g(z) ¢ uma agdo prépria.

E possivel também mostrar um resultado reciproco. Ou seja, para toda agao prépria

p: Gx M — M existe uma méerica em M tal que (G, -) se torna um subgrupo
(&

fechado de isometrias.



Seja i : GXM — M agao livre e propria. Entdo M /G tem estrutura de variedade
em: M — M/G ¢ submersao. Além disto para todox € M/G ey € 71 (z)
existe aplicagdo suave S : U — M (segdo local) tal que S(x) = yemo S = Id.

Considere a esfera S#nt1 = {z € Crtl = R2n+2, ‘Zl|2 4+ + |Zn|2 =1}
e p: St x §2HL 5§20+ definida como (g, 2) = (9- 21, -+, 9 * Znt1)-
Entao P*(C) = SQn'H/Sl (espaco projetivo complexo) ¢ variedade e 7 :
S+l s P?(C) é submersio.

Verifique os difeomorfismos abaixo:

(a) P"(R) =SO(n+1)/S(O(n) x O(1)).

(b) P*(C) =SU(n+1)/S(U(1) x U(n)).
SUGESTAO: Para mostrar por exemplo que P*(R) = SO(n + 1)/S(0(n) x
O(1)), note que a agio de SO(n + 1) na esfera S™ induz uma ag¢ao em P (R

(visto que agao de matriz comuta com a acao por multiplicagio por escalar).

Considere agora as hipoteses do Teorema 5.28. Desejamos dar uma meétrica a
M/G de forma que m : M — M /G se torne uma submersio Riemanniana.

Uma submersio 7 : (M, gM) — (B, g?) é uma submersio Riemmanniana
se para qualquer p € M a derivada dmy, : Hp — Tr(pp) B ¢ isometria, onde
H, é 0 espaco normal as pre-imagem 7 (7(p)).

Sejam (M, gM) variedade Riemanniana ¢ G subgrupo fechado de isometrias de
Iso(M). Suponha que a agao pr : G x M — M definida como (g, z) = g(x)
¢ livre. Entdo existe uma tinica méerica gM/% em M /G tal que w: M — M /G



/ - . .
¢ uma SLL[???”L@’S&ZO Riemanniana.

Dcmonstmgdo Seja Ha diitribuigio normal as Orbitas. Observe que tal distribuigio
¢ suave. Observe também que, dado um vetor Vg € T, 7(M/@G), existe um tnico
vetor V € Hp tal que Dﬂpr = Vg, onde p € m1(g). Podemos entio definir a

mCtl ica como

Devemos verificar primeiro que gM/G estabem definida. Note que como wi() =
g(+) ¢ isometria, sua derivada leva Hy, em Hyp). Assim se Vo € Hy, temos que
D;ﬂf/ € Hgy(p)- Por outro lado sabemos que 7 = 7 0 9. Assim D o D;ﬂf/ =

D7V, Tais fatos permitem entio concluir que gM/G esta bem definida.

Para mostrar que gM/G ¢ suave defina Py : Ty M — Hy como projecio orto-
gonal e note que P, depende suavemente de 2. Seja S : U — M uma secio local.

Entao

o 8 ) )
MG 2y =gM (P.d(S),—, Ppd(S),—

e o lado direito depende suavemente de Y.

8y

Visto que P*(C) = S /St seque da proposido acima que a submersdo m
Sty §2nHL /S induz uma mérrica Riemanniana em P*(C). Tal métrica é

chamada de métrica de Fubini-Study.

Considere:

1. G uma grupo de Lie com métrica bi-invariante g¢ (e.g, um grupo de

Lie compacto);
2. H um subgrupo fechado de G (e assim grupo de Lie);
3. g&/H méerica Riemanniana definida na variedade G/ H pela Proposi-
¢do0 5.32;

4. 74 : G/H — G/H a translagio no quociente, i.c., 7y(x) = gz H.



Verifique que para cada ¢ € G, temos que 74y : G/H — G/H ¢ uma

isometria, concluindo entdo que (G/H, gG/H) ¢ uma variedade Riemanni-
ana homogénea, i.c., para todo z,y € G/H existe uma isometria ¢ tal que

p(r) =y.

SUGESTAO: Sejam C g = T, G o subespaco (nio precisa ser subalgebra
de Lie) normal a subalgebra de Lie h = T¢H com respeito a métrica bi-
invariante g&. Defina a distribuicio g — D(g) = dLym C T,G. Verifique
que tal distribuicao ¢ de fato a distribuicao normal as drbitas da acao a direita

w: G x H— G definida como u(g, h) = gh.

Exemplos centrais de espagos homogéneos em Geometria Riemanniana sdo os assim
chamados espagos simétricos. Uma variedade Riemanniana (M, g) ¢ chamada es-
pago simetrico s para cada p € M existe uma isometria, op : M — M tal que
op(p) = pecomd(op), : TyM — T,M atendendo doy, = —1d, vide [IT] ¢
[Jost].

Terminamos esta se¢do considerando a¢des proprias discretas.

Uma aplicacio 7 : M — M ¢ um recobrimento sc:
! .
(a) m ¢ suave e sobrejetora;

(b) para qualquer p € M existe uma vizinhanga U de p tal que 77 1(U) =
Ui Vi onde V; sdo abertos disjuntos e my;, : V; — U ¢ difeomorfismo.

Sabemos que toda variedade M admite recobrimento M tal que M ¢ sim-
plesmente conexo. M ¢ chamado recobrimento universal de M. Note que se
(M, g) é variedade Riemanniana com métrica g entio podemos definir uma mé-
trica g := 7*g em M e com esta métrica a aplicacio recobrimento se torna uma
isometria local. Neste caso dizemos que (M, g) ¢ um recobrimento Riemanniano
de M.

Segue entdo do Teorema 5.28 que se G um grupo discreto, i.e., com topologia discreta
agindo livre e propriamente em M, entao 7 : M — M /G ¢ recobrimento.



Seja {a;} uma base de R™. Um lattice I associado a esta base ¢ o conjunto
de todos os vetores ) | kja; para kj € Z. Identificando I' com o subgrupo de

translacdes podemos fornecer ao quociente R™/I" estrutura de variedade.
(a) Mostre que existe um difeomorfismo 7 : R™/T" — T™.

(b) Seja gr métrica definida em T" tal que 7 : R"/I" — T™ ¢ isometria.
Mostre que gr e g definidas em T™ sdo isométricas se e somente se

existe uma isometria em R™ que envia o lattice I no lactice I

5.1.3. (*) Métrica de um sistema mecanico interligado

Nesta secao opcional iremos apresentar uma métrica que descrevera a energia ciné-
tica de um corpo (no plano ou R3) com centro de massa que se descoloca no espago,

sendo que o corpo pode também girar em torno do seu centro de massa.

Enérgia cinética vista como métrica (semi) Riemanniana

Considere uma regido B (contida no plano R? x {0} ou espaco R3), a qual modela
um solido, com uma medida g (e.g, forma volume, i.e, dpu = vol), a qual modela sua
densidade. Considere a variedade SO(3) x R3, a qual modela todas as configuracdes
possfvcis do nosso sélido.

Uma curva t — a(t) = (Q(t), R(t)) € SO(3) x R3, descreve um (possi-
vel) movimento deste solido em seu espaco de configuragio. A funcio t — R(t)
descreve a translacao do centro de massa com respeito a um referencial fixo (o re-
ferencial candnico na origem); ea fun(;;io t — Q(t) mede a rotacao do soélido em
torno do seu centro de massa. Podemos entdo associar a esta curva @ uma energia

cinética definida como

B, (1) = % /B 10z + R(1)|2dp. 5.13)

Nosso objetivo aqui ¢ definir uma métrica g semi-Riemanniana (i.c, simétrica,

nao negativa definida) em S@(?)) x R3 que atenda a seguinte propricdadc:
g(a(0),a/(0)) = 2K E,(0). (5.14)
Para isto precisamos introduzir alguns conceitos.

1. KEans(t) := %M(B) HR(t) |? a energia cinética de translagio;



0 —& &
2. ¢ : R3 — T.SO(3) definido como (&) = A¢ :== | &3 0 =&
& & 0

3. I.(v) = — fB Az Az (v)dp, tensor de inércia (em torno do centor de massa),

vide Lemma 5.38 abaixo para maiores detalhes;

4. Z(t) = oHQMQ));
5. KE o (t) = %(ICZ(t), Z(t)), energia cinética de rotagio.
Antes de seguirmos torna-se necessario fazermos alguns comentdrios sobre o

L.
tensor d_C mercia.

O tensor de inércia Ic(v) = — fB AL A, (U)de éuma aplicagdo linear simétrica
com auto-valores ndo negarivos, os quais sao chamados inércias principais.

Demonstragao. Utilizando que A, ¢ anti-simétrica temos:

(Iv,u) = —/ (A Azv, u)dpsy
B

= / (Agv, Agu)dpy.
B

Substituindo por v ]"i podemos concluir que: <Icv,v> > 0 (o que implicaré
que as inércias principais serdo nao negativos). Usando novamente que A, ¢ anti-

.. . .
simetrica H’IECI'H’HOSZ

/(sz,Axu>d,ux = /(v,AxAxu>d,ux
B B
= (v, I.u)

. . / . ! . . . ~
ou seja conclulmos que Ic € s1imetrica, termmzmdo assim a demonstragao.

KEo(t) = K Epans(t) + K Eyor(t).



Demonstrag¢do. Notemos primeiro que:

KE(0) = [ 1R
+ [ (). Q0a)an
+3 [ 10l

A . . . /
Observemos agora Cada um dOS res termos acima separadamente. O primeiro ¢ o

mais simplcs. De fato:

1 . 1 .
- / 1B P = Lp(BYRWIP = K Byns(). 619
B

Afirmamos que o segundo termo ¢ zero, i.c.,

/B (R(1), Q(t)x)dps = 0. 5.6

Para tanto note que, por hipotese, nosso tensor de increia ¢ referente ao centro de
massa ¢ assim fB xdp = 0. Logo, para todo v fixo temos

0= <v,/B;1:du) :/B(v,x>du.

Assim fB<R(t), Q(t)x>du = fB <Q(t)tR(t), xz)dp = 0, o que termina a prova
da Eq. (5.1.6). Por fim afirmamos que

s /B 1QalPdu = S{12(0), Z(0) = KBrath).  (517)

Afim de provar esta equagio, recordemos a relagao da aplicagio 9 com o produto
vetorial, i.c.,

Aju=vXu=—uxv=—A,, (5.1.8)

e recordemos também a defini¢ao de Z() i.e.,

Az =%(Z(t) = Q'(H)Q(1) (5.1.9)



Utilizando as Equagoes (5.1.8), (5.1.9) ¢ o fato de que Ay, ¢ anti-simétrico temos:

(1.2(1), Z (1) = - /B (A, A, Z(1), Z(8)du

_ /B (A Z(t), A Z(t))dps

(Ség)/B<AZ(t)I’AZ(t)$>dH

L Q00w QO
B

_ /B (@), Qb)) dp

O que termina a prova da Eq.(5.1.7). As Equagoes (5.15) ,(5.1.6) ¢ (5.1.7) implicam a
proposicio. O

A Proposic¢ao 5.39 implica a Equagao (5.14), uma vez que a métrica semi- Rie-

manniana g seja definada da forma abaixo.

Para V; = (X, Y;) € TpSO(3) x TPR?’ definimos:
1
KEtrans(VYIa ‘/2) = 5#(3) <Y17 Y2>

K Bro(Vi, Vo) = 3 (0™ (@'X0), 67 QX))

g(Q,p) (Vla VQ) = QKEtrans(Vla VQ) + QKEmt(Vl, Vg)

De forma andloga, dados varios sélidos (B1, pi1) - - - (Bn, fbn), temos para cada
(Bi,ui) uma forma nio negativa g;. Definimos a métrica (semi) Riemanniana

gzzgi
i

Dado um sistema mecanico intcrligado M mcrgulhado no sistema mecanico livre
(SO(3) x R?) x -+ x (SO(3) x R?) a métrica em M ¢ a métrica induzida, i.c.,

. /. ! . ! . . . . 4 4 .
Z*g. Em varios casos CIC{SSICOS [3.1 metrica semi-Riemanniana ¢ dC fato uma metrica

como

Riemanniana (i.c., ndo ¢ degenerada).



Energia cinética do brago robético

Consideremos agora braco robotico com r; = %, vide Exemplo 1.2 ¢ Observacio

1.4. Consideremos a parametrizacao
¢:UCR? — M cC (SO(3) x R?) x (SO(3) x R?)
(01,02) — ((Q(th Ri(61)), (Q(62), Rz (61, 92)))

onde
l
Ri(bh) = 5@(91)61

Ry(01,02) = 11Q(01)e1 + %Q(92)€1

cos(f) —sin(f) 0
Q(f) = [sin(d) cos(f) O
0 0 1

¢ calculemos de, verificando que de fato ¢ ¢ uma imersao.

Q(01) 0
9y _ | 3Q0)e O | 0
96, 0 00, Q(62)
1hQ(01)er LQ(02)e

Observemos que eg ¢ auto-vetor dos dois tensores de inercia I, (um referente
a0 braco e outro ao anti-braco). Notemos também que =1 (Q(0)) = es. Juntando
tais observacdes com a propriedade do fluxo (ie., Q(t) = Q(t)Q(0)) concluimos
que: ‘ ‘

(I~ Q(0:)Q(6:), v~ ' Q"(0:)Q(6:)) = (Ieie3,e3) = N,
onde A; ¢ 0 auto-valor associado ao auto vetor eg dos tensores de inéreia I, (2 =
1,2). Assim
O*KEyo = " KE}

rot

A A
+o*KE2, = %d@l ® do; + ;d«% ® db,.

O caleulo de p* K Epyans = ¢*KE} s+ K E2. .00 segue de forma mais direta.

mll% + 4m2l%
8

1
+ Zthm cos(fs — 91)(d¢91 ® dfy + dfr ® d@l)

1
©* K Etrans = dfy ® do; + gl%deQQ ® dbs



Juntamos as duas equagoes € utilizando a Deﬁnigﬁo 5.40 concluimos:

. A+ i(ml + 4m2)l% %lllz COS((91 — 92)
8T | mayyly cos(6) — 6,) Ao + tmol3

. . ~ . . A . . I
Para maiores dlSCUSSOCS £a1s cCOmo Outros sistemas mecanicos mterhgados, € varias

de suas propricdudcs vide [BLO4].

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Uma conexdo Riemanniana (ou conexio
de Levi-Civita) associada a métrica g ¢ uma aplicagﬁo R-bilinear

V:iX(M)xX(M)— X(M)
que atende para qualquer X, Y, Z,ex(M)e feC®M):

(@) VgV = fVY

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo existe uma tinica conexdo Rieman-
niana em T'M. Tal conexdo ¢ dada pela formula de Koszul abaixo:

2g(VyX,Z) = Xeg(V,Z)~Zeg(X,Y)+Y eg(Z X)
- g([X,Y],2) - g(X,2],Y) —g(lV, 2], X).

Demonstragdo. Suponha que a conexdo Riemanniana existe. Entdo temos pela com-
patibilidade com a métrica que:

— —

Xeg(V,Z)=g(VgY,Z)+g(Y,ViZ)



Zeg(X,Y)=g(V;X,Y)+g(X,V,;Y)
Yeg(Z,X)=g(VyZ,X)+g(Z,ViX)

As equagdes acima e o fato da conexao ser livre de torsio implicam que:

Xeg(V,Z)-Zeg(X,Y)+YVeg(Z,X) = 2g(VyX,Z)+g(X,Y],Z)
+ g([X,Z.Y) +g(lY, 2], X),

a qual por sua vez implica a formula de Koszul. Por fim, pode-se verificar que a

férmula dC KOSZLL] dCﬁHC uma conexao Riemanniana. ]

— m ~

Dado um campo V = Z v;€; (vide equagio 1.3.1), vamos definir a derivada
i=1

Euclidiana do campo V' na direcao de um vetor W (com p¢ em p), como

DwV, =Y dvi(W)e;.
=1

Seja M™ variedade mergulhada em R™F*. Dadop € M definam, : T,R™* —
T, M como projecao ortogonal no espago tangente Ty M de um vetor com pe em
p € M (ndo necessariamente tangente a variedade M). Defina o operador conexdo

tangente como V : X(M) x X(M) — X(M) onde

/ - . . . ! . . .
Este operador ¢ de fato a conexao Riemanniana associada a métrica induzida

Demonstragdo. E ficil verificar que é R-bilinear. Entao basta verificar os itens da

Definicao 5.41 . Como ela ¢ tnica, entdo sera a conexdo da métrica induzida.

(a)



(c) Sejape€ Mea: (—ee) CR— Mumacurvaem M tal que (0) =pe
o/(0) = X Sejam Y ¢ Z extensoes de Y e Z a R™ K Temos

X e g(?, Z) :%g(Ya(t% Za(t))‘t:()
= (Talt), Za(0)) |

=g(V3Y,Z)+g(Y, V7).

(d) Pararesolver o item (d) iremos assumir o seguinte fato:

—

D:Y — Dy X =: [X,Y] € X(M),VX,Y € X(M).

Assim sendo, temos:

onde a tltima igualdade segue do fato suposto.



as

Seja G'um grupo de Lie com métrica bi-invariante g e com conexido Riemanni-
anaassociada V : X(G)xX(G) — X(G). Sejam X Y, Z campos invariantes
a esquerda. Prove que:

—.

(3) g([}?,?],Z) = _g(?’ [XaZ])

(b) VY = 3[X,Y].

—

Sugestdo: Para o item (a) pode-se usar %Ad (exth))?\tZO = [)Z,Y]
onde Ad (') = dL.ix o dR,—ix. O item (b) pode ser demonstrado utili-
zando a formula de Koszul.

Sejam (M™,g) e (M™, g) variedades Riemannianas e V e V suas conexdes

Riemannianas. Seja F' : (M, g) — (M, g) isometria. Mostre que
deV)}ng = (VXIXQ)F@),
onde )?Z = F*)?i, ou seja XZ oF = dF)?i para )Z'Z € f(M)

Sugestdo: Utilize o fato que (X1, X5 0 F = dF[X|, Xo] ea equacio de
Koszul.

/. . . - . .
O exercicio acima pode ser generalizado para submersdes Riemannianas, com

devidas mudangas.

Seja T : (M L&) — (M, g) uma submersdo Riemanniana ¢ V ¢ V as conexdes
Riemannianas de M ¢ M respectivamente. Sejam X; e X(M)e X; € %(M ) seus
levantamentos horizontais, ou seja X; = m.Xi e Xi(x) € H(z), para todo x €
M , onde a distribuicdo H corresponde ao espago normal das fibras de 7. Seguindo a
prova do exercicio acima pode-se verificar que:

—

é(ﬁgi)?j, Xp) = g(VXin,Xk).

Vamos agora descrever nossa conexio Riemanniana utilizando coordenadas:



Seja U uma vizinhanca coordenada de p € M e {&;} referenciais de T'M |y,
cg &(p) = % == dip~(ej) onde i : (U) — V C R"™ ¢ um sistema de
coordendas.

Suponha w=% wiaixi V= v;€; Temos entio que

? J

ViV o= Vi D oug
j

= Z(W o ;) + Z v; V&

J J
= Z(Wka)ﬁk +Z’UjUJiV%€j-
k ij '

A equacao acima entao imp]ica que

ViV =) AW evp) + Y wi;TF;}&, (52.1)
k

i?j

onde a funcio Ff“‘j ¢ chamada simbolo de Cristoffel ¢ ¢ definida como
2

v%@- = Ek: &, (5.2.2)

E importante observar que a férmula acima garante que (V 3, V')p depende apenas

do vetor W (p) e ndo do campo w.

Sejam M superﬁ'cie mergulhada em Rg, V a conexdo Riemanniana associada
amétrica induzida g e I';; os simbolos de Cristofell associados a uma parame-
trizacio ¢ ¢ |[U C R?2 — V' C M Verifique as igualdades a seguir (as quais
garantem que I';; podem ser obtidas diretamente da métrica g, ou seja que V



pode ser definido em termos de g).

1
g+ T3 g0 = 2 0w, 81
0 1 0

I g0+ T3 g0 = 87u1g12 - iangn

1 0
F%an + F%ng = 587@%11

1
Tlogio + T2g00 = =

B 87u1g22
0 1 0
F%qu + T%zgm = aiqum - iaT“gQQ

10
F%lez + F%zgm = 587@%22

Seja @(t,0) = (r(t) cos(8),r(t) sin(f), h(t)) parametrizacio de superficie
de revolucio M2 em R3. Suponha que (R/(t))% + (r'(t))? = 1. Verifique que

que os S{n’lbOlOS dC CI’iSKOfCH associada ay sa0:

F%l = 0 ) F%l = _7“(75)7"/(75)
"(t

r, = = ((t)) , 2, =

ri, = 0 , I3 = 0

Utilizando a férmula de Koszul ¢ possfvel concluir:

w1 Z (3gj,k; n gk agz‘,j)gk,m

wi = 5 A 8332‘ 8a:j 8.’Ek

onde (g%) ¢ a matriz inversa de (g; ;) e Ffi ; sdo os simbolos de Cristoffel.

A equagio (5.2.1) admite uma formulagio matricial.

ViV = DyV + AWV (52.3)



onde Dy V' ¢ a derivada de campos em R™ ¢ A(+) ¢ a matriz de 1-formas definida
como

ak’j(') = Z Fﬁjdxi, (5.2.4)

onde dxz(a%) = 0jj i.c., fixo p temos que os funcionais lineares da; : T, M — R
J

sdo os duais dos vetores (%(p))

A equagdo (5.2.3) implica que o espago de conexdes ¢ um espago afim. De fato dado
duas conexdes D+ Ae D + A podemos definir a soma destes vetores com pé como
D+A+Aca multiplicagiao por A € R como D + XA. Por este motivo, um
operador que atende (a) e (b) da Definicdo 5.41 ¢ chamado conexdo afim.

Conexao nos permite derivar campos tangentes a uma variedade. Mas se tiver-
mos um campo ¢ — V(t) que esta apenas definido ao longo de uma curvat — a(t),
como derivar? Lembrando que se a curva nio for mergulhada nao necessariamente
um campo ao longo de uma curva se estende para um campo em M ou seja V' (£) nao
precisa ser V o a(t) para V € X(M). Assim a resposta a esta pergunta nio ¢ sim-
plesmente dizer restrinja a conexio ao longo da curva. Felizmente como veremos
na proposicao a seguir, de fato a questao nao é complicada.

Sejam V' a conexdo Riemanniana de (M, g) e o : I — M uma curva suave por
partes. Denote I'(a*T' M) 0 espago dos campos vetoriais ao longo da curva c. Entao
existe um unico operador % :DNa*TM) — T'(a*T M) tal que

@ F(V+W)=FV+ W
(b) %(fV) = f’V-|—f%Vpamf : I — R suave.

() SeV e T(E) e V(t) :=V(alt)) entdo 3V = VoV

Demonstragdo. Se % atende a propriedade (¢) entdo ela deve se descrita em coor-
denadas como:

(%V)(t) = >l + Y wi® v ()T 0 )} & o alt)
" i



Onde V(t) =Y vk ()€ oa(t) e /() = > x;(t)a% o a(t). Em outras palavras
k i ‘
vv DV

— =+ A )V (2.

VDV A ov
Também ¢ claro que a equagdo acima atende (a) ¢ (b)e assim temos a existéncia
local. A unicidade local e existéncia local garantem entio a existéncia e unicidade

global. O

Munidos com o conceito de derivada covariante podemos introduzir o conceito
de paralelismo. Um campo t — V/(t) € ToyM ao longo de uma curva o ¢

chamado paralelo se SV (t) = 0 para todo ¢.

Sejam V' a conexao Riemanniana de (M, g) ¢ o : [a,b] — M uma curva suave
por partes. Seja V- € Tyy(q). Entdo existe um unico campo V- € T'(*T'M) paralelo
tal que V(a) = V.

Demonstragdo. Considere uma parti¢ioa = tg < t1 < --- < t, = bral quea
curva restrita a’[ti,ti+1] esta contida em uma Vizinhanga coordenada. Vamos provar
primeiro o resultado para cada uma destas curvas. Como vimos na demonstragio

da Proposi¢do 5.53, em uma Vizinhanga coordenada, %V =0 equivale a
0="> {vp(t) + > _2(t) v () TF; 0 a(t)} (5.2.5)
k .3

Tal E.D.O tem uma tnica solucio Y | v;(t)&j 0o a(t) em [ts, ti41] que coincide em ¢;

J
com um certo vetor dado V' € an(ti) ¢ isto demonstra o resultado para ¢ [ti i)

Pela unicidade das solugées, as solugées coincide nas intersecoes das Vizinhangas
coordenadas e isto permite estender a solugio para todo [a, b]. O

Com as hipoteses da proposi¢ao acima o vetor V(b) € Ta(b)M ¢ chamado trans-
porte paralelo do vetor V' € Ty, (q) M e denorado por

PV :=V(b).

Com um transporte paralelo podemos conectar as fibras Tp(qy M com Ti ) M, dai



0 nome conexdo. E importante observar que em geral o transporte paralelo depende do
caminho, vide Exercicio 5.57.

Seja (M, g) variedade Riemanniana com conexdo Riemanniana V. Seja v :
[0,1] — M curva suave por partes. Demonstre que o transporte paralelo ao
longo de av induz isometria entre Ty 0y M e Tty (1) M.

Sejam M superﬁcie mcrgulhada em R3 ¢ V conexio Riemanniana associada
a métrica induzida. Seja 7y : [0,a] — M uma geodésica com velocidade 1
ou seja %’y/(t) = 0 (ou seja pedaco de grande circulo). Dado eg € T7(0)M
unitario com g(e2(0),7/(0)) = c.

(a) Definat — ez(t) campo paralclo a0 10ng0 de 7y com 62(0) = eo.
Verifique que g(ea(t), 7 (t)) = ¢ para todo ¢,

(b) SejaS? esfera com métrica candnica (i, induzida de R3) Verifique que,
dado X € Tp82 eY € TpS2, existe caminho (suave por partes) com
com Y = P,X, vide Figura 5.2.

Aqui é 0 momento adequado para destacarmos ao leitor, que muito do que discutimos
ate agora pod@ria ser refeito mutacis mutandis (com excecao do item (d) da dcﬁni—
¢do da conexdo Riemanniana e da unicidade da conexdo) para um fibrado vetorial
RF — E — B que admita uma métrica nas fibras (frequentemente chamamos
isto de fibrado euclidiano). Por exemplo poderiamos considerar uma variedade mer-
gulhada M™ em um espago euclidiano, mas no lugar de considerar a conexao tan-
gente (derivar no ambiente e projetar no espago tangente) poderiamos considerar a
conexdo normal (derivar no ambiente ¢ projetar no espagos normais) do fibrado nor-
mal E = v(M) = UgvyM, onde vy M denota os vetores normais a Ty M.
Mais precisamente poderiamos definir V¥ @ X(M) x T'(E) — T'(E) como



§ 5.2. Conexdo Riemanniana e o transporte paralelo m

Figura 5.2: ilustrando Exercicio 5.57

—| Continuacdo. I

%€ = (Dx&)” A méerica fibras do fibrado normal sao simplesmente a restri-
¢do da métrica aos vetores normais de sua variedade mergulhada. Assim conexdo,
derivada covariante, transporte paralelo que preserva metrica nas fibras, podem ser
feitos. De fato uma das razdes para denotarmos & no lugar de nossos vetores coorde-
nados (quando consideramos a conexdo Riemanniana) ¢ ja deixar a notagdo correta
paraesta genemlizagdo direta. O que ndo conseguimos genemlizar neste contexto mais
geral seria a unicidade da conexdo (adaptada a métrica), justamente por ndo poder-
mos falar mais no conceito livre de tor¢do (que deixa de fazer sentido). O leitor que se
sente mais confiante com a linguagem de fibrado vetorial pode tentar rever as provas
levando em consideragao esta observagdo.

Observacao 5.59. Conexao pull-back

A derivada covariante ao longo de uma curva ¢ na verdade a conexio pull-back no
fibrado pullback o* (E), conceito que discutimos rapidamente na observacdo a seguir.
Seja (E™+E M™, 1) uma fibrado vetorial com conexdo afim V. Seja ¢ : B —
M uma aplicagao suave entre uma variedade B e a variedade M. O espago total do

fibrado pull-back ¢ definido como
g E = {(p, V) € M x Elp(p) = m(V)}

(E, B,m1) se torna entdo um fibrado vetorial, onde a projecao m1 : ¢*E — B
¢ definida como w1 (p, V') = p. Observe também que ¢ o T = 7 o @ onde




@ ¢*E — E ¢definido como p(p, V) = V.
De forma analoga a prova da Proposicao 5.53 ¢ possivel mostrar que existe uma
Uunica conexdo ©*V em p*E tal que

(" V)wV oo =VaipmHV

ondeVeT(E)eW € X(M).

Dado um ponto p de uma variedade M (base de um fibrado E™E com conexdo V)
e uma curva fechada o [O, 1] — M™ (i a((]) = Oz(l)) o transporte pamlclo
Po : B, — Ep induz um isomorfismo entre as fibras de Ep,. O grupo gerado por
tais isomorfismo ¢ chamado grupo de Holonomia de p ¢ denotado por H ol

« O teorema de Ambrose-Singer garante que o grupo de Holonomia Hol,, de
uma conexido V em um fibrado (E, M, 7) ¢ de fato um grupo de Lie.

Quando consideramos a conexdo Riemanniana em uma variedade simples—
mente conexad, compacm( ou mais g@mlmcmc completa) a dccomposigdo da re-
presentagdo da componente conexa Hol (p)° x (TyM =Vo®--- V) —
(TyM = Vo @ --- @ Vj,) implica a decomposicao do préprio M ou seja
M:M0><~"><Mk.

« No caso em que a conexdo ¢ Riemanniana, o grupo de Holonomia passa a
desempenhar um papel importante na classificagao de variedades. O celebrado
teorema de Berger garante que se o grupo de holonomia de uma variedade
Riemanniana (irredutivel) ndo agir de forma transitiva em Tle = {v €
Ty M, ||v|| = 1} entdao M serd um espago localmente simétrico.

Aquivale apena ressaltar que um espago M ¢ chamadado localmente simétrico
se para qualquer p € M existe uma isometria oy © Be(p) — Be(p) que re-
verte toda geodésica y saindo de pi.e., 7(0) = p ou seja opoy(t) = y(—t).
Por outro lado os espagos simétricos (que recobrem os espacos localmente simé-
tricos) sdo classificados. Assim sendo o conhecimento da agdo do grupo de
Holy, pode determinar completamente uma variedade M se M for simples-
mente conexa irreduttvel e o grupo ndo agir transitivamente na esfera unicaria

T,M*.



Nesta se¢io veremos como conexdo Riemanniana V : X(M) x X(M) — X(M)
induzira uma distribui¢ao H em T'M e construiremos uma métrica g (a assim cha-
mada métrica de Sasaki) tal que 7 : (T'M, g) — (M, g) tornar-se-a uma submer-
sio Riemanniana, sendo H sua distribuicao horizontal.

Levando em considemgdo a Observagdo 5.58 a mesma construgdo 'Uﬂlt’ ‘DEH’Q ﬁbmdo

Euclidiano (E', (M, g), 7T> com métrica h nas fibras e conexdo
V:X(M)xT'(E) - T'(E)

compativel com a mérrica h.

Ao longo desta se¢io, vamos denotar £ = T'M ¢ h a métrica g restrita as
fibras de E. Tal escolha leva nao so em consideracao a observacio acima, mas evita
também sobrecarga de notagoes.

Dado um vetor &, de E ¢ uma curva o : [0,1] — M podemos fazer seu
transporte paralelo ao longo de @ ¢ assim induzir um levantamento de « passando
por &p. Mais precisamente podemos definir t — &(t) = Pq,&p onde oy =

[0,]
Se considerarmos todos os vetores velocidades a/(()), ou seja 0s verores velocidades

de todos os transportes parelelos de &, ao longo de todas curvas o saindo de p,
teremos entdao um conjunto He, C Tg E.

Seja He, C T¢, E o conjunto construido acima, i.e.,

d

He, =15

Poipli=0; paratodoa : (—e,€) — M}.
(a) He, ¢ um subespago com dim He, = dim T}, M;

(b) & — He, ¢ uma distribuigao suave de E, chamada conexdo linear;



(c) H ¢ivariante por homotetia, ou seja definindo a homotetica hy(v) : E — E
como hx(v) = Av temos que Hy,, () = dhyHy. ©

“De fato ¢ possivel mostrar que o reverso também ¢ verdade, i.e., que uma distribuicio
invariante })Or hOanl'Ctia SCn}prC irldLlZ uma conexao ﬂ[im no flbl‘ﬂdo E
Demonstragdo. Nossa discussio sera local, entdo iremos considerar aqui um ponto
po € M, uma vizinhanga U de pg e uma trivializagio ¢ : 7= H(U) — U x Ep,.
Via tal trivializa¢ao 9 pode‘mos identificar T¢, E com (T,U x Epo)(p,g)' Dado tais
identificagdes podemos definir uma aplicagio © : (R™ x 7= +(U)) — TE

0 0
@( Vi€, ) = ( Vj— ,—A( Vj— ) ) . (53.1)
; 1= gp ; i Bz; (p) ; i 0z, (p) 13 ()
(a) Observe primeiro que He, = @(Rm, §p> ¢ O(+,&) : R™ — T E ¢ uma
aplicacao linear ¢ assim He, ¢ subespaco vetorial de T E.
(b) Para verificar que H éuma distribuigio (suave), basta observar que 0s cam-

pos
0
& = 0:(6) = 0(5,-.6) € X(B)

formam uma base de H.
(¢) Por fim, segue da Eq. (5.3.1) que H ¢ ivariante por homotetia.

O]

Podemos agora dotar E' de uma métrica g a ser construida utilizando o fato de

Tpr = pr D T'EpEp

« Visto que dmm : H — T'M ¢ um isomorfismo, definimos uma métrica
em H via o pullback, iec., gy = (dry) g

- A mértrica g restrita a Tg, F ¢ definida como métrica h.
» Decretamos He, e Tg, B como sendo ortogonais.

Utilizando a propriedade quea distribuigﬁo Hé homotética7 o(a) leitor(a) pode
resolver o exercicio a seguir.



Verifique que 7 : (E,g) — (M, g) ¢ uma submersio Riemanniana.

A projecao Ce, = Te, (E) — Tg, By dada pela decomposicao
Tng = 'ng D Tngp

pode ser vista em termos da conexdo V. Em outras palavras:

c, (a'(O)) —2(0)

ondet — a(t) €0 campo t — Z(t) ao Zongo de uma curva t — a(t).

Por fim, observemos a existéncia de uma folhcagﬁo (singular) FemFE que des-

creve a holonomia.

Consideremos todos campos X, em M e seus levantamentos Xy, em E com res-
peito aos transporte paralelos, i.c., campos com fluxos e!X = P.x. As drbitas dos
campos X determinam uma folheagdo singular F = {L} (recorde Teorema 2.65)
chamada folheagdo (singular) de holonomia. Segue da definido que a distribuicdo
H ¢ tangente as folhas, ie., H C TL, (mas frequentemente ndo ¢ igual) e que

E,N ng = Holpy(&p). Assim:

Te,Le, = He, @ Hold(&,). (532)

Considerando a métrica de Sasaki g ¢ possivel verificar que as fo has da folheagao
singular de Holonomia F sdo localmente equidistante, i.e., que F éuma folheagdo
Riemanniana singular.

Nesta secio opcional desejamos aproveitar o argumento apresentado na Observa-
30 5.66 para dar uma ideia da prova do teorema de Ambrose Singer (ou pelo menos



parte dele) que enunciamos na Observagao 5.60. Para tanto precisaremos do con-
ceito de fibrado de referenciais orconormais de um fibrado Euclidiano RF - E—> M
com mctricas h nas fibras, métrica g na base M ¢ com conexao compativel com
métrica h tal como foi considerado na sec¢io anterior.

Iniciemos entdo nossa construgio fixando uma fibra E,, definimos o conjunto
O(E,) como o conjunto de todos os referenciais ortonormais &, = {&} de E,.
Cada referencial ép induz uma aplicacio linear ép ‘RF — E, definida em termos
da base canénica {e;} como ép(ei) =&.

Visto que a toda matriz ortogonal g € O(k) pode ser considerara a representa-
cao matricial (na base candnica) de uma aplica(;io linear isométrica g: RF — Rk,
podemos compor a aplicacio linear ép com a isometria g ¢ definir uma acao a di-
reita i1 @ O(Ep) x O(k) — O(E}) como ,u(ép g) = ép 0g € O(Ep). Tal agio
¢ livre (ie., as isotropias sao triviais) e transitiva, ou seja dado 2 referenciais ﬁp e
ép existe (um tnico) g € O(k) tal que 7, = ép o g. Visto que a acdo ¢ livre e
transitiva, u(ép, -) : O(k) — O(E)) se torna uma bijecio, i.c, podemos identifi-
car a fibra O(E}) com o grupo de Lie das matrizes ortogonais @ (k). Vamos agora
“iuntar” todas estas fibras em um Unico espaco. Definimos o fibrado de referenciais

ortonormais como SCl’ldO (6] COﬂjUHtOZ
O(E) = UPEMO(EP) .

E possivel demonstrar que:

« O(E) ¢variedade suave;

~

« aagio = O(E) x O(k) — O(FE) definida como ,u(ép,g) =¢pog¢

suave ¢ livre;
« aprojecao 7t : O(E) — M definida como 7 (fp) = p ¢ submersdo suave;

« para cada pg € M existe uma vizinhanga U de po ¢ um difemorfimos @/A) :
771 U) = U x O(k) tal que & = 1 0 9 onde 71 (z,v) = .

Também, de forma analoga a se¢do anterior, temos que a conexdo V : X(M) x
['(E) — T'(F) induz, via o transporte paralelo, uma distribuicio H em O(E).
De fato considere uma curva o : [0,1] — M e defina ay = ajgy. Dado um

referencial & = {fl}le podemos definir uma curva de referenciais como:

t—a(t) = Patép = {Pa,& 521 € O(E).



Denotamos ﬁép C TépO(E) como o espago de todos os vetores velocidades &/ (0)

para todas as curvas a : [0, 1] — M. E possivel provar que
. ﬁfp - TépO(E) ¢ subespaco vetorial;
. ép — 7/'[\517 ¢ distribuicio suave em O(E),

. H éinvariance pelos difeomorfismos p? == (-, g), i.c., dug’ﬁép = ﬁu(fmg)'

Seja fibrado Euclidiano (E, (M, g), 7'(') com métrica h nas fibras e conexao V :
X(M) x I'(E) — I'(E) compativel com a mérrica h. Entao Hol,(E) ¢ um
grupo de Lie.

Demonstragdo. Notemos primeiro que, de forma zmziloga a Observagio 5.66, o trans-
porte paralelo associado a conexdo V induz uma folheacio singular Fem O(E).
Mais precisamente, dado o controle geoméerico maximal {X} = X(M), pode-
mos considerar o controle gcométrico levantado {)?} de O(E)7 ie., cujos fluxos
sio Pox = etX. Seja F= {E} a folheacio (singular) cujas folhas sio as orbitas
associadas ao controle geometrico {X}, vide Teorema 2.65. Por construgio,
ﬁép - Tépzép’ (54.1)
mas em geral o espaco tangente das folhas tem dimensao maior do que dim M =
dim 7/-[\ A Equagao (5.4.1) também garante que as intersecoes das folhas de .7? com
a fibra O(E)) sdo subvariedades imersas, vide Corolario 2.57.

Consideremos agora o subgrupo H := Hol,(E),) do grupo compacto de iso-
metrias K = Iso(E}), o qual ¢ um grupo de Lie isomorfo ao grupo de Lie Q(k).
Vamos definir a agdo a esquerda e livre k : K x O(E),) — O(E}) como k(g, ép) =

g- ép. Nio ¢ dificil verificar que, por construgio:
O(E,) N Eép = H(E). (5.4.2)

Temos assim que a Orbita H(ép) ¢ folha da folheacio induzida O(E,) N F.
Visto que as folhas de F sio H-invariantes (a direita) concluimos que O(Ep) N
F éuma folheagio regular de O(Ep), i.e., todas folhas tem mesma dimensio. Uma

curiosidade ¢ que de fato toda as folhas de F tem mesma dimensio (visto que os



grupos de holonomia de pontos diferentes sao conjugadas) porém nio precisaremos
disto nesta demonstracio, bastard considerar a folheagio regular O(E,) N F.

Defiindo o difeomorfismo ¢ : O(Ep,) — K como a inversa de ﬂ(-,ép) :
K — O(FE,), concluimos que o subgrupo H = w(H(fp)) ¢ folha de uma folheagao
regular no grupo de Lie K.

Tal fato implica que a aplicacio produto H X H — H definida como (h1, ha) —
hihg e a aplicagio inversa H — H definida como h — h~1 sio suaves. De fato,
isto sempre sera verdade para um subgrupo H que ¢ variedade fracamente mergulhada
de um grupo de Lie K; cf [AB15, Capl’tul() 1].

O

Como comentado na introducio deste capitulo, conexdes permitiram definir in-
trinsicamente gradiente e Hessiano em variedades mergu]hadas €m espacos Eucli-
dianos (vide Se¢ao 1.9.2). Revisaremos aqui tais conceitos no caso geral de conexio
Riemanniana em variedades abstratas e deduziremos algumas propriedades tteis.
Antes porem apresentamos um lema técnico util para as contas.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Dado um ponto p € M, existe uma
vizinhanga U tal que toda base ortonormal &, = {(&;)p} de T M admite uma
extensdo para um referencial suave & = {&;} em U que ¢ paralelo no ponto p, i.e.,

(V(‘)fi)p =0.

Demonstragdo. Fixo um ponto p € M considere um sistema de coordenadas 1 :
UC M — B(0) C R™ Dado x € U entio existe um tnico v = ¥(z). Po-
demos entdo definir o vetor () como o transporte paralelo de (&), € T, M ao
longo da curva o : [0, 1] — U definida como a(t) = 1~ 1(tv). Visto que o trans-
porte paralelo preserva ortogonalidade o referencial assim definido ¢ ortonormal.
A suavidade do referencial seguira entio da suavidade com respeito as condicoes
inicias da E.D.O associada ao transporte paralelo. O

Fundamental destacar que somente no ponto p temos que a conexio do re-
ferencial ¢ zero. Como comentaremos mais tarde (V(.)fi)x = 0,Vx € U sera
equivalente a curvatura ser nula.



Dado um fibrado Euclidiano (Rk, E, (M, g)) com uma conexdo V compattvel com
a métrica h das fibras, podemos generalizar a construgao do referencial geodésico. As-
5im dado um ponto p existe uma vizinhanga U e um referencial local orconormal

(z) = {&(x)}e_ | com (V (&i)p = 0. Temos entdo que E:U — O(F) ¢
uma aplicagdo suave que pode ser vista como parametrizado de grafico, ou seja dado
a trivializacdo 1 : 7Y (U) — U x O(k) (vide da Proposigdo 5.67) temos que
Yo &(x) = (x,h(x)). Pela definicao da distribuicao H em O( ), 0 subespago
/Hé(p) C 5(p)O( ) ¢ tangente a imagem da se¢do loca fou seja 7-[ £p) = g(p)S

para S = ¢ ( ). Em geral, a distribuigdo H ndo precisa ser tangente a outros pon-
tos da subvariedade S. De fato, como voltaremos a comentar, isto serd verdade se e
somente se, o transporte paralelo independer do caminho (o que sera equivalente a

R=0)

5.5.1. Gradiente e Hessiano

Inspirados no que vimos sobre gradicntc Riemanniano em variedades mcrgulhadas
no espaco Euclidiano, dado uma variedade Riemanniana (M, g) definimos vetor
gradiente V f de um funcio suave f : M — R como:

df(-) = g(V f,). (5.5.1)
Tal como no caso Euclidiano, a equagao acima garante que o gmdicmc indica o sentido
de maior crescimento da fungdo. Alternativamente podemos definir o gradicnte utili-
zando a linguagem de Mecénica. Seja L(v) = %g(’u, v) o Lagrangiano L : TM —
R energia cinética, temos que a transformada de Legrendre £ : TM — T*M ¢
definida como

d

L(vp)(wp) = %ﬁ(vp + swp)|s=0 = g(vp, wp).

Assim segue da defini¢ao na equacio Eq.(5.5.1) que

Vf=L7ldf). (5.5.2)

Considere um referencial ortonormal £ = {§;} em uma vizinhanca de p €
M. Verifique:

) V=228 e



(b) df =3 (& - f)0i onde 0:() = g(&i,-)

Também, inspirados na discussao sobre variedades mergulhadas em espacos Eu-
clidianos, dado uma variedade Riemanniana (M, g) definimos o Hessiano de uma
funcao suave f : M — R como:

Hessf(X,Y) =g(VxV/£,Y). (55.3)

Utilizando por exemplo o Lemma 5.69 o(a) leitor(a) podera resolver o exercicio

a seguir:

Verifique que Hess f}, ¢ aplicacio bilinear simétrica.

A observacio a seguir destaca a relagio entre Hessiano de f com sua derivada
segunda.

Dado uma fun¢ao f : M — R a sua derivada primeira ¢ F = df : TM —
R ¢ a derivada segunda de f ¢ dFy, : Ty, (TM) — R. Sejam w, € T,M
ca : (—€€) — M curva suave com o' (0) = wy. Considere t — a(t) o
transporte paralelo ao longo de oy = aljg g, i.c., @(t) = Pa,vp. Temos entdo que

Wy, = a'(0) Ho,, ¢ vetor tal que dmy, Wy, = wy. Visto que %a = 0, temos:

d

APy (@) = Foa(t)l
d ..
= adfa
= Z8(VS0a(t), @)l
= &(Vu V() ) + 8V (), )

= Hessf(p)(wp,vp).



5.5.2. Divergente e Laplaciano

Definamos agora o operador divergente div : X(M) — X(M') como operador que
leva X € X(M) ao traco de VX ou seja:

div X, = " g(Ve, X, ;) (5.5.4)

onde {e;} ¢ base ortonormal de T, M. O divergente de um campo mede a grosso
modo, como ilustra o Exercicio 5.76, a variagao do volume de M ao longo do fluxo
do campo X. Antes porém precisamos de algumas ferramentas, uma delas vista ja

na na Parce 1.

Considere um referencial ortonormal € = {&;} em umavizinhancadep € M
atendendo propriedade do Lema 5.69. Seja X = ZZ a;&;. Verifique:

div X (p) = Z & - ai(p)

Sejam M™ variedade Riemanniana (dim M = m) orientavel, v forma volume e
X € X(M). Encao:
d(ixv) = div Xv (5.5.5)

Demonstragdo. Considere um referencial orconormal £ = {&} em uma vizinhanga
de p € M atendendo propriedade do Lema 5.69. Sejam 6; base dual de &;, ou seja
0;(-) = g(&, ). Entdiov = 01 A -+ - Al Seja X = . a;&. Assim

XV = Z aiigil/ = Z(_l)i+1ai01 AN NG NOig1--- N Oy (5.5.6)
)

)

Visto que V¢, &(p) = 0 temos [&5,&](p) = ngfk(p) — Ve &ilp) =0c¢

assim

d0;(&5, &) = & - 0i(Ex) — &k - 0:(&5) — 0:([€5,&]) =0 (5.5.7)



Temos entdo pela Eq.(5.5.6) que:

d(ixv)(p) = > (&-a)v(p)

i

+ Z(—l)i+1aid(91 AN-oBi_1 N A em)(p)

Sejam (M, g) variedade Riemanniana, um campo X € X(M) com X (p) #
0. Seja (¢, 21, -+, Tm—1) um sistema de coordenada com % = X c forma
volume v = |g|dt A x1 A - -+ A Zy,—1. Verifique:

) 1d
v X = —1 - - -
div 5 n(|g|) ‘g‘dtlgl

Por fim podcmos definir um dos opcradorcs mais naturais em geometria. Dado

f+ M — R definimos o Laplaciano A : C*°(M) — C*°(M) como
A f=divVf (5.5.8)

Segue entdo que A f mede a grosso modo, a varia¢ao do volume de M ao longo do
fluxo do gradiente (o qual por sua vez indica o sentido de maior crescimento da
funcio). Existe uma ampla literatura apenas voltada para o papel do Laplaciano em
modelagens e equacdes diferenciais parciais, bem como o significado e propriedades
do seu espectro. Nao faremos isto aqui pois fogc um pouco dos ob]'ctivos deste livro.
Mas pelo menos utilizemos nossas definicoes ¢ lemas para ver o classico Teorema

5.78. Antes porém precisaremos de um exercicio (que inclue a formula de Green).

Considere um referencial ortonormal £ = {&;} em umavizinhancadep € M
atendendo propriedade do Lema 5.69. Veriﬁque:

L Af(p)=22& & - fp)



2 AN(fg)=gAf+fDg+29(VF,Vg)

Seja (M, g) variedade compacta orientdvel com forma volume v. Seja f : M — R
suave tal que Af > 0. Entao f ¢ constante, em particular fungdes harménicas
(V f = 0) em variedade compacta ¢ constante.

Demonstragdo. Observe que se Af > 0 entio A f = 0. De fato note que

/MAfy:/Mdivau:/Md(ivfu):/aMiva/:O

visto que Af > 0, concluimos que Af = 0. Utilizando novamente teorema de
Stokes (vide (%)) e o Exercicio 5.77 (vide (*)) temos

| 2avsvn@ [ a0
M M

Concluimos que g(Vf,Vf) = 0, ie., Vf = 0. Como M ¢ conexo, fixop € M
e dado # € M, existe uma curva suave « : [0,1] = M com a(0) = pe (1) =
x. Entio %f oa(t) = g(Vf(a(t)),d(t)) = 0ouseja f o a é constante, em
particular f(p) = f(x). O

No espaco Euclidiano as curvas de acclcragﬁo zero sAo justamente as curvas que
minimizam distancias. Assim um candidato natural para curvas que minimizam
localmente distancias em uma variedade Riemanniana (M, g) serdo as curvas de ace-
leragao nula. Nesta secio iremos rever a defini¢io de geodésica e discutir proprie-
dades basicas, incluindo que geodésicas minizam locamente caminhos.

5.6.1. Propiedades basicas



Uma curva suave 7 : (—a,a) = (M, g) ¢ chamada geodésica se

\r
afy(t)—O,Vte( a,a).

Observe quesey : I — (M, g) ¢ geodesica, entdo |7/ (¢)|| ¢ constante. De fato

g
%(g(’y (t),’y/( ) = Qg(dt”y( ), (t)) = 0. Segue entio que se 7 ¢ geodésica,
a)

L(y) = f; IV (®)]ldt = e(b — a) onde ¢ = ||/ (1)

Seja M™ subvariedade mergulhada em R™**. Dado uma curvay : [ — M
verifique que 7y ¢ geodésica se e somente se 4" ¢ perpendicular a M. Conclua
que segmentos dos grandes circulos da esfera S sao geodésicas.

Seja M uma superficie mergulhada de revolugio em R3, onde g ¢ métrica

induzida. Demonstre que sua curva geratriz é gcodc’sica de M.

Segmentos de grandes circulos na esfera nao necessariamente minimizam distancias.
Por exempZo, se o [0, 37”] — S™ ¢ uma geodésica com velocidade unitdria e
L (a) = 2. Por outro lado, se consideramos um outro segmento do mesmo grande
cireulo, B+ [0,7/2] — S™ com a(0) = B(0) e a(2F) = B(/2) temos que
L(B) = g < L(a). Ou seja, geodésicas nao minimizam (grandes) distancias,
mas como veremos em breve sempre minimizam distancias localmente.

Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Verifique que: t — y(t) =
gexp(tV') ¢ a tmica geodésica com y(0) = g ¢ ¥/(0) = dL,V.

Sugestao: Utilize os seguintes ingredientes: (i) formula do Exercicio 545,
(ii) defini¢ao na Secao 5.1.2 da aplicagio exponencial de Licexp : g — G.



A seguir um classico resultado relacionando geodésicas e submersdes Rieman-
nianas. Para maiores detalhes sobre submersoes Riemannianas e seu papel central
em Geometria Riemanniana vide [GW] ¢ para suas aplicagécs em Robotica vide

c.g., [Alt.

547 Sejam = (M,g) — (M, g) uma submersio Riemanniana. Demonstre
que dado uma geodésica t — 7, em (M, g) e um vetor normal ¥ as fibras,
existe uma Unica geodésica horizontal t — 75 (t)(i.e., Vi ¢ ortogonal as fibras)

com 7/ (0)5 = ¥ que projeta em t — Y, (¢), ie., w0 Y5(t) = 7y ().

Sugestao: Utilize os seguintes ingredientes: (i) v ¢ localmente uma curva
integral de um campo geodésico X, ic., VXX —0cXoy=+(t) 0 que
pode ser demonstrado usando a estrutura de E.D.O discutida a seguir), (ii)
fato que se X = m.X entio [)N(, Z] ¢ tangente as fibras, quando 7 tangente
as fibras (0 que pode ser provado utilizando coordenadas), (iii) formula da
Observacio 5.47.

Em coordenadas %’y’(t) = 0 cquivale, a seguinte EDO de segunda ordem.

0=dp(t) + > @i(t)a;(OTE (x(t), Yk (5.6.1)
ij

Notemos que podemos transformar a E.D.O de segunda ordem (5.6.1) em uma
E.D.O de primeira ordem em T'M = UgeprT,; M. Mais precisamente, dado um
sistema de coordenadas ¥ (vp,) = (q1 ®),-- - qm(p), d1(vp), ... qm(vp)) de TM
podemos definir um campo local G € X(TM) comor

m

~ o m o

onde

felp,v) = = vin; Tl (p).

tj

Tal campo G ¢ chamado spray geodésico ¢ seu fluxo t — €' o fluxo geodésico.
Seja A, (t) = etG(vp) a curva integral ou seja: '%p (t) = G oAy, (t) com

Fv, (0) = vp. Note entio que dado a proje¢io candnica 7 : TM — M dada por

m(vp) = p temos que Yy, (t) = Ty, (t) ¢ tnica geodésica 7y, : (—€,€) = M

com 7y, (0) = p e, (0) = vp.



O spray geodésico G € X(TM) admite uma defini¢ao intrinsica ¢ sem coor-
denadas.

Seja H a conexio linear definida na Se¢ao 5.3. O spray geodésico G e X(TM)
pode ser definido como:

onde U, ¢ o levantamento horizontal via H ou seja dm(9,) = vp para a pro-
jecdo canonica m : TM — M definida como m(vp,) = p.

Um campo F € X(T M) ¢ chamado um spray se:
. . 1.
(a) dmy, (F(vp)) = vp € TpM; (b) dhy(F(vp)) = XF o hy(vp).

onde hy : TM — T'M ¢ homotetia, i.c., hy(vy) = Avy, Um campo Féum spray

se e somente se em coordenadas do T'M tivermos:
i 0 il 0
F(p,v)=> ves—+ ) felp,v) 57—
() =2 g+ 2 Aulp )
onde fk(p7 )\’U) = )‘ka(pv U)

Nl _ tG . [, 5 et .
Definindo gpt(vp) = 7'['(6 vp) podcmos resumir a discussio anterior na pro-
Pposicdo a seguir.

Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em M, nimeros 6, > 0 ¢ uma
aplicacao p : (—€,€) xU — M comU == {V, € TM,q € U, ||V,|| < 6} tal
que Y, () = (-, V) ¢ a tiica geodésica com 7y, (0) = %gp(t, Vo)li=0o = Vy ¢
90(07 Vq) =4q.

Em geral reparemetrizar uma solugio y de uma E.D.O de segunda ordem, mesmo
que seja por constantes i.,e S(t) = y(ct), nio dard uma nova solucao da E.D.O. Po-
rém a equagdo (5.6.1) tem um formato muito especial (i.c., a propriedade de ser
spray) e assim temos o resultado a seguir.



Seja Yo, (+) = @(+, Vy) geodésica definida em (—¢, €). Seja a > 0 entdo:
(a) A geodésicat — Yau, (t) = o(t, aVy) estd deinida em (£, £)

(b) Yav, () = (t,aVq) = p(at, Vg) = v, (at).

Demonstragdo. Note que o item (b) implica o item (a). Visto que %gp(at, Vo) lt=0 =
aVy basta mostrar que t — @(at, Vy) ¢ geodésica. Isto segue do fato que em coor-
denadas y(t) = x(at) atende a equacio (5.6.1). O

As duas proposicoes acima entao imphcam que:
S

Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em M, um niimero § > 0 ¢ uma
aplicagio p : (=2,2) xU = M comU := {vg € TM,q € U, ||vg|| < 6}
tal que @(-,vq) € a tinica geodésica com %(p(t, Vg)t=0 = vg ¢ ©(0,v4) = q.

Podemos definir agora a aplicagﬁo exponencia] como

exp, : Bs(0) CTyM — M
Vo = »(1,Vg)

. V / .
Visto que (1, Vy) = (|| Vqll, ﬁ) temos que exp, (V') ¢ o ponto em M obrido
q
pcrcorrendo um comprimento HV,IH ao longo da imagem da geodésica que sai de q

. V.
com velocidade H?qH'
q

Seja q € M. Entdo d(expy)o = Id ¢ assim sendo existe um € > 0 tal que
exp, : Be(0) — M ¢ um difeomorfismo sobre um aberto em M.



Demonstragao.

d d
& ey (tV)lims = (1, V)l
d
= %w(t, Vi)li=o
=V

e assim d(exp, )o ¢ a identidade. O resto da proposicio segue do teorema da fungao
inversa. 0

Tal vizinhanga B¢ sera chamada de vizinhanga normal.

Dado um grupo de Lie com métrica bi-invariante, conclua (utilizando Exer-
cicio 5.83) que a exponencial Riemanniana (na identidade) exp, : T.G — G
coincide com a exponencial de Lie exp : g — G. Em particular conclua que
dadoum grupo de Lie matricial com métrica bi-invariante, temos que a expo-
nencial de matriz coincide com a cxponcncial Riemanniana (na identidade).

5.6.2. Lemas de Gauss e propriedades minimizantes

Iniciemos esta se¢do com um lema util (vide demonstracao em [Car]) o qual sera
utilizado em mais de um momento. A grosso modo falando, o lema afirma que
a conexio pull back da conexdo Riemanniana V via uma aplicacio f : [a,b] X
[c,d] = M "herda” a propriedade de V ser livre de torsao.

Seja f : [a,b] x [¢,d] — M aplicagdo suave. Entdo
Vof_vof
ds Ot Ot Os’

O lema de Gauss a seguir garante que geodésicas radiais sio ortogonais as esferas

normais.

Seja B5(0) uma bola em Ty M tal que a restrigao da exponencial exp, : B 5(0) —
M esta bem definida. Sejam ng—l a esfera contida em Bz(0) com 0 < dewv:



(—€,€) — S’g_l curva suave. Defina f(s,t) = exp,(tv(s)). Entdo
af of
Os’ Ot
Demonstmgdo. Observe primeiro que

of o0
(&j; 8{)10(3 H o = g(d(expy)1u(s) V" (), d(exDg) 10 (5)v(5))-

Podemos entio concluir que:

af o
g(éTi’ é:)f(s,O) -

Assim para demonstrar o lema de Gauss ¢ suficiente verificar que a derivada
~ of o .
em relacdo a t da funcao g(a—]st, 87{)1“(3 ) ¢ 7ero para todo t.

SGL) - WS (L5

ot 0s’ Os’ Ot Ot
_ (Yﬂ %)
ot 0s’
_ (Vof of
- g(asat’at)
_ 19 (of of
B 283g(8t’8t)
_ 18 2
= 52l

onde a scgunda igualdadc deve-se ao fato de f(s, ) ser gcodésica, a terceira igual—
dade deve-se a0 Lema 5.94 e a tltima igualdade deve-se ao fato de v(+) ser uma
curva contida em uma esfera. ]

O lema de Gauss nos permite demonstrar que geodésicas minizam localmente

caminhos. Mais precisamente temos a seguinte proposicao.

Seja Bs(q) uma bola normal. Defina v = [0, 1] — Bs(0) como a(t) = exp,(tv)
com ||v]| < 0. Seja B : [0,1] — M curva suave por partes tal que c(0) = 5(0)



ea(l) = B(1). Entao
L) <1(5).-

Se a igualdade vale, entdo as imagens de v e 3 coincidem.
Demonstragdo. Vamos primeiro considerar o caso em que 3([0,1]) C Bs(q).

Podemos supor sem perda de generalidade que B(t) # g parat > 0.
Seja 3 := (exp, | B, (0))_1 o (. Defina as seguintes funcdes suaves por partes:

f£:00,0) x ST 2 (R, V) — exp,(RV) € Bs(q)
r:0,1]3t — [B®)| €[0,0)

v: (0,15t — A1) espt
1Bl

Observe que B(t) = f(r(t),v(t)). Temos entao pelo lema de Gauss que:
1 tit1
/ /
[iswia = 3 [ 1o

> /:+ \/(r’(t))2+ (I, vty a
Z/ttm (t)|dt
> Z/tim ! (t)dt
= r(1) = ()

Logo 1(8) > r(1) = 1(«a). Note que se as igualdades sdo satisfeitas entdo as

imagens de a ¢ B coincidem.
Por fim vamos considerar o caso em que 3([0, 1]) ndo esta completamente con-
tido em Bs(q). Seja t1 o primeiro tempo tal que 5(t1) estd na fronteira da bola.

Entdo temos pela discussdo anterior:

1(B) > 1(Blog)) = 0 > L(a).



5.6.3. Vizinhanc¢a normal convexa

A Proposi¢ao 5.96 pode ser melhorada como comentamos no teorema a seguir.

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Entdo para cada ¢ € M existem mumeros
0 > 0, € > 0 tal que as seguintes afirmagdes sdo validas.

(a) Para qualquer p € Be(q) temos exp, |g;(0) ¢ um difeomorfismo ¢ que
Be(q) C exp,(B;(0)).

D ~ v N o\ S N > 11111111 >
(b) Para cada 2 pontos p1 ¢ p2 em Be(q) existe um tinico segmento minimizante
/. .
de geodesica ligando py a pa.

(c) O segmento (do item (b)) fica contido em Be(q) e depende suavemente dos
pontos inicial eﬁnal.

Utilizando a Proposi¢ao 5.96, demonstre que o item (a) implica o item (b) no
teorema da vizinhanga convexa, enunciado acima.

Demonstragdo. (*) A demonstragao deste interessante teorema ¢ opcional. Sugeri-
mos para o(a) leitor(a) iniciante, pular a demonstracao ¢ seguir para aplicacoes. A
prova que apresentamos a seguir ¢ baseada no classico [Car].

Para demonstrar o teorema precisaremos dos dois lemas abaixo.

Para cada ¢ € M existe um ¢ > 0 com a seguinte propriedade: Se r < ce
a : [—a,a] = M ¢ geodésica tangente a By (q) em o(0) entao a(t) ¢ By (q)
para t pequeno.

Demonstragdo. Seja W uma vizinhan¢a normal de ¢. Pela Proposicao 5.88 podemos
encontrar uma vizinhanca W C W de g e umnumero € tal que p((—¢, €), T'W) C
W onde ¢ é aprojecio do fluxo geodésico em M e TW o fibrado unitdrio sobre
W. Defina @0(t, Vi) := exp; H(@(t, Vi) e aplicagio H : (—e,e) x T'W — R
como H(t,Vy) = ||@°(t, Vo)|%. Ou seja H mede a distancia ao quadrado de
o(t, V) aq.



Norte que

OH O

Y R

0’H 2?0 0" 9
oz = 82t’¢>+2< ot ot

2
Logo %TIQJ(O, Vy) = 2 e assim podemos encontrar ¢ > 0 pequeno tal que

82

5 (0.V2) >0 (5.6.3)

paraz € Be(q) eV, € Tl(Bc(q)).
Observe que se p € Sy.(q) comr < ¢ e y(t, V) ¢ uma geodésica tangente em
Sr(g) no ponto p entio pelo lema de Gauss temos:

0H

E(O’ V,) = 0. (5.6.4)

Equagdes (5.6.3) (5.6.4) implicam que h(t) := H(t, V},) tem mimimoemt =0
e assim que p°(t, V},) fica fora de B,.(0) e logo ¢(t, V},) fica fora de By.(q) para t

pequeno diferente de zero. O

Existem 6 < § ¢ € < 0 tal que para todo p € B.(q)
1. exp,, | Bs(0) ¢ difeomorfismo

2. Be(q) C exp,(Bs(0))

Demonstragdo. Considere a aplicacio F' : Y C TM — M x M definida como
F(Vp) = (p,exp,(V})), onde m(U) ¢ uma vizinhanga de ¢. Utilizando a Proposi-
¢a0 5.92 pode-se verificar que dF(q,O) ¢ invertivel. Desta forma reduzindo U pode-
mos garantir que F'lzy ¢ um difeomorfismo. Observe que F(T,M NU) C p x M
¢ que F'|7, prus ¢ um difeomorfismo. Assim sendo para terminar a prova do lema
basta encontrare < § e d < § tal que Be(q) C exp,(B;(0)) paratodop € Be(q).
Reduza ¢ tal que Bﬁ( ) X BZ( ) C F(U). Levando em conta que F'(p, 0) = (p, p)
pode-se verificar que § < (ﬁ) ce< g atendem as propriedades desejadas.

O



Vamos agora demonstrar o teorema. O item (a) segue direto do Lema 5.100.
Este lema tdmbem garante que qualquer 2 pontos em Be(gq) podem ser ligados por
um unico segmento de geodésica que depende suavemente dos pontos inicial e final.
Devemos entido provar que este segmento fica contido na bola Be(q).

Seja a1 [0, 1] = Be(q) segmento de geodésica com a(0) e (1) contidos em
Bc(q). Note que L(a) < 6. Suponha por absurdo que o segmento de geodésica

nio fica completamente contido na bola. Entao existe um g tal que

¢ > 20 >rg:=d(a(ty),q) = sup (d(a(t),q)).
te(0,1]

Note a ¢ tangente a By (¢) no ponto «(tp) o que contraria entdo o Lema 5.99.

O

5.6.4. Algumas aplicacdes do teorema de vizinhanca convexa

Vamos apresentar uma boa aplicacao deste relevante teorema.

Sejay : [0,1] — (M, g) curva suave por partes tal que d((0),v(1)) = 1(w).

Entao y ¢ imagem de uma geodésica.
O

Demonstragdo. Observe primeiro que para cada ¢ € [0, 1] existe um intervalo I tal
que y(1¢) estd contida em uma bola normal convexa.

Afirmamos que y(I¢) ¢ imagem de um segmento de geodésica. De fato seja Iy =
[a, b] entao como 7y(I}) estd contida em uma bola normal convexa entio existe uma
tnico segmento de geodésica o ligando y(a) a y(b) tal que 1(a) = d(7y(a),(b)).
Suponha por absurdo que ¥(I¢) seja diferente de cv. Entdo defina a concatenagio
B = Vap * @ *Y[o,q) Note que 3(0) = ~(0), B(1) = v(1) e L(B) < L(a) o que
contraria a defini¢ao de 7.

Seja Ig uma cobertura finita do intervalo compacto [0, 1] tais que y(I¢,) esta
em uma bola normal convexa. Se s € I,?i N Ig__H entdo considere um intervalo
19 tal que I? C Ig_ N Ilg+1 e tal que ¥(I5) esta contida em uma bola normal con-
vexa. Como vimos acima 7y(Is) ¢ um segmento de geodesica contido nos segmentos
de geodésicas (1) e 'V(Iti+1)- Logo por EDO os segmentos de geodésicas y(1y,)
(It ficam contidos em um segmento de geodésica maior e isto termina a prova.

O



A seguir iremos discutir mais uma interessante aplicagﬁo do teorema de bola
normal (convexa). No teorema abaixo damos uma ideia da demonstraciao do teo-
rema de Hopf-Rinow para o caso compacto usando apenas o conceito de bola nor-
mal ¢ um argumento chamado encurtamento o qual ¢ util no estudo de geodésicas

em particular das gcodc’sicas fechadas.

Suponha que (M, g) ¢ variedade Riemanniana compacta. Entdo:

(a) para todo ¢ € M a aplicagdo exponencial exp, : TyM — M estd bem
definida,i,e., M ¢ geodesicamente completo.

(b) dados q ¢ p em M, existe um segmento de geodesica vy : [0, R] — M
(parametrizado por comprimento de arco) ligando gap(ie,v(0) = qe
~v(R) = p) que realiza distancia, i.e, 1(y) = R = d(q, p).

Demonstragdo. Afim de provar o (a), aceitemos que a Equagio 5.6.1 garante a exis-
téncia de um campo (chamado campo geodésico) consideremos o fluxo geodésico
G e X(TM) e lembremos que as projecio de suas curvas integrais coincidem com
as geodésicas em M. Agora podemos restringir G ao fibrado tangente unitario
T! (M) :=={Vy € T, M, ||Vz|| = 1}zenm. Ao aplicar o resultado que afirma que
todo campo suave definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro de difeo-
morfismos podemos concluir que o fluxo de G restrito TH(M) ¢ completo (i, esta
definido para todo tempo) e assim projetando em M concluimos que M ¢ geode-
sicamente completo.

Vamos agora dar ideia da prova do item (b). Como M ¢ compacta podemos
considerar uma cobertura finita de bolas Bgi que sao Vizinhangas normais convexas
(vide Teorema 5.97). A esta cobertura considere 0 numero de Lebesgue associado
acla, ou seja se d(z,y) < d entdo x,y € Bj, para algum 4. Sejam R = d(gq,p) e
0<t; <ty <tm_1 = Rumaparticio tal que At; := (t; —t;—1) < %

Considere uma sequencia de curvas 3, @ [0,b,] — M parametrizadas por
comprimento de arco tal que L(%y,) converge a R com 7,(0) = ¢ ¢ Y (by) = p.
Considere N > Ny tal que R < L(J5,) < R+ € onde ¢ < % Em particular
observe que by, < R+ €y Defina ), := by, (sendo que tp—1 < ty).

Finalmente defina 7, como a curva composta por unido de segmentos de ge-
odesicas ligando xil_l = An(ti—1) com :EfI := An(t;). De faro a escolha de At;
garante que existe uma unica geodésica ligando tais pontos. Chamaremos v, o en-
curtamento de 7. Visto que M ¢ compacta, passando por uma subsequencia (que
continuaremos a denotar por {z% },) podemos garantir que limy, oo 7%, = .



Novamente a escolha de At; e propriedade do nimero de Lebesgue § garante que

1

. L. /. . 71— 7
existe um unico segmento de geodesica ligando '~ ¢ 2*. Vamos denotar por v a

curva que ¢ a unido destes segmentos de geodésicas. Note que [, _, ¢, converge
para Y[, _, 4] Visto que 1(7,) converge para R concluimos que 1(7) = R. Logo
pela Proposicao 5.101 concluimos que 7y ¢ a geodésica minimizante ligando g a p.

O

Seja M variedade Riemanniana compacta nao simplesmente conexa. De-
monstre que por cada ¢ existe um loop geodésico, i.c., uma geodésica 7y

[0,1] = M rtal que v(0) = (1), porém ~/(0) nao precisa ser igual a4/(1)).

A técnica de encurtamento discutida no Teorema 5.102 pode ser refinada e

fornecer uma ferramenta Ppara provar o CléSSiCO teorema a seguir.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Entdo M admite uma geodé-
sica fechada nao trivial 7y : [0, 1] — M, ie., v'(0) = +/(1).

Demonstragdo. Iremos aqui apenas dar uma ideia da demonstragdo que pode ser en-
contrada por completa no livro [Jost], no qual baseamos a discussao a seguir.

Seja B : [0,1] — M uma curva fechada (ie, 5(0) = £(1)) em uma vari-
edade compacta M. Considere 2 parti¢oes 7; e ¢; definidas da seguinte forma,
To=Tr—1<tg=0< 7 <t1 <7y <ty <7 <t =1comAt; e AT;
pequenos o suficiente (onde a estimativa ¢ feita adequadamente usando cobertura
de bolas convexas ¢ 0 nimero de Lebesgue). Aplicando o processo de encurtamento
a curva fechada ﬁ (referente a particao t;) discutido na dcmonstragﬁo acima, obe-
temos uma curva fechada 41 unido de segmentos de geodésicas. Agora usando o
encurtamento (referente a parti¢ao 7;) a curva 1 obtemos uma nova curva fechada
unido de segmentos de geodésicas. Vamos denota-la por . Criamos entao um pro-
cesso que chamaremos duplo-encurtamento P(3) = . E possivel demonstrar que
as curvas fechadas unido de segmentos de geodésicas P™ () converge para uma ge-
odésica fechada 7y, que em principio poderia ser um ponto. Entdo surge a questdo
de como garantir que 7y nao ¢ trivial. Podemos entio pensar em 2 casos. O primeiro
mais simples onde 71 (M) ¢ ndo trivial. Neste caso poderiamos ter comecado com
uma curva fechada /5 que nio ¢ homotopica a um ponto e aplicarmos o processo du-

plo a esta curva. Temos assim neste caso que 7y ¢ uma geodésica fechada nao trivial,



pois ¥ ¢ 3 estao na mesma classe de homotopia que nao fixa extremos ¢ 4 nio pode
ser deformada a um ponto. Finalmente considere o caso em que M ¢ simplesmente
conexo. Sabe-se por topologia algebrica que pelo menos um dos grupos de homoto-
pia (M) é nio rivial. Considere uma aplicaio ¢ : S¥ — M nio homotopica a
um ponto. Aplicando duplo encurtamento a cada um dos paralelos concluimos que
deve existir uma geodésica fechada, pois caso contrario a esfera seria homotopica a
um disco, que por sua vez ¢ homotdpico a um ponto.

Convém destacar que ideias semelhantes também podem ser utilizadas para

classes de espagos de folhas que sao orbifods, vide [AH O]

Como discutido anteriormente, uma variedade Riemanniana (M, g) se torna um
espaco metrico se consideramos a funcio distancia induzia por g. Claramente M ¢
um espaco metrico completo (ie., toda sequencia de Cauchy converge) quando M
¢ variedade compacta.

Como vemos no exercicio a seguir uma outra classe de variedades completas sao
os espagos homogeneos, os quais incluem espacos Euclidianos, espagos hiberbolicos,

grupos de Lie com métrica invariante a esquerda ¢ espacos simétricos.

Seja M uma variedade Riemanniana homogénea, i.c., dado 2 e y em M existe
uma isometria g € Iso(M) tal que g(x) = y. Mostre que M ¢ um espago
métrico completo.

Como vimos no item (a) do Teorema 5.102 se M ¢ compacta, ela ¢ geodesicamente
completa ou seja a aplicagio exp,, : T, M — M ¢ bem definida, para todop € M.

O teorema de Hopf‘ Rinow enunciado e demonstrado a seguir garante que os
dois conceitos de completude siao equivalentes. Assim sendo chamaremos M de
variedade completa se um dos conceitos (geodesicamente completa ou completa
como espago métrico) for atendido. O teorema também garantira que 2 pontos
em uma variedade complcta sempre serdo hgados por uma gcodésica minimizante,
generalizando assim o item (b) do Teorema 5.102.



Seja M variedade Riemanniana.
(a) As condigdes abaixo sdo equivalentes:

(al) Exi‘sre um ponto p € M tal que exp,, : TyM — M estd bem
dcﬁnida;

(a2) os fechados limitados de M sdo compactos,

(a3) M ¢ completa como espago metrico;

(a4) M ¢ geodésicameme completa;

(b) Suponha que uma das condi¢des acima seja satisfeita. Entdo dado p,q € M
existe uma geodésica y minimizante ligando p a q, i.e., L(y) = d(p, q)

Demonstragdo. (*) A demonstracio a seguir ¢ baseada no classico [Car]. Sugerimos
para o(a) leitor(a) iniciante, focar no enunciado do teorema ¢ apenas nas ideias da
demonstragio.

(al) = (b): Vamos primeiro provar que (al) implica (b) ou seja que se existe
um p € M onde a aplicagio exp,, : TpM — M esta bem definida entio dado
qualquer ¢ € M existe uma geodésica parametrizada por comprimento de arco
v : [0,R] = M tal que ¥(0) = pey(R) = qonde R = d(p, q). Este serd o
cora¢ao da prova do teorema de Hopf Rinow.

Seja Bs(p) uma bola normal. Como a fungio x — d(z, q) restrita 0Bs(p) ¢
continua, ela admite um minimo zg € dBs(p). Sejav € Tle tal que exp,,(dv) =
wo e defina t — v(t) = exp,(tv). Nosso objetivo ¢ mostrar que y(R) = ¢.
Definamos o conjunto A C [0, R] como:

A= {s e [d R],talqueVt € [0,s] d(v(t),q) = R — t} (57.1)
Note que:
« A # 0, pois & € A (vide argumento da Eq. (5.7.2) abaixo);
- sup A € A pois a funcio distancia ¢ continua.
Devemos monstrar que sup A = R ¢ para tanto basta mostrar que se § € A entdo

existe 0 tal que 8 + se A

Afirmagdo 1: Seja & tal que Bj(v(8)) ¢ bolar normal ¢ & € 0Bj(y(5)) tal que
d(Z,q) = inf d(z, q)|zcoB; (1(3)- Entdo T = (5 + 9).



Como veremos abaixo, a ideia da prova da Afirmacao 1 sera provar que se 3
¢ a geodésica ligando y(8) a Z, entdo a curva concatenada 3 * 7|[g 5 minimizara
a distancia d(p, Z) o que implicarﬁ que cla de fato ¢ uma gcodc’sica (em particular
nao quebrada). Vamos agora aos detalhes da prova da Afirmacao 1.

Observe primeiro que:

d(v(8),q) = 6 +d(7,q). (5.72)

De fatose a : [0,1] — M ¢ uma curva com a(0) =v(8), a(l) = qea(l/2) €
0B5(7(3)) temos que L(a) > 0 —i—Nd(.%, q) o que implica (tomando o infimum
sobre as curvas @) que d((8), q) > 6 + d(Z, q). Por outro lado pela desigualdade
triangular d(y(5), q) < § + d(Z, q) ¢ assim conluimos Eq. (5.7.2).

Da defini¢ao do conjunto A, recorde eq. (5.7.1), temos

d(v(3),q9) =R -5 (57.3)

Assim pela desigualdade triangular, e equacoes (5.7.2) ¢ (5.7.3) temos

d(p,z) > d(p,q) —d(%,q)
> R—(R—35-90)
= 5496

Da equagdo acima concluimos que d(p, &) > 5+4. Por outro lado a curva concate-
nada S| [0,3] tem comprimento 5+0. Assim concluimos pela Proposi¢ao 5.101 que
a curva concatenada [ * 7| [0,5] ¢ uma geodésica e em particular que Z = v(§+9),
terminando a prova da Afirmacio 1.

Por fim para demonstrar que § + § € A, ¢ assim terminar a demonstracio do

(al) = (b), basta aplicar eq. (5.7.2) ¢ (5.7.3) concluindo que:

d(v(3+9),9) = d(&,
= d(y(

7Q)~_S
= R—5-9§
= R—(5+9)

(al) = (a2): Seja K C M um conjunto fechado e limitado. Entio existe
um R tal que K C Bpg(p). Por outro lado como (al) implica (b) sabemos que
Bgr(p) C epr(BR(O)). Logo K C epr(BR(O))7 ou seja temos um conjunto

fechado limitado contido em um compacto, logo K ¢ compacto.



(a2) = (a3): Seja {m} uma sequencia de Cauchy. Entiao dado R existe
um Ny tal que para todo m > Ny temos Z,, € Br(zn,), ou seja a sequencia
{Zm }m> N, fica contida (pelo item (a2)) em um compacto, assim possuiu uma sub-
sequencia convergente. Uma sequencia de Cauchy que admite subsequencia conver-
gente, também converge. Assim provamos que M ¢ um espaco métrico completo.

(a3) = (ad): Seja~y : [0,a) — M segmento de geodésica parametrizada por
comprimento de arco. Desejamos mostrar que o pode ser extendida para [0, a+ 5),
para algum d. Considere uma sequencia {sp} tal que S, — a. Temos entdo

€> |5 — sm| = / o/ ()]t
> d(v(sn),7(5m)

Assim {(8m )} ¢ uma sequencia de Cauchy e como M ¢ completo, ela tem que
convergir para um ponto p € M. Seja Bs(p) uma bola normal convexa, e escolha
Np tal que se m > Ny entdo ¥(8m) € Bs/3(p) e a— sy < 0/3. Concluimos pelo
teorema da vizinhanca convexa (Teorema 5.97) que o segmento de geodésica pode

ser extendido para [0, @ + 6/3) e que que fato y(a) = p.

(a4) = (al) c]arameme e isto termina a demonstragﬁo dO teorema. O

Terminamos esta secdo com um resultado simpético que sera ucil para teorema

de Hadamard.

Seja F' : M — M uma isometria local. Suponha que M ¢ completa. Entao F ¢
um recobrimento isométrico.

Demonstragdo. Sejapa € F71(p). Observe que como F ¢ uma isometria local entdo
leva geodésica em geodésica. Mais precisamente

F(exp,, (tv)) = expy(tdFp, v), Vt. (5.7.4)
A equagdo acima ¢ o item (a) do Teorema 5.106 implicam que M ¢ variedade
(:Omplcta. O item (b) do Teorema 5.106 ¢ a Eq. (5.7.4) implicam que F¢é sobrcjctora.

Seja ¢ tal que Bs(p) ¢ vizinhanca normal convexa.

Aftrmagdo I: F' 2 Bs(pa) — Bs(p) ¢ uma isometria.



Vamos provar a afirmagio 1 acima. Primeio observe que dado & € Bs(pa)
existe pelo menos um segmento de geodésica 4 : [0,1] — M de comprimento
menor do que 0 tal que 7(0) = pq ¢ (1) = T (visto que M ¢ completa). Assim
sendo pela Eq. (5.7.4) concluimos que F(5(1)) € Bs(p) e assim que F'(Bs(pa)) C
Bs(p). Por outro lado dado um = € Bs(p) existe um tnico v € T, M tal que x =
epr( v). Defina vq tal que dFp,vq = v. Assim pela Eq. (5.7.4) F(exppa (va)) =
epr(v) = z concluindo que F'(Bs(pa)) D Bs(p). Temos assim que F (Bs(pa)) =

Bs(p).

derar 2 pontos Z1,Z2 € Bs(pa) e suponhas que F'(Z1) = F(Z2). Existe pelo

Vamos agora provar que F' : Bs(pa) — Bs(p) ¢ injetora. Vamos consi-

menos 2 segmentos de geodésicas ¥; ligando pe a &; com comprimento menor a
0. Pela Eq. (5.7.4) temos F o 41 ¢ F' o A3 sdo geodesicas (de comprimento me-
nor que 9) ligando p a F'(Z1) = F(Z2). Como a vizinhanca ¢ normal temos que
F o4 = F oA 0que implica que 41 = A2 ¢ assim que 1 = T2 concluindo assim
que F': Bs(pa) — Bs(p) ¢ injetora terminando a prova da Afirmacio 1.

Afirmagdo 2: Bs(pa) N Bs(pg) = 0 se o #

Suponha que Z € Bs(pa) N Bs(pg). Seja &4 @ [0,1] — M segmento de
geodésica com &; = p; e G;i(1) = &. Assim pela Eq. (5.74) as geodésicas Flo & sao
segmentos de geodésicas que ligam p a x em Bj(p) e assim temos F'od, = Fodg
0 que contraria o fato de F ser um difeomorfismo local, terminando a afirmacio 2.
As afirmagdes 1 ¢ 2 terminam a prova do lema.

O

Nesta secdo opcional estudaremos as relagdes entre o fluxo geodésico e as estrutura
simplética e de conrtato induzidas pcla métrica de Sasaki. Esta secdo sera baseada
no livro [Pat, Capitulo 1].

Seja g metrica de Sasaki em T'M, vide Defini¢ao 5.63. Lembremos em parti-
cular que a conexdo Riemanniana induz uma distribuicio H na variedade T'M e
assim temos a decomposicio T, TM =H,, T, T, M. Ao longo desta secio, a
dupla (X,Y),, significara que X € 'Hv Y € T, T, M. Lembremos também
que pela Observacio 5.65 a proj C(SS.O C Ty, (TM) % T o Lp M ¢ descrita como
Cpd/(0) = Y Z(0) onde t — a ¢ um ulmpo t — Z(t) ao 1ongo de uma curva



t — a(t). Por fim considere estrutura quase complexa J,,, : T, TM — T, TM

definida como Jy, (§n,&0) = (—&v,&n). Podemos agora introduzir nossa forma
simplética em T'M.

Sejam J e C aplicacoes definidas acima e m : TM — M a projecio canonica.
A forma simplética em T'M ¢ definida como:

Wu, (57 77) = E(vaé, 77) = g(dﬂ'vp (5)7 Cvp (’7)) - g(CUp (5)’ dﬂ.'Up (77))

E possivel verificar que w € Q*(T'M) ¢ de fato nio degenerada (vide Exercicio
5.111) Definamos a seguir a 1-forma 6 € Ql(TM) cuja diferenciacio sera —w. Isto
em particular implicard que w ¢ uma 2 forma fechada.

Seja Ge X(TM) o spray geodésico. Entao:

e(gvp) = g(é(vp)7 gvp) = g(dvpﬂ-(é)’ Up)

¢ nossa I-forma em T M.

Sejam w ¢ @ definidas acima. Entdo:

w = —dé.

Demonstragdo. Seja V conexao Riemanniana da métrica de Sasaki g. Afirmamos
primeiro que:

V,G(vy) € Vy, := T, T,M (5.8.1)

para todo n e 'va. Afim de verificar tal equagao, considere {El, ce ,En} um
referencial totalmente geodésico em vizinhanca de p em M, vide Lema 5.69. Scja
X; € X(TM) levantamento horizontal de Ej. Visto que {X;(vp)} ¢ base de
’H(vp), para demonstrar Eq (5.8.1) basta verificar que %Xjé(vp) S va 0 que sera
verificado a seguir na (5.8.2).



Vx,G = va (X, G)X;)

= ZXj. g i, ))Xz

Observemos que o primeiro termo ¢ nulo. De fato, seja t — Zj (t) o transporte
paralelo de vy, ao longo da geodésica ; partindo de p com 74(0) = Ej(p) temos

que

—

X;j o (8(Xi,G))(vp) = — (g(Ei 0%;(t), Z;(1))) l=0 = &(VE, Ei(p), vp) = 0.

d
71 (8
Utilizando Observagio 5.47 ¢ Lema 5.69 temos %X‘j Xi(vp) = (%Xin)V(Up).
Concluimos assim a equacao

Vx,G(vp) =Y &(X:,G)(Vx, Xi) (vp) € Vs, (5.8.2)
1

a qual implica, como haviamos comentado, a Eq (5.8.1).
Por outro lado temos:

df(&1,82) = &100(&2) —&200(61) — 5[51752])
= &10g(&e, 4)_52 g(&1,G)
— g([&1, 6], G)

Assim sendo:
d0(&1, &) = B(&2, Ve, G) — B(&1, Ve, G) (5.8.3)
Das equacdes Eq.(5.8.1) e Eq (5.8.3) concluimos que:
dfly,, xw,, = 0.

Seja Yi(vp) = Ju, (Xi(vp)) Assim {X1,... X, Y7,... Y, } ¢ um referencial
ortonormal adaptado de Ty, T'M. Visto que [Y;, Yj] ¢ vertical (uma vez que os 2

sS40 tangentes auma ﬁblﬁ.) concluimos quc

de‘vvvavp = O



Assim para terminar a demonstragio devemos provar que:
db,,(X;,Y)) = —wy, (X4,Y)) (5.8.4)
De um lado utilizando o fato que [X;, Y] (vp) € Vo, ¢ 0(Y;) = 0 temos:
d0,,(X;,Y;) = —Y;00(X;)y,
= —Y;eg(X;, é)v,,

d _ N
= = 58X, G)m; (o) 4oy l=0

=~ La(E), B (0) + )l

= &
Por outro lado

As duas equacdes acima implicam entio Eq. (5.8.4) terminando a demonstragio.

O

Verifique que

n 1
—w = —wA--Aw

n

¢ forma volume Riemanniana de T'M associada a métrica de Sasaki g.

Sugestao: Descrevaw em termos das 1-formas duais dos campos { X1, . . . Xp,
Y1,...Y,} definidos na demonstraciao da Proposicio 5.110),

Vamos agora verificar que o spray geodésico ¢ um campo Hamiltoniano.

Seja H : TM — R definida como H(vp) = %g(v, v). Entdo o spray geodésico
G € X(T M) coincide com o campo Hamiltoniano associado a H ou seja

dH = iéw.



Demonstragdo. Dado § € Ty, T M, considere uma curva & : (—¢,€) — T'M com
@'(0) = £ Entdao a(t) = Z(t)q(r). Assim

AH,,(©) = 5 () heo

= 22820, 20
= &(Vu(0)2(0), 2(0))
= g(cvpgav)

Por outro lado:

0, (G(v,),8) = gldmy,(G(vp)), Co, (€))
= g(v, Cy, (€))

Concluimos entdo que dHy, (§) = wy, (é(vp), &) como desejado.
[

Visto que o fluxo de qualquer campo Hamiltoniano ¢ um simplectomorfismo,
ou seja preserva W, segue do Exercicio 5.111 ¢ Proposicio 5.112 que:

O fluxo geodésico preserva a forma volume associada a métrica de Sasaki.
N
Vamos agora restringir o spray gcodésico G ao fibrado unitario e comprccndcr

melhor sua relagio com a estrutura de contato la existente.

Uma 1-forma 7 em uma variedade N orientdvel de dimensio (2n — 1) ¢ cha-
mada forma de contato se a (2n—1)-forman A (dn)™ ! é uma forma volume,
i.e., nunca se anula. (N, 7) ¢ chamada variedade de contato. Dado 7 existe
um unico campo vetorial X ( chamado campo de Reeb) tal que

an = 1, ixdn = 0.

A férmulamagica de Cartan (Lxw = i x dw+di xw) garante entdo que Lxn = 0



¢ Lxdn = 0 o que implica que campo de Reeb preserva o volume n A (dn)™ L.

Proposic¢ao 5.110 e Dcﬁnigﬁo 5.109 implicam entdo que

0 restrita ao fibrado unitario TM = H_1(2) ¢ uma forma de contato ¢ o spray

gL’OdC/SiCO G C/ (o] campo d€ RCCb d&‘fd estrutura d(f contato.

Utilizando mesma ideia por tras do Exercicio 5.111 ¢ Observagao 5.115 ¢ possivel

dcmonstrar quec:

cON (dQ)n_1 ¢ forma volume da méerica de Sasaki restritaa TP M = H L (2)
e tal volume ¢ preservado pelo spray geodésico G. Aqui ¢ ¢ —1 ou 1 de acordo

com a dimensio de M.

Vamos agora aplicar tais propriedades estudadas Ppara um TCSUltﬂdO bﬂ/.SiCO de

dinamica.

-

Seja G'um campo completo em uma variedade N (e.,g quando N é compacto).
5

Dizemos que G ¢ Poisson estavel se para todo p € N existe uma vizinhanca

B de p tal que para todo £y existe um s > %y ¢ um ponto z € B tal que
e*Y(z) € B. Em outras palavras % (B) N B # ().

Seja N uma variedade orientavel compacta, w uma n-forma volume ¢ G um campo
-
em N. Suponha que fluxo x — €'%(x) preserva o volume. Entdo G ¢ Poisson

estdvel.
Demonstragdo. Suponha por absurdo que dado um p € N exista uma bola aberta
B = B,(p) tal que: existe um tg tal que para todo t > ¢y tenhamos

e'“(BynB =10 (5.8.5)

Existe entdo um nimero natural N' > ¢ ¢ definindo uma sequencia t,, := N +m

concluimos da Eq. (5.8.5) que:
eltm™G(By N e"Y(B) = () (5.8.6)



Assim temos que
. {etmG(B)} colegio de abertos disjuntos;
- vol(B) = vol(em%(B)) onde vol(V) = [;, w
Porém isto contraria o fato do volume de IV ser finito, visto que IV ¢ compacto.

O]

O Exercicio 5.117 ¢ 0 Teorema 5.119 implicam:

Seja G o spray geodésico restrito ao fibrado unitario N = TYM de uma variedade

compacta M. Entdo G ¢ Poisson estavel.

Terminamos esta se¢do relacionando a 1-forma € com a forma tautologica ™ no
fibrado cotangente T'M* definida como 07 (&) = n(dn&,) onde w : TM* — M

a projecdo canodnica (lembre Partce 1).

Seja L : TM — TM* a transformada de Legendre associada a H = %g, ou seja
L(vp) = g(vp, -). Entdo § = L*07.

Demonstragdo. Seja t — B(t) uma curva suave em T'M com [3’(0) = vpc fBsua
projecio em M. Temos entdo que §(t) = L(B(t)) = g(B(t),-). Note que a
projecio de § também ¢ a curva 3, ie., B = m(0)
LoT(B'(0) = 67(dLs'(0)
d

= 6 (Lo A0)hmo)
= 7 (560l=0)

~ 50 >(d7rjta<>\t:o)
- 5(0)( ma()\t 0)

dt ()le= °)>
)

= g(B
,ﬂ'( 2
(vp), B
(0)).

= g

(0))

I
> o

(vp
(G
(5
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6

Curvatura

Neste capitulo continuamos a introduzir o(a) leitor(a) a area de Geometria Rie-
manniana, aprofundando nossa discussao sobre curvatura, generalizando a discus-
sa0 introduzida na Secao 1.7.

(MW Tensor curvatura e curvatura seccional

Iniciemos definindo um operador em campos tangentes a M.

Definicao 6.1.
Seja (M, g) variedade Riemanniana com conexio Riemanniana V. Definimos

o operador curvatura como:

R: X(M) x X(M)

onde

R(X,Y)Z =V g2 ~VgVpZ +VyVgZ.

Por meio de calculos diretos, ¢ possivel verificar o resultado a seguir.

Proposicado 6.2.
Sejam X,Y ,Z € X(M), ¢ f,g,h € C*°(M) Encdo:

(a) R ¢R- wrilinear,




(b) R(X,Y) = —R(Y,X),

() R(fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z.

d) g(R(X,Y)Z,T)+g(R(Y,Z)X,T) +g(R(Z,X)Y,T) =0,
() g(R(X,Y)Z,T) = —g(R(X,Y)T, Z)

(f) g(R(Xv Y)Z’ T) = g(R(Zv T)Xa Y)

Os itens (a), (b), (¢) acima garantem entao que R}, depende apenas dos vetores
X(p) , ?(p) e Z(p) ¢ nao dos campos X, }7, Z. Assim R é um (1,3) tensor,i.e.,
R, : T,M x TyM x T,M — T, ¢ 3-lincar. R ¢ assim ¢ de fato um tensor. Jus-
tamente como tensor iremos frequentemente apenas denotar R(X, Y, )Z no lugar
deR(X,Y)Z para destacar esta propriedade de que no ponto p s6 precisamos dos
vetores e ndo dos campos.

[tem (f) garante que o operador de Jacobi Ry, : TyM — T, M definido como
Rvp(-) = R(vp, -)Up ¢ uma transformagﬁo linear simétrica. Em particular, Rvp
admite uma base de auto-vetores, ortonormais a v,

Dado um fibrado vetorial R — B — M com uma conexdo V : X(M) x
X(M) xT'(E) - T'(E) podemos genemlizar a Definicao 6.1 ¢ definir o tensor

curvatura R associada a V como:

R:X(M)x X(M) xI'(E)

X I'E)
(X,Y,€)

%
— R(X,Y)¢

onde

R(X,Y)f = V[X'y}f — VX'V?f + V?VXf.

Neste caso as propriedades (a), (b), (c) da Proposicao 6.2 continuam valendo e tal
como antes observa-se que R ¢ de fato um (1, 3) tensor. Além disto se o fibrado E ¢
Euclidiano (i.e, existe uma métrica h nas fibras e V ¢ compativel a h) entdo a propri-
edade (¢) pode ser reformulada como: h(R(X,Y)&,m) = —h(R(X,Y)n, &) ou
seja R(X,Y), ¢ anti-simétrica ou seja estd contido na algebra de Lie de Iso(Ey).
Mais do que isto, como comentaremos mais tarde, R(X,Y"), estd contida na algebra
de Lie do grupo de Holonomia Hol,,(E), o qual ¢ um subgrupo de Iso(Ep), como
vimos na Secdo 5.4.



Vamos agora adiantar algumas interpretacdes do tensor R.

« Segue direto da defini¢ao que se o tensor curvatura ¢ nuloentao V_s_ comuta
ox;

comV o .
Oz ;
J
- Como veremos na Segio 6.3, o operador de Jacobi Ry (4) também ajuda a
medir qudo rdpido geodésicas t — ~ys(t) saindo do mesmo ponto pg = ~s(0) se
afastam.

« Tensor curvatura mede quanto o o transporte paralelo depende de caminhos
curtos (vide Teorema 6.79), em particular, se R = 0 entdo o transporte paralelo
independe de caminhos contrdteis (vide Proposic¢io 6.8 ¢ Teorema 6.77).

+ Veremos ainda neste capitulo, como consequéncia de uma versao local do te-
orema de Gauss Bonnet, uma relagao entre curvatura seccional (a ser definida

abaixo) ¢ triangulos geodésicos em superficies (vide Exercicio 6.73).

Sejao C T, M um subespaco bi-dimensional e X, Y € o vetores linearmente

independente. Entdo definimos a curvatura secional em ¢ como:

g(R(X,Y)X,Y)
g(X, X)g(x Y) - g(Xv Y)2

K(X,Y) =

De fato ¢ possivel mostrar que K(X,Y’) ¢ o mesmo para qualquer outra base de
0. Também ¢ possivel mostrar que tendo todas as curvaturas secionais de todos os
subespacos bi-dimensionais de T, M entio pode-se reconstruir o tensor R,,.

A proxima proposicao ¢ um resultado tril sobre tensor curvatura de espaco de
curvatura constante .

(M, g) tem curvaturas secionais constantes iguais a K se e somente se

g(R(Xv Y)Zv T) = KO(g(X’ Z)g(Y7 T) - g(X7 T)g(K Z))

Também serd util considerar a curvatura de uma conexao pullback via uma
aplicagio suave, ou seja:



Seja ¢ : [a1,b1] X [az, ba] = M uma aplicagdo suave e V- € T'(p*T' M) entao:

vV V vv (&p ago)v
Ot Os dsot “0s’ Ot

Terminamos esta se¢io com um exercicio central para termos nossa primeira
interpretacao sobre o signiﬁcado de R=0.

Considere o referencial geodésico local {§;} definido em uma vizinhanca U
de p com V(,y&i(p) = 0, vide Lema 5.69. Suponha que o transporte paralelo
indcpcnda de caminhos contrateis. Prove entio que V(.)fi(:ﬁ) =0,Vz e U
(referencial local paralelo). Conclua que R ¢ identicamente zero ¢ assim K =

0.

Como veremos posteriormente, se K = 0 entdo M ¢ recoberto isométrica-
mente pclo espago Euclidiano (vide Teorema 6.45) e assim o transporte paralclo em
M independe de caminhos contrateis. Ou seja concluimos a proposi¢ao a seguir.

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(@) K = 0 ou seja curvatura seccional sempre ¢ nula;

(b) transporte paralelo em M independer de caminhos contrateis.

O Exercicio 6.7 pode tambem ser generalizado para fibrados Euclidianos.

Considere um fibrado Euclidiano R¥ — E — (M, g) com métrica nas fibras
h ¢ conexao V' h-compativel. Seja O(E) o fibrado referencial ortonormal e Ha
distribuicao em O(E) induzida pela conexdao V, vide Secdo 5.4. Temos entdo que as
seguintes afirmagdes sao equivalentes.

(a) transporte paralelo independe de caminhos contratets;

(b) para cada ponto p € M existe uma vizinhanga U e um referencial local

€ ={&}: U = O(E) com Véi(z) = 0,Vx € U, ic., referéncial



local paralelo;

(¢) a distribuicao Hem O(E) ¢ integravel.

Suponha que a distr 1bulcao Hem O( ) seja integravel e seja F a folheagdo associada
a esta distribuigdo, i.c. TF =H. Aftrmamos que neste caso, fixo uma folha L €

~

F, a aplicagio 7t : Lép — M ¢ um recobrimento, onde 7 : O(FE) — M ¢a

projecdo candnica.

Demonstragdo. A solucio do Exercicio 6.7 pode ser aplicada diretamente para veri-
ficar que (a) implica (b).
Vamos agora supor a afirmacio (b), i.e., que € éreferencial localmente paralelo.
A construgio de H apresentada na Secdo 5.4 implica que ?:ZE( ) = Tg( )P onde

= f( ) ou seja a imagem de £ éum grafico que ¢ tangente a distribuicao H.
Conmdeundo a acdo a direita p @ O(E) x O(k) — O(E) e lembrando que a
distribuicao H ¢ invariante por esta acdo, vemos que os graficos (P, g) também
sdo tangentes a distribuicao H. Concluimos que a distribui¢ao H ¢ integravel em
a1 (U) A arbitrariedade na escolha de p entdo implica que 7:[\ é integréve], ou seja
provamos que (b) implica (c).

Vamos agora supor que o item (c) ¢ valido e provar a afirmacio da Observagio
6.10. Note que, como a distribuicio H ¢ invariante pela acdo a direita o : O(E) %
@(k:) — O(E), a folhcagﬁo j': também ¢ invariante pcla acao, i.e., aacio leva folha
em folha. Como a distribucao H ¢ cransversal as fibras do fibrado O(E), dado um
p € M podemos achar uma vizinhanca U de p e um aberto Pép da folha Eép que ¢
grafico sobre U. Visto que a folheacao ¢ invariante pela a¢ao g, todas as folhas da
folheagio 1 (U)ﬂ]? também sdo grafico sobre U. Concluimos que 7~ 1(U) ﬁiép
¢ uma unido disjuntas de abertos U, C Zép eque 7 : Uy — U sao difeomorfismo.

~
Logo 7 : Lé — M ¢ um recobrimento, terminando assima prova da Observacio
P

6.10. Esta observagﬁo por sua vez implica oitem (a). O



Nesta se¢ao vamos supor que que M™ estd mergulhada em uma variedade Rie-
manniana (Mm+k, g) sendo g a métrica induzida por g. Para evitar sobrecarga de

notacao iremos denotar as duas métricas simplesmente por g.

6.2.1. Segunda forma

Vamos rever algumas ideias apresentadas na Se¢do 1.7 agora neste contexto um
pouco mais geral.
A relagio entre a conexao do ambiente V ¢ a conexao tangente V ¢ descrita

pelo tensor B : X(M) x X(M) — X(M) detinido a seguir.

B(X,Y)=V3iY - VxY

onde X e Y sio extensoes de X e Y.

(a) B ¢ bem dcﬁnido (ndo depende das extcnsécs)
(b) B¢ (1,2) tensor simétrico.
Demonstragdo. O item (a) e o fato de B ser um (1, 2) tensor pode ser demonstrado
utilizando referencial adaptado ¢ o fato de
65(17 =DxY + E(X)f/
Para demonstrar que B ¢ simétrico note
B(X,Y) = ViV -VxY
= 6?)2 + [X , Y]
- (Vy X +[X,Y))
= B, X).



O

Por vezes também serd conveniente tratar o (1,2) tensor B acima, como o
(0, 3) tensor abaixo.

H77<X7 Y) - g(B(X, Y)a 77)

onde X, Y sdo tangentes a M ¢ 7 ¢ um vetor normal.

Visto que B ¢ simétrico, podemos entdo definir um operador simétrico (em
relagdo ao produto g) S¢ : TyM — T, M via o tensor segunda forma:

g(S,,X,Y) = Hn(Xa Y)

O significado geométrico do operador forma pode ser compreendido mais cla-
ramente na proposi¢ao a seguir. Em particular para hipcrsupcrﬂcics no espago Eu-
clidiano pode ser interpretado como uma forma de medir quao rapido o vetor normal
unitdrio varia, ou seja qudo rapido uma hipersuperficie "curva”. Em particular se o operador
forma for sempre zero a hipersuperficie sera um hiperespago.

Sejan € vp(M) e 1] uma extensdo de 1 em uma vizinhanga de p em M. Entdo
Sp(X) = —W(Vxﬁ)
onde T : TpM — T, M ¢ a projecdo ortogonal e X € T, M
Demonstragdo. Seja Y € T, M um vetor qualquer fixo e Y uma extensio deste

vetor. Observe primeiro que como g(n,Y) = 0 temos, apos derivar por X, que

g(%xfﬂ n) = —g(f/, 6)(77) ¢ assim
g(8,X,Y) = g(VxY — VxY,7)
= g(VXf:a )
= g(Y7 _vXﬁ)



A equagdo acima e a arbitrariedade da escolha do vetor Y conclue a prova da pro-
posicio. O

Natural nos perguntarmos o que significa B e S, serem zero. Dizemos que M ¢
O O

totalmente geodesica em p se By, = 0. Mais geralmente M ¢ totalmente geodésica

se By, = 0 para todo p € M. Exemplos de subvariedades totalmente geodésicas:

« M ¢ subespago vetorial de M= R,
« V um subespaco de R™Y defina M :=V NS™ ¢ M= S™;

« M sendo subgrupo fechado de um grupo de Lie M com métrica bi-invariante.

Uma vez estabelecidos alguns exemplos onde Sy, sao nulas, ¢ natural conside-
rarmos casos onde tais operadores simétricos nao sao nulos e assim somos levados

a considerar seus auto-valores ¢ tentarmos entender o significado destes.

Seja 1) vetor normal unitario de M. Os autovalores A; do operador forma
Sy : TyM — T, M sio chamados curvaturas principais. Frequentemente os
auto-vetores sio chamados dircgécs principais e os auto-espaco Ey associados
auma curvatura principal A de auto-espago principal.

Uma interpreta¢ao geométrica das curvaturas principais ]i foi apresentada na
Se¢do 1.7. Em particular, observamos que toda superficie ¢ aproximada ou por um
paraboloide eliptico ou por um paraboloide hiperbolico se A; - A2 > 0 ouse Ag -
A2 < 0. O produto A1 - A em p era entdo chamado de Curvatura de Gauss ¢
como ficara claro abaixo (teorema Egrcgium de Gauss), tal curvatura coincide de
fato com a curvatura seccional K (p).

O préximo exercicio fornece mais uma interessante interpretacao sobre as cur-
vaturas principais, agora destacando o significado de )\%, as assim chamadas dis-
tancias focais que a grosso modo medem lugares onde superficies paralelas “focali-
zam’”.

Seja M uma superficie mergulhada em M = R3 ¢ £ vetor normal unitdrio a

M. Defina e : M — R? como nye(z) = 2 + 1€



(a) Sejam el c ey direg()es principais em TpM com curvaturas principais
A1 e Ag. Verifique que dnpee; = (1 — 1rA;)e;
(b) Conclua queser 75 )\i em Vizinhanga U de P, entdo existe Vizinhanga
1

UcUde p tal que Urg(U) ¢ superficie mergulhada.

6.2.2. Equacdo de Gauss

Chcgamos agora ao resultado principal desta se¢do que relaciona curvatura incrin-
sica, curvatura do ambiente ¢ segunda forma.

g(R(X,Y)X,Y)—g(E(X,Y)X,Y) = g(B(X,X),B(Y,Y))

onde X, Y sdo tangentes a M.

Demonsrmgdo. Scja {65} referencial orconormal a M definido em uma Vizinhanga

de p € M. Ou seja para todo € M préximo a p, temos que {eg(z)} ¢ base de

vp(M) := TM:JCL. Temos entdo que B(X,Y) = > g(VxY, eg)eg Estamos aqui
B

usando a notag¢io VyY para denotar VxY onde Y ¢ extensio de Y proximo a p.
Logo
VyX =Vy X+ g(VyX eses
B
Uma vez que g(eg, Y) = 0 temos que:

g(VxVyX,Y) = g(VxVyX,Y)

+ Y (Vv X, ep)g(Vxes, V)
B
= g(VxVyX,Y)

- Zg(vYX7 eﬁ)g(eﬂ7ﬁxy)
B

e assim concluimos:

g(VxVyX,Y)=g(VxVyX,Y) —g(B(X,Y),B(Y,X)). (621



De forma analoga obtemos
g(VyVxX,Y)=g(VyVxX,Y) —g(B(X,X),B(Y,Y)). (622

Por fim note que:

g(VixylX,Y) = g(Vixy]X,Y). (623)

As eq. (6.2.1), (6.2.2) ¢ (6.2.3) implicam a Equacio de Gauss.
O

A equagio de Gauss nos permite algumas conclusdes diretas. Em particular no
item (b) do exercicio abaixo vemos o celebrado teorema Egregium de Gauss, que
observa que a curvatura secional de uma supcrﬁcie em R3 (quc ¢ definido intrin-
siciamente) pode ser calculada como o produto das curvaturas principais (que ¢

calculado extrinsicamente).

Seja M hipersuperficie de (M, J)

(a) Verifique que K (e1, e2) — K(e1, e2) = A Az onde ey, eg sio direcdes
principais de T, M associadas as curvaturas principais A1 ¢ Ag.

(b) Conclua que se M = R3 com mérrica Euclidiana, entdo a curvatura secti-

onal da superficie M ¢ K (p) = A Ao

6.2.3. (*) Segunda forma e o vetor curvatura média

Na sec¢do 1.8 apresentamos o conceito de curvatura média de uma superﬂcie mer-
gulhada em R3. Aprovcitamos aqui para gcncrahzar tal dcﬁnigﬁo e dar uma inter-
pretagio geométrica dela.

Seja L™ subvariedade mergulhada de (M™% g). O vetor curvatura média
no ponto p € L ¢ definido como:

k

H(p) = trBy =) (trSg)&,

i=1



onde {&}¥_; ¢ um referencial orconormal do espago normal v, L.

Seja L™ subvariedade mergulhada de (M™+k g) e W : V C R™ = U C L
parametrizagdo com U compacto. Considere p : U — R tal que ¢[pp\y = 0 ¢
0 < ¢lu < 1. Defina:

« F:(=0,0) x W — M como F(t,x) := exp,(t£), onde W compacto

comU C W ¢ 6 éescolhido para F ser imersdo injetora;
c W (=0,0) x V= M como U(t, x) == F(tp(x), ¥(x));

- gl = {0 ale;) onde W(x) = (1, 2)

Entado:
d t
24/ 195 ;1le=0
() —mg(Hpe = Al
|gi,j‘
(b) GVl (V))ey = —m fyg(H ¢&w
onde H ¢ o vetor curvatura média e w := volps ¢ a forma volume (com orientagao

induzida por W)

Demonstragdo. Considere a subvariedade N := F((—E, €), W) com a métrica in-
duzida g. A subvariedade U entao se torna uma hipersuperficie em N. Ao longo
desta prova o ambiente de U sera sempre N (em particular U¢ hipcrsuperﬁ'cic de
N) ¢ o sistema de coordenadas que iremos considerar sera 1271. Neste sistema de
coordenadas a forma volume @ := volx (com respeito a g) se escreve como

W= \/|gi,j\dt/\dw1/\.../\dxm
ig@:\/|gi7j|dx1/\.../\dxm.
t

Por outro lado, pelo Lema 5.75

€ assim temos:



As equagdes acima nos permite concluir que:

d .
div(ﬁ Y ‘g%]’

) = . (6.2.4)
ot V/19i]
Também ¢ possivel verificar que
d t
a [q. . = 194 -Ht:O
dt ,
M(O,x) e (6.2.5)

V19351 92|

De fato a equagio acima pode ser obtida usando o calculo de determinantes via
co-fatores ¢ as observagdes abaixo:

L g0,i(0,z) = 0 onde go; = g(%, agi)’
2. gi7j(t, x) = gij parat,j > 1,

3. 900 =121 ¢ & go0 =0

Finalmente utilizando o fato que ¢ — (¢, z) sio geodésicas de tamanho
()| temos que:

d1v(§)(0 z) = Zg(veigfei)

i=1
+ g(ngt?é)
= —ptrS;
= —myg(H,f),
e assim inferimos:
dlv(g )(0,2) = —m g(H, ©f). (6.2.6)

Equagdes (6.2.4), (6.2.5) ¢ (6.2.6) implicam o item (a).

Por ﬁl’l’l (€] itcm(b) 'pOdC Ser provado usando o item (3) COmMo vemos a SCgUiI’Z

d d
7V01(\:[1t(v))‘t=0 — dt(/v ]gf’j\dxl A A dmm)‘t:o

dt
d
= /(w/|gfj)t_0dx1/\-~/\dxm
= _m/ 7905



A grosso modo falando, o resultado acima garante que o vetor curvatura média
aponta para direcdo de descrescimento do volume de uma subvariedade, se consi-
derarmos que ela faz parte de uma familia de imersdes. Isto nos motiva a considerar

a seguinte defiicao:

Dado uma imersio ¢q : Lo — M, uma familia de imersdes ¢y : L — M

comt € [0,T) ¢ chamada solucio do fluxo de curvatura média se atendem:

d

onde H (t) é o vetor curvatura média de L(t) = ¢¢(Lg)

Achar uma familia de tais imersdes para tempos que nio sejam proximos a
t=0¢ compreender se estas imersoes de alguma forma "convergem” para alguma
subvariedade (que entao teria chance de ser uma subvariedade com curvatura media
zero, ou seja minima) ¢ em geral um problema complexo que ainda ¢ um tdpico ativo
de pesquisa.

Porém quando L = G(p) ¢ uma Orbita (principal) de uma acao isométrica
p:Gx M — M, entio é possivcl Cxplicar este fendmeno mais facilmente. Antes
de mais nada, a curvatura media ¢ G invariante, ou seja ¢ basica. Também pode-se
provar que para t proximo a zero, Ly = (L) ¢ ainda uma orbita, ou seja o fluxo
de curvatura média leva 6rbita em Orbita. Isto ja sugere que possamos pensar na

COl’lVCTgCHCiC{ como pOl’lEOS no espaco dC érbitas.

Seja G um subgrupo fechado de isometrias de uma variedade completa (M, g) e
considere a agdo isoméerica pr : G x M — M definida como pu(g, z) = g(x).
Seja L = G(p) uma orbita principal, ou seja que ¢ descrica como pré imagem de uma
submersao 7 : Tube(G(p)) — S onde todas as pre imagem 7= 1(x) sdo drbitas
da agdo. Entdo temos:

(a) Dadouma érbita singular G(q), existe uma vizinhanga tubular Tub(G(q))
tal que se G (p) estiver contida nesta vizinhanga, entao T' < 00 ¢ 0 ﬂuxo de
curvatura média converge dentro desta vizinhanga para alguma orbita singu-
lar.

(b) SeM /G ¢ compacto e se T < 00 entdo o fluxo de curvatura média sempre



converge para uma drbita singular, mesmo que G (p) ndo esteja perto de uma
orbita singular.

(c) A convmgéncia em (a) e (b) sdo do tipo Tou seja:

lim B2 (T — t) < oo.

6.3.1. Propriedades basicas

Sejay : I — (M, g) geodésica em uma variedade Riemanniana M com dimensao
m. Um campo suave J ao longo de v ¢ chamado campo de Jacobi se ele atende a
equagio de Jacobi:
\YAY
dt dt

onde Ry4)(-) = R(v',-)7" ¢ o operador de Jacobi. Como vemos a seguir todo

J+ Ryl(t)J(t) =0. (6.3.1)

vetor velocidade de uma variagio por geodésica ¢ um campo de Jacobi.

Seja f 1 (—€, €) X [a, b] — M uma aplicagdo suave tal que t — vs(t) = f(s,1)
¢ geodésica para todo s € (—e,€). Entao J(t) = %(O, t) ¢ campo de Jacobi ao
longo da geodésicat — y(t) = vo = f(0,t).

Demonstragdo. A prova ¢ um calculo direto, aceitando que o tensor curvatura res-
trito a variacao (o que formalmente ¢ chamado pullback da curvatura via f) nao
terd o termo de colchete, vide Proposicio 6.6.

Vv, _ VVof
dtdt” —  dtdtds

vV Vof

dt ds Ot
VVOf L 0f 0f)0F
© dsdt ot ot’ 9s’ ot

= _R(7/7 ‘])7/



Veremos na Proposiciao 6.27 que o resultado reciproco tambem sera verdadeiro
ou seja todo campo de Jacobi pode ser obtido por variagdes por geodésicas. Antes
porém, vamos descrever um campo de Jacobi em termos de um referencial paralelo
¢ observar que ele de fato atende uma EDO e extrair algumas conclusdes simples de
tal equagao diferencial.

Sejam J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésicay et — {e;(t) bi=0..m—1

um I'CfCl‘Cl’lCiC{l 01'[’01’101'1’1’131 paralclo ao IOllgO dC ’Y Ol’ldC €y i — ’7//”7/“ . Neste caso
para
m—1
J(t) = filt)ei(t)
=0
temos

dt dt Z

Concluimos entao que a equagio de ]acobi pode ser escrita como
) + ijg ei, R(Y'(t), e5)Y () = 0, Vi. (6.32)

Em termos matricias temos
[T®)]" + [R®][J ()] = 0, (6323)

onde [J(t)] = [fi(t)] e [R(t)] = [rij (t)] com ri;(t) = g(ei, R(Y' (1), )7 (1)),
i, [J(t)] ¢ [R(t)] sdo, respectivamente, representagdes matricias de J ¢ Ry na
base {e;}. Note que 745 (t) = 74i(t) e ro;j(t) = roj(t) = 0.

As equacdes acima nos permite inferir algumas conclusoes imediatas sobre cam-

pos dC J"{LObl as quals resumimos na plOpOSl(st a SCgUlT.

(a) Se V,IW € T,Y(O)M entdo existe um unico campo de
Jacobi J ao longo da geodésica vy : [0,1] — M tal que J(0) = V ¢
YJ(0)=W.

(b) Existem 2 m campos de Jacobi linearmente independentes.
(c) v ety sao campos de Jacobi, os quais sdo solugdes de f§ =0

(d) Existem 2(m — 1) campos de Jacobi perpendicular a ~y (ndo necessdriamente
ortogonais entre si).



() g(J,7") =tg(J'(0),7) +g(J(0),7(0))
Demonstragdo. Os itens (a),(b),(c) sio imediatos. O item (d) segue da equacio (6.3.3)
levando em conta que 795 = 7jo = 0. Para verificar o item (e) basta observar que
g(.Y) = Ilfo
1711 £5(0) + fo(0))

PO 2O

O]

Podemos agora mostrar que todo campo de Jacobi ¢ vetor velocidade de uma

varia¢ao por geodésicas.

Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésicay : (—e, €) — M. Considere
uma curva B : (=1,1) — W com 5'(0) = J(0), um campo s — V(s) ao
longo de B com V(0) = +/(0) ¢ XV (0) = Y.J(0). Suponha que a variagao
f(s,t) = eXPg(s) (tV (s)) esta bem definida. Entao J(t) = 8f 2(0,1).

Demonstragdo. Observe que %(0,0) = g]; (8,0)|s=0 = B'(0) = J(0). Devemos
verificar que > g{: (0,0) = ¥.J(0) e o resultado seguird pela Proposicio 6.25 ¢ pela

unicidade de EDO. Para tanto basta observar que
v of vy
atos Y = G
\%
= 5 (dlexpg()oV (s))]s=0

= V()

v
= —J(0).

(0,0)

E facil achar uma curva 3 tal que B'(0) = J(0). Sejam s — X (s) e s — Y (s )
os campos paralelos ao longo de 8 com X (0) = +/(0) e Y(0) = ¥.J(0). O



campo s — V() pode entao ser definido como V' (s) := X (s) + sY (s). Sea
aplicagao exp esta sempre bem definida, e.g., M completa, entdo f esta bem definida.
Caso contrdrio, pode-se proceder da seguinte forma. Primeiro verifica-se que f estd
certamente bem definida para intervalos pequenos de s e t. Depois, grudando variagdes
fi ao longo de y podemos construir a desejada variagdo f.

E conveniente considerar o caso particular de campos de Jacobi com J(0) = 0.

Suponha que exp,, : Bs(0) — M estd bem definida ¢ seja B := exp,(Bs(0)).
Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodesica y C B com condigdes iniciais

J(0)=0c¢ %J(O) = W. Entdo

J(t) = d(epr)m/(o)tW

Demonstragdo. Basta considerar na demonstracdo anterior a curva 3(s) = p e um

campo V (s) = Z a;(s)ei(p) com V(0) =+/(0) e V/(0) = W. Observe que

%V(O) =V'(0) =) ai(0)ei(p).

7
O resultado segue observando que

0 /
87:’:(0, t) = d(expp)iv (0)tV"(0)-

Por vezes C/ conveniente reescrever o COVOZ&iTiO acima em termos dC variagc"»cs. Mais
precisamente se J éum campo de ]acobi ao Zongo de uma geodésica v com J (0) =0
e W = YJ(0) encao J(t) = SL(0,t) onde f(s,t) = exp,(tV(s)) e V :
(—€,€) = TpM ¢ curva com V' (0) = W e V(0) = +/(0).

Consideraremos agora campos de Jacobi em espacos de curvatura constante.



Sejam (M, g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes K ey :
[0,a] — M geodésica com vetor velocidade 1. Entdo o campo de Jacobi J ao longo
de 7y com condi¢des iniciais J(0) = O e %J(O) = w para w perpendicular a ' (0)
¢ J(t) = cx (t)w(t) onde w(-) ¢ o transporte paralelo de w ao longo de 7y e ¢ ¢
a fungdo definida como

% paraK >0
c(t) =Xt paraK =0
% V[;K) para K < 0.

Demonstragdo. Considere o campo J(t) = cx(t)w(t). Sabemos pela Proposicio
6.5 que
g(R(P)/a J)’Yl? 61') = Kg(‘]? 62').

Assim

R(Y,J)y = KJ.
Loco o campo J atende a equacao de Jacobi, ou seja

VV~ o~
S~ T4+ KJ=0.
) H KT =0

O resultado segue da unicidade das solugdes da equagio de Jacobi, dado condi¢oes

iniciais.

O

~ . I
Temos entao o SCgUll’lEC COTOlal’lO.

Seja M variedade Riemanniana com curvatura constante K. Suponha que exp,, :
B5(0) — M esta bem definida. Seja f(s,t) = exp,(tv(s)) ondev : (—¢,€) —
SP™ € TpM ¢ curva com ||[V'(0)|| = Le|t| < 6. Encao || J(t)]| = |cx| onde
ck foi definido na proposicao anterior ¢ J(t) := ET]; (0,1).

O resultado acima destaca a relagio entre curvatura sectional constante K ¢
- !/ . /. . !
qudo rapido geodésicas que partem do mesmo ponto se afastam. Por meio da férmula de
Taylor, podemos salvar parte desta interpretacio, pelo menos para tempos peque-
ylor, Ga0, F

nos.



Caso M ndo possuia curvaturas secionais constante, ainda sim podcmos ter uma

estimativa de

J||. De fato sejam f e J definidos como no coroldrio anterior. Entdo:

ITOI? = & = SK p, o)t + 0t

110l =t~ <K (p,0)F + O(F)

onde o ¢ 0 espaco bi-dimensional gerado por V(0) e V'(0).

A seguir utilizamos nosso conhecimento sobre campos de Jacobi em espagos de
curvatura constante para descrever a metrica g em termos de coordenadas geodési-
cas polares. Em particular concluimos que duas variedades Riemannianas com mesma
dimensdo e mesmas curvaturas secionais constantes iguais a constante ¢ sdo localmente

isométricas.

Sejam (M™ g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes K e
¥ 1 (0,0) x S®1 — Bs(p) parametrizagio geodésica polar, i.c., 1(r,v) =
expp(TAU) onde A : (R™, go) = (1M, gp) ¢ isometria linear. Entdo a métrica
g em coordenadas geodésicas polares (i.c., 1*g) ¢ dr? + (cx(r))?ds® onde ds® ¢
a métrica canonica da esfera Sm=leq fungdo cx foi definida na Proposicdo 6.31.

Demonstragdo. Seja {e;} C TvSm_l referencial ortonormal. Pelo Corolario 6.29

Ji(r) = d(exp,)ravrAe;
= dw(r,v) (Oa ei)v

¢ campo de Jacobi ao longo da geodésica r — exp,,(rAv). Utilizando Proposicio
6.31 podemos verificar que

g(Ji, Jj) = 6 jc. (6.3.4)
Por fim defina

Jo(r) = d(exp,)ravAv
= dw(r,v) (17 0)



¢ utilizando o Lema de Gauss concluimos que
g(Jo, Ji) = 0. (63.5)
O resultado entdo seguird das equacoes (6.3.4) ¢ (6.3.5). O

Vamos terminar esta se¢io observando que campos de Jacobi podem também

ser descritos em termos do fluxo do spray geodésico  — ¢y (x) = €@ ¢ métrica

de Sasaki, recorde Se¢io 5.8 ¢ Defini¢ao 5.63.

Consideremos aqui as notagoes da chao 5.8. Considere (s,t) — f(s,t) uma vari-
agdo por geodésicas tal que J(t) = 63f(0 t) e f(s,t) = expgs)(t&(s)) para
uma curva s — f(s) com B(0) = ¢ = v(0) e s — &(8) um campo unitdrio ao
longo de B. Assim s — £(s) = . B(s) pode ser visto como uma curva no fibrado
tangente TM. Considere f(s,t) a variagdo definida como f(s,t) = 0:(B(s)).
Claramente (s,t) — f(s,t) =mo f(s, t). Temos entdo:

d()(8'(0)) = (J(2), J'(£)) (6.3.6)

De fato Eq. (6.3.6) segue da definicdo da metrica de Sasaki, da definicao de fe da
conta a seguir: J'(t) = %%(071&) = dvs %{( t) = Caf (0, ).

6.3.2. Isometrias locais e Teorema de Cartan

ja o (M™,8) — (M™,g) uma isometria local. Reduzindo ¢ temos que
F B — B ¢ uma isometria, onde B = Bs(p) ¢ B = Bj(q) sio bolas normais
de pe g = F(p). Visto que isometria leva geodésica em geodésica temos que:
F oexp, |Bs(0) = €XPp(p) AFp| B;(0) € assim concluimos que:

—1
F|z = expp(y) odFj o (epr ‘35(0)) :

A equagdo acima motiva entdo a seguinte pergunta. Suponha que A : T, M —
Ty M ¢ uma isometria entre espacos tangentes ¢ B = Bs(p) ¢ B = Bj(q) sdo bolas
normais. Quando a aplicagdo definida como

H = exp,0Ao (expp |Bé(0))_1 (63.7)

/ . . -
¢ uma isometria?

Seguira como corolario direto do Teorema 6.36 abaixo que H ¢ isometria:



e se M2 e M?sio superficies ¢ H preserve curvatura seccional;

e se M™ ¢ M™ tem mesma curvatura sectional constante K = c.

Sejam (]Tj " g) e (M™,g) variedades Riemannianas e A : TpM — Ty M uma

isometria entre espagos tangentes, B = Bs(p) e B = Bj(q) sdo bolas normais em
M ¢ M vespectivamente. Defina H : B — B pela equagdo

1

H = expy oA o (exp, | ;(0))

Sejam
(i) P: TPMX B —TBa aplicagao onde P(5,%) o transporte paralelo de ©
ao longo da unica geodésica unitaria ’yg queligapa,ie, P(0,T) = 735,5 v;

(i) P : TyM x B — T B aaplicagio onde P (v, ) é o transporte paralelo de v
ao longo da tinica geodesica unitdria g queligagaz,ie., P(v, x) = Pyzv;

(i) A x H : (TPM x B) — (TyM x B) aplicagdo definida como A x
H(v,%) = (Av, H(2));

(iv) ¢ : TB = TBa aplicagdo definida como P o A x H o P!

Suponha que

E(R(X,Y)Z, W) = g(R(¢(X), p(Y))d(2), (W)

Entdgo H : B — B ¢ uma isometria e dH, = A.

Demonsrmgdo. NOSSO ()bthiVO é dcmonstmr un
§(V,V); = g(dHzV,dH;V) (6.3.8)

para todo & € B=Bsp)eV e TsM. 3
Defina f(s,t) = exp,(tv(s)) ral que %(O,T) =Vze f = Ho feobserve
que

f(s,t) = expy(tA(v(s))) (6.3.9)
Assim a Eq. (6.3.8) equivale a

_/0f of of of
g(500.7), 5

(O,r)) - g(g(o,r), g(o,r)) (6.3.10)



Sejam {&;} uma base ortonormal de TpM, t — €;(t) o transporte paralelo destes
vetores ao longo de 7 = f(0, ), ; = Aé; ¢t — e;(t) o transporte paralelo de e;
ao longo de v = £(0, -). Observe que

ei(t) = ¢ei(t) (6.3.11)
Visto que %{(0, t) =, Ui(t)é;(t) ¢ campo de Jacobi temos que

+Zg (¥, €5)7', &)g;(t) = 0

De forma anafloga g ( ) Z yz( ) ( ) ¢ campo de ]acobl com

+Zg (v, ) e)y;(t) =0

A Eq. (6.3.11) ¢ a hipdtese do teorema garantem que:
g(R(ﬁ/a é])ﬁ/a él) = g(R(’yla 6]')’)//, ei)
Concluimos entio que:

Afirmagao 1: y; e §; atendem a mesma E.D.O de segunda ordem.

Por outro lado

3i(0) = y;(0) = 0. (63.12)

Eq. (6.3.9) garante que:

S uoe = 5 %00



¢ assim concluimos que:
y;(0) = v}(0) = i (0). (6.3.13)
A Afirmagio 1, Eq. (6.3.12) e Eq (6.3.13) implicam que y;(t) = 3i(t) o que

implica a Eq. (6.3.10) e isto termina a dcmonstragﬁo.

O

6.3.3. Pontos conjugados e teorema de Hadamard

Varios resultados que vimos anteriormente nesta se¢ao, partem do pressuposto que
estamos em uma vizinhanga normal, ou seja que exp,, : Bs(0) — Bs(p) ¢ um
difeomorfimos. Nesta subse¢do estamos interessandos em discutir rapidamente
quando a aplicagao exp,, : Bs(0) C T,M — M falha em ser um difemorfismo
local, ou seja dado v € T,M (eventualmente longc do 0 € TpM) a aplicacio
exp,, : B5(0) € T,M — M falha em ser difeomorfismo em uma vizinhanca de
v.

Seja a = [0,a] — (M™,g) geodésica. O ponto a(tg) ¢ conjugado a a(0) ao
longo de a se existe um campo de Jacobi J ao longo de av com J(0) = 0 = J(¢p).
O ndmero maximo de campos linecaramente independentes com esta propriedade

¢ chamado multiplicidade de a(tp).

Seja « : [0, 71'] — ST gcodésica, i.c., um segmento de um grandc circulo,
com a(0) = pe a(m) = —p. Entdo ) ¢ ponto conjugado a (0) com
multiplicidade m — 1.

Seja o geodésica em uma variedade Riemanniana M™. Verifique

(a) a(to) ¢ ponto conjugado a a(0) se e somente se a(0) ¢ conjugado a
a(to)

b) A mlﬂtiplicidadc de um ponto conjugado ¢ no maximo m — 1

SUGESTAO: Para o item (b) utilize a Proposicio 6.26

Sejam exp,, : Bs(0) — M bem definida, t — a(t) 1= exp,(tVo) com [t| < 0



e ||Vol| = 1. Entdo a(tg) ¢ conjugado a a(0) com multiplicidade k se e somente se
dim(ker d(exp, )¢, v;) = k-

Demonstragdo. Basta observar que as afirmacoes abaixo sao todas equivalentes.

1. Ji...,Jg sao campos de Jacobi linearmente independentes com J;(0) =

Ji(to) = 0.

2. Ji(t) = d(expp)tvo (tW;) com W; linearmente independentes e J;(tg) =
0,ondel1 <i<k.

3. Wj sio linearmente independentes e W; € ker d(expp)tovo, ondel <1 <
k.

Seja v : [0,a] — (M™,g) uma geodésica. Suponha que ov(a) ndo ¢ conjugado
a a(0) ao longo av. Entao dado X € Ty o\M ¢ Y € Ty(q)M existe um unico
campo de Jacobi ao longo de cv tal que J(0) = X e J(a) =Y

Demonstragdo. Seja Jo,q 0 espago dos campos de Jacobi com J(0) = 0. Defina a
aplicagio A : Jo.a — Tia(a)M como A(J) := J(a). Claramente A ¢ aplicagio
linear. Como a(a) nio ¢ ponto conjugado, concluimos que Aé injetora. Como
0s espacos vetorias Jo q © Ta(a)M tem dimensdo m concluimos que A ¢ um iso-
morfismo. Este fato implica entdo que existe um campo Jj com J1(0) = 0 ¢
Ji(a) =Y. Por raciocinio analogo obtemos um capo de Jacobi J2 com J2(0) = X
¢ Ja(a) = 0. Por fim defina J = J; + Ja. A unicidade segue do fato de a(a) nao
ser ponto conjugado a a(0). O

O teorema a seguir (cuja prova ¢ baseada em [Car]) garante que dadop € M

nunca existe pontos conjugados a p se a curvatura sectional K ¢ nio positiva.

Seja (M, g) variedade Riemanniana completa com curvatura seccional K < 0.
Entaoexp,, : Ty M — M ¢umrecobrimento. Em particular se M for simplesmente
conexa entdo €xpy, : TpM — M se torna um difeomorfismo.

Afim de demonstrar este resultado precisamos da Proposicao 5.107 ¢ do pro-

ximo lema.



Suponha que M seja variedade completa com K < 0. Entdo para qualquer p € M
a aplicagdo exp,, : T, M — M ¢ um difeomorfismo local.

Demonstragdo. Dado v € T, M desejamos demonstrar que exp,, ¢ um difeomor-
fismo em uma vizinhanca de v. Sejam ¢t — y(t) = expp(tv) ¢ avariagio f(s,t) =
exp,,(tv(s)) onde s — v(s) ¢ curva em T M com v(0) = v. Visto que K < 0
note que:

(g(J(1),J(t) = 2g(J",J)+2g(J', ")

= g(_2R(7,7 J)’}/v J) + 2g(J,7 J/)
> 2g(J,J).

dt?

Integrando a equagio acima e utlizando o fato que %g(J, J)(0) = 2g(J'(0), J(0))
0 (pois J(0) = 0) temos

d t
D0 =2 [ g(7(5). T (5))ds >0, ¥t >0
0
Intcgrando a equagdo mais uma vez e utlizando o fato que J(0) = 0, concluimos
que

g(J,J)(t) >0, Vt >0

o que implica, pela Proposi¢ao 6.39, que exp ¢ um difeo local em vizinhanca de v.

O

Prova do Teorema 6.41: Pelo Lema 6.42 temos que exp,, : T,M — M ¢ um difeo-
morfismo local e pelo teorema de Hopf Rinow ¢ uma aplicacio sobrejetora. Defina
amétrica g 1= (exp,)*g em T M. Com tal métrica exp,, : (T, M, g) — (M, g)
se torna uma isometria local. Note tambem que as retas saindo do ponto 0 € T, M
sdo geodésicas de (T, M, g) e assim, pelo Teorema de Hopt-Rinow (T, M, g) ¢ va-
riedade completa. Podemos entio aplicar o a Proposicao 5.107 para concluir que
exp,, : (T,M,g) — (M,g) ¢ recobrimento isométrico. Em particular se M for
simplesmente conexa exp,, : (T, M, g) — (M, g) se torna uma isometria.

O

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa, completa com
K < 0. Mostre que dados p, g € M existe uma tnica geodésica ligando p a



6.3.4. Recobrimento isométrico e curvatura constante

Nesta subsegﬁo vamos aplicar o Teorema de Cartan e Teorema de Hadamard de-
monstrados anterioremente para descrever o recobrimento isométrico de varieda-
des com curvatura constante.

Iniciamos com um lema que caracteriza isometrias locais.

Seja Fy : M — M isometrias locais com @ = 1, 2 entre uma variedade Riemanni-

ana conexa M e uma variedade Riemanniana M. Suponha que existe um pg € M

tal que F(po) = Fa(po) e tal que d(Fl)po = d(Fg)pO. Entdo F, = Fy.
Demonstragdo. Dado p € M. Seja 0 tal que Fj|gj(p) ¢ uma isometria. Suponha que
Fi(p) = Fa(p) e tal que d(F1), = d(F3)p. Observemos que
Filps(p) = P2l s (p)- (6.3.14)

De fato, observe que F(Bs(p)) = Bs(F(p)) = Fa(Bs(p)) Podemos entio de-
finir p = (F2|B(;(p))_1 o (FlyB(;(p)) ¢ assim temos que @(p) = p e dyp, = Id.

Visto que ¢ ¢ isometria concluimos

p = expy) odp o (exp, | )
eXPy(p) old o (exp,, ’Ba(p)>_1
Id

o que implica a eq. (6.3.14).

Fixo po para cada € M seja o a curva com a(0) = pg e a(1) = x ¢ defina
A={te|0,1], Fi(a(t)) = Fa(a(t)) dFi(a(t)) = dFa(«(t))} Este conjunto ¢
nio vazio e fechado pela hipétese e eq. (6.3.14). Também a eq. (6.3.14) e conexidade
garantem que A= [0, 1] e que Fy e Fy coincidem em uma vizinhzmga de z.

O]

Seja M variedade Riemanniana complera com curvatura seccional constante ¢ €



{—=1,0,1} . Entdo M ¢ recoberta isometricamente por M (c) (espago forma) onde:

H™ se ¢ =-1,
M(c) =< R™ se c¢=0,
Sm™ se ¢ =1.

Demonstragdo. Seja M o recobrimento universal Riemanniano de M ou seja T
M — M é o recobrimento universal e dotamos M com a métrica T*g.

Consideremos primeiro ¢ = 0, —1. Defina F' : M(c) — M como F(x) =
exp; A exp;1 onde A : T,)M(c) — TﬁMé isometria linecar.

Como M (c) e M sio completas, temos pelo teorema de Hadamard (vide Te-
orema 6.41) que F' ¢ bem definida ¢ ¢ um difeomorfismo. Pelo Teorema 6.36 F' ¢
uma isometria.

Vamos agora supor que ¢ = 1. Sejam p, —p € S™. Defina F': ™\ {—p} —
M como F(z)= expj Aexp;1 onde A : T,M(c) — Tﬁﬂé isomertria linear.

Considere agora ¢ € S™ tal que ¢ # p ¢ ¢ # —p. Vamos definir entio F .
Sm\{/\—q} — M como ﬁ(m) = eXpPp(q) /Ciquoequ_1 . Novaminte pelo Teorema
6.36 F' ¢ uma isometria local. Note que F(q) = F(q) ¢ que dFy = dF,. Assim
pelo Lema 6.44 temos que Flw = Flw onde W = §™\ {—p, —¢}. Podemos

entio definir a isometria local G : S™ — M como

[ Fla) se weS™\{-p}
o ={ F) s oo o

Como G ¢ isometria local ¢ S™ ¢ completo concluimos (e.,g usando Lemma
5.107) que G ¢ um recobrimento isométrico e assim como M ¢ simplesmente conexo
concluimos que M (c) e M sio isométricos.

O

Observe que, como frequentemente fazemos, estamos acima supondo que M tem

dimensio maior ou igual a2.

Seja M variedade Riemanniana completa com curvatura sectional K cons-
tante ¢ € {—1,0,1}. Verifique que M ¢ isométrica a M (¢)/m1 (M) onde
71 (M) é o grupo fundamental de M.



Nesta se¢do veremos o Teorema de Bonnet Myers (vide Teorema 6.60) que implicara
como corolario que se existe uma constante ¢ > 0 tal que K > centdao M ¢ compacta e
seu grupo fundamental ¢ finito. Para demonstrar tal teorema, estudaremos a variagio
de energia de curvas em uma variedade completa (M, g), vendo geodésicas como
pontos criticos do funcional energia (tal como feito na Se¢io 4.5) e considerando a

derivada segunda do funcional energia de curvas.

6.4.1. Funcional Energia

Seja @ [0,a] — (M,g) uma curva suave por partes. Uma fungio f
(—€,€) x [0,a] = M continua ¢ chamada variagio de a se

(a) f(0,t) = a(t),Vt € [0,a],

(b) existe uma partigﬁo 0=ty <ty < -tpr1 = ade|0,a] tal que
Fl=e,e)x[ts tia] € SUave, ic., se extende a uma fungio suave definida
em um aberto de (—e€,€) X [t;, tiy1].

Uma variagio f de o ¢ chamada propria se f(s,0) = a(0) ¢ f(s,0) = a(a)
para todo s. O veror velocidade da variagio f ¢ 5+

Seja V' um campo suave por partes ao longo de uma curva suave por partes o
[O a] — M. Entdo existe uma variagio f de . com V(1) = ‘g—ﬁ(o, t). Além disto
se V(0) = 0 = V(a) avariagdo f pode ser escolhida como variagdo propria.

Demonstragdo. No caso da variedade ser completa (o qual vamos considerar sempre

nesta se¢ao) a varia¢do pode ser definida como

f(87 t) = expa(s)(sv(t))

Caso M nio seja completa, pode-se cobrir & por um numero finito de vizinhancas
e com isto ¢ possivcl reduzir € se necessario. Deixamos aqui os detalhes para o
leitor. [



A energia de uma variacao f de uma curva o : [0,a] — M ¢ definida como

@0
Bits) = [ G 0P

Utilizando a desigualdade de Schwarz ((f, g) < || fIlllg|l) temos:

uw%%AWmefsAHﬁAmewt

Concluimos assim que
12(a) < aE(a)

¢ igualdade ocorre se e somente se ||/ (t)|| ¢ constante.

Sejam p,q € M ey : [0,a] — M uma geodésica minimizante ligando p a q.
Entdo para qualquer curva 5 : [0, a] — M ligando p e q temos E(y) < E(B) e

vale a igualdade se e somente se 3 for geodésica minimizante.

Demonstragdo. Como ||7/|| ¢ constante, temos pela Observacio 6.50 que

aB(v) = 1*(7) <1%(8) < aE(p)

Se B ¢ uma geodésica minimizante, temos por defini¢io que a primeira desigual—
dade acima ¢ uma igualdade. Visto que geodésicas tem velocidade constante, a
Observacio 6.50 garante que a segunda tambem ¢ uma igualdade.

Agora suponha que E(y) = E(f) entao temos pela expressio acima que
12(7) =12 (B). Tal fato e Proposi¢ao 5.101 garante que § ¢ imagem de uma geodé-
sica minizante. Como 12(8) = aF(j3) concluimos da Observacio 6.50 que 3 tem
velocidade constante e assim ¢ de fato uma geodésica. O

A reciproca ¢ validada quando M ¢ variedade completa.



Seja M variedade completa e o : [0,a] — M curva suave com velocidade
constante. Suponha que para qualquer curva 8 : [0,a] — M ligando p e ¢
temos E(a) < E(f). Entdo o ¢ uma geodésica minizante.

Sejam v : [0, a] — M curva suave por partes, f : (—¢,€) X [0,a] — M uma
of

variacio de o, Ef( ) a energia da variagio, e V(t) := Bf(O t). Entio
1d b af of '
- — “J “J it1
Ey(s) gg( 5o (5.0, o (5.0 [
k

- /t.tiﬂg(g{:(s,t),gt(z];(s,t))dt.

Seja (M, g) variedade Riemanniana completa. Uma curva diferenciavel por partes
a : [0,a] = M ¢éuma geodésica se e somente se para toda variacdo prépria f de o

temos %Ef(()) =0.

S e O Lo [ - 11—\ __ /(14 AV /! _ / .
Demonstragdo. Se v e gcodesma entiao o (tj ) =« (tj ) ez = 0. Além disto se

f épropria, entio V(0) = V(a) = 0. Assim substituindo na equacio do Exercicio
6.53 temos que %Ef(O) = 0.

Suponha agora que d%Ef(O) = 0 para qualquer variacio prépria f da curva
a. Seja b : [0,a] — R fungao suave por partes com h(t;) = 0 para qualquer j e



h|(tj,tj+1) > 0. Defina V(t) = h(t)%o/(t) eseja fumavariacdo comvelocidade
V (vide Lema 6.48). Temos entdo pelo Exercicio 6.53 que:

k

Z/t - h(t)g(%o/(t), %a’(t))dt _ %E}(O) —0

=0 "
o que implica que v ¢ geodésica por partes. Considere agora um outro campo V tal
que Vit j) = (t+) o/(t;) e V(0) = 0 = V(a). Considere uma variaga a0 f que

tenha V' como vetor VClOCldadc. Usando o fato ja demonstrado que « ¢ geodesica

por partes junto com Exercicio 6.53 temos que:

0= E%0 ZH@ (1.

Logo Oé/(t/;—) «@ (tj ). Como v ¢ geodésica por partes, concluimos por E.D.O que
o ¢ geodesica.

O

) [0 a] — M uma variacio de
(0 t). Entao

m

Sejam 7y : [0, a] — M geodésica, f : (—e,
7, Ef(s) a energia da variagio, e V/(t) :=

QJ

2
510 - o 0010) oS L0 0)

ou dC forma Cquivalcntc

2
L0 = (S 00.10) ~s(L L0.0170)
+ L(V,V)

onde I, ¢ a forma do indice, i.c.,



6.4.2. Teorema do Indice e geodésica minimizante

Sejay : [0,a] — M geodésica. Defina (0, a) como o espaco vetorial formado
pelos campos vetoriais diferenciaveis por parte ao longo de 7y, perpendiculares a 7y
ctal que V(0) =0 = V{(a).

A forma do Indice I, definida no Exercicio 6.55 restrita a (0, a) ¢ bilinear
e simérrica. O indice da forma I, restrita a v(0, a) ¢ a dimensio maxima de um
subespaco de (0, a) tal que (0, a) ¢ negativa definida. A nulidade de I, ¢ a
dimensdo maxima do subespaco W de v(0, a) tal que se w € W temos I, (w,v) =
0,Vv € v(0,a). O espaco W ¢ chamado espago nulo. Dizemos que I, ¢ degenerada
se W # {0}.

O teorema a seguir, chamado de Teorema de Indice de Morse, relaciona o indice
de I, com os pontos conjugados ao longo de uma geodésica, vide demonstra¢ao em
[Car] para a formulacio abaixo e [BC64] para formulagio mais geral em termos de
pontos focais.

Aqui desejamos apenas enunciar uma de suas versdes ¢ obter uma aplicac¢io
simples porém interessante.

O'indice de I, ¢ finito e ¢ igual ao niimero de pontos y(t) com 0 < t < a conjugados
ay(0), cada um contando sua multiplicidade.

Os pontos conjugados ao longo de uma geodésica sao isolados.
C

Sey : [0,a] = M ¢ geodésica minimizante, entao ~y(t) ndo ¢ conjugado a y(0)
para0 <t < a.



Demonstragdo. Suponha por absurdo que existe ¥(tg) conjugado a (0) tal que 0 <
to < a. Sabemos entio pelo Teorema 6.56 que existe um campo V' € (0, a) com

L(V,V) <. (6.4.1)

Visto que V(0) =
cal que 2L(0,1) = V (¢

0="V(a ) podemos encontrar uma varia¢io prépri a f que
) t) recorde Lema 6.48. Assim pclo Exercicio 6.55 temos

EF(0) = 2I,(V, V). (6.4.2)
Como 7y ¢ uma geodesica temos pelo Exercicio 6.53 que
E%(0) = 0. (6.4.3)
Eq. (6.4.1), (6.4.2), (6.4.3) implicam que existe um s pequeno tal que
Ey(s) < E(0). (6.4.4)

A eq. (6.4.4), a hipotese de 7y ser minimizante contrariam a Proposi¢io 6.51
tomando t — B(t) = f(s,t).
O

Sejay : [0,a] — (M, g) geodésica unicdria (ie., com ||¥'|| = 1). Defina A =
{t € ]0,00), d((0),v(t)) =t} Sety = sup A < oo entdo y(ty) ¢ chamado
ponto minimo ao longo de . E posstvel entao mostrar que se y(to) é ponco minimo
de p = ~(0) (ao longo de 7) entdo:

(@) ou~(to) ¢ o primeiro ponto conjugado de ¥(0) ao longo de ~y,
(b) ou existe uma geodésica 8 com ||B']] = 1, 5(0) = pe B(to) = v(to).

O conjunto de todos os pontos minimos de p (ao longo de todas geodésicas y com
~(0) = p) ¢ chamado cut locus. E sabido que se cut(p) ¢ o cut locus de p entdo
M \ cut(p) ¢ homeomorfo a um aberto de T, M, vide [Car].

6.4.3. Teorema de Bonnet Myers

O tensor de Ricci ¢ definido como

Ric(X,Y), = trg(R(X, )Y, -).



Em um sistema de coordenadas apropriado (coordenadas harmoénicas) ¢ possi-
vel aproximar Ric pelo Laplaciano da métrica, vide [Pet, p.305].

Existem classes relevantes de variedades Riemannianas que possuem curvatura
de Ricci com propriedades interessantes. Podemos citar por exemplo as variedades
de Einstein cujas as métricas atendem a propriedade g = ARic, para uma cons-
tante A. Dentre tais variedades estao todos os espagos simetricos (vide [IT]) que sao
classificados como:

« tipo compacto, se A > 0;
« tipo ndo compacto, se A < 0;
« flac se A = 0 (cujos tnicos exemplos irredutiveis sio St e R)

A razio pela qual espaco simétrico de tipo compacto tem este nome, segue do
teorema a seguir, cuja demonstracio apresentada ¢ baseada em [Car].

Seja (M, g) variedade completa de dimensdo m. Suponha que existe 7 > 0 tal que:

_Rie(X.X) 1

Ric(X), :

m—1 r2

para todo p € M e para todo X € T, M com || X|| = 1. Entao:
(a) A variedade M ¢ compacta com diametro menor ou igual a 7r.

(b) O recobrimento universal de M ¢ compacto e assim w1 (M) ¢ finito.

Demonstragdo. (a) Sejam p,q € M. Como M ¢ completa, existe geodesica 7y :
[0,1] - M com v(0) = pey(1l) = ¢ tal que d(p,q) = 1(7y). Para demons-
trar o item (a) bastard demonstrar que o comprimento 1(7y) ¢ sempre menor ou
igual a 7. De fato isto implicara que M C By (p). Como M ¢ completa isto
implica que M ¢ compacta (vide Teorema de Hopf Rinow, Teorema 5.106). Isto
também implicard (pela definicao de didmetro) que diam(M) < 7.

Vamos entdo supor por absurdo que existe uma vy : [0, 1] — M minimizante
tal que 1 < l:= 1(’7). Sejam t — ei(t) (7=1---m — 1) uma base ortonormal
paralela ao longo de v e defina e, (t) := %’y/(t). Defina Vj(t) = sin(tm)e;(t) com
1 < j <m— 1. Observe que V;(0) = 0 = Vj(1). Seja f; uma variacio propria
com %(0, t) = Vj(t), vide Lemma 6.48.

Substituindo Vj no Exercicio 6.55, utilizando o fato de e; ser paralelo e que f;

¢ suave ¢ propria concluimos que:



1 : V>
Lo _ Vo / /
S B4 (0) §0 g(Vio -V + RO V) )t
1
sin?(tm)m? — 12 sin (tw)g(R(em,ej)em,ej)dt

1
sin? (tm)( 7r —1 K(em,ej))dt

J
J

Assim

m- 1
% g — 1)/0 sin2(t7r) (7T2 — ZQRiC(em))dt. (6.4.5)

Por hipdtese Ric(ep,) > %2 > 0 e por suposicio 12 > 722, Temos assim que
I’Ric(en,) > m2r?Ric(en,) > 72 ¢ assim

0 > 7% — I?Ric(ep) (6.4.6)
Substituindo eq. (6.4.6) na eq. (6.4.5) temos

m—1

1
j=1

Assim existe um jo tal que

E}’jo(O) <0

Visto que E}j (O) = 0 (vide Exercicio 6.53) concluimos que existe S pequeno tal
que Ey,(s) < Ef,(0) o que contraria Proposi¢io 6.51. Logo i > [ 1= 1(v)
concluindo a prova do item (a).

(b) Considere o recobrimento universal Riemanniano 7 : (]TJ, g) — (M,g),
ie, m ¢ o recobrimento universal e § := w*g. Entio temos também para M que
RiC(X) > %2 > (0 e assim pclo item (a) concluimos que ]\76 compacto o que
implica que 71 (M) ¢ finiro.

O



Nao basta no enunciado do teorema que Ric(X) > 0 para que M seja compato,
como indica o exemplo do paraboloide em R3, o qual ndo ¢ compacto.

Quando M é a esfera de raio r entdo a estimativa ¢ atingida. Mais ainda, seguird do
teorema de Cheng que se a estimativa inferior for atingida, i.c., se Ric(X) = L
J O r

entdo M serd isométrica a esfera de raio v, vide [Pet].

Seja G um grupo de Lie que admite métrica bi-invariante e defina forma de
Killing comor:

O(X,Y) :=trad(X) cad(Y)
onde ad(X)Y := [X,Y]. O grupo (algebra de Lie) ¢ chamado semi-simples
se @ ¢ nao degenerada. E possivel mostar que se g ¢ semi-simples e @ ¢ negativa
definida entio —® ¢ metrica bi-invariante.

(a) Mostre que Ric(X,Y) = —i(l)(X, Y) para X, Y € g. Em particular

conclua que Ric nio depende da métrica bi-invariante.

(b) Suponha que G scja semi-simples e a forma de Killing seja negativa
definida. Conclua que G ¢ compacto.

6.5.1. Conexdo afim

Seja (B, M, ) fibrado vetorial, {§;} referencial local ¢ V uma conexio afim
em E. A conexio afim pode entio ser vista como um operador V : I'(E) —

I(T*M ® E) que atende

V(f&) =df @+ fVE



Podemos agora definir as 1-formas de conexio w; j como

V& =Y wi() ¢ (6.5.1)

Observe que a matriz de 1-formas A definida na Eq. (5.2.3) ¢ a matriz [wm]t, ou
seja a transposta da matriz de 1-formas w = [w; ;1.

Seja {&} outro referencial. Sejam [b; ;] e [@; ;] matrizes tais que: § = Zj bi;&;
V¢ = Zj wi; ® & Entdo
~ —1 —1
w=[db]b™" +bwb .
Demonstragdo. A prova sera um calculo simples se utlizarmos a notagio de produto
tensorial de matrizes. Vamos rapidamente recordar esta linguagem em um caso de
baixa dimensio. Suponha que E, = R2. A martriz b se torna entio uma matriz
2x2e {§1}22:1 {€:}2_, se tornam base de R?. Vamos denotar £ = (£1,&) e

€ = (£1,&) os vetores em R Por fim dado a matriz 2 x 2 Id podemos definir
entao o produto tensorial como a matriz 4 X 4 abaixo:

b Td [ biald by ld }

boald by oId

Por fim vamos denotar [b] := b ® Id. Com estas notagdes temos:

(i) V€= [w]€.
(i) VE = [@]€.
Também nio ¢ dificil de verificar que dado 2 matrizes a, ¢ entao
() [a][] = [ad],
) [al€ = [c]¢ implica que a = c.

Uma vez estabelecido esta notagao, vamos aos calculos. Da regra de derivacio
temos:

ng‘ = Z db; ® & + Z bi; V&, (6.5.2)
J J



Logo com a notag¢do estabelecida acima temos:

@1 = vé
e + Ve
D Lav)e + [e] e
9 fasyper £+[[M 11 €
2 [abbIE + [bebIE.

Assim [w ]] ([dbb=1] + [[bwb_l]])é. Concluimos por (v) que
w = dbb~ + bwb .
O

Podemos também expressar o tensor R em termos de 2-formas €2; ; chamadas
2-formas de curvatura as quais sao definidas abaixo.

)&= Z Qi) ® . (6.53)

Vamos a seguir demonstrar a assim chamada equacio de curvatura, a qual relacio-
nard a matriz de curvatura © := [€;;] com a matriz de conexdo w = [wj ;]. Para

ranto vamos precisar recordar o lema a seguir.

Seja 1 uma p forma. Entao

dn(Xo,.... Xp) = D (-1)'X; n(Xo, X1,..., X;,. .., Xp)

)

= > DX, X)), Xo, - Xiy o, Xy, X)
i<j

—
Onde Xj; significa que este termo ndo estd presente. Em particular se 1 for uma 1-
forma temos:

dn(X,Y) =X -n)-Y n(X) —n(X,Y]).



—Q=dw—-—wAw

Demonstragdo.
J
= VxVyé& —VyVxé — Vixy)&i
= vX Zwm ®§j vY ZWU ®£j
- Zwij (X, Y)®g;
J
= ) (X -wi(Y) =Y - wii(X) — wi ([X, V) @
J
+ ) (Wi (Vwir(X) — wig(X)wir(Y)) @ &
ik
= ) dw(X,Y) @& - Y wiAw(X,Y)®¢
J i,
onde a tltima igualdade segue do lema anterior. O

6.5.2. Conexao Riemanniana

Consideremos agora (M, g) uma variedade Riemanniana e seja V a conexio

Riemanniana associada.

Sejam {e;} um referencial orconormal local definido em uma vizinhanga U, 60; as
suas I-formas duais, i.e, 0;(e;) = 5, e wij as I-formas de conexdo em relagdo ao
referencial {e;}. Entdo:

(a) wij + wj; = 0 (compattvel com a métrica)

(b) do; = Zj wij NOj = Zj 0; N\ wj; (livre de torsao).



Demonstragdo. (a) Pela compatibilidade da métrica temos:
0=X-gles,ej) = g(Vxei, ej) +gles, Vxey)

= gD wir(X) @epe5) +glen, Y win(X) ® e)
k k
= w;;(X) + wji(X).

(b) Como a mérrica ¢ livre de torsiao temos:

[ei,ej] = Veiej—Vejei
= ) (wikler) — winle;)ex.
k

A equagdo acima e o Lema 6.65 imp]icam
—d@k(ei,ej) = Qk([ei,ej])
= wjr(ei) — wir(ej)

= — 298 A wgi(€:, €5)

O]

[lustremos a utilidade das equacdes de estrutura acima em alguns exercicios

! .
ClZ{SSlCOS.

Considere um referencial ortonormal local &1, &2 de uma superficie M?2. Ve-
rifique que:

— Q2 = dwr2 (6.5.4)

Solu¢do: Lembremos que — = dw — w A w, e que pelas equagdes de estrutura
w11 = woo = 0 e wyg = —woq. Assim:

B [911 Q12] _ [ 0 dwu] B [ 0 w12] A [ 0 w12}
Qo1 Qg —dwiz 0 —wiz 0 —wi2 0

Da equagio acima concluimos —$219 = dwis como desejado. O

Seja M aberto de R2. Suponha que 1 = A(z,y)dx ¢ 0y = B(x,y)dy. Ve-

rifique que:



() wio = jg‘y dx + %dy onde Ay := % e B, = %7];’

=z
=
Il
m‘\
o3|
—
—
b

B,
), + (%))
() K = —1quando M ¢ o semi-plano hiperbolico H2.
Solugdo: Vcriﬁqucmos (a) utilizando as equagoes de estrutura e a dimensio 2.

w12 = pdr + qdy; w11 = wee = 0, w12 = —wa1
dfy = wig A O2;dBy = 01 N\ wro
db) = —Aydx A dy; db> = Bydx A dy
Das equacoes acima podcmos concluir:
—Aydx Ndy = dby = w12 A\ Oy = pBdx A dy

. . —A
e assim deduzimos:p = 5= De forma analoga:

B.dx N dy = dfy = 01 A\ wio = Agdzx N dy

0 que nos permite concluir que ¢ = % terminando assim a resolucio do item (a).

A demonstracio do item (b) segue do Exercicio 6.68 ¢ o item (a). Mais precisa-
mente observe que: &1 = (5,0), & = (0, ). Assim

K = Q(fla 52)
A B,
= —dwia(n ) = ~1((F), + (55),)dz A dy(r, &)
-1 Ay B,
= E <(§)y + (Z)x)dx A dy(el, 62)
Para a Vcriﬁcagéo do item (¢) bata lembrar que a métrica hipcrbélica ¢cA= i

¢ B = 1 Substituindo Ay = =1y 2 ¢ Ay, = 2y~3 no Item (b) concluimos
K=-10

Agora utilizando o Exercicio 6.69 o leitor pode verificar sem grandes problemas

/. .
O CXCIC1C10 a SCgUlI'.



Seja M uma superficie de revolugio em R? ¢ uma parametrizacio 9(t,
(r(t) cos(),r(t) sin(), h(t)) onde a curva geratrizt — (r(t), 0, h(t)

paramctrizada por Comprimento d_C arco.

):
esta

)

(a) Mostre a curvatura seccional K o 9(t,0) = 0

(b) Mostre que a curvatura seccional da esfera S2¢ K =1

(©) Seja M = {(21,22,23) € R3|, (/2? + 23 — 2)2 + 23 = 1}. Cal-
cule K(3,0,0) e K(1,0,0) e conclua que o toro M tem pontos com

curvatura seccional positiva e outros com curvatura seccional negativa.

Concluimos esta subscgd’o QPTCSCHEDIHCZO algumas férmulas uteis.

Q;; = Z Ri1,i,i0k N O
k<l

ondc Rk,l,i,j = g(R(ek, 61)61', ej) = Qij(ek, 61) ou como Rklij = _leij
1
=3 Z Ri1,i,i0k N O
k,l

Definindo Rij = ") Rikjk temos que a seguinte descrigdo local do tensor de Ricci
e da curvatura escalar:
Ric = E Rz‘jgz‘ &K Hj

ij
Scal =) "Ry

Por fim, se M tem curvatura constante K temos

Qij = K9, /\9]'



Veremos nesta se¢ao uma versao local do teorema de Gauss Bonnet, Teorema 6.72,
o qual j& permitira uma interpretacio de curvatura em termos da soma de angulos
internos de triangulos geodesicos, vide Exercicio 6.73. A demonstracio a seguir,
a qual ¢ baseada em [Kuh], ¢ composta por trés ingredientes: Eq.(6.5.4) (recorde
Exercicio 6.68), teorema de Stokes (vide Teorema 4.32) e a equagdo do giro do vetor
tangente de uma curva fechada i.c., Eq.(6.6.3).

Sejam M variedade Riemanniana de dimensao dois, F' : U — F(U) C M
parametrizagdo onde U ¢ homemorfo a um disco e OF (U) ¢ curva suave por partes,

/ . . A laal ~
com numero fITLlEO d€ quinas, SCTLGZO 01 oS angulos externos. Temos entdo:

KdA + / kgdl + () 60;) = 2.
F(U) OF (U) p

Aqui kg ¢ a curvatura geodésica, ou seja dado um referencial orconormal eq, ez ao
longo de OF (U ) onde €1 ¢ tangente a OF (D) ¢ ez ortogonal a OF (D) e apontando
para o interior de F/(U) definimos kg = (Ve, €1, €2).

Demonstragdo. Podemos supor sem perda de generalidade (compondo com um di-
feomorfismo em espacos Euclidianos) que OU ¢ tangente as retas {x2 = ¢} em
apenas um numero finito de pontos. Considere uma parametrizacio « : [a, b] —
OF (U) com o/ (t) = ey (t). ApOs passar por um refinamento temos uma parti¢ao
a=1t <t1 < - < tj < tj-‘rl < e < g = btalqueparat S (tj,tj_H)
o ponto a(t) nio ¢ ponto de quina e o veror F~1(a)’(t) ndo ¢ rangente as retas
{2 = ¢}. Seja um referencial orconormal &1, £ em aberto contendo F(U) com
oF
& = % e & ¢ral que {&;(t) = &oa(t)} tenha mesma orientacio com {e;(t)}.
oz1
Temos cnlt';io que:
ei(t) = cos(I(t))&1(t) +sin(d(t))&(t) (6.6.1)
ex(t) = —sin(@(1)Ea(t) + cos(D(E)Ex(t)

onde 9 : [a, b] — R. Ficil verificar que:



sin(p())er

Aceitemos (sem demonstragio) o
o — Z 0;) / —dt =

Substituindo %<61, &) =

tjy1—€

27 — ( E 0;)
X ti+e

7 J

tjy1—€
t]'+6

tj+1—¢
tj-i-ﬁ

tiiq—
(6&2) j+1—€

tjy1—€

t]‘+6

tj+1—¢

tj+1—¢

tj-i-E

ljy1—€

cos(ip(t))er(t) — sin(p(t))e2(t)
(t) + cos(ip(t))e2(t)

(6.6.2)

lema de giro de e ou seja

1€ 4y
—dt
dt

lim
e—0

(6.6.3)

A

+€

— Sin(go(t))%f em Eq.(6.6.3) temos:

-1 d

ma(el,&)dt

-1 \Y%

s @

-1

sin(9(t))

— cos(¥ t))<
sin(¥(t))

\Y%
—&1)dt
dtfl)

<617

v
%61, (&) (t))dt

-1 \Y

m@la &éﬂdt

kg oa(t)dt
—cos(9(t))
Sn(0(t)

)
—sin(d(t))
sm( (1))

(&1(2), §1>dt

(Ea(t), > 1)t



kgdl + / —Ww12
aF( OF(U)

© / @ﬂ+/ —dwn
o)

v)
-~ Jorw) F(U)
/’ %m+/ 01
OF(U) F(U)

onde na igualdade (*) foi utilizado o teorema de Stokes.

(6.5.4)

O

Agora ]c,1 pondemos dill’ uma interpretagﬁo interessante d‘l curvatura em termos

de triangulos, pelo menos para superficies.

Sejam M variedade Riemanniana de dimensao dois, ' : U — F(U) C M
parametrizacio onde U ¢ homemorfo a um disco e 9F (U) ¢ um triﬁmgulo

geodésico, ou seja composta por 3 segmentos de geodésicas (i.e, Ve, e = 0).

Sejam {(,01'}@':1...3 0s fmgulos internos. \/criﬁquc
1. Se K =0, entio Z?:l Y =T
2. Se K >0entaio Y0 ;> 7

3. Se K < 0 entdo Z?:l 0 < T

Nesta se¢ido consideramos um fibrado Euclidiano Rk — Emtk (M™ g) com
métrica h nas fibras e conexio V : X(M) x I'(E) — T'(E) compativel com h.
Sejam O(E) o fibrado de referenciais ortonormal e H distribuicao induzida por
V, recorde Secio 5.4. Desejamos aqui comentar as relagdes entre a curvatura de £

ca distribuigﬁo H e ucilizar tais rclagécs para inferir alguns resultados relevantes.

6.7.1. Fibrado de referenciais, formas de conexao e curvatura

J4 haviamos comentado na Se¢io 5.4 como V induzia a distribui¢io H em O(E).
Ocorre que V também induz (de uma tnica maneira) uma o-forma de conexio @

em O(E) ou seja:



G) wet (O(E),0),i.c.,umal-formade O(F) que retorna valores na algebra
de Lie 0 de O(k);

(i) &(dp.(X)) = X para X € g;
(1) &(d9()) = g1
Antes mesmo de tentar entender como V determina unicamente @ (vide Pro-

posicdo 6.75), ¢ natural nos perguntarmos como este novo conceito se relaciona com

os objetos matematicos que ja conhecemos, ou seja ¢ natural nos perguntarmos:

« Qual a relagao entre & € QYH(O(E), 0) ¢ a matriz de 1 formas de conexdo de V
associada a um referencial local, i.e., w = [w;;] € QY (M, 0) ?

« Qual a relagao entre a o-forma de conexdo @ e a distribuicao H 7

O 161’113. a seguir TGS‘pOHdC cstas perguntas.

(a) Considere £ : U 3 2 — {&(x)} € O(E) um referencial
local e w = [wj;] a matriz de I-forma de conexdo, i.c., definidas pela equagao

Vi = 32, wij (1) ® ;. Temos entdo que
£o=u=-w. (671)
(b) Umvetor X € TéO(E) ¢ tangente a 7/-[\g se e somente se ofi()/(:) = 0 ou seja:
ker& = H (6.7.2)

Este lema segue direto da proposic¢ao a seguir, que Cxplicita em coordenadas
exatamente como V induz a @ € QY(O(E), 0). Destacamos que a demonstragio
desta proposicao ¢ apresentada apenas a titulo de curiosidade, ela nao sera neces-

saria para compreender os resultados que queremos discutir neste se¢ao.
Considere € : U 3 & — {&(x)} € O(E) um referencial local e defina
¢ U x O(k) 3 (z,9) = ué(z),g9) € 7 1(U).

Entdo V induz uma 1 o-forma de conexdo & em O(E) da seguinte maneira:

w*w(x,g)(vlv VQ) = gilwt(vl)g + 971V2



onde w = [wjj] ¢ a matriz de 1-formas de conexdo definidas por
Viyéi = szg() ®&;.
J

Demonstragdo. Iremos demonstrar que @ esta bem definida, i.c., ndo depende da
defini¢ao de 1 (ou seja da escolha de &).
Seja & um outro referencial e b : U — Gl(n,R) a aplicacio tal que

E(x) = n((@), h(@)).

Temos entio que:

¥(x,9) = ¢(z, h(z)g)
Derivando a equagio acima temos que se dw(x7g)(V1, Va) = di(mg)(f/l, ‘72) en-
tao:

(Vi, V) = (Vi,dhVig + hV3). (6.73)

Note tambeém que:

hl'o'h = —h~'dh + W' (6.7.4)
De fato sabemos pela transformacio de gauge (vide Proposicio 6.64) que
O = dhHA 4+ (b Hiwh!
@ = hdh '+ hw'h
Assimsendo h~1&th = dh~th+w!. Tal equagio e o fato dedh~th+h~1dh =0
implicam a equacio (6.7.4). Podemos finalmente concluir que:
PO (Vi,Va) = g W' (V)g+g ' Vo
g R e (Vg + gt dR(V)g + g7 Vo
= (hg)"'@" (V1)(hg) + (hg) ™" (V2)
= (Y*Q) (g (1, V2)
onde utilizamos a equagio (6.7.4) na segunda igualdade ¢ a equagio (6.7.3) na ter-

ceira igualdade. O

POdeOS agora dCﬁl’liI’ 2-0 forma dC curvatura, a qual SCl“Lll imporrantc para os

teoremas que desejamos delTlOl’lStl”'(ll‘ nesta 56%‘2_10‘

Q=do+ [@,ad] (6.7.5)

Olemaa seguir resume as principais propriedades de € ¢ como este novo con-

. . . !
CC1tOo s¢ 1'elaC1ona cOm 0OS CONceitos aprcsentados ate 0 momento.



(a) Considere é U 3 2 — {&(x)} € O(F) um referencial local e Q@ =
[Q245] a matriz de 2-forma de curvatura, i.c., definidas pela equagao R(-, -)&; =
Ej Q”() ® &;. Entdo £*Q = Q.

() 150 = g~ Qg.

(c) Sejam X , Y vetores em ﬁép ¢ considere extensdes X , Y em O(E) projetdveis
com respeito a ™ = O(E) — M e tangentes a:\H. De@\ot&/r\nos [X,Y]Y
a projegdo (com respeito a decomposicdo dada por H) de [ X, Y] no espago
tangente das fibras #=1(z) = O(E,). Seja V' € o tal que d,uép (V) =
(X, Y]g’fp. Vamos denotar tal elemento V' por [X, Y Y. Temos entdo que:

Q (X,7)=—[X,V]".

Demonstra¢do. Vamos aqui 1'apidamente indicar os ingredientes das provas das pro-
priedades, deixando para o(a) leitor(a) interessado completar os detalhes. A propri-
edade (a) segue do item (a) do Lema 6.74. O item (b) segue direto da invariancia de
@ (i.e., da propriedade (iii) de uma o-forma de conexio). Afim de provar o item (c)
lembremos que (i)()/(:) = (ZJ(?) = (ZJ([)?, }/}]h) = 0. Assim aplicando a defini¢ao
de Q ¢ a formula de derivagao temos:

Qe (X,V) = da

6.7.2. Integrabilidade e curvatura

Estamos ElptOS a enunciar o0 NOsso primeiro resu]tado desta SG%‘QO.



As seguintes aftrmagdes sdo equivalentes.
(@) O tensor curvatura R do fibrado Euclidiano RF — E™tE 5 M™ ¢ nulo,
(b) 7:[\ ¢ involutivo e assim (pclo teorema de Frobenius) intcgrdvel.
(c) Transporte paralelo independe dos caminhos contrdteis.

(d) para cada p existe uma vizinhanga U de p, tal que para toda base {&; } de E,
existe uma extensao & = {&} : U — O(E) ral que (V(y&i)z = 0, para

todo & € U, i.c., referenciais locais paralelos.

Demonstragao. Na Proposicao 6.9 ja discutimos a equivaléncia entre (b),(c) e (d).
Como veremos a seguir a Cquivaléncia entre (a) e (b) scguiré do Lema 6.76. De

fato,
= ép(va)
= [)?7}/}]\/
Logo
QX,Y)=0 < [X,Y]V=0
— [X,YJ =
&p

Assim €, = 0 se e somente se H for uma distribui¢io involutiva.

O

Vemos a seguir um belo resultado de equagdes diferenciais, o qual sera muito
relevante para demonstrar o teorema fundamental das imersdes isométricas.

Sejam w uma o(k)-forma definida em um dominio U C R™ e p € U. Entdo as
seguintes afirmagoes sdo equivalentes.

(a) w atende a chamada Equacao de Maurer-Cartan, i.c.,

dw = w A w; (6.7.6)



(b) existe uma vizinhanca UcCUde p tal que para todo g € O(k) existe uma
unica solugdo ¢ : U — O(k) da equagao diferencial

de =we, ¢(p) =g. (67.7)

Demonstragdo. Vamos demonstrar que o item (a) implica o item (b) ou seja, vamos
supor primeiro que Eq. (6.7.6) ¢ atendida. Considere o espaco total £ := U X R
¢ a conexdo Ve; = Zj wij ® e;. Eq. (6.7.6) ¢ equagido estrutural implicam que a
curvatura §2 desta conexdo ¢ nula. Assim sendo pelo Teorema 6.77 existe E:U —
O(E) com0 =& = é*(fJ e tal que e(p) - (¢°)7! = g(p) Seja ¢ a matriz com
e; = Zj (pijgj. Entdo pela transformacio de gauge (vide Proposicao 6.64) temos

w = (dp)p~ ! + pap~".

A equacio acima e o fato de @ = 0 implicam que dp = wy e p(p) = ¢.

Vamos agora demonstrar que o item (b) implica o item (a), Ou seja vamos supor
que dp = wy ¢ verificar que dw = w A w. Visto que dp = we temos que w =
dppt. Como dpp ™t +¢d(¢p~1) = 0 concluimos que d(p~1) = —p~tdpe .
Logo

dw = d(dgep™)
—dp Ad(e™)

dp A (p~ tdpp™)
= wAw.

6.7.3. Holonomia e curvatura

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Considere uma vizinhanga U C M de p €
M e campos vetoriais €1 € X(M) and €, € X(M) ortogonais em p ¢ tais que
[€1,€2] = 0em U. Seja s = [0,1] — U uma familia de loops definida como con-
catenagdo de curvas integrais dos campos vetoriais \/S€1, /€2, —+/S€1 ¢ —1/5€3,



e4t\/§61(p) 0<t< i
_1
R P S CTC N T
e MImVEe(ay (%) F<t<]
e DVEer (g (3)) 3 <<
Defina a curva de isometrias s = B(s) = Pq, € Iso(Ep). Entdo:

8'(0) = —R(ex, e2)p-

Notemos que a proposicio acima implica em particular que Rp(X,Y) estd na al-

gebra de Lie do grupo de Lie Holp(Ep).

Demonstragdo. Considere os levantamentos horizonrais v/sé1, v/$€2, dos campos
\/8€1, \/5€5 e os levantamentos t — () das curvas as.
Defina a curva s — 5(s) = ds(1) = Pa, (&) € O(Ep). Afirmamos que:

~ (%) *5%)

B(0) = [er,ealg, = [é1,€a]f . (6.7.8)

De fato, a igualdade (*) segue da relagdes entre t — drs(t) e os campos /sé1, \/sé2
bem como a propriedade de aproximacio do colchete de Lie (recorde Exercicio
2.47). A igualdade (*¥) segue da hipotese, i.c., [€1, €2]p = [€é1, é2]g = 0.
P
Desejamos entio relacionar [é1, éz]g com Rp(el, e2).
P

Para tanto vamos considerar a a¢ao a direita 4 : O(Ep) x O(k) — O(Ep) do
fibrado O(E) e aagio a esquerda k : K x O(E,) — O(E,) onde K = Iso(E,).
Definamos p : O(E,) — O(k) como inversa de pi, = p1(&p, ) - O(k) = O(Ep)
ek : O(E,) — K como inversa de KEr = H(',ép) : K — O(E). Segue entio
que

5(B(s)) = B(s). (6.7.9)

Também nio ¢ dificil verificar que:

okt (g) = [gI', (6.7.10)
onde [g] ¢ a representagio de g € K na base {¢;} = ép. Visto que a representagio
matricial de R na base &, ¢ QFic, [R(X,Y)] = Q(X,Y)", temos que Eq.(6.7.10)

implica:

d(ﬁ o ng)R(el, 62) = Qp(el, 62). (6.7.11)



Assim sendo

dﬁd/ﬁépR(el,eg) © Q,(e1,e2)
C () (e e)
2 Oer e,
(iv) 1, 9]
©)
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onde (i) segue da Eq. (6.7.11), (ii) segue do Lema 6.76, (iii) segue do fato que €; Oé =
déej e (iv), (v) seguem do Lema 6.76. Logo

R(el, 62)p = —dﬁ[él, ég]gp. (6.7.12)

Concluimos que:

Nesta se¢do demonstraremos o teorema fundamental das imersdes isométricas que,
a grosso modo falando, garante que uma imersao isométrica ¢ localmente determi-
nada por candidatos a primeira e segunda forma, quando tais candidatos atendem
certas equacdes de compatibilidade, i.e., as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci,

6.8.1. Convengoes e recordacoes

Como discutimos anteriormente uma imersao ¢ : (M, g) — (M, g) ¢ isométrica
se ©*g = g. Em particular uma imersao ¢ : M +— (M, g) torna-se isométrica se
definimos a métrica induzida g := p*g.

Ao longo desta se¢do, a menos que algo seja dito ao contrario, estaremos su-
pondo que M ¢ subvariedade mergulhada de M e ¢ ¢ a inclusio ¢ : M — M.

Isto porque estamos interessados principalmente nos aspectos locais da teoria das



imersoes isométricas. Assim a metrica em M sera sempre considerada a métrica
induzida. Estaremos denotando a métrica do espago ambiente M simplesmente
por g (no lugar de g). A métrica induzida ¢*g na variedade mcrgulhada M ¢ cha-
mada primeira forma (por vezes tambem sera denotada por g). A subvariedade M
dotada da primeira forma ¢ chamada entio de subvariedade Riemanniana.

E conveniente aqui discutir o conceito de referencial adaptado a imersao. Dado
a subvariedade Riemanniana M ¢ um ponto p € M podemos sempre encontrar
uma vizinhanca p em M ¢ um referencial local ortonormal e1...¢em; (ondem =

dim M) definido em uma vizinhanca de p com as seguintes propriedades:

1. Paral <i < m = dim(M) temos que e;(x) ¢ tangente a M se v € M

2. Param+1 < a < m = dim(M) temos que eq(x) ¢ normal a M se
r e M.

Também ¢ conveniente estabelecer uma convengdo sobre as letra que usaremos para
os indices do referencial adaprado. Estaremos reservando as letras maidsculas A, B, C
para indices de 1 ate m = dim(M). Estaremos reservando as letras minusculas
i, j, k para os primeiros indices, de 1 ate m = dim(M). Por fim estaremos re-
servando as letras gregas «, 3,y para os ultimos indices variando de m + 1 ate
m = dim(M).

Estaremos considerando no nosso estudo duas conexdes afins. A primeira co-
nexao ¢ a conexao Riemanniana em M associada a primeira forma ¢*g. Tal conexio
¢ chamada conexio tangente ¢ sera denotada por V. Mais precisamente:

VxY(p) =7V5Y(p)

onde 7 : TPM — T, M ¢ a projecio ortogonal, X, Y sio campos suaves de M,
)?, Y sio extensoes locais de )?, Y em uma vizinhancade p € M ¢ V ¢ a conexio
Riemanniana de M A unicidade da conexao Riemanniana garante que estd ¢ a
conexio Riemanniana de M com métrica induzida. A outra conexio relevante em
nossos estudos sera uma conexio definida no espago normal. Seja v(M),, o espago
normal a T,M. O (cspago total do) fibrado normal ¢ definido como v(M) =
UpemVp(M). A conexio normal V¥ : X(M) x I'(v(M)) — T'(v(M)) ¢ entdo
definida como L

V%€ :=7m"Vx¢
onde 7 : TI,M = (M) é a projecio ortogonal, X ¢ um campo em M, € uma
extensdo de £ em uma vizinhanga de p € M. E possivel mostrar que tal conexio
esta bem definida, ou seja nao depende da extensio.



A relagio entre a conexdo do ambiente V ¢ a conexio tangente V ¢ descrita

pelo tensor segunda forma B : X(M) x X(M) — I'(v(M)) definido como:
B(X,Y)=VgY - ViV
onde X ¢ Y sio extensdes de X ¢ Y. Como vimos anterioremente
(a) B ¢bem definido (nio depende das extensoes)
(b) B¢ (1,2) tensor simétrico.

Por vezes também sera conveniente tratar o (1, 2) tensor B acima, como o (0, 3)
tensor abaixo.

H’V](Xv Y) = g(B(X, Y)777)

onde X, Y sdo tangentes a M ¢ 1 ¢ um vetor normal. Visto que B ¢ simétrico, pode-
mos entdo definir um operador simétrico (em relagdo ao produto g) S¢ : T,M —
T, M via o tensor segunda forma:

g(S,X,Y) =1I,(X,Y)
Sejam € I/p(M) ¢ 7] uma extensdo de 7 em uma vizinhanga de p em M. Entio
Sy (X) = —7(Vx7)

onde 7 : TpM — T, M ¢ a projecio ortogonal ¢ X € T, M
6.8.2. Equacdes de Gauss Codazzi e Ricci

Ja haviamos visto a equag¢do de Gauss, algumas concequéncias e em particular
como cla implicava o teorema Egregium de Gauss. Vamos agora revisa-la.

g(R(X,Y)Z,W) —g(R(X,Y)Z,W) = g(B(X,Z),B(Y,W))
g(B(X.W),B(Y,2))

onde X, Y, Z, W sao tangentes a M.

A demonstragio da proxima equagio pode ser encontrada no livro [Car] e ve-
remos nos 2 exercicios logo depois uma formulacdo mais simples ¢ uma aplicacao

no caso em que M ¢ hipersuperficie de Sm+L



(VXID)(Y, Z,n) — (VyII)(X, Z,n) = g(R(X,Y)Z,n)

onde (% X H) ¢ a derivada da segunda forma II ou seja

(VxI)(Y,Z,n) = X e(I(Y,Zn)) - (VxY, Z,n)
— I(Y,VxZ,n)— 1Y, Z,V%n)

e X, Y, Z sao tangentes a M e n ¢ normal a M.

Suponha que M tem curvatura constante K igual a ¢ ¢ M ¢ uma hipersuper-

ficie. Veriﬁque que

VxS)(Y) ~ VySy(X) = §,[X. V]

Uma hipersuperficie M™ em um espaco simplesmente conexo M™ com curvatura
constante ¢ (os assim chamados espagos formas) ¢ chamada isoparamétrica se suas
curvaturas principais sdo constantes. Tais hipersuperficies comecaram a ser estudadas
por Cartan e até hoje em dia sdo exemplos relevantes. Por exemplo em R3 superficies
isoparametricas sdo cilindros de raio 1 (que tem curvaturas principais \j = re Ay =
O), esfems deraior (onde \y = X9 =71)¢ planos. De fato no espagos Euclidianos e
hiperbolicos os unicos exemplos sdo hipersuperficies totalmente geodesicas ou cilindros
que tenham como eixo subvariedades totalmente geodésicas. Porém nas esferas Smtl
existem infinitos exemplos de de hipersuperficies isoparamétricas ndo homogéneos.

Seja M™ em S"™ ! uma hipersuperficie isoparamétrica. Aceitando que a mul-
tiplicidadc das curvaturas principais A; ¢ constante, i.e, para cada ponto p
existe uma distribui¢io de curvatura Ej (i.,e auto-espaco de Sy, associado a
i), Vcriﬁquc que tais distribuigécs sao intcgrévcis, ou scja E; coincidem com



espacos tangentes das folhas de folheacoes F; em M (as assim chamadas fo-
lheacoes de curvatura) em M.

Vemos a SCgUiT a Lﬂtlma equagﬁo fundamcntal.

g(R(X,Y)n,€) — g(R"(X,Y)n,€) = g([Sy, Syl X,Y)

onde 1 ¢ & sao vetores normais a M e X ¢ Y tangentes a M.

Suponha que M tem curvatura constante K igual a ¢. Verifique que as afir-

macoes abaixo sio Cquivalcntcsz
(a) RY = 0 (a conexido normal ¢ flat),
(b) [Sy,Se] = 0 para qualquer 1, £ normal a M|

(¢) existe uma base ortonormal que diagonaliza todos os S,

Exemplos de subvariedades com conexdo normal flat sdo orbitas principais da agao
Ad : G x g = g (agdo Adjunta) de um grupo de Lie G na sua algebra de Lie
g, quando G admite métrica bi-invariante. Por exemplo considere G = SU(3).
Neste caso a algebra de Lie ¢ su(3) = {X, X + X* = 0,trX = 0}, uma
métrica bi-invariante ¢ g(X,Y) = trReX,Y* caacio Ad : G x g — g¢
Ad(g9)(X) = gXg~ L Defina t o subespago vetorial de g das marrizes diagonais
com trago zero. Seja Z € ta matriz com elementos da diagonal diferentes entre
si. Entdo G(Z) = SU(3)/T? (onde T? ¢ o subgrupo de SU(3) das macrizes
diagonais) ¢ uma orbita principal com fibrado normal flat. Além disto tal érbita
intersecta t ortogonalmente ¢ o espago normal em qualquer ponto p = gZg~! €

G(Z) ¢ Ad(g) () (vide maiores detalhes em [ABI5]).

As equacdes de Gauss, Codazzi e Ricei parecem ter naturezas bem diferentes.
Porém veremos a seguir que elas fazem parte da equagdo de curvatura. Para entender



este fato precisamos fazer algumas observagdes sobre formas de conexio. Seja {e4}
um referencial adaptado a M (i.,c a uma vizinhanca de p € M). Entio 6(‘)614 =
> 4@0aB(-) ®ep. Como V(,)ei = ZZ wi ;i(+) ® e concluimos que @; j = w; j
(para 1l < 4,7 < m). Porém note que a matriz @ nao ¢ a matriz W pois & tem
mais linhas e colunas. Note também que S, (+) = —We(.)ea =) Wial)®e
(onde m : TM — M ¢ a projecio ortogonal) ¢ assim que e, = Y @i 0 ® 0;.
Posto estas observagoes estamos prontos para rever as equacdes fudamentais agora
usando a linguagem de formas.

Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Riemanniana M. Seja {e 4}
um referencial adaptado a M e denote W4 p as 1-formas de conexdo e €5 5 as 2-
formas de curvatura de M associadas a {e 4 }. Entdo

(@) d@;j = ) @ik NOkj + Yo Wija N Da,j — S j € a equagdo de Gauss
escrita no referéncial adapado.

(b) d@io =) DikNDk.a +ZB Wi BAWE o — ﬁi,a ¢ a equagdo de Codazzi
escrita no referéncial adaptado.

(€) d@ag =D ;@a;i N0+ 27 Doy NWy,g — ﬁa’g ¢ a equagdo de Ricci

escrita no referéncial adapmdo.

Concluimos entdo que as equagdes de Gauss, Codazzi e Ricci sdo partes da equagdo de
curvatura:
do=w0Nw—.

6.8.3. Teorema fundamental das imersoes isométricas

A seguir apresentamos o teorema fundamental das imersdes isométricas, sendo que
sua demonstragio sera baseada no [PT].

Seja E' = M™ x RF um fibrado vetorial trivial. Suponha que:

« M admita uma primeira forma ic., métrica g, um referencial ortonormal
{ei}i com suas formas duais {0; }1" ; e sejam {w; ; } as formas de conexdo
Riemanniana associadas a g;



« 0 fibrado vetorial E admita uma métrica nas fibras h e uma conexdo afim

VP compattvel com h e considere {eq }T T 1 ortonormal de h ¢ as formas

de conexdo {wq, g} das formas da conexao vh

- existam formas {wj o} G = 1---m, & = m+1,---m + k) que sdo
candidatos a segunda forma, ie., ao deﬁnir 0 (1, 2) tensor A como A(ea) =
Yot wig @ 0; ele se corna (por hipdtese) siméerico. Vamos definir wq, i =

—Wi, a5

« w=(wap) (1 <A B<m+k)atenda eq. de Gauss, Codazzi e Ricci
em R™ K ou seja dw = w A w.

Temos entdo que dadopg € M eqq € R™ 5 ¢ yuma base ortonormal vy, - - - | Umn+k
de R™*F (com mérrica canénica) existe uma vizinhanca U de po tal que

(a) Existe uma tinica imersdo isoméerica v = (U, pg) — R™HE com 4(pg) =
qo tal que dippye; = v; (i = 1,---m).
(b) Existe um isomorfismo de fibrado vetorial F' : E — v(¢(U)) com
(b.1) F(eq) = vq
(b.2) Tp(e) (dp(X), dy(Y)) = A(§)(X,Y)
(b3) F(V%E) = Vi, F(E)

Demonstragdo. Visto que dw = wAw, temos pelo Teorema 6.78 que existe um tnica
aplicacio ¢ : U — O(m + k) tal que

dp = wp, p(p) = [v], (6.8.1)

onde [v] ¢ a matriz com linhas v4. Definindo V4 como as linhas de ¢, podemos
concluir que a equagao (6.8.1) equivale a equagao

dVa = ZWA,B ® Ve, Va(po) = va (6.82)
B

Para provar o item (a) basta encontrar uma aplicagﬁo .U — R™tk (dimi-
nuindo U se necessario) tal que:

dp =) 6: 0V, (6.83)
i=1



De fato, se uma aplicacio 9 satisfaz a equagio acima, entdo di(e;) = V; o que
implica nio so que ela ¢ uma imersao, mas também que leva referencial ortonormal
{e;} (com a métrica g) no referencial ortonomal {v;} (com a méerica do espago
Euclidiano) ou seja 9 se torna uma imersio isométrica ¢ assim a demonstracao do
item (a) tera terminado.

Note quen := Y ;"1 6;@V; é uma 1-forma com valores em R™E DPelo lema de
Poincaré, para uma vizinhaca pequena de pg se dn = 0 entdo existe uma aplicacio ¢
tal que dp = 7. Assim sendo para demonstrar a Eq.(6.8.3) basta provar a equacio

abaixo:
m
d(> 8:@Vi) =0 (6.84)
i=1
Afim de provar a Eq. (6.8.4) defina hj o ; como w; o = Zj hi ;0. Visto
que A(eq) ¢ simétrica temos hjj = wia(ej) = wjalei) = hjas Assim
concluimos:

di@Vi = > (i@ Vi—6:iAD wia®Va)
=1 )

; A
— Zd9i®Vi—29z‘/\wi,j®Vj
i 1,7

+ ZeiAwi,a®Va

= ) (do; =D 0 Awiy) ®V;
J A
— Z hi,ayjﬁi A 9]' ® Vi,
%,J,00
= 0

Os dois termos da penultima equacio se anulam devido a equacio estrutural (vide
Proposicio 6.67) e devido ao fato de hj o j = hja. Isto termina a demonstracio
da Eq. (6.8.4) ¢ assim a demonstracio da Eq.(6.8.3) ¢ consequentemente o item (a).

Afim de provar o item (b) basta definir F : W — V(w(U)) como F(eq) =
V. O item (b) pode entao ser verificado usando a eq. (6.8.2).

Por fim para garantir a unicidade da imerso ¥ (a menos da reducio da vizi-
nhanca de pg) basta observar que se uma imersio atende item (a) e item (b) entio
Eq. (6.8.2) tem que ser atendida. Visto que Eq.(6.8.2) equivale a Eq. (6.8.1) a unici-
dade da aplicagio P segue da unicidade da Eq. (6.8.1).

O
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em Mecanica, 4-6, 241

campo
gradiente, 25
gradiente Riemanniano, 26
suave, 22
tensorial suave, 173
conexao
Riemanniana, 247
Critério
da segunda derivada, 36
curva
integral, 94
curvarura

de Gauss, 61

média, 65
vetor, 65
curvatura secional, 295

diferencial
k-forma, 174

distribuicao
integravel, 109

EDP das superficies minimas, 68
Equagio de curvatura, 331
Equagoes de estrutura, 331
espaco

tangente, 85
espaco tangente, 16

forma
volume, 185
forma fundamental
segunda, 62
formas de conexao, 329
formas de curvatura, 330
funcao
carecteristica, 129

integrs/wel, 129

grupo de Lie, 19



SO(m) , 21
Hessiano de f em p, 34
imersao, 13

maximo

local, 37
média, curvatura, 65
métrica induzida, 21
minima

superficie, 66
minimas, EDP das superficies, 68
minimo local, 37
matriz

ortogonal, 19

unitaria, 21

hessiana, 35

mergulho, 89

polindomio de Taylor, 40
ponto

critico, 38
posto, 90

primeira forma, 21

segunda forma fundamental, 62
suave

campo tensorial, 173
submersio, 8
subvariedade

imersa, 90
superficie
minima, 66

superficies minimas, EDP das, 68

tensor curvatura de espaco de
curvatura constante, 295

teorema

da funcao implicita, 11

da fungao inversa, 7

da imersio, 13

da submersio, 8

de Frobenius, 109

do posto, 90

do valor regular, 10

espectral, 24

de Sard, 10
Transformacio de gauge, 329

valor
singular, 11
regular, 10
variedade
mergulhada, 90
orientavel, 185
variedade mergulhada em R™** 6
vetor
curvatura
média, 65
vetor com pe, 15
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