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Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados sobre teoria das variedades mer-
gulhadas ¢ fixar algumas notagoes. Por meio de recordacdes de alguns resultados e
exercicios esperamos destacar ao leitor ou leitora que muitos dos conceitos e resul-
tados sobre variedades que iremos utilizar sio generaliza¢des naturais de resultados
que foram aprcscntados em disciphnas anteriores de Calculo 1T ou Calculo I11.

J4 nos primeiros semestre de graduagio, engenheiros, matematicos e fisicos encon-
travam espagos de configuragdes M (todas possiveis posicoes de um certo sistema)
como sendo "bons"subconjuntos em espacos Euclidianos R™k Em geral tais con-
juntos eram descrito via pre imagens de k-vinculos g; : U C R™E & R, ie.,
M =G Yc) = {z € R"* G(z) = c}onde G : U C R™F — R¥ para
G(z) = (g1(2),--- ,gx(x)) e ¢ = (e1,--- ,c) € R¥. Sobre boas condicoes
conseguiamos estabeler os m graus de liberdade do M como sendo dimensio do
espaco menos o numero de vinculos. Tais conjuntos eram na verdade o que cha-
maremos aqui de variedades mergulhadas e os graus de liberdade suas dimensoes.
As boas condi¢des sobre os vinculos serdo revista no teorema de submersao. Antes
de estabeler as definicoes formais, recordemos alguns exemplos onde tais conjun-
tos apareciam. O leitor agora nao precisa se preocupar em verificar algumas das

aﬁrmagécs € sim se concentrar mais na intuicao e ideias dos excmplos.



Dados 2 particulas p, ¢ € R3 a uma distdncia fixa de 1 unidade, o espaco
de configuracdo deste sistema, pode ser descrito como

g (1) ={(p,q) eR* xR® g(p,q) =1}

onde a fungio g : R3 x R? = R definida por

3
9, q0) = llp—al> = _ lpi — ail?
=1

¢ nosso vinculo.

Consideremos o espaco de configuracao de um "brago robotico"em um plano com
braco em si e antebraco de comprimentos [y ¢ lg, i.c., conjunto de todo os
possiveis 2 segmentos de reta no plano Op e pg com ||p|| = {1 ¢ ||p — ¢|| = lo.
A configuragio do braco ¢ determinada pelo angulo 6 entre eixo 21 ¢ Op ¢
62 angulo entre eixo 1 ¢ pg . Dado z; = el temos entio que o espaco de
configuracio ¢ M = St x St = {(21,22) € C x C|,G(z1,22) = (1,1)}
ondeG:Cx C — RQ como G(Zl, 22) = (‘Zl|2, ‘22|2)

Consideremos agora o espaco de configuragio de um sélido em R3 com centro
de massa em 0, ie., o conjunto de todas bases ortonormais {¢; }i=1..3 com
a mesma orientacdo da base canonica. Ao colocar as bases nas colunas de
matrizes, tal conjunto pode entdo ser descrito como as matrizes ortogonais

com determinante 1, ou seja primeiro consideramos as matrizes ortogonais
0(3) :== G\ (Id) = {Q € CL¥(®%) |G(Q) = Id)}

onde G : GL3*3 — S ¢ G(A) = AA? sendo que GL3*3 denota as matri-

ZaQ ¢ d 1111 - ‘l.IC‘ d S ATI7E G et cr dyee] |
Z€S com determinante direrente de zero ¢ as matrizes simetricas. Possive

L3><3

verificar que G pode ser identificado com um aberto de R2e¢ S com RS,

Nosso grupo @(3) terd 3 graus de liberdade. O espago de configuragio desejado



entdo ¢ a componente conexa de @(3) das matrizes com determinante 1 de-
notado por SO(3) (que tem o mesmo grau de liberdade ou seja com 3 graus
de liberdade). De fato ¢ possivel mostrar que as matrizes de determinante 1
podem ser conectadas continuamente a matriz identidade Id, enquanto as de
determinante —1 podem ser conectadas com a matriz —Id

Mais gemlmcnte um sistema mecdnico interligado estard mergulhado em um sistema
mecanico livre que ¢ descrito como produto de m copias de SO(3) x R3 (cada cdpia
descrevendo um corpo rigido e seu centro de massa) com n cdpias de R3 (cada copia
descrevendo uma particula). Em particular, no Exemplo 1.2

p:8t xSt — (SO(3) x R?) x (SO(3) x R3)
(1) = ((Q) (), (Qz), Bz, 1))

onde Q(z;) : CxR — CxR ¢rotagdo definida como Q(z;)(z,t) = (2i2,t) eas
aplicagoes centro de massa sao: Ry(z1) = mQ(z1)e1, Ra(22,21) = L1Q(z1)e1+
r9Q(22)e1. Aqui 1 ¢ a distdncia do centro de massa de Op a 0 e ro ¢ a distancia
do centro de massa de pq ao link p.

Nossos conjuntos, que serdo exemplos naturais de variedades, podem aparecer nao so
como espago de configuragdo de um sistema, mas também como um subconjunto do es-
pago de fases (posicdo velocidade) de algum sistema dinamico. Considere por exemplo,
uma particular com massa m localizada em uma reta presa a uma mola perfeica.
O movimento de tal particula ¢ descrita pelo oscilador harménico ma/’ (t) =
—ka(t) = =U'(a(t)) onde U(q) = %qQ ¢ a fungdo potencial. Defina E :
R x R — R como a energia total, ie., E(q,§) = %(q)2 + U(q). Visto que
%E (a(t),d/(t)) = 0, (0 que pode ser facilmente verificado pela regra da cadeia)
conclutmos que E(a(t), &/ (t)) = ¢. Em outras palavras, posicdo e velocidade da
particula ficam restricas a elipse E™1(c) = {(q,¢) € R x R, E(q,q) = c}.

Ap0s alguns exemplos ¢ motivacdes estamos prontos para a definicio formal
de variedade mergulhada a seguir. Tal definicao implicara, a grosso modo, que um

pCdf{(;O da SU_pCI'f‘I,CiC é levada c¢m um abcrto dC um plano.



Um conjunto M™ C R™+F ¢ uma m-variedade mergulhada no espaco Eu-
clidiano R™t* (ou subvariedade do R™HF) se para cada p € M existe uma
vizinhanca (aberto e conexo) U C R™tk de p, vizinhanca V' C R™tE de
q ¢ um difeomorfismo ¢ : U — V twal que ¢(p) = qep(U N M) =
VN {R™ x {0}}. Chamamos a aplicacdo 1|ynps de sistema de coordenada,
epi=1t [vn{rm x{0}} ¢ chamada de parametrizagdo.

Seja b : R?2 — R ¢ uma funcio suave. Considere o grafico de h em R3, ou

SC]'A, (@] CO]’l]untO
M = {(x1,29,23) € R3: 23 = h(z1,x2)}.

Entao M ¢ uma variedade mergulhada em R3 pois a aplicagio 1 : R3 — R?
definida por

1/}(.’%’17.'1;'271173) - (1:1,1:2,333 - h(xlaxZ))

satisfaz as propriedades da Defini¢ao 1.6. De fato, como

[ 1 0 0]
Di(z1, 22, 23) = 0 1 0
_Oh  Oh
L 8901 8.%'2 i

para todo (21, %2, x3) € R3, entao, pelo Teorema da Fungdo Inversa, ¢ ¢ um
difecomorfismo local de R3. Além disso, ¥|pr = R? x{0}.

Como caso particular observamos que o paraboloide ¢ uma superficie
mergulhada pois ¢ o grafico sobre R? da funcio h(zy, x2) = x7 + x3.



§ 1.1. Submersdes e imersdes n

—| Continuacio. I

Figura 1.1: O Paraboloide de equagio x3 = x% + x%

Subvariedades mergulhadas do espaco Euclidiano apareciam naturalmente des-

crita por “bons vinculos”, ou seja via submersdes. Recorde que uma aplicacao suave
G : U C R™tF 5 R¥ ¢ chamada submersio se DGy, ¢ sobrejetora Vo € U.
x ]

Teorema 1.8. Teorema da Submersao

SejaG U C R™E 5 R¥ uma submersao suave. Entdo para todopg € U existe
uma vizinhanca Uy C U de py tal que a particao F = {G~(c),c € R¥}NUy ¢
difeomorfa d folheagdo canénica Fo = {71 (c), c € R}, ondem : R™+k — R¥
¢ definida como m(x,y) = y. Mais precisamente existe um difeomorfismo ¢ : Vg —
Up tal que G o ¢(z,y) = w(x,y) = y.

Exemplo 1.9.
Para ilustrar o Teorema 1.8, consideremos novamente o Exemplo 1.7. Se defi-
nirmos a funcio g : R® — R por

9(x1, 22, 23) = 23 — h(21,72),

vemos que F = {g7%(c),c € R} ¢é o conjunto das translagdes verticais do
grafico da funcao h (as quais sio movimentos rigidos). Como o grafico de h ¢

difeomorfo a R?, entao F ¢ difeomorfa a Fo.
Neste caso, o difeomorfismo ¢ : R? — R? definido por

o(x1,x2,23) = (T1, 22, 23 + h(x1, 22))




satisfaz
gop(x,xa, x3) = x3 = (21, T2, 3).

Figura 1.2: As folheacdes Fo e F no caso em que h(x1,z2) = x3 + 23

Prova do Teorema 1.8. Seja A : R™ X RF — R™ x R* um movimento rl'gido (iso-
metria no espaco Euclidiano) tal que a matriz D,Gy, ¢ invertivel onde G = Go A.
Defina ¢(z,y) = (z, G(z,y)) e observe que

Id 0
D — - -
wpo D x GPO D yGPO

¢ um isomorfismo. Logo pelo teorema da funcio inversa ¢ : Uy — Vp ¢ um

difeomorfismo. Seja L = {(z,¢) € (Rm X Rk) NVy}.

v HL) = {(z,y) € Up,¥(z,y) = (z,0)}

= {(z,¢) € Uo, G(z,y) = c}

Assim G o Ao 1(z,¢) = ¢ A demonstragio termina definindo ¢ = A o
L O

Dado uma aplicacio G : U C R™tk 5 RF suave. Suponha que para ¢ €
G(U) temos que DGy, ¢ sobrejetor Vo € G71(c). Neste caso dizemos que ¢ ¢
valor regular.

Observe que dado um valor regular ¢ ¢ um ponto € G~Y(c) entdo, como
DG, ¢ sobrejetor, DGy, ¢ sobrejetor para todos os pontos p proximos a & ou seja
G se torna uma submersio na Vizinhanga dex € G (c) Podemos entiao inferir o

seguinte corolario usualmente conhecimento como teorema do valor regular.



Seja G : U C R™* — R¥ wuma aplicacao suave ¢ ¢ um valor reqular. Entao
M = G~1(c) ¢ variedade merqulhada no R™+*.

SejaH:U CR™ — R aplicacdo suave. Defina o grafico
M = {(z,y) €U x R*,y = H(x)}

ea fungio G : U x R¥ = R como

Verifique que:
(a) M = G_l(O),
(b) G ¢é submersio.

Segue tambeém da demonstracao do Teorema 1.8 o resultado a seguir.

Seja G+ U € R™* — RF yuma submersdo suave. Entdao M = G™1(c) ¢
um grafico local. Mais precisamente suponha que a matriz DyG (5, ) € um isomor-
fismo onde (p1,p2) ¢ tal que ¢ = G(p1, p2). Entao existe uma vizinhanca B de
(p1,p2), uma vizinhanga W C R™ de py uma aplicagdo suave H : W — R*
tal que: (x,y) € BN M seesomentesey = H(x) comx € W. Em particular
G(z,H(x))=c

Demonstragdo. Na demonstracio do Teorema 1.8 basta considerar A = I'd. Com ¢

fixado temos ¥~ (x, ¢) = (x, H(x, ¢)). Entdo definimos H(z) = H(x,c). [

Sejag: R? = R uma funcao suave. Suponha que ¢ ¢ valor regular da fungio



(r,z3) = g(r?, x3). Seja
M = {(z1,22,23) € R?, g(af + 3, x3) = c}.
Vcriﬁquc que M é superﬁcie de revolugio, i.e., variedade mcrgulhada de di-

mensdo 2 invariante por rotagdes que fixam o eixo 3 (vide o exemplo da

Figura 1.3).

Figura 1.3: S = {ZU € R? |x% + x% + %ajg = 1} ilustra o Exercicio 1.13

No exercicio anterior temos entdo uma variedade M que admite uma aplicagdo o :
GXxM— M(ndeG=8"={2€C; |2 =1}, M =R>=C xR),

definida como

(g, (2,1)) = (92,1).
Observe que tal aplicagao p atende as propriedades a seguir:
‘ /J’(ea $) =
© 1192, (g1, %)) = (9291, ).

Em geral, uma aplicacdo v : G x M — M (G um grupo de Lie, por exemplo,
um grupo fechado de matrizes, ¢ M uma variedade) que satisfaz essas propriedades
serd denominada agdo.

No exercicio que se segue, temos um exemplo de uma variedade que admite a
estrutura (suave) de um grupo, i.e., um exemplo de um grupo de Lie (vide detalhes
Capl’tulo 2).



Seja I M3>3(R) — S¥3(R) a aplicagio definida por F(A) = A A
onde M3*3(R)) sio as matrizes quadradas 3 X 3 com entradas reais, S33(IR)
s30 as matrizes simétricas com entradas reais ¢ A? denota a matriz transposta
de A. Verifique que DF(A) : RY = Ty M3*3 — RS = T7,83%3 ¢ sobreje-
tor, por exemplo aplicando DF(A) aos vetores AS para matrizes simétricas
S (os quais so candidaros a serem vetores normais a Q(3) com pé em A).

COHC]U& pe]o teorema de Submersﬁo que @(3) é Variedade mergulhada.

Como observado anteriormente SO(3) ¢ a componente conexa de Q(3) contendo a
identidade e assim também ¢ variedade. As contas feitas no exercicio acima se genera-
lizam, mutatis mutandis para dimensoes maiores. @(n) e SO(n) serdo nossos exem-
plos neste livro de grupos de Lie compactos, mas outro grupo de Lie compacto igual-
mente fundamental ¢ o grupo SU(n). Bom lembrar que também que GL™*™(R)
(matrizes com determinante diferente de zero) e SIL(n) (matrizes com determinante
1) sao bons exemplos de grupos (de Lie) ndo compactos.

Uma outra forma em que encontravamos variedades mcrgulhadas no espago
Euclidiano era via as imersoes (as parametrizag()es). Recorde que uma ap]icagio
suave @ @ U C R™ — R™F ¢ chamada imersio se Dy, ¢ injetora para todo
xeU.

Seja o : U C R™ — R™K yuma imersdo. Entdo dado p € U existe uma
vizinhanca Uy C U de p tal que p(Uyp) ¢ variedade mergulhada. Mais precisamente
existe uma vizinhanga Uy de ¢ (po), uma vizinhanga U de (p, 0) em R™HE ¢ um
difeomorfismo ¢ : Uy C R™ x RF — Uy € R™ x R¥ tal que ¢ o () =
(z,0).

Demonstragdo. Escolha um movimento rl'gido A Rtk Rmtk ] que a apli-

cagio @ = A o ¢ tem a propriedade que a matriz (gfj)(p) ¢ invertivel onde
1<j<mel <i<m.

Vamos definir entio

F(.’E,y) = (~ (x>7 s 795771,('%.)7 &m-{—l(x) T Y- &erk(m) + yk)

= @) +(0,y)



Observe que a matriz
| moDy, 0
DE, = [ w0 Dy, Id

¢ invertivel, onde 71 (x,y) = x e mo(z,y) = y.

Concluimos assim pelo teorema da fun¢io inversa que F' : Uy — Uy ¢ um dife-
omorfismo, para vizinhangas U; apropriadas. A demonstracao termina observando
que a aplicagio definada como ¥ = F~! o A atende as propriedades necessa-

rias. O

Seja M? superficie mergulhada em R3 invariante por rota¢do no eixo &3, ou
seja, uma superficie de rotacdo. Verifique que a aplicacio ¢ : U — M dehi-

nida como

o(t,0)=(r(t)cos(@), r(t)sin(@), h(t))

¢é uma parametrizacio de M2 onde B(t) = (1 (t), 0, h(t)) é uma parama-
trizagdo da curva geratriz com as propriedades que ||ﬂ'|| #0er(t) #0. Em
outras palavras verifique que ¢ ¢ uma imersao e sua imagem esta contida em
M? vide Figura 1.4.

Figura 1.4: A aplicagio ¢(¢, 8) = ((cos(t)—3) cos(), (cos(t)—3) sin(d), sin(t))

¢ uma paramatrizag¢io que ilustra o Exercicio 1.18.



Antes de definir espaco tangente, precisamos fixar o conceito de vetores com pé e
fibrado tangente do espaco Euclidano. Dado um aberto U C R™, definimos:

« fibrado tangente de U como TU = U x R™,
« projecio pé 7 : TU — U como 7(q,v) = ¢,
« espago tangente T,U = R™ = 771(q)

Um elemento vy € T3U sera chamado vetor com pé ¢ frequentemente pode
modelar uma velocidade de uma particula passando pela posicdo g. De fato, vg ¢ o
vetor velocidade da curva g + tv, (onde ¢ ¢ suficientemente pequeno).

Note também que, dado uma curva suave a : (—€,€) C R — U, a velocidade
a(t) € T (1)U paratodo t € (—¢,€).

Além disso, se F : U € R™ — R yma aplicacdo suave, entdo f(t) =
F o a(t) é uma curva suave em R™F* Pela regra da cadeia segue que 8'(t) =
DFa(t)(a/(t)). Em particular, se ¢ = «(0), entao DFj leva o/(0) € T,U em
B'(0) € Ty R™ . Isto ¢,

DF, : T;U — Tp(R™*.

Seja M™ C R™** uma m-variedade mergulhadac o : U CR™ -V C M
uma parametriza¢io. Entdo o subespaco T,M = Dp,T,U C TpRm+k é
chamado de espago tangente no ponto p = ¢(q).



dip, : T — T,M

S T,M

dpgy

ti,}_:t q

o) c R?

Figura 1.5: Dado uma imersio ¢ : U C R? — R3, uma base {vg, w,} de T,U ¢
levada em uma base {dpq4vq, dpqwy} de T, M

O exercicio a seguir mostra que o espago tangente nio depende da parametri-
zacao escolhida, logo, esta bem definido.

Considere duas parametrizagoes ¢; @ V; C R™ — M de uma variedade
mergulhada M™ C R™*F (4] que W = @1 (V1) N2 (V) # 0. Verifique
que se 91(0) = p = ¢2(0) entio (Dg1)oR™ = (Depa)oR™.

Veremos a seguir diferentes interpretacoes do espago tangente. Em particular,
o plano tangente de uma superficie pode ser visto como o espago dos vetores veloci-
dades de curvas contidas na superficie (vide Figura 1.6). Além disso, se a superficie
for uma superficie de nivel M2 = g71(c) = {z € R?; g(z) = ¢}, entdo o plano
tangente passando por p sera o plano afim perpendicular & Vg(p).

Seja M™ C R™+ yma variedade mergulhada. Mostre que v € T, M se e somente
se existe curva o = (—€,€) — M com «(0) = pe o/ (0) = v (ou seja, v é uma
velocidade de uma curva contida em M ).

Demonstragdo. Seja ¢ : U C R™ — M uma parametrizacio tal que ¢(0) = p.
Como v € T,M, existe w € TpU tal que v = Dypg(w) (veja Defini¢ao 1.19).
Seja € suficientemente pequeno de forma tal que o seguimento r(t) = tw, t €
(—e,€), esteja contido em U. Assim, a curva a(t) = ¢ o 7(t) ¢ uma curva em M
satisfazendo a(0) = ¢(1(0)) = ¢(p) e &/(0) = Dyo(r'(0)) = Dyo(w) = v,

como desejado. O



Seja M™ C R™ % uma variedade mergulhada. Verifique que se M ¢ pre imagem
de valor ¢ de uma submersao G : U € R™tF 5 RE enrao T, M coincide com o
niicleo de DG em p.

Demonstragdo. Sejav € TpM o vetor velocidade de uma curva o @ (—¢,6) = M
passando por p (veja Proposicio 1.21). Sendo M = G™1(¢), temos que Goa(t) = ¢
para todo t € (—¢,¢). Logo,

DG(v) = DGy (e/(0) = (G o) (0) =0,

mostrando que v pertence ao nucleo de DG),.

Sejav € T, M qualquer, o vetor velocidade de uma curva a @ (—¢,e) = M
passando por p (veja Proposicio 1.21). Sendo M = G~1(¢), temos que Goa(t) = ¢
para todo t € (—¢,¢). Logo,

DG,(v) = DGQ(O)(O/(O)) = (Goa)(0) =0,

mostrando que v pertence ao nucleo de DG). Como v ¢ qualquer, segue que
T,M C Ker (DG)).

Por outro lado, como G ¢ uma submersao, dim(7, M) = dim(Im(DG,)) =
m. Além disso, de Algebra Linear sabemos que

dim(R™*) = dim Ker(DG))) + dim(Im (DG,)),

donde

dim(Ker(DG))) = m = dim(T,M),

concluindo que esses espacos coincidem.

A Proposicdo 1.22 implica que os vetores de TpM 4o ortogonais aos gmdicntes das
componentes de G. Dcfato, supondo que G(x) = (gl (x), - ,gk(aj)), temos que
0= (Goa)(0)
= ((910@)(0),...,(gx © @)'(0))
= (<Vgl(a(0)), a'(0)> e <ng(a(0)), O/(O)>) .



Sejag: U C R3 — R funcio de classe Ct e M = {x € U € R3|g(z) = ¢}
uma superficie regular (i.e., Vg(x) # 0Vz € M). Dado ¢ = (q1,¢2,q3) €

M VCI'iﬁqUCHlOS quc o plano EB.l’lgCl’l[C no ‘pOl’ltO q é é dado ple{ Cquagéo

Jg

2T (@)~ ) + 5 (@) — ) + (o) s — as) = O
il T3

81'2

De fato, pela Proposicao 1.22 ¢ a Observacio 1.23, temos que Vg(gq) ¢ ortogo-
nal ao vetor ¢ — ¢ € T}, M. Portanto,

(Vg(g),z —q) =0

de onde segue a equacio desejada.

Determine o plano tangente ao toro M = {z € R3 (/2% + 22—-3)2+23 =

1} passando pelo ponto ¢ = (%7 74£7 ¥)

o )

Figura 1.6: Plano tangente a0 toro do Exercicio 1.25

!

Determine TO(n ), TaO(n ), onde A ¢ qualquer matrizem Q(n) e I¢éo
a matriz identidade de M"*™(R ).

Sabendo que o espaco tangente a uma subvariedade mcrgulhada ¢ um subespaco
vetorial, é algo natural querer pensar em algumas estruturas usuais dos espacos ve-

toriais tais como produto interno e norma.



Seja M variedade mergulhada em R™ ¥ Definimos a méerica induzida ou
] 8

Rm+k

primeimfbrma como SCﬂdO o produto interno em restrito a Czld’cl espaco

tangente, isto é,
gp(u,v) = (u,v), Vu,v e T,M, Vpe M.

Alem disso, dada uma parametrizagio ¢ : U C R™ — M, os valores
gij = (dpp(ei), dpp(e;)), sao os coeficientes da metrica induzida referentes a

¢ssa paramctrizagﬁo.

Considere M uma superficie de revolucio em R3. Temos entdo a parametri-
2a¢ao

U(t,s) = (r(t) cos(s),r(t) sin(s), h(t)),
onde t — B(t) = (r(t), h(t)) é a curva geratriz com ||5’(¢)|| # 0. Entio

_ o, Lo ,
Uy = i (r'(t) cos(s),r'(t) sin(s), h'(t))
s = % = (—r(t)sin(s), r(t) cos(s),0)

Verifique que a metrica em coordenadas ¢:

_ (@@ + (@) 0
[gij] = 0 (T‘(t))2

Vamos nesta se¢io recordar alguns conceitos e resultados vistos em Calculo I1. Mais
resultados sobre campos de vetores serdo discutidos no Capitulo 2.

1.3.1. Campos de vetores

Um campo F' suave em um aberco U € R™ ¢ uma aplicacio suave F' : U —

U x R™ definida como F(z) = (z, F(z)) onde F(z) = (f1(2), ..., fm(x))



¢ uma aplicacao suave F' : U — R™. Ou seja uma aplica¢ao do nosso espago de
configuragoes U para o nosso espago de fases U x R™ tal que 7 o F(z) = x onde
m: R™ x R™ — R™ ¢ a projecio candnica 7(x, v) = . Visto que nosso espago
de fases ¢ um produto trivial ¢ possivel escrever o campo F em termos dos campos

canénicos €;(x) = (x, €;) da forma
F=>Y"faé, (13.1)
i

vide Figura 1.3.2.
Dado um campo F campo em U C R™ de classe C* ¢ p € U. Entio existe
uma (Gnica) curva 7y : (—¢, €) — U de classe CF tal que

V() = F(()
p = ~(0)

. 1 0f|z1|. g S .
Seja F(x) = [O 3} L;] ic, Fz1,22) = 2161 + 32283 ¢ p = (1,2).
2

Entio, por Cdlculo [, v(t) = (exp(t), 2 eXp(%t))

O exemplo acima ilustra o que chamamos campo linear, ou seja a aplicacio F' :
R™ — R™ ¢ linear (ie., F(x) = Ax).
1.3.2. Campo gradiente

Chamamos de campo gradiente de uma fungio fungio diferencidvel f ao campo

Note que a equagio acima parece depender dos campos canonicos. O Teorema
de Representacio de Riezs nos permite retirar essa dependéncia como podemos ver

na seguinte definicao.

Seja f : U C R™ — Ruma funcio diferenciavel. Definimos o vetor gradiente
de femp € U, denotado por V f(p), como sendo o unico vetor de R™



Figura 1.7: Campo F =0 8:v + 372Q

satisfazendo

df(p)X = (Vf(p), X) VX e R™.

Observe que,
5y, P) = df()ei = (Vf(p),ei). (132)

Logo,

Vip) =Y (Vi) eei =) ~-(pei (133)
: Ox;
=1 i=1
Como aprendemos em Calculo, segue da regra da cadeia, que campo gradiente
indica direcio e sentido de maior crescimento da funcdo f e como vimos antes ele
¢ ortogonal as superficies de niveis f~1(c).

Nem todo campo vetorial é gradiente de uma fungdo. Por exemplo seja F'(x1, x2) =

x9€1 — x1€2 Vamos supor por absurdo que existisse uma fungdo f tal que V f =

s Of cof _ ST *f . _9f
Entdo terlamos - = ®g ¢ gz = —x1. Por outro lado, T = Tesdm
Chegamos assim a um absurdo pois 0 —1le _0%f = 1. Logo ndo existe
“hegamos as: s pois g3 Supda; — 1 Log Xis

atal f.

Uma vez recordado o relevante conceito de campos, podemos definir um campo
suave F' de uma variedade mergulhada M™ C R™** como sendo uma aplicagio
que a cada p € M associa ﬁ(p) € T, M ¢ que admite uma extensio local de um
campo em R™* Vamos denotar o conjunto de campos suaves de M como X(M).



Campo gradiente Riemanniano

Vimos que dado uma funcao u : R™ — R diferenciavel,

dupX = (Vu(p), X), VX € T,R™.

Considere uma funcio v : U C R™ — R diferenciavel e M C U uma
subvariadade mergulhada em R™* Defina f : M — Ra restricio da
fungﬁo uaM, ou seja, f= u\M. Definimos o campo gradiente Riemanniano
grad f(p) como o campo tangente a M que atende:

dfpX = (grad f(p), X), VX € T, M. (1.3.4)

Em particular, grad f(p) ¢ a parte tangente de Vu(p).

No caso em que M = g~Y(c), pre-imagem de um valor regular de uma fungdo
g:UC Rk 5 R segue

gradf(p)=Vu(p)—<Vu(p) Vo(p) > Va(p)

VeIl / 11Vl

Segue diretamente de (1.3.4) que a maior taxa de variagio de f = wu|ps ocorre
na dircgﬁo e sentido do vetor gradicntc Riemanniano.

1.3.3. Colchete de campos, um primeiro contato

Nesta subsecao apresentaremos rapidamente o operador colchete de campos e algu-
. ~ Ii . . . - ! .
mas de suas propriedades. No Capitulo 2 discutiremos seu significado geometrico.
A grosso modo veremos que o colchete de campos mede a nao comutatividade de
campos. Porém, no momento estamos apenas interessados em sua defini¢io no es-
pago Euclidiano e algumas de suas propricdadcs (a serem urtilizadas em breve).
. s
Sejam V' = > w;i(z)€; e W = Y w;(z)é€; dois campos de vetores no espago
i 7

(2

Rm—l—k

Euclidiano . Definimos o campo colchete como sendo

[V,W] = DyW — Dy/V, (13.5)



onde (vide Exemplo 2.4)

DwV, =Y dvi(W)é,.
=1

.
Escreva [V, W] em termos dos campos candnicos €.

—.

« Se Ve W sdo tangentes a uma subvariedade mergulhada M™ entao [V, W]
¢ tangente a M
O

- VW] =W V]
VW A7) = [V, 4 AV, 7]
‘ [[Vv W]7Z] + [[Z, V]7W] + [[VV; Z],V] =0

Problemas de otimizagao estao presentes no dia a dia de engenheiros e economis-
tas, usualmente tais problemas estao sujeitos (desde o ponto de vista pratico ou
16gico) a uma ou varias restrigdes. Tais restri¢oes podem ser vistas como variedades
mergulhadas em espacos Euclideanos. Nesta se¢ao iremos aplicar alguns dos con-
ceitos e resultados anteriores para provar o classico resultado de multiplicadores de

Lagrange.

Considere uma funcdo suave g : U C R? ¢ sua curva de ntvel associada a um valor
regular

C=g"'(c)={z €R? g(z) = c}.

Seja f : U — R fungdo suave. Suponha que f|c (ou seja f restrita a C) tenha
um ponto de maximo ou minimo em p € C. Entdo, V f(p) ¢ perpendicular a C, ou



seja, existe A € R tal que
Vf(p) = AVy(p).

Demonstragao. Vamos dar uma prova para o caso em que p ¢ maximo, 0 outro caso
¢ analogo.

Como ¢ ¢ valor regular temos que existe uma parametrizagio o : (—¢,€) — C
com ¢/ (t) # 0 ¢ a(0) = p (e.g, poderiamos usar o teorema da funcio implicita e
tomar a(t) = (t+x0, h(t+z0)) ). Temos entdo que ¢ = g(a(t)) parat € (—¢,€)

¢ deriv;mdo Conclu{mos

_de
o dt

d

0 — ag(a(t))

= (Vg(p),a'(0))

o

Por outro lado, como f tem maximo em p = y(0) temos que t — f(7(¢)) tem
ponto critico no interior ¢ assim

:% (a()| _ = (V/(),0'(0))

t=0

0

As duas equacoes acima garantem que Vyg(p) e Vf(p) sio paralelos ou seja
Vf(p) = AVg(p). O

Consideremos o seguinte problema classico de micro-economia.

Seja C = {z € R g(w1,22) =221 + 22 —w =0 ¢ 71,72 > 0} a
curva que representa um vinculo or¢amentario de dois produtos. Considere
que a funcao de utilidade esteja dada pela fungao de Cobb Douglas

1
u(zr) = xixs.

O objetivo ¢ maximizar a utilidade do consumidor dada a sua restri¢ao
orgamcntéria, isto ¢, maximizar a fungﬁo w restrita a C.
Pela Proposicio 1.36, se s = (s1, $2) ¢ um ponto de maximo, ele deve

C{l’ltCl’ldCT

fs_%s% 15_55% =Vu(s) = AV =
189,582 78] g(s) = A\(2,1)

w = 281+ S92



Resolvendo o sistema acima concluimos que s(w) = (%, ). Ou seja, as
quantidades dos produtos le2 que maximizam a fungﬁo utilidade sio ¥ ¢ ¥

42
respectivamente. A utilidade maxima é u(s(w)) = %

Z2

u(z,z2) = u(2,

X1
g(z1,22) = 0221 + 22 =8)

Figura 1.8: Representagio para w = 8 da restri¢ao orgament:iria, a utilidade
maxima sujeita a restricao orgamcntﬁria (curva de nivel u = u(S(S))), e os

gradientes de ambas fun¢des no ponto de maximo

No caso bem particular de Cobb Douglas temos a existéncia de um inico mdximo
s(w) para cada vinculo Cyy = g~ (w), o que nos dd uma curva diferencidvel
w — s(w) € Cy, vide Figura 1.9. Em particular g o s(w) = w Por ser ma-
ximo temos: Vu(s(w)) = Aw)Vg(s(w)) Assim, ao multiplicar ambos os lados



por ' (w) concluimos:

Losw) = (Vu(s(w)), s'(w)

dw
= Mw)(Vg(s(w)), s (w))
d
2xry=1 v
05 s(w)x(174w,10w)
\

Figura 1.9: curvas de maximos no caso particular de u sendo Cobb Douglas e varios

vinculos dado por or¢camentos, ilustrando Exemplo 1.37 ¢ Observagio 1.38. Lembre

que em prob]emas gerais de multiplicadores de Lagr:mge nao precisa existir uma
curva bem definida w — s(w)

A seguir generalizaremos [N multip]icadores de Lagrzmge Ppara curvas p]anas

para subvaricdadcs mcrgulhadas no ¢spago Euclidcano.

Sejam G : U C R™F — RE uma aplicagdo de classe O definida por G(x) =
(1(x),- ,gk(x)) e M = {x € Rk | G(x) = c} uma subvariedade re-

gular. Sejaw : U C R™E 5 R wma fungao de classe C L Suponha que existe



q € M tal que u|ps tem valor maximo ou minimo local. Entdo, Vu(q) ¢ ortogonal
aTyM, ou seja, existe Ai, ..., A\ € R tal que

K
Vu(q) = Y \iVailg).
=1

Demonstragdo. Da Proposi¢io 1.21 temos que para cada vy € Ty M existe uma curva
a: (—€€) CR — M com/(0) = v, Visto que ulps (funcao restrita a M)
tem um maximo ou minimo em ¢ € M, temos que a funcio h(t) = u(a(t)) tem
mdximo ou minimo interior em ¢ = 0, logo, A'(0) = 0. Assim, pela regra da
cadeia, 0 = A/(0) = (Vu(q),’(0)) = (Vu(q),vq). Como isto pode ser feito
para qualquer outro vy € Ty M concluimos que Vu(g) ¢ ortogonal a T, M.

Por outro lado, sabemos que para cada 1 < i < k, Vg;(q) ¢ também ortogonal
alyM (vide a Observacao 1.23). Além disso, sendo DG(x) sobrejetora Vo € M,
o conjunto {Vg;}¥_; é uma base de T,M* (complemento orcogonal' de T, M).
Conclui-se que Vu(p) ¢ combinagio linear de {Vgi}le como descjado. Ul

Do Teorema 1.39 podemos concluir que uma possibilidade para determinar os
maximos ou minimos de uma funciou : U C R™k 5 R de classe C! sobre uma

subvariedade regular M = G™1(cq, ..., cx) ¢ a de resolver o sistema
(

k
Vu(g) = > AiVilg)
=1

ca = gqi(q)

Ck - gr(q)

Seja S = {x € R3 | 61 + 329 + 223 = 62; > 0} a superficie que repre-
senta um vinculo or¢amentario de trés produtos. Vamos considerar a fungio
utilidade u(x) = 3x1x2x3. Para determinar o ponto q € S onde U‘S as-

sume maior valor resolvemos o sistema dado pelo multiplicador de Langrange.

"Lembre-se que o complemento ortogonal de um subespaco vetorial ¢ o conjunto de vetores do
espaco que sdo ortogonais a tal subespaco.



m Capitulo 1. Variedades mergulhadas em espagos Euclidianos

—| Continuagao. I

Temos

2
3

1 111 11
) 572 rixs, 3%3 mg’xf) = \(6,3,2)
6 = 6x1 + 322 + 223,

donde ¢ = (%, %, 1) cu(q) = {’/g Visto que S (fecho de S') ¢ fechado e
limitado, e que 0 maximo nio acontece no bordo 95 (onde u ¢ zero) ¢ tem

que ser de fato o ponto de maximo.

Figura 1.10: Superficie de nivel ul < 3 %) (associada a funcao utilidade w)

tangente ao vinculo orcamentario S no ponto de maximo ¢, ¢ o vetor N =

Vg(q).

Excercicio 1.41.

Determine o volume do maior paralelepipedo de faces paralelas aos planos
coordenados que pode ser inscrito em S = {z € R? | 927 + 3623 + 422 =
36}

Vamos agora reapresentar o teorema dos multiplicadores de Lagrange em ter-
mos do gradiente Riemannianao (grad ).



Seja M uma subvariedade mergulhada em R™FF ¢ suponha que f :+ M — R
uma fungdo diferenciavel que tem um ponto de maximo ou minimo local em p € M.

Entdo grad f(p) =

Demonstragdo. Seja p um ponto de maximo ou minimo da funcio f. Sabemos que
em uma vizinhanca U C R™HE de p, M N U ¢ a imagem inversa de um valor
regular de uma aplicacao diferenciavel G : U — R”.

Seja f : V C R™* — R uma extensio de f a uma vizinhanga de R™HE
de p, (V C U) ou scja L f:V = Rual que flvaar = f. Pela Proposicio 1.39,
Vfé ortogonal a M, 1050 sua projecio ortogonal em T, M ¢ 0, mostrando que

grad £(p) = 0. O

Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe C2. Sabemos que df (p) : R™ — R
¢ uma aplicagﬁo linear definida por df (p) = [%(p) 2L (p)}

" OZm
Deixando o p variar, temos uma aplicacio df : U C R™ — R™ que ¢ suave.

Podemos entao considerar a derivada da aplicacao df.

df: M — TM*
df(p): T,M — R

b v = df(p)v

Seja f : U C R™ — R uma funcio de classe C? A segunda derivada de f
no ponto p € U, Hess f(p) = D(df)(p), ¢ chamada de Hessiano de f em p.

Assim, temos
af 92 f 92 f
dTm(p) 92,071 (p) - Tz OT1 (p)
Hess f(p) = : = : : (1.5.1)
of 0? 92
d’%(p) 8:v18];m (p) e 693m8f:6m (p)




Determine o Hess f das fungoes f : R? — R.

f(z1,9) = 222 + 223

f(z1,9) = =223 — 222
(© f(z1,79) = 222 — 223

f(x1,32) = 2129

Relembre que dado uma matriz A m X n, podemos definir uma nova matriz
B n x m como sendo a matriz transporta A® ou seja b;,j ¢ definido como aj;. Por

exemplose A = [;’ ﬂ entio B = At = |:; 2

] . Além disso, uma matrizmxm

A ¢ chamada simétricase A = A
A matrizm x m na equagio 1.5.1 ¢ chamada de matriz Hessiana de f. Dado que
f ¢ de classe C?, temos que
0 f _O*f )
axjaxi P)= 8&?1833] P

pelo teorema de Schwarz e, portanto, Hess f(p) é uma matriz simétrica. Conse-
quentemente, a segunda derivada de f, D(df)(p) = Hess f(p) ¢ uma aplicacio
linear simétrica.

Neste ponto convém lembrar um teorema muito util de Algebra Linear para

. . / .
matrizes simetricas

Seja A uma matriz simétrica m X m. Entdo existe uma base orconormal {¢;} de
R™ (ic., (gi,qj) = 0sei # je gl = 1) tal que:

1. Agq; = Niq; , i.c., g; ¢ auto-vetor;

tAQ = A, onde Q ¢ a matriz com colunas q; ¢ A ¢é a marriz diagonal de
) 1 éﬁ

auto-valores \;.

Demonstragdo. vide Strang-Algebra Linear ¢ aplicagdes O

Lembre que a equacio Av = Av ¢ equivale a equacao (A — A d)v = 0, ¢ tal
sistema tem solugﬁo nio trivial se, e somente se, (A - )Jd) nao for invertivel, ou

seja, se, e somente se, p(A) = det(A — AId) = 0.



Lembre também que a transformacio linear R associada a uma matriz ortogo-
nal @ ¢ um movimento rigido, ou seja, (Rx, Ry) = (x,y) e assim ||Qx|| = ||z]|.

1. Mostre que os autovalores da matriz
0 1
A=
i

sio 1 e —1 ¢ que uma base ortonormal de auto-vetores ¢

(Va3 (Ve
n=\5 3 )e "33

2. Dadas a matriz
V2o
Q1 = [ % ]

cujas colunas sio q1 e go, a aplicagio linear @ : R? — R? definida
por Q(z) = [Q]x e a fungio f : R?Z — R f(x) = 2'Ax = 27129,

determine

s,

foQ(y) = fyriqr + y2q2)-

No Exemplo 1.46 tem-se que o grafico da fungdo (ndo linear) f ¢ uma rotagdo do
grafico de f o @ (a qual ¢ uma sela de cavalo) como mostra a figura a seguir:



Figura 1.11: Graficode f o Q(y) = f(y1q1 + y2q2) = y% — yg

1.5.1. Extremos locais

De Calculo I sabemos que os extremos locais de uma fungao suave sao pontos criti-
cos damesma. Isto ¢, se f : (—€,€) C R — R ¢ uma fungio suave e p € (—¢,€), ¢
. . - /
um méaximo ou minimo local de f, entao f/(p) = 0.
Porém a fungio f(z) = o3
de maximo ou minimo local (de fato, f/(0) = 0 e x = 0 nio é nem maximo nem

nos mostra que nem todo ponto critico ¢ um ponto

minimo).

Isto motivou a procura de critérios mais precisos como, por exemplo, o Criterio
da segunda derivada:

Sejap € (—¢, €) é um ponto critico de f (f'(p) = 0). Temos:

L. se f”(p) > 0 entdo p é minimo local;
2. f"(p) < 0entao p é maximo local,

A prova se baseia no uso da formula de Taylor, i.c.,

£ = 1) + £ D)~ p) + 35" (0)w — P + R(z )

onde z esta suficientemente proximo de p ¢ lim —£_ =0
T—p (z—p)



De fato, se f'(p) = 0 e f(p) > 0, entdo, dividindo a Formula de Taylor por
(x — p)? temos:

flx)—f(p) 1 R(z —p)

f(p) + w—p2

(z—p? 2

e, assim, f(:]:) > f(p) parax préximo a p (p é minimo local).
[remos aqui generalizar tais argumentos para fungdes sobre abertos de R™.

A funcio f(z) = 222 — 2* tem um ponto critico em p = 0 ¢ a reta tangente
a0 griﬁco de fem péoecixox. Parax pr(’)ximO ap afuncio f é aproximada

por h(z) = 3 f"(p)(z — p)* = 22

6
y=112 f{"(0)x

Figura 1.12: Grafico de f(x) = 222 — 24 sua reta tangente em p = 0 ¢ sua
aproximagio quadratica

Sejam U um abertode R™ ¢ f : U C R™ — R funcao diferenciavel, dizemos
que p € U ¢ ponto de minimo local (interior) se existe € > 0 tal que Vo €
Be(p) C U tem=se f(z) > f(p).

Analogamente, ¢ € U ¢ ponto de maximo local (interior) se existe € > 0

tal que Vo € Be(q) C U tem-se f(z) < f(q).



m Capitulo 1. Variedades mergulhadas em espagos Euclidianos

Exemplo 1.50.
Dado f(x) = 223 + 223 — (2 + 22223 + 23), ¢ possivel observar na fi-
gura a seguir que p = (0, 0) ¢ ponto de minimo local de f.

Figura 1.13:

Proposicao 1.51.
Sejam f : U C R™ — R uma fungdo diferenciavel e p € U um ponto de minimo
ou maximo local (interior). Entdo p ¢ ponto critico de f, ie., V f(p) = 0.

Demonstracdo. Dado v, € T,R™, considere uma curva suave a : (—¢,¢) — U tal
¢ P P )

que &/(0) = vp. Seja h = f o a. Como p ¢é mdximo ou minimo local, entao t = 0
¢ maximo ou minimo interior de b = f o a, logo

0=1'(0) = (V£(p),d/(0)).

Como isto vale para todo vetor tangente concluimos que V f(p) = 0. O

Exemplo 1.52.

Dado f(z) = —2? — 23 +2,p = (0,0) ¢ ponto de maximo interior ¢, por-
tanto, ponto critico. Note que o vetor normal do plano tangente ¢ N =
(—%(p), —g—af;(p), 1) = (0,0,1), logo, o plano tangente ¢ paralelo ao
plano de equagio {z3 = 0}.




Figura 1.14:

Mas, se de um lado todo ponto de maximo ou minimo interior ¢ ponto critico,
nem todo ponto critico ¢é ponto de maximo ou minimo local. Assim, tal como em
Calculo I, precisaremos de critérios mais finos para classificar pontos criticos, i.e.,

determinar se eles sio de maximo, de minimo ou sela.

No grafico de f(x) = 2 — 22+ % se observa que p = (0, 0) nio ¢ maximo
nem minimo local.

Figura 1.15:



Seja f : U C R™ — R fungdo de classe C3. Entdo:

£(2) =F(p) + dF @)z~ p) + 5z — p)'Hess f(p)(x — p) + Rl —p)

=f(p) +(Vf(p), (x —p)) + (Hess f(p)(z — p),x —p) + R(z —p)

onde lim ﬁ%(ffpg =0.
z—p IT pH

Seja f : U C R? — R de classe C?. Entdo

P = 100+ [ Ew) [0
L o1 aa—pa | ) B ) =

+ 2 [-Tl pP1 T2 p2] [(93128];2(]9) axa?afxg(p) To — P2

= 1)+ )= ) + ()2~ )
2 2

b S () — 1+ ()~ pr) ez 1)
2

b gt (o) - )

5 89528552
O Teorema 1.54 garante que o po]inémio

Pow) = £(9) + df (p)(z — p) + 3 (& — p)Hess f () (z ~ p),

chamado de polindmio de Taylor de grau 2 em torno de p, aproxima a funcio f numa
vizinhanga de p.
Além disso, se p for um ponto critico de f, entdo a forma quadratica

1

h(z) = 5 (z — p)'Hess f(p)( — p)

aproxima a funcio. Isso sugere que, tal como em Caleulo I, classificar pontos criticos
esteja relacionado com a compreensio da segunda derivada.

Note que no Problema 1.44, Py em torno de p = (0, 0) coincide com a propia
fungao de f.



Seja f(z1,m2) = 223 + 223 — (2] + 22323 + 23). Considerando p = 0
temos (pelo Problema 1.44) que Po(z) = 223 + 223,

Note que (pela figura) p = (0,0) ¢ um ponto de minimo ¢ assim um
ponto critico, ie., Vf(p) = (0,0). Logo, o plano tangente ao grifico de f
empé fas = £(p) = O,

A Férmula de Taylor garante que, proximo a p = (0,0) o grafico de f ¢

aproximado por h(z) = §(z — p)'Hess f(p)(z — p) = Pa(z).

graficode f

Figura 1.16: Grafico de f(z1,22) = 233% + 2$§ — (m‘ll + Qx%x% + x%), plano
tangente e aproximagao quadratica

1.5.2. Critérios de classifica¢cao de pontos criticos

Seja f : U C R™ — R de classe C3. Suponha que p € U scja ponto critico (i.c,
df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) Se todos os auto-valores A; de Hess f(p) sdo positivos (ie., A; > 0), entdo
P ¢ minimo.

(b) Se todos os auto-valores A; de Hess f(p) sdo negativos (i.e., A < 0), entdo
P ¢ mdximo.

(c) Se parte dos auto-valores A; de Hess f(p) sdo positivos, ¢ a outra parte ne-
gativa, entdo p ¢ sela.



A fungio f(x) = 22 + 22 + % tem um minimo local em (0, 0). Observe que
Hess f(0,0) tem 2 como autovalor de multiplicidade 2.

Figura 1.17:

A funcio f(z) = —22 — 23 + 2 tem um méaximo local em (0,0). O
Hessiano de f tem um tnico autovalor —2 de multiplicidade 2.

Figura 1.18:

Por outro lado, a fungio f(x) = 3 — 23 + % ndo tem nem maximo nem

minimo no ponto (0, 0). De fato, os autovalores de Hess f(0,0) sao 22 —2.



Figura 1.19:

Prova do Teorema 1.57. Vamos supor inicialmente que p esta na origem, flp)=0¢

0 <A1 <Ay <+ < Ay sio os auto-valores de Hess f(p).

PClEl formula dC Taylor temos:

() = 5 (o) Hess F(p)(x) + R

Pelo teorema Espectral

A0 0 0
0 X O 0
Q'Hess f(p)(x)Q = |0 0 A3 0] =a
0 0 0 Am |
onde Q = [ql Q2 qm] ¢ a matriz ortogonal cujas colunas sio os autoveto-
res (ortonormais) q1, g2, - .., Gm de Hess f(p)(z) associados a A1, g, ..., A
Sejamy;, 1 < ¢ < m, as coordenadas de & com respeito abase {q1, g2, - .-, gm},
ou s¢ja,
T=y1q1+y2q2 + 0+ Ymam = Qy, ()
Y1
Y2
ondey = | .
Ym

Substituindo nas duas equagoes acima temos:



F(x) =54 QHess [(p)Qu + R

=39/ (@Hess [(p)Q)y + R

1
:§ytAy +R

1

Dividindo por ||z|* = ||y[|? temos:

flz) 1 R
M+ =35>0
[EdIR 2

para & proximo a p ou seja p ¢ minimo. [
Entendido o fendmeno, podemos desenvolver um critério mais facil de ser im-
plementado (no qual nio sera necessario calcular os auto-valores explicitamente,
mas apenas ter uma maneira de detectar seus sinais).
[remos explorar o caso particular de dimensio dois.
Seja f: U C R? — R de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico (ie,

df (p) = 0) e det Hess f(p) # 0

(a) Sedet Hessf(p) > 0e¢ %(p) > 0 entdo p ¢ minimo.
(b) SedetHessf(p) > 0¢ %(p) < 0 entdo p ¢ maximo.

(c) Sedet Hessf(p) < 0 entdo p ¢ sela.

Comentdrio (prova da proposicao): A demonstracio da proposicao segue como
caso particular do Teorema anterior e do Teorema critério positivo definido comen-

tado a seguir.

'O leitor pode verificar a obtegio de (%) e (**) usando operacdes basicas de matrizes, comegando
por dimensdes baixas.



Poré¢m também ¢ possivel aplicar o Teorema anterior e o seguinte argumento
geometrico: suponha que hipotese (a) seja verificada. Como det Hess f0) =
AtA2 > 0 temos A; > 0,A2 > Oou A < 0,y < 0 Assim pela demonstra-
¢do do teorema anterior, o grafico S da funcao h(z) = z'Hess f(0)z ¢ um para-
boldide eliptico para cima (se A; > 0) ou para baixo se (A\; < 0). Para decidir
qual das opcdes observe que o grifico de h(z1,0) = x%%(()) descreve a para-
bola C = SN {xz = 0}. Como esta parabola ¢ para cima (pois por hipétese

i?;:ti (0) > 0), o grafico de S ¢ para cima. Logo A1 > 0, A2 > 0 ¢ pelo Teorema

. i Ii . . ~ . .
anterior, 0 ¢ ponto de minimo. Os outros itens se provam de forma similar.
Comentdrio (critério positivo definido): A proposi¢io anterior ¢ relacionada
ao seguinte resultado de Algcbra Linear.

Considere uma matriz simérrica A. Entdo as seguintes aﬁrmagées sdo cquivalcnt@s:
1. Os auto-valores de A sdo todos positivos (i.e, A; > 0);
2. 2'Az > 0, Va # 0 (A ¢ positiva-definida);

3. det Ag > 0 para todas as submatrizes Ay, a esquerda, i.c as marrizes k X k
definidas como (ag)ij = aij para0 < i <ke0 < j <k

Por exemplo, se m = 2 e A = Hess{(0), entio A; = | 01 (0)] e Ay =

6$18m1
Hess f(O)7 e assim re-obtemos as hipétcscs do item (a) da proposicao anterior.

Observacio: Para demonstracio vide Strang—Algebra Linear e aplicacoes

Considere f : R2 = R funcao definida como f(z1,x2) = 2(2x; —x%) (2z9—

73). Determine e classifique os pontos criticos.



Figura 1.20: Grafico da fun¢io do Problema 1.61, onde podemos observar que (1, 1)
¢ ponto de miximo local, e os pontos (0, 0), (0, 2), (2, 0), (2, 2) sio pontos de sela

Quando temos f : U C R? — R fungdo de classe C3 onde (0,0) € U ¢ ponto
critico, temos que o plano tangente do grdfico em (0,0, f(0,0)) ¢ paralelo a {x3 =
0}. Neste caso, K (q) = det Hess (0, 0) = A A\a ¢ chamada Curvatura de Gauss
no ponto ¢ = (0,0, £(0,0)). Assim se K(q) > 0 o grafico de f ¢ aproximado por
uma paraboloide eliptico e se K (q) <0¢ aproximado por um paraboloide hiperbolico
(sela de cavalo).

Mais geralmente, dado um grdfico S qualquer e ¢ € S podemos, apos movimento
rigido, descreve-lo (pelo menos localmente) como um novo grdfico de uma funcao h
em relagao ao plano plano tangente T, S. Assim o conceito de curvatura de Gauss
(presente na drea da matematica chamada Geometria Diferencial) pode ser definido
para qualquer ponto g € S bem como sua interpretagdo geométrica.

1.5.3. Férmula de Taylor de ordem maior

Para facilitar a discussao vamos nos limitar a um aberto U C R2.
Sejav = (1)1, 1)2) vetor em R2. Considerando o conjunto de todas as fungécs
de classe C* em U (denotada por C*(U)) podermos criar uma aplicacio linear

T: Ck(U) — Ck_l(U) definida como

Denotaremos v - V =T e assim

0
U-V—maixl—i-waim



Com esta notagio

0 0 0 0
(v-V)(w-V)f(p) = (Ulaixl‘f‘UQ%)(wl@ixl"‘wQai)f

2 2

8.%'1 (9:6‘1

2 82
(p) + vows

0x9011 T

0?2 92
— [ 6116);1 (p) ox c(.)fxl (p> w1
= U1 UZ] 9 f 822 7 w
011012 (p) 0x20T2 (p) 2
= v'Hessf(p)w

= V1w1

+  vwp

Em particular %UtHeSSf(p)U = %(U V)2 f(p).

Seja f : U C R? — R fungdo de classe C**Y p € U cv = (z — p). Entdo:

flo+p) = f)+ @ - V)f(p)

+ 5(” V)2 f(p)
+ g9 )
+ g9 )
b V)
+ R(v)

Onde lim,_q % =0

1.5.4. Maximos e minimos absolutos

. ! / ! . ! . / .
Em certos casos partlculares ¢ pOSSlVCl ate dctermmar maximos ¢ minimos absolu—
tos. Para isto usaremos o seguinte 1‘esu1tado:



Sejam f: U C R™ — R uma funcdo continua e K C U um conjunto fechado e
limitado (ou seja fechado tal que K C Br(0)). Entdo a fungdo restrita f| possui
um valor mdximo e um valor minimo.

O Teorema 1.64 sugere o seguinte algoritmo:

Passo 1: Determinar pontos criticos no interior de K

Passo 2: determinar candidatos a maximo ou minimos de f|8K (ex, via parametri-
zagdes ou multiplicadorcs de Langrangc)

Passo 3: comparar os czmdidatos determinados NOs passos anteriores.

Seja f : R? — R definida como f(x) = 222 + 21+ 23 —2e¢ K = {z €
R? | g(z) = 2% + 23 < 4}. Vamos determinar os valores de maximos e
minimos absolutos de f|x seguindo o algoritmo anterior.

Passo 1: A solugio do problema V f(x) = (0,0) para « no interior de K ¢
T = (*%a 0)

Passo 2: Para determinar candidatos a méximo ou minimos de f|gx usaremos
neste exemplo multiplicadores de Langrange.

(dx1 +1,229) =V f(x) = AVg(z) = A(221,222)
4 = 1’% + :c%

Cujas solugses sio: (2,0), (=2,0), (=5, Y2), (=3, —¥23)

Passo 3: Avaliando f nos pontos obtidos nos Passos 1 ¢ Passso 2 concluimos:
—%7 = f(—%, 0) ¢ valor minimo absoluto, e f(2,0) = 8 valor maximo ab-
solurto.

Note que, como se mostra na figura a seguir, o ponto (2,0) ¢ um ponto
de maximo global de f|x que estd no bordo de K e nio ¢ um ponto critico

de f.



Figura 1.21:

Por motivos diddrticos estaremos considerando aqui sempre M = g~1(c) uma su-
perficie regular onde ¢ serd um valor regular de uma funcio g : U C R3 — R.

Ap6s vermos o conceito de plano tangente de uma superficie de nivel M seria
natural nos perguntarmos por objetos que me¢am quio diferente localmente a su-
perficie possa ser de um plano. Uma possivel abordagem seria olhar o vetor normal
unitarion = ”g—g” ¢ nos perguntarmos quao rapido ele gira. Ou seja pensando nele
intuitivamente como uma alavanca (ou um Joystick de videogame) gostariamos de
ver qudo rapido ele muda de posi¢ao. Claramente se ele nunca mudar de posi¢io
ou seja se sua derivada for zero, entdo M ¢ (ou pelo menos parece ser) um plano.
Isto nos motiva a definir o seguinte operador

Dado um superficie regular M? = g~1(c) em R3 ¢ campo unitario n = H%;LH

podcmos definir a aplicagﬁo simétrica 877 : TpM — T, M como
Sp(X) := —=Dnp X =: Dxn(p)

chamada operador forma (shape operator) ou Weingarten operator.



A deﬁnigio acima claramente demanda varias explicag{)es.

A primeira seria porque este operador de fato ¢ um operador linear de T, M para
T, M. Para ver isto considere uma curvat — a(t) € M com o/ (0) = X € T, M.
Podemos entio definir a fungio f(t) = (noa(t),noa(t)) = 1. Ao derivar f em

t = 0 concluimos que:
0= f(0) = 2(=5,X,n(p))

A equacdo acima entdo implica que de fato S, : T,M — T, M
A segunda explica¢io que deveriamos dar ¢ porque a aplicagio Sy, : T, M —
T, M ¢ simétrica (e talvez porque este incomodo sinal de menos). Como isto exige

um pouco mais de contas, coloquemos esta explicacdo em um pequeno lema.

Sy(p) : TyM — T, M ¢ de faro simétrica.

Demonstragao.
($pX.Y) = (=(Dxn)p,Y)
Y DxY)
iy, Dy X)
Y (—(Dyn)y X)
(SpY, X)

[gualdade (*) segue definindo f(t) = (no «a(t),Y o a(t)) = 0 ¢ derivando em
t = 0 (ou seja alterando levemente o truque acima discutindo). A igualdade (**)

scguira’ da CXpI‘CSSﬁO 135 parda o campo COlCl’lCtC. J

Uma vez definido o operador forma, podemos tentar medir quanto ele difere
de zero, ¢ assim tentar estabelecer uma medida de quanto M difere de um plano
(pelo menos localmente). Por ser um operador simétrico nada mais natural do que

olhar para seus autovalores.

Os autovalores Ay ¢ Ay de Sy (p) : TpM — T, M sio chamados curvaturas

principais.

Antes interpretar o significado destes auto-valores, recordemos um resultado

de Calculo ttil em nossa discussio sobre curvaturas principais.



Sejah : U C R2 — R fungdo de classe C3. Suponha que p € U seja ponto critico
(ie, dh(p) = 0) e que os autovalores A; de Hess h(p) sejam diferentes de zero, ie,
det Hess h(p) # 0. Defina K (p) = A1 - Aa.

(a) Se todos os auto-valores A de Hess h(p) sdo positivos, entdo p ¢ minimo,
K (p) > 0 ¢ o grdfico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por um para-
boloide eliptico.

(b) Se todos os auto-valores A; de Hess h(p) sao negativos (i.e., A\; < 0), entdo
p ¢ maximo, K (p) > 0 e o grafico associado a h ¢ aproximado (perto de p)
por um pamboloidc cl{ptico.

(¢) Seum auto-valor de Hess h(p) ¢ positivo ¢ o outro negativo, entdo p ¢ ponto
de sela, K (p) < 0 e o grdfico associado a h ¢ aproximado (perto de p) por
um parabolide hiperbélico.

Seja M o grafico em R3 de uma fungao h : U C R? — R suave tal que (0,0) €
U, h(0,0) = 0e Vh(0,0) = (0,0). Temos entdo:

(@) T(o,00M = R? x {0},
(b) sen(0,0,0) = (0,0,1) entdo Sy(v,0) = (Hess h(0,0)v,0), onde S,

¢ 0 operador forma.

(c) Conclua que as curvaturas principais sdo auto-valores A1 ¢ A2 do Hessh(0, 0)
e assim que M pode ser aproximado por um paraboloide eliptico (respectiva-
mente paraboloide hiperboloide) se Ay Ao > 0 (respectivamente se A\jAa <
0).

Demonstragdo. (a) Ao definir g(z) = x3 — h(x1,22) temos que o vetor normal
Vg(x) = (=, =P, 1). Assim 7(0,0,0) = Vg(0,0,0) = (0,0,1) ¢ conse-
quentemente o plano tangente em (0,0, 0) ¢ R? x {0}.

(b) Definamos a parametrizacao (x1,x2) = (21,22, h(x1,22)) ¢ com cla
vetor normal e sua representagdo em uma parametrizagio (ou seja n o ¢ = 1))
(—hgy, —hgy, 1)

n(r1,T2) =
il ) Vhi +hZ, +1




onde hy, = —%. Seja @ = (&). Temos entio:
S,0/(0) = — Lioa)
n = dtn t=0
S T hay 0 ()% +1) 72
== | 5 ((hay 0 @) + (e, 0 a(0)* +1) 7]y |0
d _hm °© d(t)_
+% —hm2 O ONé(t)
1 | le=0
h.l’lxl (07 O) hIQxl (07 O) ~/ 1
=0+ {7y (0,0) ey (0,0) [?‘,1(8)
0 0 a2( )_
lembrando que &/(0) = (&} (0), a5(0), 0)
(¢) segue direto da Proposi¢ao 1.69. O

Agora que temos uma interpretagio do que sdo as curvaturas principais no caso
particular descrito acima, podemos observar que toda superficie M = g~1(c) pode
ser rodada e localmente na Vizinhanga do ponto p recaimos na situacao descrita
na Proposi¢ao 1.70. Assim a proposi¢do acima motiva a deﬁnigﬁo de curvatura de

Gauss a seguir e imphca o corolario apresentado abaixo.

Dado uma superficie regular M = gil(c) e sejam A1, Ag curvaturas princi-
pais associadas a n(p) = ”gig”(p). A curvatura de Gauss em p € M ¢ definida
como K(p) = A1 - Aa.

Seja M = g~1(c) superficie regular.

(a) Se K(p) > 0entao M ¢ aproximado (perco de p) por um paraboloide eliptico,



(b) se K(p) < 0entao M ¢ aproximado (perto de p) por um paraboloide hiper-
bélico.

Note que embora os sinais das curvaturas principais possam dcpendcr da escolha do
sentido do vetor normal unitario n (ou seja para ) = —n, \j = —\;) a curvatura
de Gauss ndo d@pend@ da escolha do sentido do vetor .

Utilizando diretamente a defini¢ao de S;, determine as curvaturas principais
e curvatura de Gauss de um plano em R? ¢ da esfera (candnica) S?(r) de raio
7 e centro zero em R3 com vetor normal apontando para fora.

Para exemplos mais complicados, podemos calcular explicitamente curvaturas
principais e curvatura de Gauss via parametrizacao, mas, antes de formalizar isto,
precisamos do conceito de segunda forma, que nao ¢ mais que a aplica¢io bilinear
associada ao operador de Weingarten (que, como vimos, ¢ uma aplicacio linear
autoadjunta)

Seja M C R2 uma subvariedade mcrgulhada. A forma quadrética 17,
T, M — R definida por

Iy (X) = (59(X), X)), (1.6.1)

¢ chamada de segunda forma fundamental.

Sep : U C RE — M ¢ uma parametrizagio de M., 1 vetor normal ¢ 1) definido
como 1) = 1 © 1. entdo os coeficientes da segunda forma fundamental estdo dados
por

bij = <_ﬁxi’¢}$j> = <"7/a ¢u¢,uj>'



Sejam M superﬂcie mergulhada em R3 ¢ gij ¢ bij 0s coeﬁcientes da primeira ¢ se-
gunda forma, respectivamente. Entdo:

(a) a representagao matricial do operador forma estd dada por

1S,] = 1 [ 922 —912} [511 512} .
e — g% |- bor bas)
911922 — 912 g21 911 21 022

(b) a curvatura de Gauss ¢ dada por

~ bi1bog — b?
K(z1,29) = ———12;
911922 — g9

(c) amédia das curvaturas principais, H = >\1;7>\27 ¢ calculada em coordenadas

como:

)

~ 1/0b —2b + 9110
H(x1,20) < 11922 12d12 + g1l 22)

T2 911922 — 9%2

(d) e as curvaturas principais por \; = H £ VH? — K.

Demonstragdo. Sejam @ fungées rais que:
_ﬁm = all"l]m + a21¢x2
_77362 = a’leII + a22¢x2

Multiplicando tais equagdes por 1), temos:

[bu b12} _ [911 912} [an a12}
bor ba2| 921 go2| laz1 az
a qual implica o item (a).

No caso dos itens (b) ¢ (c) basta observar que K = det[S,] ¢ H = tr[S;)]
(deixamos o calculo explicito aos leitores).

Para demonstrar (d) observe que o calculo dos auto-valores de .S, pode ser feito
calculando o polinémio caracteristico da matriz [S,)] = [a;;] Assim,

0= P(\) = det([S,] — Md) = A\* — tr[S,] A+ det[S,] = A2 —2HA+ K. O



Considere M uma superficie de revolugio em R3. Temos entdo a parametri-
7a¢ao
W(t, s) = (r(t) cos(s),r(t) sin(s), h(t))
onde t — B(t) = (r(t), h(t)) é a curva geratriz com || 5/ (t)|| # 0.
v = 20 = (1) cos(s), (1) sin(s), W (1)
_ 9 _

g = s (—r(t)sin(s), r(t) cos(s),0)

li . 4
Logo a métrica em coordenadas ¢:

L[+ @) o
[QZJ] = 0 (T(t))2

Para Calcula sz primciro Calculcmos O vetror normal.

Wy X 1P ( — cos(s)h/(t), —sin(s)Rh/(t), r’(t))

) = el — E 1 ()2
Em Seguida CﬂlCU]emOS as del‘ivadas Segundas:
2
Dy = %—;f = ((t) cos(s), 7" (t) sin(s), K" (1))
= 0%y = "(t) si "(t 0
77bts - % - (_T ( )Sln(s)7r ( )COS(S)a )
= aZQﬁ = t t) si 0
d}ss — % - (*T( )COS(S)a *T( )bln(s)a )
1 OB 4R 0

V(e 0 r(O) (1)



Usando o item (b) da Proposicao 1.77 podemos calcular a curvatura de

Gauss.
1 (=" ()N () + 7' ()R (1)) (£ (1)
(' ()2 + (R (1))2) 2 V()2 + (1(1)2
P () (R ()2 + ' ()R (DR (1)
<>«wa»2+auwvﬁﬂ '

Analogamente, pelo item (¢) da Proposi¢io 1.77 segue

K(p) =

1
S22 ((r'(1))% + (R(1))?
(=R () + (R () (r(1)* + (( '()? + (W(1))?) r(t)h' (1)
(r'(£))* + (B (1))?
)

H(p)

—r" (@R () (8)* + (r(t)*r' ()R (t ) r(t)(r'(1)*1' () + () (W (1)
2r2 ((r'(1))? + (W(1))?)
Finalmente, se a curva § esta parametrizada por comprimento de arco, ou

seja, ||B']] = 1, segue

(= () + @) (0" (1)
(((0)2 + 1= ((0)
— ((1)2) — ()

Recordamos no Teorema 1.39 o classico teorema de multiphcadorcs de Lagrange,
que garante uma condi¢do necessdria para que a restri¢ao de uma fungio u em um
variedade rcgular M = G_l(c) tenha maximo ou minimo em um ponto p € M.
Porém tal critério ndo garantiu que de fato a solugdo seja um ponto de maximo
ou minimo i.e., ¢ um critério necessario porém nao suficiente para existéncia de

maximos ¢ minimos. Nos problemas classicos de multiplicadores de Lagrange, as



fungées U, $a0 particulares o suficiente para admitirem apenas naimeros finitos de
candidatos a maximos ¢ minimos, entdo comparando-se os valores ¢ usando com-
pacidade de M estabelece-se que o valor menor ¢ de fato 0 minimo absoluto ¢ o
valor maior o maximo absoluto.

Recordaremos aquio critério de Hessianos orlados (ou bordered hessian) o qual
garante se um ponto criticio ¢ € M ¢ maximo ou minimo local da funcao restrica
a variedade M.

Utilizaremos esta discussao para ja introduzir o conceito de conexdo Rieman-
niana associada a métrica induzida do ambiente. Por motivos puramente didaticos
estaremos considerando aqui sempre S = g~ 1(c) uma superficie onde ¢ serd um
valor regular de uma funcio g : U C R — R. Embora de fato seja possivel em
um ponto critico falar de Hessiano intrinsico sem envolver a estrutura geométrica
(métrica induzida), utilizando apenas os colchetes dos campos, achamos que esta
seria uma boa oportunidadc para introduzir o conceito de dcrivagﬁo intrinsica e

ver como ele pode ser uma ferramente udil.

1.7.1. Motivac¢ao e o Teorema do Hessiano Orlado

Sejam u : R3 — R fungio definida como u(z) = %(/\11:% + Xa23 + A323), a
superficie S = {z € R®|g(z) =21 =c}, p = (¢,0,0) e f = ulg. Desejamos
saber se p ¢ ponto de maximo ou minimo local de f e a0 mesmo tempo motivar a
apresentacao do critério da Hessiana orlada.

Facil ver que

. f(l‘g,xg) = %()\102 + )\gx% + )\333%)
- grad £(0,0) = (0,0)

>(\)2 )E) ] Assim p ¢ maximo local de fse Ao < 0, 3 < 0
3

e ¢minimose Ag > 0,A3 >0

- Hess f(0,0) = [

Fizemos uma conta intrinsica. Mas e se quisermos fazer uma conta extrinsica,

ie., usando u? Primeiro notemos que
Vu(p) = (Aie,0,0) = AVg(p) = A(1,0,0)

Ou seja, por multiplicador de Lagrange, p ¢ o candidaro para ser maximo ou mi-

At 00
nimo. Note também que Hessu(p) = | 0 A2 0 | e assim contém informa-
0 0 X3

¢do a mais, i.e nao precisamos saber sinal de A1. Suponha que voce esteja ensi-
nando um computador a se livrar da informacio adicional (i.e., A1). Um bom



truque ¢ usar a seguinte matriz orlada (colocando Vg(p) = (1,0, 0) no bordo).

H3 = Hessu = ! eHoy= 1|1 X O
0 0 X O 0 0 A
0 0 0 X3 2

Visto que det Hy = (—1)Ag e det Hs = (—1)A2A3 concluimos que:
« Sedet Hy < 0cdet H3 < 0, entdo p ¢ minimo de f (Mg > 0, A3 > 0).
« Sedet Hy > 0edet Hz < 0, entdo p ¢ maximo de f (A\y < 0, A3 < 0).

O truque da matriz orlada parece ser bom no caso em que a superf‘l/cie S ¢um
plano. Mas se S nio for um plano? (vide Observacao 1.6) Se S tiver curvatura
diferente de zero? Para lidar com tal questao no lugar de usar Hess u(p) precisare-
mos em gcral usar uma outra matriz simétrica H, relacionada ao conceito Hessiano
Riemanniano (o qual vamos discutir dentro em breve).

Sejam S = {z € R3 lg(x) = ¢} superficie regular ep € S ¢l que
Vu(p) = AVg(p), onde u e g sio suaves. Definimos:

H = Hessu(p) — AHess g(p)

Antes de discutir mais sobre H vamos apresentar o resultado desta secdo que foi
ilustrado pela nossa motivacio.

Sejap € S com Vu(p) = AVg(p). Suponha que (%71 (p) # 0.

. Sedet Hy < 0c¢det Hz < 0 entdo p ¢ minimo local de f.
. Sedet Hy > 0 ¢det Hy < 0 entdo p é mdximo local de f.

onde 5 5 5
0 I 7L 3L
e — T — 7 (p)  Hn Hiso Hiys
ST T 9 I H H
das \P 21 22 23
0

() Hsi  Hy  Hs



0 o)
0 X 7=

() Ha  Ha

As vezes H pode ser expresso com outra notagdo. De fato, seja L : R3 x R — R
fungdo, defina

LA x) = u(z) = Mg(x) = ).
Entao

VLA x) = (9(x) — ¢, Vu(x) — \Vg(x))

Se Vu(p) = A Vg(p) entdao H coincide com a matriz 3 X 3 esquerda superior de
Hess L(p, \).

1.7.2. **Ideia da Prova
Derivada Intrinseca e o Hessiano Riemanniano

Inspirado na discussio do gradiente Riemanniano grad f(p) podemos nos pergun-
tar: Dados campos XeY tangentes a superficie S como derivar X na direcdo de Y de
forma que o resultado continue tangente a S? Afinal mesmo que os 2 campos sejam

tangente a S, (DX)Y pode nio ser tangente a S. A solugio sera considerar a
parte tangente de (DX)Y.

Dado campos X, Y € X(S) definimos o operador V : X(5) x X(S) —
X(S) como

N ~ Vgp) \ V()
vrE() = DR ~ (X, [ ) o

Tal operador sera chamado conexdo Riemanniana associada a métrica indu-
zida.

Uma vez que sabemos derivar campos X tangentes a S, podemos derivar o
grad f, definindo o conceito do Hessiano intrinsico ou Riemanniano H(p).



H(p)(X,Y) = (Vxgrad f,Y), X,Y € T,S

Sejap € S, com grad f(p) = 0.

« Se H(p) ¢ positivo definido (i.e., tenha auto-valores positivo). entaop € S ¢
ponto de minimo local.

. Se H(p) énegativo d@ﬁnido (i.e., tenha auto-valores negativos). entaop € S
¢ ponto de maximo local.

De volta a discussdo extrinsica

A Proposi¢iao 1.84 ja resolve, pelo menos em teoria, nossa questao de determinar se
um ponto critico ¢ ou nio um ponto de maximo ou minimo local. Porém na pr'i—
tica aplica-la diretamente para fazer uma conta, pode ser uma ma ideia. Primeiro
trata-se de uma conta intrinsica. Teriamos que sempre parametrizar a supcrﬁ'cic de
nivel? Segundo e de fato a questao mais séria (que ja aparecia no problema analogo
em R2) ¢ que se s necessitamos saber os sinais dos autovalores, deveriamos ter um
algoritmo onde esta informacao fosse obtida sem gastar tanto tempo para calcular
Cxplicitamente a]go que de fato nio vamos utilizar. Cabe lembrar que nossa dis-
cussdo para superficies pode (e ¢ ) generalizada para dimensdes maiores, ¢ assim o
tempo gasto para calcular auto-valores pode ser relevante. A dlgebra linear nos da
um critério para resolver este tipo de questao. Entdo nosso objetivo sera converter
nossa conta intrinsica para uma conta extrinsica (vide Exercicio 1.85 ¢ Proposicao
1.86) ¢ adpatar um critério de algcbra linear (vide Proposicao 1.87) para determinar
os sinais dos auto-valores, provando assim o Teorema 1.80.

Usando a defini¢ao de H ¢ possivel resolver o proximo exercicio:

Paratodo X,Y € T},S

Vi (), Y9
RZINAZ]

H(p)(X,Y) =Hessu(p)(X,Y) — < (p)>Hess 9(X,Y)



No caso em que Vu(p) = AVg(p), notamos que H|1,5x7,5 = H(p) Assim

podemos reformular a Proposicao 1.84 da seguinte maneira:

Sejap € S tal que Vu(p) = AVg(p) (i.c, grad f(p) = 0). Entdo:
« Se H|1,5%T,8 ¢ positivo definido, entao p € S ¢ ponto de minimo local.

. Se H|TpS><TpS é negarivo deﬁnido entdop € S éponto de maximo local.

A proxima proposi¢ao de Algebra Linear pode ser demonstrada usando a matriz
apresentada na motivacao, o teorema Cspcctral ¢ a lei de inércia de Sylvestcr

Seja A marriz simétrica e suponha que existe um plano V' tal que a aplicagao bilinear
associada a A restrita a V- x V seja também simétrica. Ou seja existe aplicagdo
simétrica H 2 V- — V tal que YPAX = Y'HX para todo X, Y € V. Vamos
tambem supor que H ndo seja degenerado. Seja w vetor normal a V. Suponha que

w1 7'5 0.
(a) Sedet Ay < 0e¢det Az < 0 entdo y* Az|y v ¢ positivo definido.
(b) Sedet Ay > 0edet A < 0 entdo vy Az|y v ¢ negativo definido.

0 w1 w2 ws
wy A A A
wy Agr Az A3
w3 Azr Azx Asz

Ay =A=

0 w1 w9
Ay = w1 An A
wy Az Ago

w

Demonstragdo. Seja a base {q1, ¢2, g3} como 1 = Tl Hqgo = Aoga e Hgs =
A3q3. Temos entido que Aqo = b12g1 + Aago e Agz = bizq1 + A3q3, onde big =
(H(q1),q2) ¢ b13 = (H(q1), q3). Definamos agora base para R* g, = (1,0,0,0),
G; = (0,¢;), parat = 1---3. Definindo @) a matriz ortogonal com colunas G; nao
¢ dificil verificar que:



0 Jw| 0 0

i |lwl e bz bis
QAQ=5= 0 bia X O
0 bis 0 A3

Por escalonamento ( analogo a decomposicao LU), e utilizando o fato de Ag ¢ A3

Serem diferentes d€ Z€TrO temos que B é Conjugado a:

0 Jw| 0 0
[wll ¢ 0 0
0 0 X O
0 o 0 )\3

C =

Por outro 1'Ad0 a0 CSC'AIOl’lZlI' dirctamcntc A temos que A é conjugada a

0 w; 0 0
w0 0 0
D=10 0 a o
0 0 0 ds

Uma vez que B ¢ D sdo equivalentes, temos pela lei de inércia de Sylvester, que
sinal de da ¢ dg sdo iguais a A2 ¢ A3, respectivamente. A hipotese do item (a) ¢
argumento usual de decomposi¢ao LU implicam que dg ¢ dg tem sinais positivos
¢ assim Az ¢ Az sdo positivos. De forma analoga a hipotese do item (b) implica que

da ¢ d3 tem sinais negativos ¢ assim A ¢ A3 s30 negativos.

O]

Proposi¢oes 1.86 e 1.87 implicam o Teorema 1.80.



Neste capitulo apresentamos alguns resultados classicos de um curso de graduacao/
mestrado em Geometria Diferencial. O leitor pode ja ler este capitulo como uma
forma de apliczu‘ os varios conceitos do Capl/tulo 1 sobre variedade mergulhada,
supondo por exemplo que (M, g) é uma variedade mergulhada em um espago Eu-
clidiano R™*¥ ¢ g ¢ a métrica induzida, ou pular este capitulo, ler o proximo e
voltar posteriormente, compreendendo entdo algumas sutilezas que comentamos

aqui.

Vimos anteriormente que uma variedade M™ em um espago Euclidiano RmM*E
admite uma métrica induzida g, vindo do produto Euclidiano em Rk, Apesar
de sua utilidade por vezes podemos estar interessados em outras formas de ter um
produtor interno g, associado a cada espaco tangente T, M.

Chamaremos uma aplica¢io que a cada ponto @ € M associa um produto
interno g, de T M de métrica em M.

Por exemplo veremos em outro capitulo que ao considerarmos uma particu-
lar em uma superficie M? em R3 sob forca conservativa —VU (e.g, campo gra-
vidacional), a tragctéria t — at) da particula obedece uma equacio de Newton
tangente, ic., (o'(t))* = —gradU onde gradU ¢ o gradiente Riemanniano i,
gradU = (VU)L. Como discutiremos mais tarde (como uma forma de ilustrar a
linguagem Lagrangiana e Hamiltoniana) uma reparametrizacio de t — «a(t) po-



dera ser vista como uma curva que minimiza localmente distancia (geodésica) Te-
ferente a uma outra métrica, g = (¢ — U)go (quando assumimos potencial menor
que constante ¢). Existem outras métricas métricas relevantes em mecanica, vide
Observacio 2.1

Em Geometria Diferencial estaremos pedindo tambem que tal métricaz — ¢,
scja suave. Uma forma sofisticada de dizer que tal aplicacao ¢ suave, seria dizer que
¢ uma secdao suave dos 2-tensores simétricos positivos deﬁnidos emT'M.

Uma forma mais pedestre de explicar isto, pode ser via parametrizacoes. Lem-
bremos que dado um ponto pg € M, temos uma parametrizaciop : V. — U C M
para po contido em U. Seja (%2 = dipe; o p~ ! campos (coordenados) em U. Com
isto em mente dizemos que uma aplicacio  — g, ¢ uma métrica suave se as fun-
¢oes T — gij = g(aimi, %) sa0 suaves em U, para todo U.

Uma variedade M com uma métrica suave g ¢ chamado variedade Riemanni-

ana (M, g).

A energia cinetica de um objeto (B, p) (regido B com uma medida 1) no tempo
FERB() = L [ 10( + RO para t - o(t) = (Q(1), B(t)) €
SO(3) x R3 onde Q(t) € SO(3) ¢ a macriz ortogonal cujas colunas descrevem (no
tempo t)a posicdo do objero (com respeito ao seu centro de massa) e R(t) a posicdo do
seu centro de massa no tempo t. Podemos encdo definir g(a/(0), o/ (0)) = K E(0)
0 que nos da uma aplicagdo bilinear simétrica ndo negativa definida g. De forma
andloga dado varios objetos (B1, j11) - - - (Bn, i) temos para cada (Bj, ;) uma
forma ndo negativa g;. Vamos supor que g = ., g; ¢ ndo degenerado (o que ocorre
em vdrios casos estudados). Dado um sistema mecanico interligado M mergulhado
no sistema mecdnico livre (SO(3) x R?) x -+ x (SO(3) x R?) a méerica em
M ¢ a mérrica induzida. Em particular no caso do brago robético, vide Exemplo 1.2
¢ Observagdo 1.4 temos para a parametrizagao

e:UCR?* — M cC (SO(3)xR3) x (SO(3) x R?)
61,602)  —  ((Q(e™), R(e™)), (Q(e2), R(e®2, 1))
un.’
e [+ +4Ame)ld 220415 cos(61 — 60)
vE= %lllg COS(91 — 02) Ao + %mgl%

onde A1 e Az sdo as chamadas inércias principais (auto-valores do tensor de inersia,

os quais sempre sdo ndo negativos). Para maiores discussoes vide livro F. Bullo, A.



Lewis?? ¢

“Contas explicitas na Observagio 2.1 podem ser feitas por exemplo usando o fato que
KE(t) = KEirans(t) + KEroi(t) onde energia cinética de translagao ¢ definida como
KEirans(t) = 2u(B)||R(t)|1? e energia cinética de rotagdo ¢ definida como K Epot(t) =
%(ICZ(‘t), Z(t)>‘para I.(v) = — [ As—cAz—c(v)p tensor de inersia (simétrico nao nega-
tivo definido) referente ao centro de massa ¢(t) = R(¢). Aqui dado & = (£1, &2, &3) temos

0 —& & .
Ac= | & 0 —&i| eZ(t)éralque Azpy = Q'Q(t)
& & 0

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Uma conexiao Riemanniana (ou conexio
de Levi-Civita) associada a métrica g ¢ uma aplicagio R-bilinear

V: X(M) x X(M) = X(M)
que atende para qualquer X, Y, Z, € X(M) e f € C%(M)
(a) VixY = fVxY
(b) VxfY =fVxY +(X-f)Y
() X-g(Y,2Z) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (compativel com a mécrica).

(d) VxY — Vy X = [X,Y] (simétrica ou livre de torsio)

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo existe uma unica conexdo Rieman-
niana em T'M. Tal conexdo ¢ dada pela formula de Koszul abaixo:

20(VyX,Z) = X-gV,2)-Z g(X,Y)+Y -g(Z,X)
g([X,Y],Z)—g([X,Z],Y)—g([Y,Z],X)

DC?HOTLSH’USZ&O. Suponha que a conexao Riemanniana existe. Entao temos pela com-



patibilidade com a métrica que:

Yg(ZaX) :g(VYZaX)+g(Z7VYX)

As equacoes acima e 0 fato da conexio ser livre de torsiao implicam que:

X-g(Y,Z)—Z-g(X,Y)—i—Y-g(Z,X) = 2g(VyX,Z)+g([X,Y],Z)
+ a(X, 2, Y) + gy, 2], X)

a qual por sua vez implica a formula de Koszul. Por fim, pode-se verificar que a

férmula dC KOSZU_I dCﬁl’lC uma conexao Riemanniana. J

— m ~
Dado um campo V' = > v;€; (vide equagio 1.3.1), vamos definir a derivada
i=1

Euclidiana do campo V na dire¢io de um vetor W' (com pé em p), como

DwV, =Y dvi(W)é;.

=1

Seia M™ variedade mergulhada em R™ % Dadop € M definam, : T,R™TF —
] g

g 8 p-dp

T, M como projegdo ortogonal no espago tangente T,M de um vetor com pé em
p € M (ndo necessariamente tangente a variedade M). Defina o operador conexdo

tangente como V : X(M) x X(M) — X (M) onde
(VXY)p = 7rIJ((DXY)p)-
Este operador ¢ de fato a conexdo Riemanniana associada a métrica induzida

Demonsn‘agdo. E facil verificar que ¢ R-bilinear. Entdo basta verificar os itens da

- .~ -~ I . ~ ! ~ !/ . . .
Defini¢io 2.2. Como ela é Unica, entio sera a conexio da métrica induzida.



(VfXY)p =Tp

_7'('p

(DyxY)p)

(
(f(P)(DxY)p)

=f(P)mp((DxY)p)
=f(P)(VxY)p.
(b) ComoY € X(M), n(p)(Y) =Y, logo
(VxfY)p =m(p)(Dx fY)p
=m(p)(fDxY + X(f)Y)p
= f()w(p)(DxY)p + X (f)pm(p)(Y)
=f)(VxY)p+ (X - )Y,

(c) Sejape Mea: (te, 5) C R — M uma curvaem M tal que «(0) = pe
(0) = X. Sejam Y e Z extensdes de Y e Z a R™* Temos

X (Y, 2) = SaValt), Za0)] _,
= Va0, 20) |
= (DuviyYa (t),Za(t)> L+ <}7a(t) DavyZalt))
= (VarYalt), Za(t) | _ + (Yal), Vo Za(t)) |

=g(Vuw)Ya(), a(t))‘t . + g( a(t)ava’(t)za(t)))tzo

=g(VxY,Z) +¢(Y,VxZ).
(d) Para resolver o item (d) iremos assumir o seguinte fato:

DxY — Dy X =: [X,Y] € X(M),VX,Y € X(M).

Assim sendo, temos:

VxY = Vy X =m,((DxY)p) — mp((Dy X)p)
=mp((DxY)p — (Dy X)p)
=mp([X, Y1)

:[X7 Y]7

onde a tltima igualdade segue do fato suposto.



Um difeomorfismo F : (M™,gM) — (N™, g/V) entre variedades Rieman-
nianas ¢ chamado isometria se DF : (T, M,gM) — (TN, gg(m)) ¢

isometria para todo x S Ml.

Em outras palavras uma isometria entre variedades preserva métrica e assim
objetos definidos com métrica.

Sejam (M, g1) ¢ (N, h) variedades Riemannianas ¢ V e V suas conexdes
Riemannianas. Seja F' : M — M isometria. Utilizando a formula de Koszul
Mostre que dF,V x, X2 = (VngQ)F(p), onde X; 0 F = dFX; para X; €

Sugestao: Utilize o fato que [Xl, XQ] oF = dF[)Zl, Xg] ¢ a equacdo de Koszul.
Vamos agora descrever nossa conexao Riemanniana utilizando coordenadas:
Seja U uma vizinhanga coordenada de p € M e {&;} referenciais de TM |y,

cg &(p) = % == dip~(ej) onde i : (U) — V C R"™ ¢ um sistema de

coordendas..

Suponha W =3, wiaixi eV =3, v;§; Temos entio que

VwV = Vw > v
J

= 2 W )&+ 0w

J J
= Zk:(W )&k + Z vjwz'Va%éj-
2,]

A equagio acima entdo implica que

VwV = Z{(W “vg) + wajff,j}fk (22.1)
k

1,

"Talvez caiba apenas aqui ter um exemplo em mente. Sejam duas variedades M™ ¢ N™ mergu-
lhadas em espagos euclidianos. Suponha que uma aplicacio bijetora F' : M — N admita extensoes
locais suaves ¢ a inversa F'~ 1 rambém admirta extensoes locais suaves. Neste caso F' ¢ chamada um di-
feomorfismo. Derivada D F; neste exemplo ¢ apenas restri¢io ao espago tangente Ty M da derivada
da extensio.



onde a funcio Ff j ¢ chamada simbolo de Cristoffel e ¢ definida como

_ k
Va%ifj - zk: Fz‘,jfk

E importante observar que a férmula acima garante que (V' V'), depende apenas

do vetor W (p) e nao do campo W.

Sejam M superficie mergulhada em R3, V a conexdo Riemanniana associada
ametrica induzida g e I';; os simbolos de Cristofell associados a uma parame-
trizacdo ¢ : U C RZ5VcCcM Verifique as igualdades a seguir (as quais
garantem que Fij podem ser obtidas diretamente da métrica g, ou seja que \%

pode ser definido em termos de g).

Tligin + 512 = ;aulgll
I'ig12 +THgoe = Ju 12~ ;aizgn
Tl +Thhgi2 = ;%911
T'log12 + 1922 = ;amlgm
T3911 + 35010 = 50,12 ;881:1922
30912 + 35900 = ;61@922

Seja @(t,0) = (r(t) cos(8),r(t) sin(@), h(t)) parametrizacio de superficie
de revolugio M2 em R3. Suponha que (R/(t))? + (r'(t))? = 1. Verifique que



que os simbolos de Cristofell associada a ¢ sao:

F%l = (()) ) F%l = —r(t)r'(t)
/(¢

F%z = 7;~(,:) ) F%z =

L, = 0 , I3 = 0

Utilizando a férmula de Koszul ¢ posstvel concluir:

1 Ogjr | Ogki 08
Fm — _ Js W 5] k,m
I 2 g ( 6.%'1 + 6$j 61’k )g

onde (g¥) ¢ a matriz inversa de (g; ;) e TF ; sdo os simbolos de Cristoffel.
b2

A equagio (2.2.1) admite uma formulagio matricial.

VwV = DwV + A(W)V (2.2.2)
onde Dy V ¢ a derivada de campos em R™ ¢ A(+) ¢ a matriz de 1-formas definida
como

ag,;(-) = Zrﬁjdxh
7
onde dm&%) = §;j i.c., fixo p temos que os funcionais lineares dx; : T,M — R
J

sao os duais dos vetores (%(p))

A equagdo (2.2.2) implica que o espago de conexdes ¢ um espago afim. De fato dado
duas conexdes D+ Ae D + A podemos definir a soma destes vetores com pé como
D+ A+ Aca multiplicagdao por A\ € R como D 4+ AA. Por este motivo, um
opcmdor que atende (a) e (b) da Deﬁni(;do 2.2 ¢ chamado conexdo aﬁm.

Conexao nos permite derivar campos tangentes a uma variedade. Mas se tiver-
mos um campo ¢ — V(t) que estd apenas definido ao longo de uma curvat — a(t),
como derivar? Lembrando que se a curva nio for mcrgulhada Nao necessariamente

um campo ao longo de uma curva se estende para um campo em M ou seja V' (¢) nio



precisa ser V o au(t) para V' € X(M). Assim a resposta a esta pergunta nio é sim-
plesmente dizer restrinja a conexio ao longo da curva. Felizmente como veremos

na proposicao a seguir, de fato a questao nao é Complicada.

Sejam V a conexdo Riemanniana de (M, g) e o : I — M uma curva suave por
partes. Denote I'(a*T' M) o espago dos campos vetoriais ao longo da curva a.. Entdo
existe um unico operador % Na*TM) — I'(o*TM) tal que

@ FWV+W)=FV+FW
(b) %(fV) = f’V-}-f%Vpamf : I — R suave.

(c) SeV eT(E) e V(t) := V(at)) entdo %V = VoV

Demonstragdo. Se % atende a propriedade (¢) entdo ela deve se descrita em coor-
denadas como:

(V)0 = S k(t) + D2 w0 ()T, 0 alt)} & o alr)
k i

Onde V(t) = >, vi(t)poa(t) e/ (t) =, ] (t)%ooz(t). Em outras palavras
vv DV
— =+ A )V (2.
VDV A ov

Também ¢ claro que a equagdo acima atende (a) ¢ (b)e assim temos a existéncia

local. A unicidade local ¢ existéncia local garantem entio a existéncia ¢ unicidade

global. O

Munidos com o conceito de derivada covariante podemos introduzir o conceito
de paralelismo. Um campo t — V/(t) € T, ;M ao longo de uma curva o ¢
chamado paralelo se %V(t) = 0 para todo t.

Sejam V a conexao Riemanniana de (M, g) ¢ o : [a,b] — M uma curva suave
por partes. Seja V' € Tyq). Entdo existe uma tmico campo V- € T'(a*T'M)
paralelo tal que V(a) = V.



Demonstragdo. Considere uma particioa = tg < t; < --- < t, = bralquea
curva restrita ¢ [titis1] esta conrida em uma vizinhanga coordenada. Vamos provar
primeiro o resultado para cada uma destas curvas. Como vimos na demonstra¢io
da Proposi¢ao 2.13, em uma vizinhanga coordenada, %V = 0 equivale a

0="> {wp(t) + Zm t)I¥ o a(t)} (223)
k

Tal E.D.O tem uma unica solugio 75 vj(t)€j0a(t) em [t;, 1] que coincide emt;
com um certo vetor dado V' € Ey ;) ¢ isto demonstra o resultado para oy, 4, 1.
Pela unicidade das solugdes, as solucdes coincide nas intersecoes das vizinhancas

coordenadas e isto permite estender a solugdo para todo [a, b]. ]

Com as hipdteses da proposicio acima o vetor V(b) € Ta(b)M ¢ chamado trans-
porte paralelo do vetor V' € T4y M e denorado por

PV :=V(b).

Com um transporte paralelo podemos conectar as fibras T'M () com T' My ), dai
0 nome conexdo. E importante observar que em geral o transporte paralelo depende do
caminho, vide Exercicio 2.17.

Seja (M, g) variedade Riemanniana com conexio Riemanniana V. Seja v :
[0,1] — M curva suave por partes. Demonstre que o transporte paralelo ao

longo de av induz isometria entre Ty gy M e Ty (1) M.

Sejam M supcrﬂcic mcrgulhada em R3 ¢ V conexio Riemanniana associada
a métriul induzida. Sejay : [0,a] — M uma geodésica com velocidade 1
ou sc] dt’y ( ) =0 (ou seja pedaco de grande circulo). Dado eg € Ty(O)M
unitario com g(e2(0),7/(0)) = c.

(a) Defina t — ea(t) campo paralelo ao longo de v com e2(0) = es.
Verifique que g(ea(t), 7' (t)) = ¢ para todo ¢,



§ 2.2. Conexdo Riemanniana e o Transporte Paralelo m

Figura 2.1: ilustrando Exercicio 2.17

—| Continuacao. i

(b) Seja S? esfera com métrica candnica (i.e, induzida de R®) Verifique que,
dado X € TpS2 eY e TPSQ, existe caminho (suave por partes) com
comY = P, X, vide Figura 2.1.

Observacgao 2.18. Conexao em fibrado vetorial

Aqui ¢ 0 momento adequado para destacarmos ao leitor, que muito do que discutimos
até agora poderia ser refeito mutatis mutandis (com exce¢do do item (d) da defini-
¢do da conexdo Riemanniana ¢ da unicidade da conexdo) para um fibrado vetorial
RF - E > B que admita uma métrica nas fibras (frequentemente chamamos isto
de fibrado euclidiano). Por exemplo poderiamos considerar uma variedade mergu-
lhada M™ em um espago euclidiano, mas no lugar de considerar a conexdo tangente
(derivar no ambiente e projetar no espago tangente) poderiamos considerar a cone-
xdo normal (derivar no ambiente e projetar no espagos normais) do fibrado normal
E = v(M) = Uyvy M (onde vy M denota os vetores normais a Ty M. Mais preci-
samente poderiamos definir V¥ : (M) xT'(E) — T'(E) como V%€ = (Dx &)Y
A metrica fibras do ibrado normal sao simplesmente a restrigdo da metrica aos vetores
normais de sua variedade mergulhada. Assim conexdo, derivada covariante, trans-
porte paralelo que preserva métrica nas fibras, podem ser feitos. De fato uma das razdes
para denotarmos & no lugar de nossos vetores coordenados (quando consideramos a
conexdo Riemanniana) ¢ ja deixar a notagdo correta para esta generalizagdo direta.
Até 0 presente 0 que ndo conseguimos generalizar neste contexto mais geral seria a




unicidade da conexao (adaptada a métrica), justamente por ndo podermos falar mais
no conceito livre de tor¢do (que deixa de fazer sentido). O leitor que se sente mais
confiante com a linguagem de fibrado vetorial pode tentar rever as provas levando em

consideragdo esta observagao.

A derivada covariante ao longo de uma curva ¢ na verdade a conexao pull-back no
fibrado pullback o* ( E), conceito que discutimos rapidamente na observagao a seguir.
Seja (E™Fk M™ 1) uma fibrado vetorial com conexdo afim V. Seja ¢ : B —
M uma aplicagao suave entre uma variedade B ¢ a variedade M. O espago total do

fibrado pull-back ¢ definido como
¢ E:={(p,V) € M x Elp(p) = n(V)}

(E, B, 1) se torna entdo um fibrado vetorial, onde a projecio m1 : ¢*E — B
¢ definida como m1(p, V) = p. Observe também que ¢ o m = 7 o @ onde
@ *E — E ¢definido como p(p, V) = V.

De forma andloga a prova da Proposicdo 2.13 ¢ possivel mostrar que existe uma
unica conexao ¢*V em *E tal que

(*"V)wV o= VapwnV

onde VeT(E)eW € X(M).

Dado um ponto p de uma variedade M (base de um fibrado E™+% com conexdo V)
¢ uma curva fechada o : [0,1] = M™ (i,e a(0) = a(1)) o transporte paralelo
la : Ep = Ep induz um isomorfismo entre as fibras de Ey. O grupo gerado por
tais isomorfismo ¢ chamado grupo de Holonomia de p ¢ denotado por H ol

« O teorema de Ambrose-Singer garante que o grupo de Holonomia Hol,, de
uma conexdo V em um fibrado (E, M, 7) ¢ de fato um grupo de Lie.

+ Quando consideramos a conexdo Riemanniana em uma variedade simples-
mente conexa, compacta( mais geralmente completa) a decomposicao da repre-
sentagdo da componente conexa Hol (p)o X(TyM =Vo@®---a V) =



(TyM = Vo @ -+ @ Vi) implica a decomposicao do proprio M ou seja
M =My x -+ x M.

« No caso em que a conexdo ¢ Riemanniana, o grupo de Holonomia passa a
desempenhar um papel importante na classificagdo de variedades. O cele-
brado teorema de Berger garante que se o grupo de holonomia de uma
variedade Riemanniana (irredutivel) nao agir de forma transitiva em
oM = {v e T,M,|

simetrlco.

v]| = 1} entao M serd um espaco localmente

Aqui vale apena ressaltar que um espago M ¢ chamadado localmente sime-
trico se para qualquer p € M existe uma isometria op : Be(p) — Be(p)
que reverte toda geodésica 7y saindo de p i.e., ¥(0) = p ou seja o 0 (1) =
(—t). Por outro lado os espagos simétricos (que recobrem os espagos local-
mente simétricos) sdo classificados. Assim sendo o conhecimento da agao do
grupo de Holy, pode determinar completcamente uma variedade M se M for

. . / - . ..
simplesmente conexa irredutivel ¢ o grupo ndo agir transitivamente na esfera
unitaria T, M L

Seja M uma variedade com métrica g. O produto interno em cada espaco tangente
T, M, nos permite calcular normas em cada espaco tangente || X || = /g(X, X)
(onde X € T; M) e assim podemos definir comprimento de uma curva suave por
partes, i.e., seja v ¢ [0,a] — M entio L(a) = [i |/ (t)||dt. Comprimento de
curva nos permite entio definir a distancm entre pontos p,q € M como sendo
d(p,q) = infaeq L(a) onde £ ¢ o conjunto das curvas suaves por partes «
[0,a] = M com a(0) =peala) =q.

No espaco Euclidiano as curvas de aceleragao zero sao justamente as curvas que
minimizam distancias. Assim um candidato natural para curvas que minimizam
localmente distdncias em uma variedade Riemanniana (M, g) serdo as curvas de ace-
1era§io nula.



Uma curva suave 7 : (—a,a) = (M, g) ¢ chamada geodésica se

v
/
—'(t) =0,Vt € (—a,a)
dt
Aceitando alguns resultados, nesta se¢do teremos nosso primeiro contato com
este fundamental conceito, o qual sera mais cuidadosamente discutido em outras

discip]inas, como por exemp]o Geometria Riemanniana.

Observe que se y : I — (M, g) ¢ geodésica, entdo ||/ (t)]| ¢ constante. De fato
%(g(’y’(t),’y’( ))) = 2g(X7'(t),7(t)) = 0. Segue entao que se vy ¢ geodésica,

L(y) = [, |7/ (#)lldt = e(b — a) onde ¢ = [|7/(t)]]

Seja M™ subvariedade mergulhada em R™**. Dado uma curvay : [ — M
verifique que 7y ¢ geodésica se e somente se 7" ¢ perpendicular a M. Conclua

que segmentos dos grandes circulos da esfera S sao geodésicas.

Seja M uma superﬁ'cie mergulhada de revolugio em R?’, onde g é métrica

induzida. Demonstre que sua curva geratriz ¢ geodésica de M.

Segmentos de grandes c{rculos‘ na es‘fem ndo necessariamente minimizam distancias.
Por exemplo, se c = [0, 35] — §™ ¢ uma gcodeslca com velocidade unitaria, entdo
ela ndao minimiza dutanua entre a(0) e al(3F). De faco, L (o) = 2Z.

Por outro lado, se consideramos um outro segmento do mesmo grande circulo,
B:10,7/2] = S™ com a(0) = B(0) e 04(37”) = B(m/2) temos que L(B) =
T < L(o).

Ou seja, gcodésicas niao minimizam (grandcs) distancias, mas como veremos

em breve sempre minimizam distancias localmente.



Em coordenadas %yl(t) = 0 cquivale, a seguinte EDO de segunda ordem.
0=af(t) + Y _ 2f(t)a(t)TF(x(t), Yk (23.1)
ij

Temos entao que, pelo menos localmente, dado as duas condi¢oes iniciais posi-
ciope M (pé do vetor) e e velocidade vp € T M | deveria existir uma tnica geo-
désicayy, : (—€,€) = M comy, (0) = pery, (0) = vp. Transformando a ED.O
de segunda ordem (2.3.1) em uma E.D.O de primeira ordem em TM = Uzep T, M
¢ aplicando resultado de E.D.O sobre suavidade das condi¢oes iniciais ¢ possivel
provar o resultado a seguir.

Dado p € M existe uma vizinhanga U de p em M, mimeros d,€ > 0 ¢ uma
aplicagio ¢ : (—€,€) xU — M comU :={V, € TM,q € U,||V,|| < 6} tal
que Yo, () = (-, Vg) ¢ atinica geodesica com 7y, (0) = %(p(t, Vi)li=o = Vg e
©(0,Vg) = q.

Em geral reparemetrizar uma solu¢ao y de uma E.D.O de segunda ordem (mesmo
que seja por constantes i.,¢ 5(t) = y(ct) nio dard uma nova solucio da E.D.O.
Porém a equagdo (2.3.1) tem um formato muito especial (dizemos em Geometria
Riemanniana que ela atende propriedades de um spray) e assim temos o resultado
a seguir.

Seja Yo, (+) = @(+, Vy) geodésica definida em (—¢, €). Seja a > 0 entdo:
(a) A geodésicat — Yau, (t) = o(t, aVy) estd definida em (=€, <)
(b) Yav, (1) = @(t,aVy) = p(at, Vy) = v, (at).
Demonstragdo. Note que o item (b) implica o item (a). Visto que %(p(at, Vo)li=o =

aVy basta mostrar que t — @(at, Vy) ¢ geodésica. Isto segue do fato que em coor-
denadas y(t) = z(at) atende a equagio (2.3.1). O

As duas proposicdes acima entao implicam que:

Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em M, um mimero 6 > 0 e uma

aplicagio p : (=2,2) xU — M comU :={V, € TM,q € U, ||Vg| < 6}



tal que (-, Vy) € a unica geodésica com %(p(t, Vili=0o = V4 e (0, V) = q.

Podemos definir agora a aplicagio exponencial como

equ:Bg(O) cTyM — M
Vo = »(1,Vy)

. \% .
Visto que (1, V) = (|| Vqll, ”?"H) temos que exp, (V') ¢ o ponto em M obtido
q
percorrendo um comprimento ||Vg|| ao longo da imagem da geodesica que sai de q

com velocidade .
Vall

Seja ¢ € M. Entdo d(exp,)o = Id ¢ assim sendo existe um € > 0 tal que
exp, : Be (0) = M ¢ um difeomorfismo sobre um aberto em M.

Demonstragao.
d d
exp,(tV)lizo = (L tVylio
A
= dtSD » Vg)lt=0
=V

¢ assim d(equ)o ¢ aidentidade. O resto da proposicio segue do teorema da funcio

O]

inversa.

Tal Vizinhanga B, sera chamada de Vizinhanga normal.

Veremos no proximo capituo que se M ¢ um grupo de Lie matricial compacto (eg.,

SO(n)), com métrica bi-invariante (C.g, (9X, gY>g = tr(XYt)) a exponencial



Riemanniana em e coincidira com a exponencial de matrizes.

No que se segue, demonstraremos o conhecido lema de Gauss o qual garante que
geoddsicas radiais sdo ortogonais as esferas normais. Antes porém faz-se necessario

apresentar o lema abaixo, o qual sera util em diversos momentos.

Seja f : [a,b] X [¢,d] — M aplicagao suave. Entdo

Vof_Vof
Os Ot Ot Js

Seja B5(0) uma bola em Ty M tal que a restrigdo da exponencial expy, BSEO) —
M esta bem definida. Sejam Sg‘_l a esfera contida em Bz(0) com 0 < e w :
(—€,€) — Sg’fl curva suave. Defina f(s,t) = exp,(tv(s)). Entdo

of of

g($7a) =0

Demonstragdo. Observe primeiro que

of of
g(%y E)f(s,t) = g(d(expy)to(s)tv" (5), d(€XDy)ru(s)0(5))

Podemos entio concluir que:

af of
g(%a E)f(s,o) = 0.

Assim para demonstrar o lema de Gauss ¢ suficiente verificar que a derivada
em relagdo a t da fungao g(%, %)f(sﬂf) ¢ zero para todo t.



Vof of af VvV of
e5ias ar) T2 s g ar)
vV of of
= 8595 ar
_ vor of
= 855 ot
10 ,0f of

295550 a¢)
_ 1 8 2
= 52l

of of
a(g(%va))

onde a segurlda igualdade deve-se ao fato de f(S, ) ser geodésica, a terceira igu;ﬂ—
dade deve-se ao Lema 2.33 e a tltima igualdade deve-se ao fato de v(+) ser uma curva
contida em uma esfera. ]

O lema de Gauss nos permite demonstrar que geodésicas minizam localmente
caminhos. Mais precisamente temos a seguinte proposicao.

Seja Bs(q) uma bola normal. Defina v = [0, 1] — Bs(0) como ar(t) = exp,(tv)
com ||v|| < 0. Seja B : [0,1] = M curva suave por partes tal que a(0) = (0)
ea(l) = B(1). Entao

L(a) < L(B)

Se a igualdade vale, entdao as imagens de o e 3 coincidem.

Demonstragdo. Vamos primeiro considerar o caso em que ([0, 1]) C Bs(q).
Podemos supor sem perda de generalidade que 5(t) # ¢ parat > 0.

Seja B = (equ |B(; (0))_1 o (. Defina as seguintes funcdes suaves por partes:

f:00,6) xSt 2 (R, V) — exp,(RV) € Bs(q)
r:0,1]3t — [B®) €[0,0)

v:(0,1]3t — ~(t) esyt
18]



Observe que B(t) = f(r(t), v(t)). Temos entdo pelo lema de Gauss que:
1 tit1
tit1 9 5
= Z/; \/(r’(t))Q + g(%v/(t)’ %0/(0)0%
tit1
> [

Z/t " ' (t)dt
= 7(1) —r(e)

Logo L(B) > r(1) = L(«). Note que se as igualdades sio satisfeitas entdo as

Y

v

imagens de a e 3 coincidem.
Por fim vamos considerar o caso em que 4([0, 1]) ndo estd completamente con-
tido em Bs(q). Seja t1 o primeiro tempo tal que S(1) estd na fronteira da bola.

Entao temos pcla discussio anterior:

L(B) > L(Blo)) = 0 > L(c).
O

A Proposicio 2.35 podc ser melhorada como comentamos no teorema a seguir.

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Entdo para cada ¢ € M existem nimeros
0 > 0, € > 0 tal que as seguintes afirmagdes sdo validas.

(a) Para qualquer p € Be(q) temos exp,, | Bs(0) ¢ um difeomorfismo e que
Be(q) C exp,(B;(0)).

(b) Para cada 2 pontos p1 ¢ pp em Be(q) existe um tinico segmento minimizante
de geodésica ligando p1 a pa.

(c) O segmento (do item (b)) fica contido em Be(q) e depende suavemente dos

pontos inicial e ﬁnaZ.



Utilizando a Proposi¢ao 2.35, demonstre que o item (a) implica o item (b) no

teorema da vizinhanca convexa, enunciado acima.

Embora nio demonstremos o teorema da vizinhang¢a convexa, vamos apresentar

uma boa aplicagﬁo.

Sejay : [0,1] = (M, g) curva suave por partes tal que d(y(0),v(1)) = L(«).

Entao y ¢ imagem de uma geodésica.
O

Demonstragao. Observe primeiro que para cada ¢ € [0, 1] existe um intervalo Iy tal
que (1) estd contida em uma bola normal convexa.

Afirmamos que y(I¢) ¢ imagem de um segmento de geodésica. De fato seja Iy =
[a, b] entao como 7y(1;) estd contida em uma bola normal convexa entio existe uma
tmico segmento de geodésica av ligando y(a) ay(b) tal que L(a) = d(y(a), v(b)).
Suponha por absurdo que y(I;) seja diferente de av. Entdo defina a concatenagio
B = Vb * @ *Y[0,a] Note que 3(0) = ~(0), B(1) = v(1) e L(B) < L(c) o que
contraria a defini¢io de 7.

Seja Ig uma cobertura finita do intervalo compacto [(), 1] rais que ’Y(Iti) estd
em uma bola normal convexa. Se s € Ig N I,gH entdo considere um intervalo
IDaalque I? C I N I?H e tal que y(I5) esta contida em uma bola normal con-
vexa. Como vimos acima y(I) ¢ um segmento de geodesica contido nos segmentos
de geodésicas y(I;) e y(1y,, , )- Logo por EDO os segmentos de geodésicas (1)
’y(ItiH) ficam contidos em um segmento de geodésica maior e isto termina a prova.

O]

Vamos terminar esta secdo com mais uma interessante aplicacio do teorema de
bola normal (convexa). No teorema abaixo damos uma ideia da demonstracao do
teorema de Hopf-Rinow para o caso compacto usando apenas o conceito de bola
normal e um argumento chamado encurcamento o qual é util no estudo de geodésicas
em particular das geodésicas fechadas.

Suponha que M ¢ variedade Riemanniana compacta. Entdo:

(a) para todo g € M a aplicagao exponencial exp, : TyM — M esta bem



definida (ie., M ¢ geodesicamente completo).

(b) dados q ¢ p em M, existe um segmento de geodésica vy : [0, R] — M
(parametrizado por comprimento de arco) ligando q a p (ie., ¥(0) = g e
v(R) = p) que realiza distancia, ie, L(y) = R = d(q,p). que realiza

distancia (i.e,

Demonstragdo. Afim de ter uma ideia da demonstracio do item (a), aceitemos que
a Equagﬁo 2.3.1 garante a existéncia de um campo (chamado campo geodésico)
G € X(TM) sendo que a projecao de sua linha integral coincide a geodésicas em
M. Agora podemos restringir G a0 fibrado tangente unitario THM) = {V,, €
ToM,||Vz|| = 1}zenmr. Ao aplicar o resultado que afirma que todo campo suave
definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro de difeomorfismos podemos
concluir que o fluxo de G restrito TH(M) ¢ completo (i.e, esta definido para todo
tempo) ¢ assim projetando em M concluimos que M ¢ geodesicamente completo.

Vamos agora dar ideia da prova do item (b). Como M ¢ compacta podemos
considerar uma cobertura finita de bolas Bs, que sdo vizinhancas normais convexas
(vide Teorema 2.36). A esta cobertura considere & o numero de Lebesgue associado a
ela, ou seja se d(x,y) < d entdo x,y € Bs, para algum i. Sejam R = d(q,p) e
0<t; <ty tm_1 = Rumaparticio tal que At; := (t; —ti—1) < g

Considere uma sequencia de curvas 7, : [0,b,] — M parametrizadas por
comprimento de arco tal que L(%y,) converge a R com 7,(0) = q ¢ Yn(bn) = p.
Considere N > Nj tal que R < L(%,) < R+ €g onde ¢9 < g Em particular
observe que by, < R + €9 Defina t}}, := by, (sendo que tp—1 < t).

Finalmente defina ,, como a curva composta por unio de segmentos de ge-
odésicas ligando 871 1= Ay, (t;—1) com o, := F,(t;). De fato a escolha de At;
garante que existe uma Unica gcodésica hgando tais pontos. Chamaremos Yn © €n-
curtamento de 7y, Visto que M ¢ compacta, passando por uma subsequemu (que
continuaremos a denotar por {z? },) podemos gauntn que lim, oo 7, = 2%
Novamente a escolha de At; e propriedade do nimero de Lebesgue 0 garante que

1

existe um unico segmento de gcodésica ligando x'7" e 2", Vamos denotar por v a

curva que ¢ a uniao destes segmentos de geodésicas. Note que converge
q g & q nl[t ] &

i—1,t
para ’y|[ti—1,ti]' Visto que L(7y) converge para R concluimos que L(y) = R. Logo
pela Proposicao 2.38 concluimos que v ¢ a geodésica minimizante ligando g a p.

O



Scja M variedade Riemanniana compacta nao simplcsmcntc conexa. De-
monstre que por cada g existe um loop geodésico (i.,c uma geodésica 7y

[0,1] = M tal que v(0) = (1), porém ~/(0) nio precisa ser igual a 7/(1)).

Dado as técnicas apresentadas acima ¢ conveniente dizer algumas palavras sobre
um dos primeiros resultados sobre existéncia de geodésicas fechadas em variedades com-
pactas (assunto muito estudado na Geometria Riemanniana). Seja B [0, 1] — M
uma curva fechada (i.e, 5(0) = B(1)) em uma variedade compacta M. Considere
2 parti¢oes 7; ¢ t; definidas da seguinte forma, 7o = 7, — 1 < tp =0 < 71 <
t1 < 1 < ty---7p < tp = 1com At; ¢ AT pequenos o suficiente (onde a
estimativa ¢ feita adequadamente usando cobertura de bolas convexas ¢ o nimero
de Lebesgue). Aplicando o processo de encurtamento a curva fechada 3 (referente
a parti¢do t;) discutido na demonstragao acima, obetemos uma curva fechada
uniao de segmentos de geodésicas. Agora usando o encurtamento (referente a par-
ticdo 7;) a curva 1 obtemos uma nova curva fechada unido de segmentos de ge-
odésicas. Vamos denota-la por . Criamos entdo um processo que chamaremos
duplo-encurtamento P(5) = 7.

E possivel demonstrar que as curvas fechadas unido de segmentos de geodésicas
P™(B) converge para uma geodésica fechada 7, ie, v/(0) = ~/(1), que em prin-
cipio poderia ser um ponto. Entdo surge a questdo de como garantir que 7 nio ¢
trivial. Podemos entdo pensar em 2 casos. O primeiro mais simples onde 71 (M) ¢
nio trivial. Neste caso poderiamos ter comegado com uma curva fechada 8 que nao
¢ homotopica a um ponto ¢ aplicarmos o processo duplo a esta curva. Temos assim
neste caso que 7y ¢ uma geodésica fechada nao trivial, pois 7 ¢ 5 estdao na mesma
classe de homotopia que nio fixa extremos ¢ 8 nao pode ser deformada a um ponto.
Finalmente considere o caso em que M ¢ simplesmente conexo. Sabe-se por topo-
logia algébrica que pclo menos um dos grupos de homotopia ﬂ'k(M) ¢ nio trivial.
Considere uma aplicacio ¥ : S¥ — M niao homotopica a um ponto. Aplicando
duplo encurtamento a cada um dos paralelos concluimos que deve existir uma ge-
odesica fechada, pois caso contrario a esfera seria homotopica a um disco, que por
sua vez ¢ homotdpico a um ponto.

O leitor podera encontrar em literatura mais especializada outros resultados
sobre geodésicas fechadas em variedades (e.,g se existem mais de uma, como elas

crescem etc). >

2 - r . . .

“Alguns resultados sobre geodésicas fechadas em espacos singulares tais como orbifolds, podem
ser encontrados em Alexandrino Javaloyes-on closed geodesics in the leaf space of singular Riemannian
foliations.



Vamos aqui considerar uma variedade Riemanniana (M™,g). Na Subsecio 2.4.3
precisaremos supor também que M™ esta mergulhada em uma variedade Rieman-
Arm+k
M ,

niana g) sendo g a métrica induzida por g. O leitor que se sentir mais
( g) p q

confortavel poderd supor sempre que M™*F = R™* supor que § ¢ a méerica
Euclidiana, ¢ que g ¢ a metrica induzida na variedade mcrgulhada M™. Mesmo
com tal simplifica¢io, o leitor podera aproveitar boa parte dos resultados aqui dis-
cutidos.

O principal resultado desta secao sera o Teorema 2.64 que em particular im-
plicara o teorema egregium de Gauss o qual afirma que a curvatura de Gauss (objeto
extrinsicamente calculado) de uma superficie no espago Euclidiano, coincide com a curva-
tura seccional(objeto intrinsicamente definido, vide Subse¢do 2.4.1). Para compreender
uma das varias interpretagdes das curvacuras scccionais(quc diferem da curvatura
de Gauss nos caso em que M nio ¢ o espago Euclidiano) apresentamos o conceito
de campos de Jacobi, vide Subse¢io 2.4.2. Campos de Jacobi sdo os vetores velocida-
des de variagdes por geodésicas. Aproveitamos o conceito de campo de Jacobi para
provar a Proposicao 2.53 a qual em particular implica que variedades Riemannianas
com mesma curvatura seccional constante sdo localmente isomérricas.

Embora campos de Jacobi sejam ferramentas fundamentais na Geometria Dife-
rencial, o leitor que esteja somente interessado no Teorema 2.64, podera se quiser,
ler apenas a Defini¢ao 2.4.1 e Proposicio 2.44 ¢ seguir para Subse¢io 2.4.3.

2.4.1. Tensor curvatura e curvatura seccional

Iniciemos definindo um operador em campos tangente a M

R:X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y,6) — R(X,Y)

OHdC

R(X,Y)§ = Vixy)§ — VxVy{+ VyVxe.

Por meio de calculos diretos, ¢ possivcl verificar o resultado a Seguir.



Sejam X, Y, Z € X(M), e f,g,h € C®°(M) Entao:

(a) R ¢R- trilinear,

(b) R(X,Y)=—-R(Y,X),
(©) R(

fX,gY)hZ = fghR(X,Y)Z.

) g(R(X,Y)Z,T) +g(R(Y, Z)X,T) + g(R(Z,X)Y,T) = 0,
() g(R(X,Y)Z,T) = —g(R(X,Y)T, Z)

D g(R(X,Y)Z,T) = g(R(Z, T)X,Y)

Os itens (a), (b), (¢) acima garantem entio que R, depende apenas dos vetores
X(p),Y(p) e Z(p) e nio dos campos X, Y, Z. Assim R ¢ um (1, 3) tensor,i.c.,
R, : T,M x T,M x T,M — T, ¢ 3-lincar. R sera chamado tensor curvatura.

Item () garante que o operador de Jacobi RUP T M — T,M definido como
Ry, () := R(vp,-)vp ¢ uma transformacdo linear simétrica. Em particular, R,
admite uma base de auto-vetores, ortonormais a v,

« Segue direto da defini¢do que se o tensor curvatura é nulo entao V_a_ comuta
X ox;
comV o .
oz ;
J
« Como veremos na Subsecdo 2.4.2, o operador de Jacobi Ry ) tambeém ajuda
a medir quio rapido geodesicas t — s (t) saindo do mesmo ponto

po = ¥s(0) se afastam.

« Tensor curvatura mede quanto o o transporte paralelo depende de caminhos
curtos, em particular, se R = 0 entdo o transporte paralelo ndo depende de
caminhos curtos.

« Veremos no Capitulo 4, como consequéncia de uma versdo local do teorema de



Gauss Bonnet, uma relagdo entre curvatura seccional (a ser definida abaixo)
e triangulos geodésicos em superficies, ideia que pode ser generalizada para
geometria em espagos mécricos.

Seja 0 C T, M um subespaco bi-dimensional ¢ X, Y € o vetores linecarmente
independente. Entao definimos a curvatura secional em o como:

g(R(X,Y)X,Y)
g(X7 X)g(Yv Y) - g(Xv Y)2

K(X,Y) =

De fato ¢ possivel mostrar que K (X,Y") ¢ o mesmo para qualquer outra base de
0. Também ¢ possivel mostrar que tendo todas as curvaturas secionais de todos os
subcspagos bi-dimensionais de TpM entao podc—sc TeCONStTuir O tensor Rp.

A proxima proposicao ¢ um resultado util sobre tensor curvatura de espaco de
curvatura constante .

(M, g) tem curvaturas secionais constantes iguais a K se e somente se

g(R(Xv Y)Zv T) = KO(g(X’ Z)g(K T) - g(X7 T)g(Y’ Z))

2.4.2. Campos de Jacobi e variagdes por geodésicas

Sejay : I — (M, g) geodésica em uma variedade Riemanniana M com dimensao
n. Um campo suave J ao longo de 7y ¢ chamado campo de Jacobi se cle atende a
equacio de Jacobi:

VvV
onde Ry (-) = R(7',-)7" ¢ o operador de Jacobi. Como vemos a seguir todo
vetor velocidade de uma variagao por geodésica ¢ um campo de Jacobi.

Seja f : (—€, €) X [a, b] — M uma aplicagdo suave tal que t — vs(t) = f(s,1)
¢ geodésica para todo s € (—¢,€). Entao J(t) = %(0, t) ¢ campo de Jacobi ao
longo da geodésicat — ~y(t) = vo = f(0,1).



Demonstragdo. A prova ¢ um calculo direto, aceitando que o tensor curvatura res-
rito a variagao (o que formalmente ¢ chamado pullback da curvatura via f) nao
tera o termo de colchete.

\VAY, vV Vof

ga’ T didios

VvV Vof

dt ds Ot
_ VYVOi_ 08 0f0f
~ dsdt ot ot ds’ ot
= —R(Y,J)»

O]

Veremos na Proposic¢do 2.46 que o resultado reciproco também sera verdadeiro
ou scja todo campo de Jacobi pode ser obtido por variagdes por geodésicas. Antes
porém vamos descrever um campo de Jacobi em termos de um referencial paralelo
¢ observar que ele de fato atende uma EDO e extrair algumas conclusdes simples de
tal equacao diferencial.

Sejam J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésicay et — {e;(t) bi=0..n—1
um referencial ortonormal paralelo ao longo de y onde e := +'/||7/||. Neste caso
para

n—1
t) = Z fi(t)ei(t)
=0

dtdt Zf” il

Concluimos entio que a equagio de Jacobi pode ser escrita como
) + Zfz (v, e ej) = 0 ) (2.42)

Em termos matricias temos

J"+CJ =0 (2.43)

onde C' = (¢45) e cij = g(R(Y', i)', €). Em outras palavras C' é a representagio
matricial de R,/ na base {e;}. Note que ¢;; = ¢jj ¢ coj = 0.

As equagdes acima nos permite inferir algumas conclusées imediatas sobre cam-
pos de Jacobi as quais resumimos na proposicao a seguir.



(@) Se V,W € T, )M entdo existe um tinico campo de
Jacobi J ao longo da geodésica vy : [0,1] — M cal que J(0) = V e
~¥J(0)=W.

(b) Existem 2m campos de Jacobi linearmente i11depend€nt€5.
(c) v ety sao campos de Jacobi, os quais sdo solugdes de fi = 0

(d) Existem 2(n — 1) campos de Jacobi perpendicular a y (ndo necessdriamente
ortogonais entre si).

() g(J,7') = tg(J'(0),7) + &(J(0),7'(0))

Demonstragdo. Os itens (a),(b),(c) sio imediatos. O item (d) segue da equagio (2.4.3)
levando em conta que cg; = 0. Para verificar o item () basta observar que

g(L,y) = IIWllfo
191l (£.£6(0) + fo

= ¥ lI(te(J'(0),

0))
/ 0)
[l (O)l

\2/\

)+ 5(J(0), 1'(0) ).

Podemos agora mostrar que todo campo de Jacobi ¢ vetor velocidade de uma
variagao por gcodésicas.

Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica y : (—e€, €) — M. Considere
uma curva B : (—=1,1) — W com p'(0) = J(0), um campo s — V(s)ao
longo de B com V(0) = +/(0) ¢ XV (0) = ¥.J(0). Suponha que a variagao

f(s,t) = expﬁ(s)(ﬂ/(s)) estd bem definida. Entao J(t) = %(0, t).

Demonstracdo. Observe que 2£(0,0) = J(0). Devemos verificar que Y 2L 0,0) =
§ que s \Ys qu€ 4t 9s
Y. J(0) e o resultado seguira pela Proposi¢io 2.44 e pela unicidade de EDO. Para



tanto basta observar que

_ Vof

2 95(0.0) = —-=(0,0)

= {dlexpp(e)oV (5))]so
\Y

= 2 VE)l=o

v
= —J(0).

E facil achar uma curva (3 tal que B'(0) = J(0). Sejam s — X (s) e s — Y (s)
os campos paralelos ao longo de 8 com X(0) = ~'(0) ¢ Y(0) = %J(O). O
campo s — V() pode entdo ser definido como V' (s) := X (s) 4+ sY(s). Sea
aplicagdo exp estd sempre bem definida, eg., M compacta entdo f esta bem definida.
Caso contrdrio, pode-se proceder da seguinte forma. Primeiro verifica-se que f estd
certamente bem definida para intervalos pequenos de s e t. Depois, grudando variagaes
fi ao longo de y podemos construir a desejada variagdo f.

E conveniente considerar o caso particular de campos de Jacobi com J(0) = 0.

Suponha que exp,, : Bs(0) — M estd bem definida e seja B := exp,(B5(0)).
Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma geodesicay C B com condiges iniciais

J(0)=0c¢ %J(O) = W. Entdo

J(t) = d(expp)w(o)tW

Demonstragdo. Basta considerar na demonstragio anterior a curva 8(s) = p e um
campo V(s) = >, ai(s)e;(p) com V(0) = +/(0) e V'(0) = W. Observe que
\Y

VO =V'(0) =3 ai(0)ei(p).

O resultado segue observando que

0
8{(0, t) = d(exp, ) v (0)tV'(0).



Por vezes ¢ conveniente reescrever o coroldrio acima em termos de variagdes. Mais

precisamente se J ¢ um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica ~y com J(0) = 0
- 0,

e W = YJ(0) encdo J(t) = FL(0,t) onde f(s,t) = exp,(tV(s)) e V

(—e,€) = TpyM ¢ curvacom V' (0) = W e V(0) = +/(0).

Consideraremos 4g0ora Campos dC Jacobi ¢m ¢spacos dC curvatura constante.

Sejam (M, g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes K ey :

[0,a] > M geodesica com vetor velocidade 1. Entdo o campo de Jacobi J ao longo

de 7y com condigaes iniciais J(0) = 0 ¢ % J(0) = w para w perpendicular a~'(0)

¢J(t) = ex(t)w(t) onde w(-) ¢ o transporte paralelo de w ao longo devyecké
sin(tv'K)

a fungdo definida como ¢ (t) = —JK s K >0,cg(t):=tse K =0¢

ek (t) = % R K <.

Demonstragao. Considere o campo J(t) == cx()w(t). Sabemos pela Proposicao
2.43 que

g(R(’)/a J)’7,7 61‘) = Kg(J? ei)
Assim

R(Y,J)y = KJ
Loco o campo J atende a equacao de Jacobi, ou seja

VV~ ~

——J+KJ=0.

dt dt *
O resultado segue da unicidade das solug()cs da equacao de Jacobi, dado Condigécs
iniciais.

O

~ . /.
Temos entdo o Segumte COI'O]QI'lO.

Seja M variedade Riemanniana com curvatura constante K. Suponha que exp,,

B5(0) — M esta bem definida. Seja f(s,t) = epr(tU(S)) ondev : (—€,€) —



ST~ € TpM ¢ curva com ||[V'(0)|| = 1e|t| < 6. Entdo || J(t)|| = |cxe| onde
ck foi definido na proposicao anterior ¢ J(t) := g—ﬁ(o, t).

Caso M ndo possuia curvaturas secionais constante, ainda sim podcmos ter uma
estimativa de || J ||. De fato sejam f e J definidos como no coroldrio anterior. Entdo:

IO =~ LK (p,o)t* + O

1T =t~ SK(p, )6+ O()

onde o ¢ 0 espaco bi-dimensional gerado por V(0) ¢ V'(0).

A seguir iremos utilizar nosso conhecimento sobre campos de Jacobi em espa-
cos de curvatura constante para descrever a métrica g em termos de coordenadas

gCOdC/SiCC{S polarcs.

Sejam (M™, g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais constantes K e
Y 1 (0,8) x St — Bs(p) parametrizagio geodésica polar, ic., P(r,v) =
exp,(rAv) onde A : (R",g0) — (TpM, g) ¢ isometria linear. Encao a mérrica
g em coordenadas geodésicas polares (i.c., 1*g) ¢ dr? + (cx(r))?ds? onde ds® ¢
a métrica candnica da esfera St leg fungdo c foi definida na Proposicao 2.50.

Demonstragdo. Seja {e;} C TyS™ ! referencial orconormal. Pelo Corolario 2.48
Ji(r) = d(exp,)raorAe;
= dw(r,v) (07 ei)y
¢ campo de Jacobi ao longo da geodésica r — exp,,(rAv). Utilizando Proposigio
2.50 podemos verificar que
&(Jis Jj) = b ¢k (244)
Por fim defina
Jo(r) = d(exp,)ravAv
- d¢(r,v) (17 0)



¢ utilizando o Lema de Gauss concluimos que
g(Jo, J;) = 0. (2.4.5)
O resultado entdo seguird das equagdes (2.4.4) e (2.4.5). O

A descrigao acima implica em particular que: duas variedades Riemannianas com
mesma dimensio e mesmas curvaturas secionais constantes iguais a constante
¢ sio localmente isométricas.

Como comentamos acima, uma isometria F' = M™ — N™ leva geodésica em
geodesica, assim para todo p existe uma vizinhanca U de p ¢ V de ¢ = F(p) tal
que F' : U — V ¢ descrito como

exp, oA o expljl, paraisometria A : T,M — T, N, (2.4.6)

De fato A = DF(p). Uma pergunta natural é sobre que condigoes a reciproca ¢ ver-
dadeira. O teorema de Cartan (cuja demonstragdo usa campos de Jacobi) apresenta
condigdes técnicas (descrita em termos do tensor curvatura e transportes paralelo ao
longo de geodésicas radiais) para que a Equagao (2.4.6) determine uma isometria. O
teorema de Cartan de fato pode ser utilizado para demonstrar uma versao melhor da
observagao acima, ou seja se 2 variedades sdo simplesmente conexa e tem curvatura
constante ¢ elas sdo isométricas (e ndo apenas localmente isométricas). Quando con-
sideramos dimensdo 2, o teorema de Cartan ganha um formato bem elegante: Seja
A T,M? — T,N? isometria, entio F = exp,0A o exp}j1 U cC M?—
V C N2 éisometria, caso K (F(x)) = K (x) para cada x € M2

2.4.3. Equacdo de Gauss e o teorema Egregium de Gauss

Como comentamos no inicio da se¢do, agora vamos supor que que M™ estd mergu-
lhada em uma variedade Riemanniana (Mm+k, g) sendo g a mérrica induzida por
g. Para evitar sobrecarga de notagio iremos denotar as 2 métricas simplesmente
por g.

Vamos rever algumas ideias apresentadas na Se¢do 1.6 agora neste contexto um
pouco mais gcral.

A relagio entre a conexdo do ambiente V ¢ a conexio tangente V ¢ descrita

pelo tensor B : X(M) x X(M) — X(M) definido a seguir



B(X,Y)=ViY - VyxY

onde X e Y sioextensoes de X e Y.

(@) B ¢ bem definido (ndo depende das extensoes)
(b) B¢ (1,2) ensor simérrico.

Demonstragdo. O item (a) e o fato de B ser um (1, 2) tensor pode ser demonstrado
utilizando referencial adaprado ¢ o fato de

ViV = DxV + A(X)Y.
Para demonstrar que B ¢ simétrico note
B(X,Y) = ViV -VxY
= 65})2 + [X,}N/]
- (WX +[X,Y])
= B(Y,X).

O

Por vezes também serd conveniente tratar o (1,2) tensor B acima, como o
(0, 3) tensor abaixo.

HU(X7Y) = g(B(Xv Y)a 77)

onde X, Y sdo tangentes a M ¢ 1 ¢ um vetor normal.

Visto que B ¢ simétrico, podemos entdo definir um operador simétrico (em
relacio ao produto g) S¢ : T, M — T, M via o tensor segunda forma:



g(‘san Y)= Hn(X7Y)

@) signiﬁcado geométrico do operador forma pode ser Compreendido mais cla-
ramente na proposi¢ao a seguir. Em particular para hipersuperﬁcies no espago Eu-
clidiano pode ser interpretado como uma forma de medir qudo rapido o vetor normal
unitario varia, ou seja qudo rapido uma hipersuperficie "curva”. Em particular se o operador
forma for sempre zero a hipersuperficie sera um hiperespago.

Sejan € vp(M) e 7 uma extensdo de 1) em uma vizinhanga de p em M. Entao
Sp(X) = —W(Vxﬁ)
onde  : TpM — T, M ¢ a projecao ortogonal e X € T, M
Demonstracdo. Seja Y € T, M um vetor qualquer fixo ¢ ¥ uma extensio deste

vetor. Observe primeiro que como g(n,Y’) = 0 temos, apos derivar por X que

g(ﬁX}}a i) = —g(Y,Vx7) c assim
g(S,X,Y) = g(VxY — VxY,7)
= g(vxli, )
= g(Y,-Vx7n)

A equagido acima ¢ a arbitrariedade da escolha do vetor Y conclue a prova da pro-
posicio. O

Natural nos perguntarmos o que significa B e Sy serem zero. Dizemos que M ¢
totalmente geodésica em p se B, = 0. Mais geralmente M ¢ totalmente geodésica
se By = 0 para todo p € M. Exemplos de subvariedades totalmente geodésicas:

« M ¢ subespago vetorial de M = Rm+k;

« V um subespago de Rm+1 defina M ==V NS™e M= S,



« M sendo subgrupo fechado de M=5 O(n) comméerica (X, Y) = tr XY,

Uma vez estabelecidos alguns exemplos onde S, sdo nulas, ¢ natural conside-
rarmos casos onde tais operadores simétricos nao sao nulos e assim somos levados

a considerar seus auto-valores ¢ tentarmos entender o significado destes.

Seja 1 vetor normal unitario de M. Os autovalores A; do operador forma
Sy : TyM — T, M sio chamados curvaturas principais. Frequentemente os
auto-vetores sao chamados dire¢des principais e os auto-espaco E)y associados

a uma curvatura principal Ade auto-espaco principal‘

Uma interpretagao geométrica das curvaturas principais ]i foi 3presentada na
Se¢do 1.6. Em particular, observamos que toda superficie ¢ aproximada ou por um
paraboloide eliptico ou por um paraboloide hiperbolico se A - A2 > 0 ouse Ap -
A2 < 0. O produto A; - A2 em p era entdo chamado de Curvatura de Gauss ¢
como ficara claro abaixo (teorema Egregium de Gauss), tal curvatura coincide de
fato com a curvatura seccional K(p)

O préximo exercicio fornece mais uma interessante interpretacao sobre as cur-
vaturas principais, agora destacando o signiﬁcado de )\%, as assim chamadas distan-

cias focais que a grosso modo medem lugares onde superficies “focalizam”.

Seia M uma superficie mergulhada em M = R? ¢ € vetor normal unitario a
] p g

M. Definanye : M — R? como nye(z) =  + ré
(a) Sejam eq e eg dire¢des principais em T, M com curvaturas principais
A1 e Ag. Verifique que dnpee; = (1 —1rA;)e;
(b) Conclua que se r # )\% em vizinhanca U de p, entio existe vizinhanca

U C U de p tal que 1,¢(U) é superficie mergulhada,

Chegamos agora ao resultado principal desta 56(5‘5.0 que re]aciona curvatura in-

trinsica, curvatura do ambiente e scgunda forma.



g(R(X,Y)X,Y) —g(R(X,Y)X,Y) = g(B(X,X),B(Y,Y))

onde X,Y sdo tangentes a M.

Demonstragdo. Seja {eg} referencial ortonormal a M definido em uma vizinhanca
dep € M. Ou seja para todo z € M proximo a p, temos que {eg(aj)} ¢ base
de vz (M) := TM;-. Temos entio que B(X,Y) = >_58(VxY, eg)eg Estamos

aqui usando a notagio V x Y para denotar VxY onde Y ¢ extensdo de Y proximo

ap. Logo
%YX =VyX + Z g(%yX, 6[3)65
B
Uma vez que g(eg, Y) = 0 temos que:

g(VxVyX,Y) = g(VxVyX,Y)

+ ) (Vv X, es)g(Vxes,Y)
B
= g(VXVyX,Y)

B

e assim concluimos:

g(VxVyX,Y) =g(VxVyX,Y) —g(B(X,Y),B(Y, X)).

De forma analoga obtemos

g(VyVxX,Y) =g(VyVxX,Y) - g(B(X, X), B(Y,Y)).

Por fim note que:

g(VixylX,Y) =eg(Vixy]X,Y).
As eq. (24.7),(2.4.8) ¢ (2.4.9) implicam a Equagao de Gauss.

(2.4.7)

(2.4.8)

(24.9)

O

A equagio de Gauss nos permite algumas conclusoes diretas. Em particular no

item (b) do exercicio abaixo vemos o celebrado teorema Egregium de Gauss, que

observa que a curvatura secional de uma superﬁcie em R3 (que ¢ definido intrin-

siciamente) pode ser calculada como o produto das curvaturas principais (que ¢

calculado extrinsicamente).



Seja M hipersuperficie de (M, J)

(a) Verifique que K (e1,e2) — K(e1,e2) = A1 A2 onde ey, e sio dire¢des
principais de T, M associadas as curvaturas principais A1 ¢ Ag.

(b) Conclua que se M = R3 com méerica Euclidiana, entdo a curvatura secti-

onal da superficie M ¢ K (p) = A Ao

Nesta se¢io vamos estudar conceitos que estdo diretamente relacionados a meédia
das curvaturas principais (vide item (¢) da Proposi¢io 1.77). Para isso, vamos intro-

duzir formalmente este conceito.

Seja uma superficie S em R3 e p € S. A média das curvaturas principais

k1 + ko
o=k
2
¢ chamada de curvatura média de S no ponto p, e o vetor H = HN ¢ chamado

/.
d_C vetor curvatura 771€dla.

Assim como no caso da curvatura de Gauss (Observagdo 1.73), o sentido do vetor
curvatura média ndo depende do sentido do vetor normal, pois se mudamos o sen-
tido deste, também muda o sinal da curvarura média e, portanto, o sentido de H

permanece invariante.

2.5.1. Superficies minimas

A palavm m{nima neste contexto CStC’{ rclacionada com O problcma d_C cncontrar a

superficie com a menor area dentre todas as superficies que tem a mesma fronteira.



De fato, se consideremos uma superficie S em R3 e consideramos variacoes
b } 5

normais de tal superficie, ou seja, para cada A € R, consideramos a aplicagio

Py U — R3
(r1,22) +—— (21, 22) + A(21, 22)N (21, 72)

onde N ¢ o normal a superficie e h(x1, £2) uma funcio arbitraria e diferenciavel
em U, entdo a primeira variacao da area é dada por:

A'(0) = -2 // hH~/det(g)dxidzs. (2.5.1)
D

Entdo podemos estabelecer a seguinte proposicio.

Seja S uma superficie mergulhada +p : U — R3. Entdo ela é um ponto critico
do funcional da drea para uma dada condi¢do de contorno se, e somente se, a sua
curvatura média é identicamente nula.

Demonstragdo. Se H = 0 ¢ claro que a condicao ¢ satisfeita pois vale (2.5.1). Reci-
procamente, suponhamos que A’(0) = 0 e que existe ¢ € D tal que H(q) # 0,
entio existe uma vizinhanga V na qual H nio se anula. Escolhamos b : D — R
diferenciavel tal que h(q) = H(q), hH > 0 em V ¢ h tem suporte compacto em
V. Assim A’(0) < 0 para a variagao determinada por essa funcao h, o que é uma
contradi¢o. O

Uma superﬁ’cie mergulhada S é Chamada dC supa‘ﬂcic 171{1117}’161 S€ a curvatura

! . ! ~ .
média ¢ zero em cada ponto da superficie.

A seguinte questdo ¢, entdo, natural: se S ¢ uma superficie minima que tem como
bordo a curva I, ela minimiza globalmente a drea? A resposta a esta pergunta ¢
negativa e isto foi observado por H. A. Schwarz (ver obras complc’taS publicadas em
1890) mostrando que, quando a formula da sequnda variagao do funcional area para
a superficie minima que tem como bordo T" ¢ estritamente menor que zero, ela ndo
minimiza globalmente a drea. Porém, as mesmas minimizam localmente a drea ¢ a
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—| Continuacao. I

prova pode ser encontrada em [?].

Lema 2.71.

Uma superficie minima estd caracterizada em termos da primeira e segunda forma
fundamental pela equagao

g11b22 + g22011 — 2g12b12 = 0. (2.5.2)

Demonstragdo. Segue diretamente do item (c) da Proposicio 1.77. O

Exemplo 2.72. O catenoide

O catenoide ¢ a superﬁ/cie gerada pelarotacio da catendria 9 = a cosh (x—?’) ,
a
a > 0 em torno do eixo 3 (veja figura 2.2).

2 = acosh

23 + 23 = a®

Figura 2.2: O catenoide obtido pela rotacio da catenaria ao redor do eixo x3.
Logo, ele ¢ a imagem da aplicacio
Y(s,t) = (acosh(t) cos(s),acosh(t) sen(s), at).
Fazendo uso da férmula para H obtida no Exemplo 1.78 — observando

que, neste caso, () = acosh(t) e h(t) = at — obtém-se H = 0 (deixamos
o caleulo explicito ao cargo do leitor). Logo tal superficie ¢ minima.

Um fato interessante do catenoide ¢ que pode ser caracterizado como a tnica
superficie minima de revolucio (nao plana).



Se S ¢ uma supcrﬁcic minima de rcvolugﬁo em R?’ (nﬁo plana)7 entio S ¢ um
catenoide ou um pedaco dele.

Sugestao: Fazendo H = 0 na férmula do Exemplo 1.78, mostre que as Unicas possi-
bilidades para r ¢ h sdo as do exemplo precedente.

2.5.2. EDP das superficies minimas

Vamos considerar o caso em que a superficie minima seja o grafico de uma funcio
diferencidvel f : U € R? — R. Sabemos que uma parametriza¢io ¢ dada por:

¢($1,$2) = (xl,xg,wg — f(acl,acg)).

Assim,

B B
diby(er) = (1 0, af> e diby(es) = (0 1, 852)

Logo, da Defini¢ao 1.27 segue que os coeficientes da métrica induzida estao dados

por

B af \? _(Of\ [ Of B of
911—1+<axl) ,912—<8x1> ((%2), e g2 = 1—1—((%2)

. ! . /
O vetor normal unitario ¢, portanto,

(2t-22)

N = 81:21’ 81‘17 . ’
of af

()« ()

Py 0.0 0* f
8@8:17]- N ’ 78%‘8:6]‘ ’

segue que os coeficientes da segunda forma sao

0% f
8%1856]'

\/<aa£1>2+ (aa}fl> =

e, como

bij =
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Com isto obtemos uma equacao equivalente a equacio (2.5.2), que ¢ uma equa-
¢ao diferencial parcial quasilinear ¢ eh’ptica dada por:

OF \*\ (%) _,0f of 9*f af\*\ () _
”(a—m) <% = 20w 0wy 9oz T \* T \amy ) ) \Gaz) T
(253)
Sendo que toda superficie mergulhada ¢ localmente um grafico, a equagao (2.5.3)

nos permite encontrar exemplos especificos de superficies minimas. Tal equagio ¢
chamada de EDP das superficies minimas.

Exemplo 2.74.

Vamos usar a equacao (2.5.3) para mostrar que o helicoide ¢ uma superficie
minima. O helicoide de passo um esta dado pela imersio

Y(x1,x9) = (X9 COST1, T2 SEN T, T1).

Figura 2.3: O helicoide como uma superﬂcie regrada.

Supondo que 21 € (=%, %) e x2 # 0, temos que

ra(r1,22) tan ey
x1 (w1, T2) ’




logo,

T2
xr3 = arctan —.
Tl

Portanto, o helicoide ¢, localmente, o grafico da fun¢ao
Z2
f(x1,x9) = arctan —,
x1

onde z1 € (—%, %) ¢z # 0. Logo,

af o 1 —XI2 _ —X9
87:1:1 N 2’ 2 x2 4 22
1+ <%1> 1 1 2
Gf _ 1 o I
37:1:2 N 2 T x2 + x2
te(m) T
82f I 2.%'1 21’11‘2
9.2 2 2
01 (2 +a3)”  (af +3)
& . —2.’B1$2
s (2} +a3)°
0°f _ —(ef+a3) fa-2m9  af—af
A e Rk
Donde,
- af 2 Pr (23 + :c%)Z +22 2z
Ox2 Ox? (23 + m%)z (23 + 1:%)2
CARIMCES R e
Or1) ) Ox3 (a3 +a3)"  (a3+a3)’

(2.5.4)

(2.5.5)



Somando (2.5.4) e (2.5.5) obtemos,

af \*\ 82f af \*\ 82f
14+ [ = — 1+ [ == —
* <8x2> Ox? A <8x1 Ox2

2x129 (23 + x%)z + 2% — (21 + x§)2 — 23
(a3 +23)* (a3 +23)*
2rix0 — (1‘% - 1’%)
(@3 +a3)" (23 +23)"
—9. —T2 ) Tl ) 1‘% - ZL'%
(27 +23) (21 +23) (22 422)°
_,0f Oof Pf
N 81'1 8{[}2 8x18m2 '

O helicoide pode ser caracterizado como a Unica superﬂcie minima regrada.

Toda superficie minima regrada ou ¢ parte de um plano ou ¢ parte de um

helicoide.

Sugestao: Use o fato de que uma superficie 1‘egrada3 ¢ a imagem da parametrizacio
Y(x1,22) = y(21) + 22w(21), T1 €I CR, 22 €R,
onde {7(t),w(t)} ¢ a familia a 1-pardmetro geradora da superficie. Obtenha a

f(’)rmula Pparaa curvatura médm de uma superﬂcie com tal parametrizagio, ¢ mostre

a seguir que se a mesma for 0 entdo as expressoes de 7y ¢ w sio as do helicoide.

SAs superficies regradas sio aquelas que tem a propriedade de que por cada um dos seus pontos
passa uma reta que estd inteiramente contida na superficie.
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