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1. EXERCicIOS DA PRIMEIRA PROVA

Questao 1.1. Assumindo o teorema da funcao inversa, enuncie e demon-
stre os teoremas abaixo:

) O teorema da funcao implicita.

) O teorema da submersao.

) O teorema da imersao.

) O teorema do posto.

) O teorema da retificagao do fluxo.

(6) O teorema da existéncia de n — 1 integrais primeiras.

Questao 1.2 (Lema de Morse). Seja f : U C R" — R uma fungao
suave. Suponha que p é um ponto critico ndo degenerado, i.e., Hess f(p)
é invertivel. Mostre que existe uma vizinhanca V de 0 e W de p e um
difeomorfismo ¢ : V. — W tal que: fo(x) = f(p) —a? —---2? +
TP+t

Questao 1.3. Mostre que se M ¢ variedade suave mergulhada em R",
entao para todo p € M existe uma vizinhanca W de p tal que M N W
¢ grafico em relacao a T, M.
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Questao 1.4. Sejam M C R" e M C R! variedades suaves mergul-
hadas de dimensao m e 1 respectivamente. Seja f : M — M aplicacio.
Mostre que as afirmacoes abaixo sao equivalentes.

(1) Para todo p € M existem parametrizagoes ¢ : V — U C M
(onde U ¢é vizinhanca de p) e ¢:V — U cC M (onde U ¢
vizinhanca de f(p)) tal que ¢~' o f o ¢ é de classe C*.

(2) Para todo p € M existe uma vizinhanga W de p em R" e uma
vizinhanca W em R! de f(p) e uma aplicacio F : W — W de
classe CF tal que F|yow = flanw.

Uma funcao f que atendem uma das afirmacoes acima é chamada
aplicacdo de classe C*.

Questao 1.5. Seja S = {(z,y,2) € R%2? +y?/4 + 22/9 = 1} um
elipsoide. Qual o maior volume que pode ser ocupado por um par-

alelepipedo que tem faces paralelas aos planos coordenados e esta den-
tro de S7

2. EXERcicios DE EXAMES DE QUALIFICAGAO PARA MESTRADO
NA USP

Questao 2.1 (Fevereiro de 1983). Seja M uma superficie de R? definida

como imagem inversa de um valor regular de uma funcao f : R®> — R
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de classe C'. Mostre que se ¢ é o ponto de M mais préximo de um
ponto p € R3 nao pertencente a M entdao o vetor p — ¢ é normal ao
plano tangente a M em gq.

Questao 2.2 (Agosto de 1984). Seja S C R3 uma superficie regu-
lar diferencidvel compacta com bordo C. Mostre que nao existe uma
aplicacao suave f : S — C tal que f|g = Id|c(dita retragao de S
em C.) Obs: pelo Teorema de Sard, uma aplicacao suave de S em C
admite valores regulares.

Questao 2.3 (Fevereiro de 1985). Seja f : [a,b] — R? de classe C'.
Mostre que a imagem de f([a, b]) tem medida nula em R?.

Questao 2.4 (Agosto de 1985). Sejam M C R™ e N C R” superficies
de classe C' e mesma dimensao p com 0 < p < min(m,n) com M
compacta. Sejam ainda f : M — N de classe C' e y € N tais que para
qualquer x € f~'(y) Df(z) : T,M — T,N tem posto p. Mostre que
f7(y) é um conjunto finito.

3. PROBLEMA DESAFIO

Questao 3.1 (Teorema de Sard). Seja f : U C R" — RP aplicagao
suave e C' o conjunto dos pontos criticos. Entao f(C') C RP tem medida
nula. (Sugestao: Consulte o livro de J.W. Milnor: Topology from the
differentiable viewpoint).



