20 Lista de Exercicio: MAT0146, turma 21

Célculo Diferencial e Integral I para Economia (1° semestre 2019)

Referéncias principais(nas quais a lista foi baseada):
1. J. Stewart ,Cdlculo I Pioneira Thomson Learning, 4 Edicao ou 5 Edicao
2. J. E. Weber, Matemdatica para Economia e Administra¢ao, 2 Edicao

3. S.T. Tan, Matemdtica Aplicada a Administragao e Economia, Cengage
Learning

1 Parte 1: Integracao, area e volume

Problema 1.1. Esboce a regiao A limitada pelas curvas y = —a? + 4z ¢

y = 2 e encontre a area de A.

Problema 1.2. Esboce a regiao limitada pela parabola y? = 2z + 6 e pela
reta y = x — 1, decida se é melhor integrar em relagao a x ou y e calcule a
area da regiao.

Problema 1.3. O volume de um sélido de revolugao obtido pela rotacao ao
redor do eixo y da regiao limitada por y = 0 e y = f(x) (onde f é positiva e
definida em intervalo [a,b] com a > 0) é

V= /b 2nx f(z)dx

(1) Esboce a regiao A limitada por y = 22? — 2 e y = 0 e ache o volume
do sélido obtido pela rotagao da regiao A em torno do eixo y.

(2) Esboce a regiao A limitada por y = x ¢ y = 22 e ache o volume do

solido obtido pela rotagao da regiao A em torno do eixo y.



Problema 1.4. Esboce a regiao limitada pelas curvas dadas. Decida quando
integrar em relacao a x ou a y e calcule a area da regiao.

1.1 Respostas da Parte 1

Problema 1.1: %.
Problema 1.2: 18

Problema 1.3
W ke

(2) §
Obs: Problema 1.3 resolvido na Secao 6.3 do livro Stewart
Problema 1.4
(1) 19,5
(2) 72
(3) 9/8
(4) 8/3



2 Parte 2: Integracao, teoremas fundamen-
tais do Calculo, mudanca de variaveis e in-
tegracao por partes

Problema 2.1. Calcule:

fo 1)* dz

(2) OW/ sin®(z) cos(x) dx

3) fOSx\/l—l—xdx
f1 \/de

Problema 2.2. Calcule

) J[IVE T+ Lda

f _ (P+2y)
0 3 3+3y2+4

(3) [1° —2 dw

0 (14w)1
(4) [l —3|dx
) S5 Vel —wde
6) [)(x+2)Va+ Lda

2 43495240
(7)), +(i+14)r 2 da

(8) fol sin(mx) cos(rz) dx

(9) & J; V/sin(t) dt

(10) % j::z: 3-&1&2 dt

(1) L [ P+ 1dt

tanm
(12) &£ [ Lz dt




Problema 2.3. Utilizando o teorema do valor médio e o teorema fundamen-
tal do Calculo I prove que se f : [a,b] — R é continua entao existe ¢ € (a, b)

tal que [° f(z)dz = f(c)(b - a)
Problema 2.4. Calcule:

(1) [zexp(x)dz
(2) [In(z)dx
(3) z%sin(z) dx
(4) [ i de
5) [tan(z)dx

Problema 2.5. Calcule:
1) f :z:exp(z dx

(1+x)2
(2) [ a*exp(a) de
(3) [tin(t
(4) fexp )a + 1) dz
(5) [ i de
(6) [ exp(x) cos(x) da



(7) [ 2?exp(—x)dx
(8) [ = da

Problema 2.6. Uma funcao f : R — R continua por partes ¢ chamada
funcao fregiiéncia se :

(a) f>0
(b) [, flx)de =1

A probabilidade de um evento x ocorrer em um intervalo [a, b] é definida por

Pla <z <)) ::/ f(z)dx

Num estabelecimento de autopecas, a propor¢ao de encomendas atendidas
por dia tem uma fungao de freqiiéncia dada por f(z) = 20(x® — z*) para
x € [0,1] e f(x) = 0 para = ¢[0,1]. Qual a probabilidade de se atender
menos de 20 por cento das encomendas num dia?

2.1 Respostas da Parte 2
Problema 2.1
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Problema 2.3: Defina F(z f f(t)dt. Pelo teorema do valor médio
existe ¢ tal que

F(b) — F(a)
b—a

f; f(x)dx
b—a

F'(e) =

Por outro lado, o teorema fundamental do Caculo I implica que

O resultado segue entao das equagoes acima.

Problema 2.4
1) xexp(z) —exp(z) + C
2) zln(z) —x+C

+C

4) 2In|x + 1| + |x+1l

(1)
(2)
(3) —cos(z)z?* + 2z sin(x) + 2 cos(z) + C
(4)
(5)

5) —In|cos(z)| + C



(6) In|sec(x)+ tan(z)| + C
(1) 5+ # +C
®) 52210
(9) sin(z) — i@ 4 ¢
(10) — cos(z) + =@ 4 ¢

(11) 226 4 tan(z) + C

Problema 2.5:

exp(x)
) ¢

exp(z)(z® — 2z +2) + C

1
2

3) 2(*In(t) — 2+ C

(1)
(2)
(3)
(4) exp(z)(2®+1)+C
(5) tln((z+1)?+4)+C
(6) 3
(7)
(8)

6) 5 exp(z)(sin(x) + cos(x)) + C

7) —exp(—z)(2? 4+ 22 +2)+ C

8) 2(x + )V%(In(x +1) —2)+C

Problema 2.6: 20(% — £)|5 = 0,00672



3 Parte 3: Aplicagoes da integral na econo-
mia

Problema 3.1. Seja ¢ = f(p) a funcdo demanda onde p é o preco e q a

quantidade. A funcao demanda é positiva, em geral decrescente e em geral

existe M (pre¢o maximo) tal que f(M) = 0. O excedente do consumidor (a
partir do preco pg) é definido como

M
co= [ s

(a) Seja pg < --- < p, = M uma particao por pregos do intervalo [pg, M]
e defina Ap; = p;y1 — pi. Defina ec(p;) como sendo o gasto de um
consumidor que consome f(p;) produtos ao prego p; + Ap; menos o
gasto de um consumidor que consome f(p;) produtos ao pre¢o p;. Em
outras palavras, ec(p;) mede a diferenca do gasto de um consumidor
que, apesar do aumento de preco Ap; no preco p;, continua consumindo
a mesma quantidade de produtos (i.e., f(p;)) com o gasto do consu-
midor que consome f(p;) produtos a um prego p;. Verifique que para
uma particao com Ap; pequenos o excedente do consumidor pode ser
aproximado por ) . ec(p;.)

(b) Sejam p = f~!(q) a inversa da fungao demanda e gy = f(po). Verifique
que

q0
ec:/ 1 (q) dg — pogo.
0

(c) Seja p =32 —4q — ¢* a inversa da fungao demanda. Ache o excedente do
consumidor a partir de py = 27.

Problema 3.2. Seja p = 39 — ¢° a inversa da funciao demanda. Ache o
excedente do consumidor se

(a) 0= 3.
(b) O bem é gratuito, i.e., py = 0.

Problema 3.3. Seja ¢ = g(p) a funcdo que representa a quantidade ¢ de
um produto que pode ser ofertada por uma empresa de acordo com o prego
p. A fungao oferta é positiva, em geral crescente e em geral existe m (prego



minimo) tal que g(m) = 0. O excedente do produtor (até do prego py) é
definido como -
ep = / 9(p) dp.

(a) Seja m = py < --- < p, = py uma particdo por precos do intervalo
[m,ps| e defina Ap; = p;+1 — p;. Defina ep(p;) como sendo o ganho do
produtor que oferta g(p;+1) produtos ao prego p;1; menos o ganho de
um produtor que consegue oferecer g(p;y1) produtos ao prego menor
pi = piv1 — Ap;. Verifique que para uma partigdo com Ap; pequenos o
excedente do produtor pode ser aproximado por Y, ep(p;.)

(b) Sejam p = g~*(g) a inversa da fungao oferta e ¢y = g(py). Verifique que

qaf
ep = prqy —/ g (q) dg.
0

(c) Sejap = (g+2)? a inversa da fungdo oferta. Ache o excedente do produtor
até o preco py = 25.

Problema 3.4. Seja p = /9 + ¢ a inversa da funcao oferta. Ache o exce-
dente do produtor com gy = 7.

Problema 3.5. A quantidade demandada ¢.,,. € 0 preco correspondente
Peone, SOb condicoes de concorréncia perfeita, sao determinadas pela inversa
da demanda p = 36 — ¢ e pela inversa da oferta p = 6 + %, i.e., o ponto
(Geones Peone) €Sta na intersecao da curva demanda com a curva oferta. Deter-

mine os correspondentes excedente do consumidor e produtor.

Problema 3.6. Sejam p = 20 — 3¢? a funcdo inversa da demanda e p = 2¢>
a funcao inversa da oferta. Ache o excedente do consumidor e excedente do
produtor sob condi¢oes de concorréncia perfeita.

Problema 3.7. Sejam C(R) a fungao consumo, P(R) a func¢do poupanca,
% a propensao marginal a consumir e ‘jl—; a propensao marginal a poupar.
Suponha que R = C'+ P. Seja 1/3 a propensao marginal a poupar. Suponha

que quando a renda é zero o consumo é 11. Ache a funcao consumo.

Problema 3.8. Sejam K(t) a formacao de capital, I(t) := % o fluxo de

investimento liquido. Se o fluxo de investimento liquido é I(t) = 15t'/% e o
estoque de capital inicial em ¢t = 0 é 30, calcule a funcao formacao de capital.

9



3.1 Respostas da Parte 3

Problema 3.1: (c) §.

Problema 3.2

(b) 26v/13

Problema 3.3: (c) 36

Problema 3.4: %

Problema 3.5:

Neste caso 0 ponto (Geone; Peone) coincide com o ponto (qo, po) do excedente
do consumidor e com o ponto (gr, ps) do excedente do produtor. Assim sendo
temos que excedente do consumidor é 32v/6 e o excedente do produtor é 8v/6.

Problema 3.6: ec = 16, ep = %

Problema 3.7: C'= 2R+ 11.

Problema 3.8: K (t) = 12t>/* + 30.
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4 Exercicios Complementares

Problema 4.1. Em certa empresa, custo marginal de importacao por ano
é dado por Cy(x) = 10380 — 0,06x. Sabendo-se que os custos fixos de uma
tal importagao montam a 30 mil délares, calcule a funcao custo.

Dica: Cy(z) = C'(x)

Problema 4.2. Suponha que a receita marginal de certa companhia seja
dada pela fungdo Ry (x) = 20 — 3z Calcule a receita R(z).

Problema 4.3. Suponha que em certo modelo de mercado tenhamos que
P=14—Q%e P =2+Qy. Calcule o excedente do consumidor e o excedente
do produtor em caso de concorréncia perfeita.

Problema 4.4. No estudo da distribuicao de renda em uma sociedade, os
economistas utilizam-se com frequéncia de um método que se baseia nas
chamadas curvas de Lorenz, que foram introduzidas em 1905 pelo economista
Max O. Lorenz. As curvas de Lorenz sao graficos de certas fungoes continuas
f:]0,1] — [0,1] e tais que:

e f é crescente;
e f(0)
o f(1)

e f(z) <z, para todo = € [0,1].

0;

L;

Note que uma curva de Lorenz estd sempre contida no retangulo [0, 1] x [0, 1]
do plano. Além disso, se ¥ = 5 € y = 1755, entao

fl@)=y
se, e somente se, 1% da populacao mais pobre recebe 7% da renda total da
sociedade.

Suponha que a distribuicao de renda de uma certa sociedade seja dada
pela funcao f : [0,1] — [0, 1], em que f(z) = %xQ + %x Verifique essa funcao
satisfaz as propriedades de uma curva de Lorenz e calcule a renda de 50% da
populagao mais pobre.
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Problema 4.5. Suponha que a distribuicao de renda de uma sociedade seja
dada pela funcao
g:10,1] — [0, 1],

em que ¢g(z) = z para todo x € [0,1]. A curva de Lorenz dada por y = g(z)
é chamada de reta de perfeita equidade. Note que, neste caso,
0 0

9(To0) = 100"

Isso significa que i% da populacao mais pobre recebe os mesmos 1% da renda
total da sociedade. Para mensurar a aproximagao da curva de Lorenz com a
reta de perfeita equidade, em 1912, o estatistico Conrado Gini introduziu o
chamado indice de Gini.

O coeficiente de desigualdade, ou indice de Gini de uma curva de Lorenz
f:10,1] — [0,1] é dado por

L= 2/01[30 _ f(2)] da.

Suponha em que duas sociedades tenhamos as distribuicoes de renda de-

finidas por fi(z) = 1z + 222 e fo(x) = $2 + 22°. Qual sociedade possui
distribuicao de renda mais uniforme e porqué?

4.1 Respostas dos exercicios complementares

Problema 4.1 C(z) = 3(10000 + 3460z — 0, 012?)
Problema 4.2 R(z) = 20z — 327

Problema 4.3 Excedente do consumidor = 18 e excedente do produtor =
9
2

Problema 4.4 50% da populacao mais pobre recebe 30% da renda total
da sociedade

Problema 4.5 A primeira sociedade.
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