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1 Imersoes isométricas

Problema 1.1. Uma subvariedade Riemanniana M de uma variedade Rieman-
niana (M, (-,-)) é chamada totalmente geodésica, se a segunda forma se anula
ao longo de M. Mostre que M ¢ totalmente geodésica se e somente se toda
geodésica de M é geodésica de M.

Problema 1.2. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante e H C G
subgrupo fechado. Mostre que H é subvariedade totalmente geodésica.

Proposicao 1.3. Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Rie-
manniana (M, (-,-)) e denote R, R os tensores curvaturas de M e M e B o
(1,2) tensor segunda forma de M. Entdo

Problema 1.4. Mostre que as curvaturas seccionais de S™ sao 1.



Proposigao 1.5. Seja & um campo normal unitdirio a uma subvariedade Ri-
emanniana M de uma variedade Riemanniana (M,(-,-)) . Seja ¥ : V C
R™ = U C M parametrizagcdo com U compacto. Considere ¢ : U — R tal que
@lar—v = 0. Para U' compacto com U C U' defina F : (—6,8) x U* — M como
F(t,x) = exp,(t&) e ¥ : (—=6,0) x V.= M como W(t,x) = F(to(x), ¥(x)).
Escolha § para F ser imersao injetora. Defina gf; := (dW'e;,d¥'e;) onde

Wl (z) = U(t,x). Entio:

(a)  —n(H,¢¢) = %

(b)  FVol(T(V)),_, = —n[fy{H 9w

onde H é o vetor curvatura média e w € a forma volume (com orientagdo indu-
zida por U.)

Proposicao 1.6. Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Rie-
manniana (M, (-,-)). Seja {ea} um referencial adaptado a M e denote @4 p as
1-formas de conezdo e €); ; as 2-formas de curvatura de M associadas a {e4}.
Entao

(a) d&;j = @ik ANOkj+ D, DiaNDa,j — i € a equagao de Gauss escrita
no referéncial adaptado.

(b) d@ig =Y ) Wik N Wp,a + Zﬁ Wig NWga — Qi,a é a equacgao de Codazzi
escrita no referéncial adaptado.

(¢) d@a,p =) GaiNDig+D Dy Ny 5—Qa g € a equacdo de Ricei escrita
no referéncial adaptado.

Concluimos entao que as equacéoes de Gauss, Codazzi e Ricci sao partes da
equagdo de curvatura:
do=0N0— Q.

Teorema 1.7. Seja U C R™ aberto com métrica Riemanniana g. Considere
{ei}, referencial ortonormal (em relagdo a métrica g) definido em U, w; as
formas duais de {e;} e w;; as formas de conexdo Riemannianas da métrica
g em relacdo ao referencial {e;}. Seja A um 2 tensor simétrico definido por
AX)Y) = > wing1(X) @ wi(Y). Defina wpi1i = —Wint1 € w a matriz de
1-formas formada por wa,p com A, B variando de 1 a n+ 1. Suponha que w
atende formalmente as equacgoes de Gauss e Codazzi de uma hipersuperficie no
espaco Euclidiano, i.e., dw = w A w. Entdo dado xy € U, py € R"™! e uma
base ortonormal vi,...,Vn41 € TPOR”+1 existe, para um aberto UcCU de To
suficientemente pequeno, uma Unica imersdo isométrica W : (U, g) — (R"1 go)
tal que d¥,,e; = v; onde i = 1,...,n. Além disto A(X,Y) = II(dVX,dTY),
onde Il € a sequnda forma da hipersuperficie M = \IJ(U) assoctada ao vetor N
normal a M com N(pg) = vpi1.

Problema 1.8. Exercicio 9 do capitulo 8 do livro do Carmo. Dado uma sub-
mersao Riemanniana F' : M — B o exercicio discute a relagao entre a conexao
Riemanniana de M e a conexao Riemanniana de B.



Problema 1.9. Exercicio 10 do capitulo 8 do livro do Carmo. Dado uma
submersao Riemanniana F' : M — B o exercicio discute a relagao entre a
curvatura de M e a curvatura de B.

Problema 1.10. Exercicio 12 do capitulo 8 do livro do Carmo. O exercicio
discute como calcular a curvatura do espago projetivo complexo.

Problema 1.11. Seja F : M™% — B* uma submersido Riemanniana. Mostre
que os itens abaixo sao equivalentes.

(a) Para todo ¢ € B, a conexao normal da subvariedade F~!(c) é flat.

(b) A distribui¢do normal H é integréavel. Em particular, as folhas tangentes
a H sao totalmente geodésicas.

Problema 1.12. Considera a acdo isométrica u : S! x S? — S? definida por
w(, (21, 22)) := (Az1, Az2). Mostre que a distribuigdo normal #H as 6rbitas de p
nao é integravel.

1.1 Sugestoes

Problema 1.11

Para provar que (a) implica (b) considere {e4} referencial local adaptado
a submersao, i.e, e; (i = 1,...,n) é tangente as pre-imagens e e, (o« = n +
1,...,n+ k) é normal projetavel. Pelo teorema de Frobenius se [eq, €gls € Hy
para qualquer «, 8 > n e para qualquer x entdao H sera integravel, i.e., existe
uma folheacao {X} cujas folhas sdo tangentes a distribuicdo H. Seja w; é o dual
de e;. Note que ‘H = N}, kerw;. Assim para mostrar que H ¢ integravel, basta
mostrar que 0 = w;([eq,ep]) = (Ve e5 — Vezeq, e;) para todo i, , .

Por outro lado, usando o fato da conex@o normal ser flat, i.e., (V¢ eq,e5) =0
e o fato de e, ser projetavel temos:

(Ve,e,€5) = —(eg, Ve, €i)
= —(eg,Ve,q + [€as€i])
= —(eg, Veea)
=0

De forma analoga temos (V.,eq,e;) = 0 e isto prova que 0 = w;([eq, €]).

Afim de provar que (b) implica (a) considere uma folha ¥ tangente a distri-
buicao H. Seja v € Tp¥ e a(t) := exp,(tv). O fato de F' ser uma submersao
Riemanniana implica que a geodésica a é ortogonal a todas as subvariedades
F~1(c) que ela encontra. Em particular é sempre tangente a H e assim deve
estar contida em Y. Em particular note que « também é geodésica de 3. Assim
vemos que Y é totalmente geodésica. Considere {e4} referencial adaptado a
submersdo. Como ¥ é totalmente geodésica, temos que:

O = <vea &) €ﬂ>
= (Vei €q + [eou ei]7 65>
= (Ve,€a,es)

e a ultima igualdade implica que a conexao normal é flat.



Problema 1.12

Seguindo a notagao introduzida no Problema 1.10 considere N = (1+0i,1+
0i). Entao iN = (0 + 1,0 4 i) é o vetor tangente a érbita que passa pelo ponto
N. Considere agora os vetores X = (% +0i, f% +0i)eY = (0+ %i, 0— %1)
Note que X e Y sao ortogonais a N e assim tangentes a esfera. Por outro lado
X e Y sdo ortogonais a iN e assim ortogonais a érbita que passa por N. Por
fim note que (X,iY’) = —1. Assim Pelo Problema 1.10 temos que K(X,Y) = 4.
Como K(X,Y) = 1 segue da férmula do Problema 1.9 que [X,Y]” é diferente
de zero. Assim a distribui¢ao normal H nao é integravel.



2 Variedades completas e o teorema de Hada-
mard

Teorema 2.1. Seja (M, (-,-)) variedade Riemanniana.
(a) Entao as afirmagées abaizo sao equivalentes

(a.1) Existe p € M tal que exp, : T, M — M estd bem definida.
(a.2) Os limitados fechados de M sao compactos.
(a.3) M é completa como espago métrico.

(a.4) M € geodesicamente completa, i.e, exp, : T.M — M estd bem defi-
nida para todo x € M.

(b) Se M é completa, i.e., uma das afirmagoes do item (a) € satisfeita, entdo
dado p e q em M existe um segmento de geodésica minimizante ligando p
aq.

Problema 2.2. Seja (M, (-,-)) variedade Riemanniana homogénea, i.e, para
qualquer z,y € M existe uma isometria g € Iso(M) tal que g(z) = y. Mostre
que M é completa.

Problema 2.3. Mostre que R™, S e H" sao variedades Riemannianas comple-
tos.

Problema 2.4. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante. Mostre que
G é variedade Riemanniana completa.

Problema 2.5. E possivel mostrar que a aplicagao exponencial de Lie de
SL(2,R) nao é sobrejetora. Use este fato para concluir que SL(2,R) ndo admite
métrica bi-invariante.

Proposicao 2.6. Seja F : M — M uma isometria local sobrejetora. Suponha
que M € completa. Entao F € recobrimento isométrico.

Lema 2.7. Seja M variedade Riemanniana completa com K < 0. Entao para
qualquer p € M a aplicagao exp,, : T,M — M € difeomorfismo local.

Teorema 2.8. Seja M wvariedade Riemanniana completa, simplesmente conexa
com K < 0. Entdo, para todo p € M, exp, : T,M — M ¢é difeomorfismos.

2.1 Sugestoes

Problema 2.3: Para mostrar que H" é variedade Riemanniana completa, pode-se
mostrar que ele é homogeneo (vide e.g. Sec 1.E ou Sec. 3.L do livro de Gallot,
Hulin, Lafontaine, ou Teorema 5.2 e Teorema 5.3 Cap 8 do livro do. Carmo).



3 Isometrias e espacos de curvatura constante

Proposigao 3.1. Sejam (M, g) e (M,g) variedades Riemannianas completas
e A:T,M — TﬁM isometria linear. Seja Be(p) bola normal. Defina F :
B.(p) — M como F(z) = exp; 0A o (exp,, |, (0)) ' (x). Para cada x € Bc(p)
defina P : T,M — T,M o transporte paralelo ao longa da ‘nica geodésica
minimizante v com y(0) = p ey(r) = x e ||¥'[| = 1. Defina4(t) := exp,(Ay'(0))
e P T@M — TF(w)M o transporte paralelo ao longo de 4 do ponto 4(0) a
4(r) = F(x). Por fim defina ¢ :== PAP~L. Suponha que

g(R(X,Y)Z,W) = §(R(6(X),6(Y)), 6(Z), 6(W))
Entao F ¢ isometria local e dF, = A.

Proposicao 3.2. Sejam F; : (M,g) — (M,g), com i = 1,2 duas isometrias
locais da variedade Riemanniana conexa M na variedade Riemanniana M. Su-
ponha que existe p € M tal que Fi(p) = Fa(p) e d(F1)p, = d(Fs),. Entao
F = F.

Teorema 3.3. Seja (M, g) variedade Riemanniana completa simplesmente co-
nexa com curvaturas seccionais K constante iguais a c. Entao M € isométrica
a M(c) onde M(c) =H" sec=—1, M(c) =R" sec=0e M(c) =S" sec=1.

Teorema 3.4. Seja S superficie compacta conecta, orientdvel. Entdo:
(a) S admite métrica com K =1 se e somente se g(S) = 0.
(b) S admite métrica com K =0 se e somente se g(S) = 1.

(c) S admite métrica com K = —1 se e somente se g(S) > 1.



4 Variacao da Energia

Proposigao 4.1. Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, p,q € M e
v : [0,a] = M wuma geodésica minimizante ligando p a q. Entdo para qualquer
curva 3 : [0,a] = M ligando p a q temos E(vy) < E(B). A desigualdade vale se
e somente se 3 for geodésica minimizante.

Proposicao 4.2. Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, « : [0,a] —

M curva suave por partes, f ( ,€) x [0,a] = M uma variagdo de o, E¢(s) a
energia da variagdo, i.e., = 5 9( af (s,t ,%(s t)dt e V(t) := %(O,t).
Entao
k
1d, o O Tor
5 Z st Z/ o5 (5:1), 55 (5, 1))dt
k
1 d / / /
5 Er(0) = > 9(V(ty), o' (8]) = /(£7)) + 9(V (), (a)) = g(V(0), &/ (0))

k tiy1
= [ e, e
i=0 Vti

Proposicao 4.3. Seja (M, g) variedade Riemanniana completa. Uma curva
diferenciavel por partes o : [0,a] — M € uma geodésica se e somente se para
toda variag¢ao propria f de o temos %Ef(O) =0.

Proposicao 4.4. Sejam (M, g) variedade Riemanniana completa, v : [0,a] —
M geodésica, f : ( ) [0,a] = M wma variagio de vy, Ef(s) a energia da
variagdo, i.e., Er(s) = [3 g( ?9{ (s,t ,%(s t))dt e V(t) := af £(0,t). Entdo

2
L) = o2 0.0).5/(@) - o> 2 0,0).4(0)

b v o
+ ZQ(V(t% prad Q)i
k

- §j/”“ 0. V(D) + (R (1), V() (0).V (1) de

ti

ou de forma equivalente

Lo B 0) = 920 (0.0)7/(@) ~ o5 9 (0,0),7/0)
+ L(V.V)
onde I, € a forma do indice, i.e.,
L) = [ oGV, W 0) - a(RG 0, V0) (0, W (1) d



Problema 4.5. Enuncie o teorema de Indice de Morse e conclua que dado uma
geodésica v : [0,a] = M minimizante, entdo v(t) ndo pode ser ponto conjugado
a y(0) para 0 < t < a.

Teorema 4.6. Seja (M,g) variedade Riemanniana completa. Suponha que
Ric,(X) > -5 > 0 para todo p € M e todo X € T,M com | X| = 1. Entdo:

(a) M é compacta com diametro menor ou igual a wr.
(b) O recobrimento universal de M é compacto e assim 71 (M) € finito.

Problema 4.7. Seja G um grupo de Lie e g sua algebra de Lie. Dados X,Y € g
definimos a forma de Killing como

(X,Y) := tr ad(X) o ad(Y)

onde ad(X)Y := [X,Y]. O grupo (algebra de Lie) é chamado semi-simples se
® é nao degenerada. Mostre que se g é semi-simples e ® é negativa definida
entdo —P é metrica bi-invariante. (Dica Pode-se usar (sem demonstrar) que
D(Ad(g)X, Ad(g)Y) = B(X, V)

Problema 4.8. Seja G um grupo de Lie que admite métrica bi-invariante.
Mostre que Ric(X,Y) = ficb(X, Y) para X,Y € g. Em particular conclua que
Ric nao depende da métrica bi-invariante.

Problema 4.9. Seja G um grupo de Lie conexo semi-simples. Mostre que G é
compacto se e somente se a sua forma de Killing é negativa definida.



