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1. VARIEDADES RIEMANNIANAS

1.1. Recordagao: Variedades e Calculo no R".

Problema 1.1.

a) Sejam F : Q ¢ R" — R" de classe C" e p € Q. Prove que existe § > 0 tal que para
todo ¢ € B;(p) temos que Rank DF (¢ ) > Rank DF (p).

b) Seja G : R™™ - R" uma aplicacao suave. Prove que G é uma submersao se e somente
se {Vg,,..., Vg, } sdo linearmente independentes, onde G (p) = (¢,(p) ... g.(p)),

m+k

para cada p € R

Problema 1.2. Prove os teoremas de Imersao, de Submersao, da Funcao Implicita e do
Posto.

Problema 1.3. Parametrize as superficies abaixo:

a) S={(v,y,2) ER}|22+y*+22=4,2> 1,2 >0,y > 0}
={(z,y,2) € R3|z = \/3(22 + ¢y2), 22 +y> + 22 < 1}
(z,y, )€R3|:p—|—2y+32210,$2+y2§1}
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(my,)€R3| —i—y—l}
(z,y,2)
(2,9, 2)

o

—

T, Y, 2 €R3\y + 22— 22 =1}

eER3|(Vr2 +92 - 22+ 22 =1}

®
CQC/)CQOJCQCQ

=1
={
={
={
={

o

LY,z

m+k

Problema 1.4. Seja G : R — R" uma submersio suave,e G(p) = (9,(p), ---, 9,(P) ),

para cada p € R™. Sejam ¢ um valor regular de G, M := G_l(c) e g € M. Dado que
m-+k .
T .M:={veR : (Vg,(q),v)=0, paracada i=1,2, ..., k—1,k}

prove que



(a) se vz (—€, €) = M, com € > 0, e a é diferencidvel, entdo o/ (0) € T, ,, M.

(b) Dadlo v € T, M, existe uma curva diferencidlvel 8 : (=d, §) — M tal que 3(0) = ¢
e B'(0)=w.

Problema 1.5. Seja G : R™" — R" uma submersao suave e M := G '(¢c). Dadope M
prove que M é localmente descrito como gréfico em relacao ao espago tangente T, M.

Problema 1.6. Seja f : M, (R) — S, (R) a aplicacdo definida por f(A) = AA’, on-

de M (R) sao as matrizes quadradas n x n com entradas reais, S, (R) sao as matrizes

simétricas com entradas reais, e A* denota a matriz transposta de A.

a) Verifique que S, (R) é um espago vetorial real.

b) Verifique f é de clase C™ .

¢) Prove O, (R):={Ae M, (R) : AA" = I} é uma subvariedade compacta mergulhada
de M, (R).

d) Determine a dimensao de O, (R).

e) Verifique que SO_(R) := {A € M,(R) : AA" = I edet(A) = 1} é uma variedade
compacta.

f) Verifique que GI,(R):={A € M, (R) : det (A) # 0} é variedade nao compacta

g) Verifique S, (R):={A € M, (R) :det(A) =1 } é variedade nao compacta.

Problema 1.7. Determine 7,0, (R), 7,0, (R ), onde A é qualquer matriz em O, (R) e
I é o a matriz identidade de M (R ). O que vocé pode dizer sobre T,SO, (R)? E sobre
7,50, (R), para B € SO, (R)?

m+k m+k

Problema 1.8. Seja f : R — R uma funcao suave. Seja G : R — R" uma
submersao suave, com G (p) = (¢,(p),-.., 9,(p) ), para cada p € R™. Sejam ¢ um valor
regular de G, e definamos M := G~ (¢). Prove que se f|,, tem um méximo ou minimo

local em g € M entao Vf(q) = Z; ANV, (q).

m+k

Problema 1.9. Seja G : ™" — R" uma submersio C™, com G P)=((), -5 9.(p))s
para cada p € R™". Sejam ¢ um valor regular de G, e definamos M := Gil(c). Seja
aeR™ \ M, e definamos h, : R™™ = R como h, (z) = ||z — al|*. Prove que se q é

ponto minimo para h, entdo a — p é ortogonal a M.

Problema 1.10. Sejam S = {(z,y,2) € Rﬂ% +y?+22=1}e f(z,y,2) = (x —1)*+

y2 + 22 .
a) Determine a equacdo do plano tangente a superficie S no ponto (3, %, %)
b) Determine o valor méximo e o valor minimo da fungao f restrita a superficie S e os
pontos onde f assume tais valores.

Problema 1.11. Determine o volume da maior caixa retangular com arestas paralelas
aos eixos e que pode ser inscrita no elipséide 922 + 3632 + 422 = 36.



Problema 1.12. Sejam H e K dois subgrupos fechados de O, (R ), e suponha que eles
sdo variedades. Seja ¢ : K — H um homomorfismo de grupos que é de classe C” . Prove
que d¢ tem posto constante.

Problema 1.13. Definamos so,, :== 7,0, (R). Fixe A € so,,, e seja a curva

L R — M, (R)
t — exp(tA)

«

Prove que o, é uma curva suave e que o, (t) estd em SO _(R), para todo ¢t € R.

0 —& ¢
Problema 1.14. Seja £ = (&, &,, &) € R®, e defina A, como a matriz ( & 0 —§1> .
=& & 0
Prove que: s

a) A.(v)=¢& x v, para todo v € R’
b) Dada a curva
a

R — M, (R)
t —  exp(td,),

fixando t € R, a(t) é uma rotagao que fixa & e tem velocidade angular ||£ ||.

Problema 1.15. Seja A € M, (R). Prove que:
a) Existem matrices B,C € M, (R) tais que B é simétrica, C' é antisimétrica e A = B+C};
b) DivA(z) = DivB (z);
¢) Rot A(x) = RotC (z);
0 =& &
d) dado £ = (&, &,, &) € R’, e definindo A, como seguinte matriz < & 0 —§1> , prove
_gg 51
quese F(z)=A

¢(7), entdo Rot F' = 2&. Conclua que |[Rot F'[| = 2 vezes a velocidade
angular.

Problema 1.16. Seja F (z,, z,) = f,(z,, 2,) & + f,(z,, z,) &, onde f,,f, : R* - R
sao suaves. Suponha que para €, > 0 temos que ﬁ(eo ,0) = aé, onde a # 0. Seja
¢ o fluxo de F. Verifique que existe uma vizinhanca Qo de (0,0) tal que a aplicagao
b : Qo — O, definida por gZ;(t, z2) = ¢,(€,, ¥, ) é um difeomorfismo. A aplicacao )
costuma ser chamada retificagao do fluxo.

Problema 1.17. Considere o campo linear F em RQ, definido como

ﬁ(x):A1$1€1 + A2x2€27

reo = (5 0) (2)

a) Esboce o fluxo para A\, > A\, > 0.
b) Seja ¢ a retificacao do fluxo, vide Problema 1.16. Definindo A (¢, s) = det(D ¢ (¢, s))
como o elemento de area, verifique que

i.e.,

L At 0)]

Div F(e, 0) = o

| i=o-



Problema 1.18. Seja o : I — R? a trajetoria de uma particula sobe a acio de uma forca
conservativa com energia poténcial U, i.e, ma’ (t) = —VU(a(t)). Seja E(q,v) a energia
total, i.e., E(q,v) = %m(v,v) + U(q). Verifique que E(a,a/) é constante, i.e., a energia
total é constante ao longo de .

Problema 1.19. Scja F' € X(€2) onde Q ¢ aberto conexo em R™. Prove que as afirmagoes
abaixo sao equivalentes:
1. Fé conservativo,

2. o trabalho de F independe do caminho,
3. o trabalho ao longo de um caminho fechado é zero.

Problema 1.20. Dado aberto 2 em R"™, considere campos F , Ge X(Q) definidos como
F= > fia%i eG = Zj gj%. Seja [ﬁ, (_j] o campo definido como [ﬁ, (_j] h=FGh—GFh,
para todo h € C*(€2). Prove que [F,G] = Vﬁé — Véﬁ, onde VxF, := (p, D(F),X ).

1.2. Variedades e Métricas.

Problema 1.21. Seja M : superficie mergulhada em R” invariante por rotagao no eixo z,,
ou seja, uma superficie de rotagao. Seja g a métrica induzida em M do espago Euclidiano,
. L* 4 e T . 3, . ~ .

ie., g =1 g, onde g, é a métrica Euclidiana e ¢ : M — R é a inclusao. Considere a
parametrizagao ¢ : Q@ — M definida como ¢(t, 6 ) = (r (t)cos(8); r(t)sin(f ) ; h(t)) onde
(r(t); 0; h(t)) é uma paramatrizagio da curva geratriz. Determine ¢ g, i.e., descreva a
primeira forma em termos de dt e df.

Problema 1.22. Sejam X,Y € so(n) := T.SO(n) e considere os difeomorfismos L, :
SO(n) — SO(n) e Ry : SO(n) — SO(n) definidos como Ly(xz) = gz e Ry(x) = zg.
Verifique:
1. dL,X = gX e dR,X = Xg.
2. Ad(9)Y = L(gexp(tY)g1)|i=o = gY g~ ! € s0(n)
3. Usando o fato (nao precisa demonstrar) que %Ad(exp(tX))Yh:g = [X,Y](e) onde
X(g) := dLyX e Y(g) := dLyY mostre que [X,Y](e) = XY — Y X (comutador de
matrizes).

Problema 1.23. Considere so(n) = T.SO(n) com produto interno definido como (X, Y). =
RetrXY" onde X,Y € so(n). Defina uma métrica em SO(n) como (X,Y )y := (dL,1 X ,dL,~1Y ).
Conclua que tal métrica é bi-invariante, ou seja Ly e R4 sao isometrias para todo g €

SO(n).
Problema 1.24. Prove que toda variedade M admite uma métrica Riemanniana.

Problema 1.25. Considere um difeomorfismo F' : (M, g) — (M,g) de uma variedade
Riemanniana (M, g). Prove que se F*g = g (i.e, se ele é uma isometria) entdo F' preserva
distancia, ou seja d(F(J:),F(y)) = d(z,y) para todo z,y € M.



Problema 1.26. Considere H? o modelo hiperbélico do semi-plano superior, ou seja H =
{z+iy|y > 0} com métrica g = y% (d962 + dy2). Considere o difeomorphismo F : H' — H

definido como F' (z) = ‘ZZZIS onde ad—bc=1¢ea,b,c,d € R. Prove que F é uma isometria.
Sugestao: Verifique que Im(F(z)) = % e utilize o fato de varidvel complexa

que 4 (Foa) = % (at))d(t) parat — a(t) = z(t) +iy(t), afim de concluir que

VolFoa, $Foa)=/gla/(l), a/(1))

Problema 1.27 (* Espagco hiperbélico). Neste problema iremos ver as diferentes repre-
sentagoes do espaco hiperbdlico.

(a) O espago de Minkowski é definido como R""! com a forma quadratica (z,z) = —23+
2?2 4+ -+ + 22. Considere H"*! a subvariedade de R™™! definida como: H" := {x €
R |(z,2) = —1, 2 > 0}. Verifique que a forma quadratica —dz? +dx? + - - - + da?
restrita a H"™ é uma métrica Riemanniana g.

(b) Seja f a pseudo-inversao com polo s = (—1,0,---,0) definida por f(z) = s —

%, onde (-, -) é a forma quadratica definida no Item (a). Para X = (0, X1,...,X,,)

no plano zg = 0 denote |X|? := (X, X) = >°I' | X2. Mostre que f é difeomorfismo
2

de H" no disco unitério {z € R, |z| < 1} e que g1 := (f~1)*¢g =4> ", (lj%.

igg:‘sr), com polo s = (—1,0,...,0).

Mostre que h é um difeomorfismo do disco unitario no semi-espaco x; > 0 e que
dz?
* _ n
h g1 = 2121 xll :
Obtemos assim duas variedades Riemannianas que sao isométricas a (H", g), a primeira é
chamada disco de Poincaré (Item (b)) e a segunda semi-espaco de Poincaré (Item (c)).

(c) Seja h ainversao no R" definida como h(x) := s+

Sugestao Consulte e.g. Gallot, Hulin, Lafontaine (Segao 2.A, pégina 56,57) e Carmo
(Capitulo 8, pagina 196,197).

Problema 1.28. Sejam ¢ e dr? métricas canonicas de S" el = (0, 00), respectivamente.
Defina em S"~! x I a metrica I(mr) = r2g + dr?.
(a) A métrica g é métrica produto?
(b) Mostre (S" ' x1I, g) éisométrico a (R"\0, can) e que (S" ' %I, g, xdr”) é isométrico
ao cilindro {x € R*!| xf +...+ :ri =1l,ex, >0}

Sugestao: Consulte Gallot, Hulin, Lafontaine (Segao 2.A, pagina 58,59).

Problema 1.29 (*). Sejam (E, 7, B) e (E,#, B) fibrados vetorias de posto n. Dizemos
que eles sdo isomorfos se existe uma aplicacdo F : E — E talquem = 7o F e F' E, — Ep
¢ um isomorfismo. Em particular um fibrado (E, 7, B) de posto n é chamado fibrado trivial
se ele é isomorfo a B x R".

(1) Mostre que SO(n) tem fibrado tangente trivial.
(2) Mostre que o fibrado tangente da esfera S? nio é trivial.

Problema 1.30. Seja {(Uy, %)} uma atlas de uma variedade M. Utilize tal atlas para
construir um atlas para o fibrado tangente TM := UpcpyT,M demonstrando que T'M é

uma variedade. Qual seria uma parametrizagao para uma vizinhanca do fibrado cotangente
TM* = Upepy T, M*?



Problema 1.31. Considere (M, g) variedade Riemanniana e considere o Lagrangeano
L : TM — R definido como L(vs) = g(vg,vq). Defina a transformada de Legendre

q
L:TM — TM* como L(vg)wy := %L(vq + twg)|t=0. Verifique que L é bijetora.

Problema 1.32. Seja G um grupo de Lie compacto. Demonstre que G admite métrica
bi-invariante.

Problema 1.33. Seja H subgrupo fechado de um grupo de Lie G. Mostre que a agao
G x H — G definida como ¢ - h := gh é uma acao a direita, livre, prépria.

Problema 1.34. Verifique os difeomorfismos abaixo:
(a) S"=S0O(n+1)/SO(n).
(b) P*"(R) =SO(n+1)/S(0O(n) x O(1)).
(c) PM(C)=SU(n+1)/S(U1) xU(n)).

Problema 1.35. Seja G um grupo discreto (i.e., com topologia discreta). Suponha que
G age em uma variedade M. Mostre que a agao é propriamente descontinua se e somente
se a acao é livre e prépria.

Problema 1.36. Seja G um subgrupo discreto de isometrias de uma variedade Rieman-
niana M. Mostre que M/G é variedade Riemanniana e 7 : M — M /G é recobrimento
Riemanniano.

Comentario: O Problema 1.36 deve ser resolvido diretamente, i.e., sem utilizar o Pro-
blema 1.38.

Problema 1.37. Seja {a;} uma base de R™. Um lattice I associado a esta base é o
conjunto de todos os vetores ) kja; para k; € Z. Identificando I'" com o subgrupo de
translagoes podemos fornecer ao quociente R™/T" estrutura de variedade (vide Problema
1.36).

(a) Mostre que existe um difeomorfismo p : R"/T" — T™.

(b) Seja gr métrica definida em T™ tal que p : R"/T" — T™ é isometria, onde a métrica
em R"/T" foi definida no Problema 1.36. Mostre que gr e gy definidas em T™ sao
isométricas se e somente se existe uma isometria em R"™ que envia o lattice I' no
lattice T.

Problema 1.38. Sejam M variedade Riemanniana com métrica g™ e G subgrupo fechado
de isometrias de M. Suponha que a agdo G x M — M ¢ livre. Entao existe uma métrica
gM/G em M/G tal que 7 : (M, g™) — (M/G, g™/%) é submersao Riemanniana.

Comentério: Visto que P*(C) = $?"*1 /81 segue do teorema acima que a submersio
71 52t 5 627t /Gl induz uma métrica Riemanniana em P™(C). Tal métrica é chamada
de métrica de Fubini-Study.



1.3. Recordagao: Formas diferenciaveis.

Problema 1.39. a) Sejam n um (0, n) tensor aleternado em R".
Verifique que n = cdz, ANdx, N... Ndz,_,
clua que se w é uma n- forma suave em R,
onde f:R" — R é suave.

b) Seja A € M, (R). Prove que se w é (0, n) tensor alternado em R", entdo

w(Av,, Av,, ..., Av,) = det (A)w (v, , vy, ..., 0,).

Conclua que se ¢ : , € R" = Q, ¢ R" é uma aplicacdo suave e w é uma n-forma

fdx, Ndx, N ...dz, , Ndzx,,

entao
L Ndzx,.

n

¢w=foodet(Dop)de, Ndx, A ...dx,_

Problema 1.40.
a) Sejam o R — R" uma curva parametrizada e F'(-) = (F, -). Verifique que

o B = (Fla(t)), o(t))dt
b) Sejam
VvV:QC R — R
(5 py) —> <¢1 (15 12) 5 ¥y (11, p2) %(Mlauz))
— fodx, Ndz, + fodx, Ndz,, e,
Lo T

izdr, ANdx, Ndzy(Vi,V2) = w(Vi, Vo) = det |v,, v, v,
1)21 U22 U23

um mergulhoew = f, dx, A dx,

“lentdiow = fdx, Adx, A...Adx,_,

A dx, ,onde ¢ é uma constante real. Con-
ANdzx,,

onde cada f; : R® — R é suave. Verifique que ¢* w = <ﬁ o, 597 X W ) dpi A dps,

onde F = Z?Zlfi %.
Problema 1.41. Prove que
a) d(izdz, Ndx, N dz,) = divFdz, Ndx, A dz,.

b) dF =i _dz, Adx, Ada,

Problema 1.42. Sejam

0 E E,

- L. —F 0 —-B

F([t?xl7‘r2’$3]’[t7$17$27$3]): [tm Ly Ly, x:J —E1 B 03
2 3

Es _Bz B1

a) Descreva F' em termos de dt e dx;;

SIS

ISTIRST

-

-

[V



b) verifique que d F' = 0 se e somente se d—f = -V x Eediv(B) = 0
. 1 se n = 0;
c) seja €, = { 1 se p=123.

e considere o operador linear x Q°(R") — Q°(R") definido como
sdz” Ndx = e#eydacp Adx,

onde (p, v, p, o) é uma permutacao par de (0, 1,2, 3) e dt = duz,. Verifique que
d*F:Oseesomentesedd—f:VXBediV(E)zo.

Problema 1.43. Sejam (M™,g) variedade Riemanniana orientada e w a m-forma vo-
lume (i.e, a tdnica m-forma tal que w(ey,...,en), = 1 para qualquer referencial orto-
normal {e;} de T,M coerente com a orientacdo de T,M). Mostre que em coordenadas

w = +/det(g; ;) dz1 A ... \dzp.

Problema 1.44.

a) Enuncie o teorema de Stokes para formas diferencidveis em variedade com bordo.
b) Prove o teorema de Stokes em dimensao 2.

Problema 1.45. Seja S superficie mergulhada orientédvel em R3 e 7 o vetor unitario
normal a S dando sua orientacdo. Seja I : S — R? a inclusdo e considere A o elemento de
area de S ou seja, A é a 2-forma definida como A := I*(izdxy A dxo A dxs). Mostre que:

(F,ft)A = I*(i gdzy A dza A dacs)

Problema 1.46. Sejam M ® uma variedade orientdvel com bordo em R” e F' = Zf: w %.
Prove que

/div(ﬁ)dml/\d%/\dxs :/ (F, i) A,
M

oM
onde 77 é unitério, ortogonal a M apontando para fora, e M tem orientacdo induzida.

Problema 1.47. Seja S C R’ uma superficie mergulhada orientavel com bordo. Entao
[wor(F).mya= [ (Foie,
S oS

onde F = Z?Zl f; %, o bordo 0 S tem orientacao induzida, A é o elemento de drea e £

é o elemento de comprimento de d S, ou seja a 1-forma volume de 9S dual ao vetor ¢ que
da a orientagdo de 05S.

Problema 1.48. Calcule [5,(F,

7i) A, onde 7 é vetor unitario apontando para fora da
esfera S2 e ﬁ = (;1;3 + 23)% + (y?) 4z

3)8% + cos(z? + y4)%

Resposta: 87 /5.



Problema 1.49. Calcule fC<ﬁ’ f)L, onde C' é a curva que é a intersecao da esfera
de raio 1 com z = % orientada no sentido anti-horario quando visto de cima e F =
(—y + cos(a?)) 5 + (= + sin(y?)) 5.

Resposta: 3m/2.

Problema 1.50. Considere a 1-forma w € Q'(R? — {0, 0}) definida como w := @( -
ydz + zdy).

(a) verifique que w é fechada, ou seja dw = 0,
(b) verifique que [¢ w = 2m,
(c) conclua que w nao é exata, ou seja nao existe n tal que dn = w.

Problema 1.51 (**Lema de Poincaré ). Dado um aberto U C R"™ denotamos H*(U)
o grupo de cohomologia de de Rham, i.e., o conjunto das k-formas fechadas em U (i.e,
dw = 0 onde w é k-forma em U ) quociente pelas formas exatas (i.e., w =dnonden é k—1
forma).

a) Sejam
s:R* —» R" x R
r — (z,0)
e
m:R'" xR — R
(x,t) — .

Prove que se 7* o s* : H¥(R"™) — H¥(R"1) ¢ um isomorfismo entdo s* : H*(R"™") —
HF¥(R") é um isomorfismo.

b) Toda forma em R™ x R pode ser vista como combinagao de 2 tipos de formas:
(D) m™¢ f(z,t)
(I1) 7*¢ f(z, t)dt,
onde ¢ é forma em R™. Seja K : (R™ x R) — Qkfl(Rn) operador linear definido da
seguinte maneira:
) K@z fa, 1) =0
(IT) K(7*¢ f(x, t)) T* fof(m,s)ds
Prove que 1 — 7*s* = (-1)" dK — Kd.

¢) Conclua que

0 se k>0

R se k =0.

Problema 1.52. Seja F' € X(R3). Prove que Rot (F') = 0 se e somente se F ¢ conserva-
tivo.
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2. CONEXAO E CURVATURA

Problema 2.1. Sejam (F, M, ) um fibrado vetorial com conexao V e {{;} um referencial
local definido em uma vizinhanca coordenada U em M. Para V' = ), v;&;, denote DxV :=
> X vl
(a) Mostre que VxV = DxV+A(X)V determinando a matriz de 1-formas A em funcao
dos simbolos de Christoffel (V%@ =>4 Ffjfk);

(b) descreva A e em termos das 1-formas de conexao ( V& =3, wi; ® &;).

Problema 2.2. Sejam (F, M, ) um fibrado vetorial com conexao V e « : [0,1] — M uma
curva suave. Considere Vg € E,(g). Demonstre que existe uma tnica se¢ao V' ao longo de

o tal que 3V =0 (secdo paralela) e V(0) = V.

Problema 2.3. Seja (M, g) variedade Riemanniana. Demonstre que ela admite uma tnica
conexao Riemanniana, i.e, conexao em T M compativel com a métrica e livre de torgao.

Problema 2.4. Sejam (M, g) e (M, §) variedades Riemannianas com conexdes Rieman-

nianas V e V. Seja F': M — M isometria. Mostre que:
(1) dF,Vx, X2 = (Vz, X2) p(p), onde X; o F = dFX; para X; € X(M).
(2) F preserva transporte paralelo.

Problema 2.5. Seja (M, g) variedade Riemanniana com conexao Riemanniana V. Seja
a :[0,1] = M curva suave por partes. Demonstre que o transporte paralelo ao longo de «
induz isometria entre Ti, )M e T, (1) M.

Problema 2.6. Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexao Riemanniana. De-
monstre que as afirmagoes abaixo sao equivalentes:

(1) Para todo p € M existe uma vizinhanga U de p em M e um referencial local {&;}
definido em U tal que V§; = 0.

(2) O tensor curvatura R é nulo, onde R(X,Y){ = Vixy)§ — VxVy&+ Vy V&

(3) Para todo p € M existe uma vizinhanga U de p em M tal que o transporte paralelo
em U independe do caminho.

Problema 2.7. Seja (E, M, ) fibrado vetorial com conexao V. Sejam {;} um refencial
local definido em uma vizinhanca U de M e w;; as 1-formas de conexao em relagao ao

referencial {§;}, i.e., V§ = > wij ® €. Considere um outro referencial local {&} na
vizinhanca U de M. Sejam b; ; as fungoes tais &= Zj b; ;€. Demonstre que & = (db)b™1 +

bwb~! onde @ denota a matriz de formas de conexao em relacio ao referencial {¢;}.

Problema 2.8. Seja (E, M, ) fibrado vetorial com conexao V. Sejam {;} um refencial
local definido em uma vizinhanca U de M, w;; as 1-formas de conexao em relacao ao
referencial {¢;} e €; ; as 2-formas de curvatura em relagao ao referencial {§;}, i.e, R(-,-)& =
2§ ® ;. Demonstre que —2 = dw —w Aw
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Problema 2.9. Sejam (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexao Riemanniana. Se-
jam {e;} um referencial ortonormal definido em uma vizinhanga U, 6; as suas 1-formas
duais, i.e, 0;(e;) = d;j, e w;; as 1-formas de conexao em relagao ao referencial {e;}. De-
monstre que:

(a) wij + Wi = 0
(b) do; = Zj wij A (gj.

Problema 2.10. Considere SO(n) com uma métrica bi-invariante (vide Problema 1.23)
(-,-) e X,Y, Z campos invariantes a esquerda (recorde Problema 1.22). Mostre que:

(a) <[ _)7 _,]7 Z> = j<?ﬂ [X:, Z]>

(b) VY = 1[X,Y]

(©) RI%,717 = Y[X,¥),7)

(d) (R(X,Y)X,Y) = %([X:, Y],[X,Y]). Em particular conclua que a curvatura sectional
K é sempre maior ou igual a 0.

Problema 2.11. Seja M aberto de R2. Suponha que 6; = A(x,y)dz e 6 = B(z,y)dy,
onde 6; foi definida em Problema 2.9. Verifique

(a) wig = _gy dx + %dy onde A, = % e By = %—f
_ —1((A By
b) K = 55 ((3), + (%),)
(c) Conclua que K = —1 quando M é o semi-plano hiperbélico H?, vide definicdo no

Problema 1.26.

Problema 2.12. Faca os exercicios 1,2,3 e 8 do livro Carmo, Cap 2.

Problema 2.13. Faca os exercicios 6,7,8 do livro Carmo, Cap 4.
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3. GEODESICAS E CAMPOS DE JACOBI

Ao longo desta segao (M, g) denotard variedade Riemanniana com métrica g.

Problema 3.1. Seja M uma superficie mergulhada de revoluciao em R3, onde g é métrica
induzida. Demonstre que sua curva geratriz é geodésica de M. Conclua que os grandes
circulos sdo geodésicas de S2.

Problema 3.2. Dado ¢ € M demonstre que existe ¢ > 0 tal que exp, : B.(0) — M ¢
difeomorfismo sobre um aberto de M.

Problema 3.3. Seja e() : T.50(n) — SO(n) a aplicagao exponencial de matrizes, i.e.,
A co A
e =200

(a) Verifique que t — €' é linha integral do campo invariante a esquerda /T(g) = gA.
(b) Dado uma métrica bi-invariante g de SO(n) mostre que t — e*4 ¢é a geodésica a com
a(0) = e e a/(0) = A. Conclua que exp, A = e ou seja a exponencial Riemanniana

em e (com respeito a g ) coincide com a exponencial matricial.

Problema 3.4. Suponha que M ¢ variedade Riemanniana compacta. Mostre que toda
geodésica esta definida para todos valores de R.

Dica: Considere o campo geodésico G € X(TM) restrito ao fibrado tangente unitario
TYM) = {V, € To M, ||Vy|]| = 1}zem e aplique o resultado que afirma que todo campo
suave definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro de difeomorfismos.

Problema 3.5 (Lema de Gauss). Sejam exp, : Bs(0) — M bem definida, Sg_l(()) esfera

contida em Bs(0) com 0 < & e v : (—e,€) — Sg_l(O) curva suave. Defina f(s,t) :=

af o
exp,(tv(s)). Demonstre que g(a—f;, 8—{) =0.

Problema 3.6. Seja Bs(q) uma bola normal. Defina « : [0,1] — Bs(q) como «(t) :=
exp,(tv) com [[v]| < é. Seja 3 : [0,1] — M curva suave por partes tal que a(0) = 3(0) e
a(l) = B(1). Demonstre que L(a) < L(B). Se a igualdade vale mostre que 5[0, 1] = «[0, 1].

Problema 3.7 (*). Dado ¢ € M demonstre que existe vizinhanca W de ¢ tal que, se =,y
pertencem a W entao existe uma inica geodésica minimizante ligando = a y.

Problema 3.8. Seja «y : [0,1] — M uma curva suave por partes tal que d(v(0),v(1)) =
L(). Mostre que v é imagem de uma geodésica.

Problema 3.9.

(a) Demonstre que a curva C := {x = ¢,y > 0} é imagem de uma geodésica do espago
hiperbdlico H? (modelo do semi-plano).
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az+b
cz+d

levam C' ou em semi-circulos (com centro em dH?) ou em semi retas x = g, y > 0
conclua que tais curvas sdo imagens de geodésicas de H?.

(b) Utlizando o fato que aplicagoes z — T'(z) = com ad — bc =1 (a, b, c,d reais)

Problema 3.10 (referencial geodésico em pg). Seja pp um ponto fixo de M. Demonstre
que:
(a) existe uma vizinhanca U de py e um referencial ortonormal {€;} (para ¢ =1---n)
suave em U tal que V(.y€;(po) = 0

(b) grad f(po) = >, (& - f(po))éi(po)
(c) divd(po) =Y _,; € - vi(po), onde ¥ = ), v;€;
(d) Afpo) =3 (€ - (& - f))(po)

(e) A(fg)(x) = f(z) Ag(z)+g(x) A f(x)+2(grad f,grad g)(x), para qualquer z € M,
onde f,g € C*(M)

(f) d(igvol) = divivol onde vol ¢ forma volume de M (supondo M orientdvel) e
we X(M)

Problema 3.11. Sejam M variedade compacta orientavel, sem bordo e f € C*(M).
Demonstre que se Af > 0 entao f é constante.

Problema 3.12 (*). Sejam F' campo nao nulo em p e S uma hipersuperficie transversal a
F(p),ie,pe SeT,M = TPS@{Rﬁp}. Reduzindo S se necessério seja ¢ : (—e, €) xS — M
a retificacdao do fluxo de F' com respeito a S. Defina A = ((;AS)*vol. Mostre que div ﬁ(p) =
A, p)] |-

Problema 3.13. Suponha que M é variedade Riemanniana compacta. Demonstre que:

(a) para todo ¢ € M a aplicacdo exponencial exp, : T,M — M esta bem definida;

(b) dados g e p em M, existe um segmento de geodésica v : [0, R| — M (parametrizado
por comprimento de arco) ligando ¢ a p (i.e., v(0) = g e v(R) = p) que realiza
distancia, i.e, L(y) = R = d(q, p). que realiza distancia (i.e,

Dica:

(a) Considere o campo geodésico G € X(TM) restrito ao fibrado tangente unitario
TYM) = {V, € TuM,||Vi| = 1}.em e aplique o resultado que afirma que to-
do campo suave definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro de
difeomorfismos.

(b) Utilize os seguintes ingredientes: uma sequencia de cuvas 7, (cada 7, concatenagao
de segmentos de geodésicas) com L(7v,) — R; exitencia das vizinhangas completa-
mente normais (vide Problema 3.7); o fato de M ser compacto, i.e., sequencias de
pontos {z!}, (e.,g 2!, € 7,) admite subsequencia convergente.

Problema 3.14 (*). Seja M variedade Riemanniana compacta nao simplesmente conexa.
Demonstre que por cada ¢ existe um loop geodésico (i.,e uma geodésica ~ : [0,1] — M tal
que v(0) = (1), porém +/(0) ndo precisa ser igual a v'(1)).
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Problema 3.15. Seja f : (—e,¢€) X [a,b] — M uma aplicagao suave tal que f(sg,-) é
geodésica para todo sy € (—¢,€). Demonstre que J(t) := %(O,t) é campo de Jacobi ao
longo da geodésica a(t) := f(0,t).

Problema 3.16. Seja ¢ tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida. Defina a curva
a(t) := exp,(tvg) com [lvg|| = 1 e [t| < . Para w € T, M considere o campo tw ao longo do
segmento t — tvo. Demonstre que J(t) := d(exp,,)w,tw é campo de Jacobi com J(0) = 0

edtJ()

Problema 3.17 (*). Suponha que M é geodesicamente completa, i.e, exp, : I, M — M
estd bem definida para todo p € M. Seja « : (—9,0) — M geodésica e J campo de
Jacobi ao longo de . Demonstre que J(t) = ‘3’;(0 t) para f(s,t) = expg)(tv(s)) onde
B :(—€,€) = M é uma curva tal que §'(0) = J(0) e v : (—€,€) — M é um campo ao longo
de 3 com v(0) = &/(0) e Yv(0) = ¥.J(0).

Problema 3.18. Sejam M variedade Riemanniana com curvaturas seccionais constantes
K e a:[0,a] — M geodésica com vetor velocidade 1. Demonstre que o campo de Jacobi J
ao longo de a com condigdes iniciais J(0) = 0 e ¥.J(0) = w para w perpendicular a o/(0)
é J(t) = cx(t)w(t) onde w(-) é o transporte paralelo de w ao longo de « e ¢k é a funcao

definida como cx (t) := Smf;[) se K >0, cg(t):=tse K=0eckg(t) = sinh(tv_K) T[;K) se
K <0.

Problema 3.19. Sejam (M", g) variedade Riemanniana com curvaturas seccionais cons-
tantes K e v : (0,8) x S""! — Bs(p) parametrizacio geodésica polar, i.e., ¥(r,v) 1=
exp,(rAv) onde A : (R", go) — (1M, g) é isometria linear. Demonstre que a métrica g
em coordenadas geodésicas polares é dr? + (cx(r))%ds? onde ds? é a métrica canénica da
esfera S"~! e a funcio cg foi definida na Proposicio 3.18. Em particular conclua que duas
variedades Riemannianas com mesma dimensao e mesmas curvaturas seccionais constantes
iguais a K sao localmente isométricas.

Problema 3.20. Sejam ¢ tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida. Defina a(t) =
exp,,(tv) com [t| < d e [[v|| = 1. Entdo a(t) é ponto conjugado a a(0) ao longo de « (i.e,
existe campo de Jacobi J com J(0) =0 e J(tg) = 0) se e somente se dim(ker d(exp,)¢v) >
0.

Problema 3.21. Sejam U : M — R fungao suave (poténcial) e (s,t) — f(s,t) uma

variacao suave prépria (i.e, f(s,0) = f(0,0) e f(s,1) = f(0,1)) onde t — «(t) = f(0,t)
atende mva = —VU(«a(t)) (equagao de Newton). Verifique que %A(O) = 0 onde A(s) :=
Jo £(8L(s,t))dt e L(Vz) := g(Vi, V) — U(x);

Problema 3.22 (*). Seja a curva atendendo a equacao de Newton Y& = —VU (a(t)).

dt
Demonstre que
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(a) E(c/(t)) = conde E(V,) = 1g(Va, Vi) + U(x).
(b) existe uma fungao h e um intervalo I tal que 8 = a o h|; é geodésica para a métrica
g=(-Ug

Dica: compare V com V e lembre que %5’(15) =/ (h(t))h"(t) + %o/(h(t))(h’(t))2



