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Prefacio

Estas sao notas de aula do curso Introdugao a Geometria Riemanni-
ana o qual esta sendo ministrado no Departamento de Matematica do
IME-USP durante o primeiro semestre de 2019, ministrado pelo Prof.
associado Marcos. M. Alexandrino.

A referéncias para este curso (no qual estas notas foram baseadas)
sao:

BIBLIOGRAFIA PRINCIPAL: [3], [6], [7] e [8].

BIBLIOGRAFIA DE ApPol0: [1],[2], [4], [5], [9].

As notas aqui apresentadas estao ainda em preparagao. Haja
vista que elas estao sendo digitadas simultaneamente com o curso de-
vem conter imprecisoes e erros tipograficos. Também o sistema de
referéncia e citacoes ainda sera implementado.

Sugestoes e corregoes sao bem vindas e podem ser enviadas para
alexandrino.usp@gmail.com
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Parte 1

Ferramentas basicas






CAPITULO 1

Do calculo a teoria de variedades

Neste capitulo vamos apresentar alguns resultados sobre teoria das
variedades e fixar algumas notagoes. Nao temos intensao de desenvol-
ver neste curto capitulo toda a teoria de variedades. No entanto, por
meio de recordacgoes de alguns resultados e exercicios de Analise no R™
ou Cdlculo Avanc¢ado, esperamos destacar ao leitor ou leitora que mui-
tos dos conceitos e resultados sobre variedades que iremos utilizar sao
generalizagoes naturais daqueles que foram apresentados em disciplinas
anteriores.

1.1. Submersoes e imersoes

Ja nos primeiros semestres de graduagao, engenheiros, matematicos
e fisicos encontram naturalmente problemas descritos por vinculos e
conjuntos de niveis. Iniciemos esta secao recordando dois exemplos
elementares.

EXEMPLO 1.1.

(a) Dados 2 particulas p, ¢ € R a uma distancia fixa de 1 unidade,
o espaco de configuracao deste sistema, pode ser descrito como
g (1) = {(p,q) € R* x R3 g(p,q) = 1} onde a funcao g :
R?x R* — R definida como g(p, q) = |[p—ql|* = 30—, Ipi—a?
¢ nosso wvinculo.

(b) Considere uma particular com massa m localizada em uma
reta presa a uma mola perfeita. O movimento de tal particula é
descrita pelo oscilador harmonico ma” (t) = —ka(t) = —=U'(«a(t))
onde U(q) = £¢? é a funcdo potencial. Defina E: R xR — R
como a energia total, i.e., E(q,q) = 2(¢)* + U(q). Visto que
LE(a(t),d/(t)) =0, (o que pode ser facilmente verificado pela
regra da cadeia) concluimos que E(«(t),d/(t)) = c. Em outras
palavras posicao e velocidade da particula ficam restritas a

elipse
E7'(c) ={(¢.4) € R x R, E(q,q) = c}.
Os conjuntos de niveis descritos acima sao exemplos do que chama-

remos de variedades mergulhadas.

DEFINIGAO 1.2 (Variedade mergulhada). Um conjunto M™ C R™**
é uma m-variedade mergulhada no espago Euclidiano R™** (ou subva-
riedade do R™**) se para cada p € M existe uma vizinhanga U C R™+*
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4 DO CALCULO A TEORIA DE VARIEDADES

de p e vizinhanca V C R™** de 0 e um difeomorfismo v : U — V tal
que ¥(p) =0ep(UNM)=VN{R™ x {0}}. Chamamos a aplica¢ao
Y|unm de sistema de coordenada, ¢ ¢ = ™ |yamrmxqop ¢ chamada
parametrizacao.

Subvariedades mergulhadas do espaco Euclidiano apareciam natu-
ralmente descrita por “bons vinculos”, ou seja via submersoes. Recorde
que uma aplicacao suave G : U C R™** — RF é chamada submersdo
se DG, é sobrejetora Vo € U.

TEOREMA 1.3 (Teorema da Submersao). Seja G : U C R™F — R¥
uma submersao suave. Entao para todo py € U existe wma vizinhanc¢a
Uy C U de py tal que a particio F = {G7(c)} N Uy € difeomorfa a
folheagdo canénica Fy = {7~ 1(c)}, onde 7w : R™* — RF € definida
como m(x,y) = y. Mais precisamente existe um difeomorfismo ¢ :
Vo — Up tal que G o p(z,y) = m(z,y) =y.

Demonstracdo. Seja A : R™ x RF — R™ x RF movimento rigido (iso-
metria no espaco Euclidiano) tal que a matriz D,G),, é invertivel onde
G = G o A. Defina 9(z,y) = (z,G(z,y)) e observe que

1d 0
Dy, = | L .
Voo { DyGp,  DyGy,
da funcao inversa 1 : Uy — Vp é um difeomorfismo. Seja L = {(x,c) €

(R™ x R¥) N Vo).
L) = {(x,y) € Up,¥(x,y) = (x,0)}

= {([E,C) € U07G(x7y) = C}

Assim G o Aoy~ (z,¢) = c. A demonstragao termina definindo ¢ =
Aoyt U

} ¢ um isomorfismo. Logo pelo teorema

Dado uma aplicacdo G : U C R™* — R* suave. Suponha que
para ¢ € G(U) temos que DG, é sobrejetor Vo € G !(c). Neste caso
dizemos que ¢ é valor reqular.

Observe que dado um valor regular ¢ e um ponto z € G~1(c) entao,
como DG, ¢é sobrejetor, DG, é sobrejetor para todos os pontos p
préoximos a x ou seja G se torna uma submersao na vizinhanca de
r € G7(¢). Podemos entdo inferir o seguinte corolario usualmente
conhecimento como teorema do valor reqular.

COROLARIO 1.4. Seja G : U C R™* — R*¥ uma aplicacdo suave

e ¢ um valor reqular. Entao M = G~(c) € variedade mergulhada no
R™*,

ExERcicio 1.5 (Gréficos). Seja H : U C R™ — R* aplicacio suave.
Defina o grafico
M = {(z,y) € U xR",y = H(x)}
Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771



1.1 SUBMERSOES E IMERSOES 5

e a fungio G : U x RF — R* como G(z,y) = S5, (hi(x) — 1i)ems.
Verifique que:
(a) M =G7(0),

(b) G é submersao.

Segue também da demonstracao do Teorema 1.3 o resultado a se-
guir.

TEOREMA 1.6 (Teorema da Funcdo Implicita). Seja G : U C
R™* — RF uma submersio suave. Entao M = G~Y(c) é um grdfico
local. Mais precisamente suponha que a matriz DyGp, p,) € um iso-
morfismo onde (p1,p2) € tal que ¢ = G(p1,p2). Entdao existe uma vizi-
nhanga B de (p1,p2), uma vizinhanga W C R™ de p; uma aplicagdo
suave H : W — R* tal que: (x,y) € BN M se e somente se y = H(x)
com x € W. Em particular G(x, H(x)) = c.

Demonstragdo. Na demonstragao do Teorema 1.3 basta considerar A =
Id. Com c fixado temos ¥ ~'(z,c¢) = (z,H(z,c)). Entao definimos

H(z) = H(x,c). O

EXERcicio 1.7 (Superficie de Revolugao). Seja g : R?> — R uma
fungado suave. Suponha que ¢ é valor regular da funcao (r,z3) —
g(r?, z3). Seja

M = {<:U17 [L’2,$3) € R?’,g(m% + :L‘%’ [L’g) = c}.

Verifique que M é superficie de revolugao, i.e., variedade mergulhada
de dimensao 2 invariante por rotagoes que fixam o eixo x3.

No exercicio anterior temos entao uma variedade M que admite
uma agao p: G x M — M (onde G = S?), tépico que serd explorado
no préximo capitulo. No exercicio que se segue, temos um exemplo de
uma variedade que admite a estrutura (suave) de um grupo, i.e., um
exemplo de um grupo de Lie (vide detalhes no préximo capitulo).

ExEercicio 1.8. Seja f : M™™(R) — 8™*"(R) a aplicacao definida
por f(A) = A A" onde M™"(R) sdo as matrizes quadradas n X n com
entradas reais, S™*"(R ) sdo as matrizes simétricas com entradas reais,
e A! denota a matriz transposta de A.

(1) Verifique que S™*™(R) é um espago vetorial real.

(2) Verifique f é de clase C°.

(3) Prove O(n) := {A € M™™(R) : AA" = [} é uma subvarie-
dade compacta mergulhada de M™*"(R).

(4) Determine a dimensao de O(n ).

(5) Verifique que SO(n ) :={Ae M™"(R) : AA'=Tedet(A)=
1} é uma variedade compacta.

(6) Verifique que GI"™*™(R) := {A € M™™(R) :det(A) #0} é
variedade nao compacta

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



6 DO CALCULO A TEORIA DE VARIEDADES

(7) Verifique Si(n) := {A € M™"(R) : det(A) =1 } é varie-
dade nao compacta.

Uma outra forma em que encontravamos variedades mergulhadas
no espago Euclidiano era via as imersoes (as parametrizagoes). Recorde
que uma aplicacdo suave ¢ : U C R™ — R™* ¢ chamada imersao se
Dy, ¢ injetora para todo z € U.

TEOREMA 1.9 (Teorema de imersdo). Seja ¢ : U C R™ — R™*F
uma tmersao. Entao dado p € U existe uma vizinhanga Uy C U de p
tal que (Uy) € variedade mergulhada. Mais precisamente existe uma
vizinhanca Uy de ¢(po), uma vizinhanca Uy de (p,0) em R™ e um
difeomorfismo ¢ : Uy C R™ x R¥ — Uy C R™ x R¥ tal que ¢ o () =
(x,0).

Demonstragao. Escolha um movimento rigido A : R™** — R™FF ta]
que a aplicacao @ = A o ¢ tem a propriedade que a matriz (%;&)(p) é

J
invertivel onde 1 <7 <mel <7<m.

Vamos definir entao
F(:Ea y) = (9,51(1‘)7 ceey @m(x)v (z’b/m-i-l(x) + Y1, 74;,5m+k(x) + yk)
= ¢(x)+(0,y)

Observe que a matriz

P71 moDyp, Id

é invertivel, onde m(z,y) = = e m(x,y) = .

Concluimos assim pelo teorema da funcao inversa que F' : Uy — U,
¢ um difeomorfismo, para vizinhangas U; apropriadas. A demonstragao
termina observando que a aplicacdo definada como ¢ = F~!o A atende
as propriedades necessarias. U

DF—[“OD% O}

ExERrcicio 1.10. Seja M? superficie mergulhada em R? invariante
por rotacao no eixo xs, ou seja, uma superficie de rotagao. Verifique
que a aplicacao ¢ : U — M definida como

p(t, 0)=(r(t)cos(d); r(t)sin(f); h(t))
¢ uma parametrizagao de M?, onde ((t) = (r(t); 0; h(t)) é uma
paramatrizagdo da curva geratriz com as propriedades que [|5']| # 0

e r(t) # 0. Em outras palavras verifique que ¢ é uma imersao e sua
imagem estd contida em M?.

1.2. Variedades

Utilizando a regra da cadeia e a Definicao 1.2 temos o seguinte
exercicio, que ird motivar a definicao de variedades intrinsicamente

definidas.
Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771



1.2 VARIEDADES 7

Exercicio 1.11 (Mudanca de coordenadas). Seja M™ C R™**
subvariedade mergulhada. Considere 2 parametrizacoes ¢; : V; C
R™ — M tal que W := 1(Vi) N @a(Va) # 0. Verifique: p,' o 1]y, é
um difeomorfismo na sua imagem, onde Vi, = 7 (W).

DEFINICAO 1.12. Uma variedade M™ de dimensao m é um espaco
topoldgico Hausdorff com base enumeravel que admite uma estrutura
diferenciavel, i.e., duplas (U,, v¥s) (cartas) tal que para cada «, , U, é
aberto de M e homeomorfismos ¢, : Uy, — 14(U,) C R™ entre abertos,
tais que:

(a) M =UyU,,

(b) ¥ o Yt : Yo (W) — ¢s(W) é um difeomorfismo, quando
U,NUzg =W # 0.

(c) a colegao {(Un,V0}a (atlas) é maxima em relacdo aos itens
acima.

Interessante observar que, para dimensoes baixas, por exemplo me-
nor ou igual a trés, uma variedade s6 pode ter uma estrutura dife-
rencidvel. Porém para dimensoes maiores, a mesma variedade pode
ter estruturas diferencidveis diferentes i.e., se (Uy, %) € (Ug,¢3) s@o
estruturas diferencidveis, entao 125 o ;! pode ser apenas um homeo-
morfismo. Por exemplo esferas S” podem ter mais do que uma estrutura
diferenciavel.

Outra observacao relevante é que toda variedade M™ pode ser vista,
de acordo com Teorema de mergulho de Whitney, como variedade mer-
gulhada em R™"* para um k suficientemente grande (i.e., admite um
mergulho, vide préxima segdo). Mesmo assim, como por vezes as va-
riedades que estudamos carregam estruturais adicionais que nos in-
teressam, pode nao ser conveniente considera-las como subvariedades
mergulhadas em espago Euclidiano, se o prego a pagar for a perda das
estruturas adicionais pela quais temos interesse ou da facilidade de li-
dar com tais estruturas da forma natural com que elas aparecem. Por
exemplo, algumas variedades sao do tipo M = G/N onde G é grupo
fechado de matrizes e N é grupo normal de matrizes de G. Assim M
admite uma estrutura natural de grupo, de fato sao grupos de Lie (vide
préximo capitulo) porém nao admitem representa¢ao matricial ou seja
nao serao visto diretamente como subgrupos de matrizes, tais como no
Exercicio 1.8.

DEFINIGAO 1.13. Sejam duas variedades M e N com atlas {(Uy, ¥4 ) }
e {(Us,5)}. Uma aplicagio F : M — N é achamada uma aplicacio
suave em um ponto p se existe uma vizinhanca U, de p e uma vizi-
nhanga U/B de F(p) tal que a aplicagao 1/;5 o F oy, ! ésuave em 1,(p).
E possivel verificar que tal definicio nao depende da escolha de cartas.
A aplicacao F serd entao chamada suave se for suave para todo p € M.

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



8 DO CALCULO A TEORIA DE VARIEDADES

EXERCICIO 1.14. Sejam M™ e N subvariedades de R™** ¢ R+
respectivamente. Suponha que exista uma aplicacio suave F : R™++ —
R"*! tal que F(M) = N. Verifique que F|y; : M — N é uma aplicacio
suave, no sentido definido acima. Conclua que:

(a) se M é superficie invariante por rotacao (recorde Exercicio 1.7)
entao a rotacao F' = Ry induz um difeomorfimos Fy; : M —
M;

(b) Se M = O(n) o grupo ortogonal (recorde Exercicio 1.8) entao
a aplicacao L, : M — M definida como L,(z) = g - x é suave,
onde g € O(n) é uma matriz fixa.

1.3. Velocidades e derivagoes

Recordemos que se M™ C R™** é uma m-variedade mergulhada e
p:V CR™ —= U C M é uma parametrizacao, entao o subespaco afim
T,M = DpoR™ é chamado de espaco tangente no ponto p.

Exercicio 1.15. Considere 2 parametrizagoes ¢; : V; C R™ — M
de uma variedade mergulhada M™ C R™"* tal que W := (V1) N
p2(Va) # 0.

(a) Verifique que se ¢1(0) = p = p2(0) entao (Dy1)oR™ = (Dps)oR™,
i.e., o espaco tangente esta bem definido ou seja ndao depende
da parametrizacao escolhida.

(b) Verifique que v € T, M se e somente se existe curva av : (—¢, €) —
M com a(0) = p e &/(0) = v, ou seja v é uma velocidade de
uma curva contida em M.

(c) Verifique que se M é pré imagem de valor ¢ de uma submersao
G:U CR™ — RF ie, M = G '(c), entao T,M coincide
com o nucleo de DG em p, ou seja os vetores de T,M sao orto-
gonais a Vg; (i=1---k) onde g; sio as funcoes componentes
de G.

ExEercicio 1.16. Determine T;0(n ), ToO(n ), onde A é qualquer
matriz em Q(n) e I é o a matriz identidade de M™*™(R ).

O Exercicio 1.15 também permite inferir o classico resultado sobre
multiplicadores de Lagrange, um dos primeiros lugares nas disciplinas
de Célculo onde derivada de func¢oes em variedades aparecia.

EXERcicIO 1.17. Sejam M™ C R™** variedade mergulhada e f:
U — R fungao suave, onde M C U. Defina f = f|j; e suponha que f
tem maximo ou minimo local em p € M.

(a) Verifique que V f(p) é perpendicular a T,M ou seja
dfyv =0 Yo € T,M
onde df (p) : T,M — R ¢é aplicacao linear definida como

. d
dfpv ==, - f=dfyv = Ef o a(t)|i=o,
Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771



1.3 VELOCIDADES E DERIVACOES 9

e a:(—€€) — M curva suave com «(0) = p e o/(0) = v.
(b) Conclua em particular que se M = G~1(¢), i.e., é pre imagem
de valor regular entao

Vf(p) = Z AiVgi(p),

onde g; sao as fungoes compomentes de G.

No exercicio acima observe que %f o at)]imo = % f o a(t)]i—o, ou
seja a derivada df, : T,M — R de f : M — R nao depende da extensao
f:UcCR"™ 5 R.

Mudemos agora um pouco nossa abordagem. No lugar de pen-
sarmos em f como uma funcdo dada (dando origem a aplicacao df, :
T,M — R) podemos fixar v, € T,M e considera-lo como operador atu-
ando nas fungoes suaves em M. Em particular a notagao de derivada
direcional v, - f = v, - f destaca este caminho o qual serd seguido para
definir vetores e espacos tangentes em variedades abstratas.

DEFINIGAO 1.18. Seja M variedade e p € M. Considere C*(p) a
dlgebra dos germes de fungoes suaves em p ' O espaco tangente T),M ¢
definido como o espaco das derivagoes lineares em p ou seja o conjunto
das aplicagoes v,: C*(p) — R tais que:

(1) v, - (af +bg) = av, - f + bv, - g (R-lineares);
(2) vp- (fg) = (vp- [)g(p) + f(p)(vy - g) (regra de Leibniz).
para todos f,g € C®(p) e a,b € R.

Seja (U, 1) um sistema de coordenadas onde 1 (-) = (z1(-), ..., za(+))
¢ o sistema de coordenadas da vizinhanga U contendo p. Considere
f = fov! arepresentacao de f € C*°(p) no sistema de coordenadas
1. Chamaremos vetores coordenados as derivagoes lineares:

) _of

EXERcicIo 1.19. Demonstre que {%

%(p)

} é uma base de T, M ¢ em
p

particular dim7,M = dim M. Em particular se v, = Y ., vi% €
“lp

T,M, entao

" ~

of

v, - f = V=2
P 121 Oz ly(p)

SUGESTAO: Apds compor com uma carta reduza o problema a

entender o caso em que M é um aberto de R™ e p = 0. Lembrando

que toda f € C*°(0) pode ser escrita como f(z) = f(0) + > . x;g:(x)

IDizemos que duas funcoes f e g tem o mesmo germe em p se p esta no dominio
das duas e se existe uma vizinhanga de p (comum aos dois dominios) onde f e g
coincidem.

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



10 DO CALCULO A TEORIA DE VARIEDADES

verifique que (Up - > ai%\p) - f = 0 para todo f, onde a; := v, - z;.
Isto provara que os vetores coordenados geram 7, M.

DEFINICAO 1.20. Seja F': M — N uma aplicagao suave e p € M.
A derivada de F' em p ¢ a aplicagao linear dF,,: T,M — Ty, N, tal que
se v € T,M, entdao dF,v é o vetor tangent a F(p) atendendo

dFp(v) - f=wvp- (foF)
para todo f € C®(F(p)).

Observacao 1.21. Vale a pena aqui fixar algumas notacoes que
iremos usar ao longo do texto. Reservaremos D para derivadas de
aplicacoes de espaco Euclidianos (como era usual em Célculo Diferen-
cial) e para a conexao FEuclidiana (vide préximos capitulos) enquanto
d serd reservado para diferenciagao de aplicacao entre variedades, e d
para derivacao exterior de formas (vide proximas segoes).

A definicao acima em particular implica que a regra da cadeia passa
a valer para variedades.

ExXERcicio 1.22. Sejam F : M™ — Mr aplicagao suave, ¢(-) =
(1(-), -, 2m () € () = (41(-), - .., yn(-)) sistema de coordenadas de
M e M em tornos de po € F(po) respectivamente. Verifique que a
representagio matricial de dF},, nas base {a%i moed 8%7_}?:1 é [dﬁw(p)]

onde F =4 oFoy L.
SUGESTAO: Dado h € C*™(F(py)) e definido i como h = h o 4

verifique que dF% -h = (Ej %aiy-) -k
2 g J
A definicao também permite inferir a defini¢ao de vetor tangente a
uma curva. De fato considerando a: (—¢,¢) C R — M como aplicagao
F' temos

d
O{/(O) f = a(f © a)|t207
tal como haviamos encontrado no Exercicio 1.17. Em particular consi-

derando o sistema de coordenadas ¥ e a curva (uy(t), ..., u,(t)) = Yoa,
temos

20 = Y u0) 5

Com as definicoes acima os conceitos de imersao, submersao e di-
feomorfismo, podem ser facilmente generalizados. Neste contexto mais
geral, uma imersao F': M — N é chamada um mergulho se F': M —
f(M) C N é um homeomorfismo, considerando F(M) com a topologia
induzida. Considere variedades P e N com P C N. Diremos que P
é chamada subvariedade imersa de N se a inclusao ¢: P <— N é uma
imersao. Além disto se i: P — N for um mergulho, entao P sera
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1.4 CAMPOS E FIBRADOS VETORIAIS 11

uma variedade mergulhada. Convidamos o leitor ou leitora a comparar
este conceito de variedade mergulhada com o conceito apresentado na
primeira secao.

Terminamos esta se¢ao recordando o teorema do posto, que gene-
raliza os teoremas de submersao e imersao.

TEOREMA 1.23. Seja F : M™™ — N™ aplicacdo suave entre
variedades. Suponha que dF, tem posto m para todo x € M. FEntdo
para todo p € M existe uma vizinhanca Uy de p tal que:

(a) L = F(Uy) € variedade mergulhada,
(b) {F~(c)}eer N Uy sao fibras de uma submersao.

Demonstracao. Compondo a aplicacao F' com sistemas de coordenadas
de M e N podemos supor que F : U C R™" — R™*. Desejamos
demonstrar que existem vizinhangas U; de F(p) e difeomorfismos « :
ﬁO%erB:Ulﬁljltaisque

BoFoa(x,y) = (z,0)

Podemos supor, apés aplicar movimentos rigidos que R™ x {0} =
DFE,(R™™). Observe que D(m o F'), é sobrejetor para x préximo
a p, onde m(z,y) = x. Concluimos assim pelo teorema de submersao
que existe um difeomorfismo « tal que m o F o a(x,y) = x. Conse-
quentemente F o a(z,y) = (x, H(z,y))

Observe que:

D(Foa)p:[ fd 0 1

D,H D,H

Isto e o fato que posto D(F o«a)) = posto DF' = m nos permite concluir
que D,H = 0 ou seja H(x,y) é independente de y. Defina H(z) =
H(z,y). Assim (z, H(z)) = Foa(x,y) = Foa(x,0). Logo Foa(z,0) é
um grafico o que nos mermite concluir, pelo teorema da imersao (apos
reduzir as vizinhangas se necessirio) que existe um difeomorfimos /3
tal que (z,0) = fo Foa(x,0) = fo Foa(x,y) o que termina a
demonstracao. U

ExEercicio 1.24. Sejam H e K dois subgrupos fechados de O(n).
Aceite o fato que todo grupo fechado se torna variedade mergulhadas.
Seja ¢ : K — H um homomorfismo de grupos que é de classe C*.
Prove que d¢ tem posto constante.

1.4. Campos e fibrados vetoriais

Recordemos que um campo F suave em um aberto U C R™ era
uma aplicacio suave F : U — U x R™ definida como F(z) = (z, F(z))
onde F(x) = (fi(x),..., fm(x)) era uma aplicagao suave F : U — R™.
Ou seja uma aplicao do nosso espaco de configuracoes U para o nosso
espaco de fases U x R™ tal que m o ﬁ(a:) =x onde 7w : R"™ x R" —

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino
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R™ era a projegao canonica m(z,v) = z. Visto que nosso espago de
fases era um produto trivial era possivel escreve o campo F em termos
dos campos canénicos & (z) = (z,¢;) da seguinte forma F = > fi€i
Agora inspirados pela discussao da secao anterior, também podemos
identificar os campos canonicos com as derivagoes candnicas e assim
escrever F = > fia%,-'

Desejamos agora generalizar a discussao acima para variedades e
assim precisamos discutir qual objeto desempenhara o papel do espaco
de fases.

DEFINIGAO 1.25 (Fibrado vetorial). Sejam E e M variedades, 7 :
E — M uma submersao e G = GL(n) os autormorfismos de R". Su-
ponha que existe uma cobertura {U,} de M e difeomorfismos ¢, :
U, x R" — 7=1(U,) tais que:
(a) mo pu(p,v) = p para todo (p,v) € U, x R"
(b) se U, NUz # () entao gpgl 0 Ya(p,v) = (p,03,.4(p)v) onde B, 4 :
Us NUg — G ¢ suave
(¢) (¢Ya,Us) é méximo em relagao aos itens acima.

A tripla (F, M, ) (por vezes também denotada por R* — E — M) é
chamada fibrado vetorial de posto n e projecao w. Para cada p € M
o0 espago E, := m!(p) é chamado fibra sobre p e herda naturalmente
uma estrutura de espago vetorial.

EXEMPLO 1.26. Seja M™ variedade.

(a) O fibrado tangente de M é definido como T'M = U, T,M
onde a projegao m : T'M — M é a projecao canonica m(v,) = p.

(b) Fibrado cotangente de M é definido como TM* = U, T,M*
onde T,M* ¢ o espago dual de T),M.

(c) o fibrado normal de M é definido como v(M) = U,cyvp(M)
onde v, M é espago normal a T, M, no caso em que M™ C R™*
é subvariedade do espaco Euclidiano.

DEFINIGAO 1.27. Dado um fibrado vetorial (E, M, ) uma se¢ao é
uma aplicacao £ : M — E tal que mo& = id. Em particular um campo
vetorial F é uma secao de TM. Denotaremos o conjunto (modulo) de
campos vetoriais de M por X(M).

De forma andaloga, uma 1-forma diferencial de uma variedade M™
¢ uma secao de TM* e se M™ C R™** for variedade mergulhada entdo
um campo normal a M é uma segao de v(M).

Dado 2 fibrados vetoriais (E, M, ) e (E, M,7) um homomorfismo
F: E — E ¢ uma aplicagao suave que induz uma aplicagao suave f :
M — M que comuta com as projecoes e que induz um homomorfismo
linear entre E, e Yy, para todo p.

Usando campos invariantes a esquerda (a ser definido no préximo
capitulo) nao é dificil verificar que o fibrado tangente TG de um grupo
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de Lie é de fato isomorfo a G xT,G. Isto porém nao custuma acontecer
com uma variedade geralmente.

ExERcicio 1.28. Prove que o fibrado tangente da esfera S? nao é
trivial, ou seja T'(S?) nao ¢ isomorfo a S? x R?

Também é conveniente rever alguns resultados associados a campos
tais como fluxos e e alguns exercicios classicos.

Dado um aberto U de uma variedade M e F € X(U). Uma curva
a:I— U C M échamada curva integral se o/ (t) = F(a(t)).

TEOREMA 1.29. Dado F € X(U) e p € U existe uma tinica curva
integral o, : I, — U de F' onde I, é o maior intervalo contendo 0 e
ap(0) = p.

Seja Up = {(t,z) € R x U,t € I,}. Defina o fluzo F como ¢ :
Up — U como ¢f (z) = o' (t,x) = a,(t)

TEOREMA 1.30. Seja F € X(U) entio Uy € um conjunto aberto de
R x U contendo {0} x U e o é aplicagio suave. Além disto:
(a) @ ¢ um difeomorfismo,
(b) ofis =@l ol quando eles estiverem bem definidos.

Chamaremos um campo F € X(M) (ou seu fluxo) de completo se
Ur = R x M. Exemplo de campos completos sao campos definido em
variedades compactas. Outro exemplo sao os campos lineares.

ExeEmMpLO 1.31 (Fluxo de campo linear). Dado A € M™(R) a
E.D.O

d(t) = Aalt)
a(0) = p
Tem como solugao a(t) = e'4p onde e = 3> %. Assim sendo o

fluxo de um campo linear F(x) = Az é dado por p(t,z) = e(z). Vale
também observar que a aplicacao

R — GL(n,R)

t o~ et

¢ uma homomorfismo de grupos. Em particular e‘e? = ePed se e

somente se [4, B] = AB — BA = 0.

ExERrcicio 1.32. Seja & = (&, &, &) € R?, e defina A¢ como a

. 0 —& &
matriz & 0 —-& .
=& & 0
Prove que:

(1) A¢(v) =& X v, para todo v € R3.
2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino
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(2) Dada a curva
as: R —  MS(R)
t —  exp(tAe),

fixando t € R, a(¢) é uma rotacao que fixa & e tem velocidade
angular [|€]].

EXERCICIO 1.33. Seja F (x1, 2) = fi(a1, 22) &1 + folz1, 3) &,
onde fi, f> : R? — R sao suaves. Suponha que para €y > 0 temos que
F (€0, 0) =aé) onde a # 0. Seja ¢, o fluxo de F. Verifique que existe
uma Vlzlnhanga Up de (0,0) tal que a aplicacao (b Uy — Ul, definida

por & (t, x2) = ¢y(eo, T2 ) é um difeomorfismo. A aplicacio ¢ costuma
ser chamada retificacao do fluxo.

ExERrcicio 1.34. Considere o campo linear F' em R2, definido como

ﬁ(x) = )\1.’17151 + )\21’252,

o )\1 0 T
Fer = (5 0) ()
(1) Esboce o fluxo para Ay > Ay > 0.
(2) Seja ¢ a retificacdo do fluxo, vide Problema 1.33. Definindo

A(t,s)=det(Do(t, s)) como o elemento de drea, verifique
que

ie.,

d
di [ A(t, 0)] ||=o-

onde Div(F) = ¥, gﬁ para F = Y. fie; € X(Q)

Div F(e, 0) =

Também precisamos rever o conceito de colchete de Lie. Dados 2
campos X,Y € X(M) para variedade M vamos definir o campo

XY f=X (Y )=V (X))
ExErcicio 1.35. Dado aberto Q em R", con81dere campos ﬁ G e
X(9) definidos como F = S firl 3o © G= > i 9i5. ax . Prove que [F,G] =

V},:G VGF, onde Vx F, :== (p, D(F),X).

Uma interpretacao do colchete de Lie é descrita no resultado a
seguir.

LEMA 1.36. Sejam XeY campos de uma variedade M e o e @Y
seus respectivos fluros. Entio [X,Y] = 0 se e somente se o5 o pY =

Y o X

Sps © gpt :

O colchete de Lie também preserva difeomorfismos e mais geral-
mente campos ¢ relacionados.
Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771
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LEMA 1.37. Considere uma aplicagao suave ¢ : M — N e campos
X, € X(M) eY; € X(N) (parai = 1,2) tal queY; ¢ p-relacionado a X;,
ou seja Y; 0 o(-) = dpX;(-). Entio [Y1,Ys] € ¢ relacionado a [X1, X,
ou seja [Y1, V] o p = dp[ Xy, Xs).

Por vezes também é relevante interpretar o colchete de Lie como
uma derivacao de Lie.

LEMA 1.38. Sejam XeY campos de uma variedade M e o e @Y
seus respectivos fluxos.

— d
[X7Y]p = %(Sﬁf)*yhzo

— fim ™Y x ) — Y (p)

t—0 t

1.5. Formas diferenciaveis

Formas diferenciaveis aparecem nas disciplinas de Célculo na teoria
de integracao (sintentizando e unificando varios resultados tais como
teorema de Gauss, Stokes e Green) e também na descrigdo de algumas
EDPs.

Facamos aqui um resumo destes resultados para comodidade do
leitor ou leitora, seguindo de perto o apendice de Alexandrino e Bettiol,
e complementando com resultados de Bott and Tu e Spivak.

1.5.1. Produto wedge e formas. Dado um espaco vetorial V,
lembremos que um (0, k)-tensor T é simplesmente um k-funcional linear
7:Vx---xV = R. O espago dos (0, k) tensores (aqui denotado por
T*(V)) admite um produto tensorial. Dados 7, € T*(V) e 7 € THV)
entdo seu produto tensorial 7, ® 75 € T*+H (V) é definido como

(m@72) (X1, -y Xy Xior, -, Xig) = (X, oo X)) T (X, - -5 X))

onde X; € V. Um tensor 7 € T*(V) é chamado simétrico se ele for
invariante por permutacoes, ou seja

T( X1, 0, Xe) = 7(Xo) Xo2), - Xoy),

para todas permutagoes ¢ no grupo de permutacgoes Si. Um tensor
7 € T*(V) sera chamado anti-simétrico se

T(Xl, Ce ,Xk) = sgn(a) T(Xg(l),Xg(2)7 . ,Xg(k)),

Vo € Gy, onde sgn(o) denota o sinal da permutagao o.
Denotando A*(V') como espaco dos k tensores alternados, podemos
definir a projegao Alty: T*(V) — A*(V) como:

Al () (X1, X)) = 5 Y sgn(0) 7(Xoa), Xo@)s - Xo),

ceSy,
2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino
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e com tal projegao podemos definir o produto wedge (produto cunha).
Dados w € A¥(V) e n € AY(V) o produto wedge w An € A*(V) é:

w AN n = ]Z:_ll' Alt (k+1) (w ® 77)

EXEMPLO 1.39. Sejam Z = (21, 22, 23) € R3, ¢ € R e dx; base dual
da base canonica em R3. Entao podemos construir:

(a) um (0,1) tensor em R3 como w(X) = (X,Z) ou seja w =
(b) um (0,2) tensor em R? como
g1 k2 %3
w(Vi, Vo) = det |vi1 viz2 vi3
U21 V22 U23
ou seja w = zydxy A x3 — 29dxy A dasy + z3dxy A das
(¢) um (0, 3) tensor em R? como
V11 V12 V13
w(Vi, Vo, V3) = cdet |va1 v22 V23
U3l Us2 Uss

ou seja w = cdxy A dxg A das.

De fato segue da observacao e lema a seguir que estes sao todos os
exemplos de (0, k) tensores em R3.

Observagao 1.40. Sewy, . .., wy, € A (V) =T (V) sdo (0, 1)-tensores,
entao

u)l(X1> wl(Xg) cee wl(Xk)
(wl/\. . -/\wk)(X1, X, ,Xk) — dot WQ(:XI> WQ(?X?) T W2(:Xk)
we(X1) wr(Xa) - we(Xk)

PROPOSIGAO 1.41. Para todo w,& € A*(V), n € AY(V), 0 € A™(V)

el eR,

(1) (wWAn)AG=wA(nAD);
(2) W+ An=wAn+EAD;

(3) (Aw) An = AwAn);

4) wAn=(=1)"nAw.
Além disto, se wy,...,w, is a basis of TH(V), entio wy, A -+ A w;,,
1 <y <+ <, <mn, setorna uma base de N"(V'), e assim tem
dimensao ("), onde n = dimV. Em particular A"(V) = R.

DEFINIGAO 1.42. Um (0,k) campo tensorial suave em uma varie-
dade M é uma secao do fibrado tensorial TM* ® --- ® T'M*. Dito de
outra forma, é uma aplicacao 7 que para cada p € M associa um (0, k:)

tensor 7, € T*(T,,M) tal que para qualquer campos vetoriais Xi,... Xs
Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771
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em um aberto U C M, a funcao real T(Xl, ce )Zk) se torna uma funcao
suave em U. De forma similar uma k-forma diferencial em M é uma
secdo do fibrado dos (0, k)-tensores anti-simétricos A*T'M*. Dito de
outra forma, é um (0, k)-campo tensorial w em M que a cada p € M
associa w, € A*(T,M) i.e., um um (0, k)-tensor anti-simétrico de T, M.
De agora em diantes iremos denotar Q¥(M) o conjunto das k-formas
(diferenciais) em M.

Em particular, no Exemplo 1.39 ao trocarmos os vectores Z € R3?
por campos Z € X(R?) e os ntimeros ¢ por fungoes f € C*°(R) teremos
todas as k-formas em R3 ou seja descrevemos QF(R?). Mais geralmente
dada uma variedade M e uma carta (U, ), uma k-forma w € QF(M)
pode ser descrita como
(151) LLJ|U = Z Qi .. i dZL‘il AN dl‘i2 VANRIERIAY dl‘ik,

11 <dg<--<ig
onde a;, . : U — R sao fungoes suaves e dxi(%) = 0;.

Dado um (0, k)-tensor 7 em uma variedade N e uma aplicac¢do suave
F: M — N, entre variedades, o pull-back de T por F é o (0, k)-tensor
F*1 em M definido por
(1.5.2) (F'7)p(X1,..., Xp) == Tpp (dF, Xy, ..., dF,Xy), X; € T,N.
Observa-se que o pull-back de k-formas por F' induz um homomorfismo
F*: QF(N) — QF(M).

ExEeRrcicio 1.43. Seja A € M™™(R). Prove que se w é (0,m)-
tensor alternado em R™, entao

w(Avy, Avg, ..., Avy) = det (A)w (v, va, ...\ V).
Conclua que se ¢ : Uy C R™ — U; C R™ é uma aplicagao suave e w
é uma m-forma fdxz; Adxy A ... dz,_1 A dax,, entao

¢'w = foo det(do)dry A dag A ... dxpy_1 A day,.

EXERcicIO 1.44.
(1) Sejam « : I € R — R™ uma curva parametrizada e F (-) =
(F,-). Verifique que o* F' = (F (a(t)), &/(t)) dt
(2) Sejam
P:Q Cc R — R3
(1, p2) — <¢’1(M17M2)7 (i, pi2) ¢3(u1,m))

um mergulhoew = f;daxg Ades — fodry Ades+ fzdry Adag,
ie.,
i 2 f3
igdry A dzo A dag(Vi,Va) = w(Vi, Vo) = det |vi1 vi2 i3],
V21 U292 V23
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onde cada f; : R® — R ¢ suave. Verifique que

0
W= (F v, 5 % I8 ) dind

onde F = Z?:Lfi 5o

1.5.2. Derivada exterior. Lembremos que quando tinhamos uma
O-forma f (ou seja uma funcao) por meio da diferencia¢ao podiamos ob-
ter uma 1-forma df. A derivada exterior é um operador d: QF(M) —
QFFL(M), que generaliza a diferenciacao das O-formas e é explicita-
mente definida da sequinte maneira.

Dado uma k-forma w e k 4+ 1 campos suaves XO, e ,Xk € X(M)
temos:

k
(15.3) dw(Xo,...,Xp) =D (1) X;(w(Xo,.... X;,..., X))
=0
+ 3 (-1 w (X5, X5, Xo, - Xy XL X,

1<j
onde X; denota a omissao daquele elemento Xj.

PROPOSIGAO 1.45. (a) Se f € Q°(M), entio df € Q' (M) € a
diferencial da fungao f € C*(M), i.e.,

dfp B Z ox; p
i=1 *

(b) A composicao QF(M) N QFFL(M) N QFF2(M) € identica-
mente nula, i.e. d®> = 0;

(c) dlw An) =dwAn+ (—1)Yw Adn, para todos w € (M) e
n € QFI(M).

(d) F*od=do F*, onde F': M — N ¢ aplicagio suave.

dZL’Z’.

A derivagao externa é o unico operado linear atendendo os itens

(a), (b) e (c).

Dado uma carta (U, ) podemos diferenciar a forma w expressa em
Eq. (1.5.1) em coordenadas locais como:

(154) dW|U = Z dail ..... ik VAN dZL’Z’l AN d[L‘iZ VANIERIVAN d[L‘lk

11 <ta<-<ip

EXERCICIO 1.46. Sejam F € X(R%) e F(-) = (F, -). Prove que
(1) d(ipday A dzy A dag) = div Fdzy Adzy A das.

(2) dF dl’l A\ dl'g A d.ﬁL’g

TotF
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EXERCICIO 1.47. Sejam E(t-) = S0 Ei(t, )52 e B(t,) =
Z?Zl Bi(t, -) % e F uma 2-forma em R* definida como

0 E, By
- 0 —DBs

F([taxth)x?)]? ['E? ‘%17572;‘%3]) - |:t7 1, To, $3j| —E2 B3 0 _‘B1

Es —-By, DB
(a) Descreva F' em termos de dt e dz;;
: _ dB  _ >
(b) Verlﬁgue que dFF = 0 se e somente se %> = —V x E e
div(B) = 0;
. _J 1 se w = 0;
(c) seja € =9 _j o n=123.
e considere o operador linear * Q?(R*) — Q2?(R*) definido

como
*dv, Ndx, = ¢,6,dx, A dr,,

onde (u, v, p, o) é uma permutacao par de (0,1,2,3) e

dt = dzg. Verifique que d * F' = 0 se e somente se ‘fi—? =

V x Bediv(E) = 0.

1.5.3. Integracao e teorema de Stokes. Sejaw = fdx; Aday A
-+ A dz,, uma n-forma com suporte compacto em R". Defina

/w::/fdxl...dxn.
U U

Se F': V — U é um difeomorfismo entre dois abertos de R™ que preserva
orientacao (i.e, tal que det DF' > 0), entao por mudanga de varidveis
temos:

(1.5.5) /Uw:/VF*w.

Como veremos a seguir esta equacao sera peca fundamental para inte-
gragao em variedades orientaveis. Uma variedade M™ é orientdvel se
ela admite uma n-forma w € Q" (M) (por vezes denotada por [M]) que
nunca se anula. Neste caso dizemos que M é orientada pela escolha de
w.

PROPOSICAO 1.48. Uma variedade M € orientdvel se e somente se
M admite um atlas coerentemente orientdvel {(U,,v4)}, i€, tal que
det d(1q 0 905") > 0.

Vamos agora definir integragdo de n-formas com pequeno suporte
em variedade orientavel M™. Seja {(Ua,,1,)} um atlas coerente de M
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e w uma n-forma com suporte compacto contido em U,. Podemos

entao definir:
/ w::/ (V) *w.
o Y(Ua)

Observe que se consideramos outra carta (Ug,1g) e acontecer que o
suporte w esteja contido em Ug N U,, entao obtemos o mesmo nimero.
Isto segue da Eq. (1.5.5), da Proposigao 1.48 e do fato que (gotp;!)* =
(a')" o v
Afim definir a integracao de uma n-forma com suporte compacto
(mas nao necessariamente com suporte pequeno) necessitamos recordar
a definiao de particao da unidade.
Uma parti¢io da unidade em M é uma colegao de fungoes { fo: M —
[0,1]} tal que:
(1) {suppf,} é recobrimento localmente finito M;
(2) >, falz) =1 para todo z € M.

Dada uma variedade M (orientével ou nao), qualquer cobertura {U,}
de M admite uma particao da unidade subordinada, i.e., uma particao
que atende supp f, C U,.

Dado uma forma com suporte w considere K = suppw e uma co-
bertura finita de K por vizinhangas coordenadas U,. Considere {f,}
uma particdo da unidade subordinada {U,}. Observe que f,w tem
suporte compacto contido em U, e defina

E possivel mostrar que esta definicao nao depende da cobertura ou
da particao da unidade. Também nota-se aqui que o fato de K ser
compacto foi importante, e.,g garante que a soma acima é finita.

Uma vez definida a integracao de n-formas com suporte compacto
podemos generalizar (1.5.5).

PROPOSIGAO 1.49. Sejam M™ e N™ varieadades orientdveis F: M —
N um difeomorfismo que preserva orienta¢ao e w € uma n-forma com
suporte compacto em N. Entao

/w:/ Fw.
N M

Afim de enunciar o teorema de Stokes, precisamos ainda recordar o
conceito de variedades com bordo.

Uma variedade suave com bordo M™ é um espaco topoldgico Haus-
dorff com base enumerdvel com atlas suave (maximal) {(U,,1,)} for-
mado por conjuntos abertos U, que sao homeomorfos ou ao semi-espago
superior H" = {(z1,...,2,),z, > 0} ou a R". O bordo M ¢ o sub-
conjunto de M tal que as parametrizagoes levam 0H" em M. O bordo
em particular herda uma estrutura de subvariedade. Importante aqui
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perceber que quando lidamos com as mudangas ¢z o' : U C H" —
V C H" devemos pensar em difeomorfismo que admite extensao para
aberto em R".

Uma forma de construir subvariedades com bordo ¢ dada pelo teo-
rema a seguir.

TEOREMA 1.50. Seja M™ wariedade (sem bordo) e g : M — R
aplicagdo suave com 0 € g(M) sendo wvalor regular. Entdo N =
g0, 00) € variedade com bordo, sendo que ON = g~*(0).

Considere o semi-plano superior H” em R™ com orientacao dada
por dzy A...Adz,. A orientacdo induzida no bordo OH" = {z,, = 0} é
(=D)"dxiA. . Adzy_q. E possivel demonstrar que se F : H* — H" é um
difeomorfismo que preserva orientacdo (ou seja se extende localmente
para difeomorfismos locais em R" e tem det dF' > 0) entao sua restri¢ad
Flogn — OH"™ também preserva orientacdo (i.e., det d(F]aHn) > 0).
Esta observacao em particular permite concluir que uma varieade com
bordo com atlas coerente tem uma orientacao naturalmente induzida
em seu bordo. Em particular se ¢ é carta deste atlas entao [0M]||sy =
Y*[OH"] onde U C M é aberto contendo pontos do bordo.

Podemos entao enunciar o teorema de Stokes a seguir.

TEOREMA 1.51. Seja w uma (n — 1)-forma com suporte compacto
em uma variedade orientavel M™, e considere OM com a orienta¢do

induzida. Entao
/ dw = / w.
M M

Em particular se M for orientdvel compacta sem bordo entao fM dw =0

Vw e Q" Y(M).

Demonstracao. Consideremos primeiro que o suporte de w é pequeno
ou seja estd completamente contido na vizinhanca U, de uma carta,
onde U, = H" ou U, = R" e provemos o teorema para esta situacao.
Por motivos didaticos vamos explicitar a prova deste caso para n = 2,
deixando para o leitor completar os detalhes para o caso n > 2. Ou
seja consideramos w = hjdxy+ hodxs € assim dw = (g—fj - g—g)dml Adzsy

Caso 1: U, = R?. Neste caso, como nao temos bordo, desejamos
demonstrar que fRQ dw = 0. Vamos supor que o suporte esta contido em
la1, as] % [by, by]. Concluimos pelo teorema de Fubinni e pelo teorema
fundamental que:
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12 Ohy Ol
/R2 dw = /b1 \/al (8_{131 — 0—$2>d9§'1d$2
bo ag az b2
= / / %dmldxg — / / %dﬂfzdiﬁ
by ar 8.1']_ ay b1 axQ

bo a
= / ho(as, x2) — ho(ay, x2)dxy — / hy(x1,b2) — hq(x1, by)day

b1 ay

= 0.

Caso 2: U, = H2. Neste caso teremos que lidar com o bordo
e devemos supor que o suporte de w estd contida em [ay, as] X [0, by].
Novamente o teorema de Fubinni e teorema fundamental garantem que:

b a
2 (%2 0Ohy Oy
dw = 22 MY dg,d
/]1.112 w /0 /a1 (3$1 8&32) 14T
bo as h a2 b h
= / Qdmldl’g —/ / bdl‘zdl'l

0 ay (9]:1 ay 0 a’tg

b

= / h2(a27$2) - hz(a1,$2)d$2 —/ h1<x17 bz) - hl(l“lao)d%

0 al

az
= / hl(xl,())dxl = / W
a1 OH?2

Caso geral: Vamos agora supor que o suporte de w nao esta con-
tido em uma vizinhanca U, de um sistema de coordenada. Porém é
facil verificar que o suporte de f,w estd contido no interior de U,.
Temos entao pelos casos descritos acima que

/Md(faw) = /a d(faw) = . faw = - faw

A equacao acima permite concluir que:

[ - /Md@m-z&;/Md(m
N ; aMfaw:/mw;faw:/z)Mw.

g

ExXERcicIo 1.52. Seja S superficie mergulhada orientdvel em R? e
i 0 vetor unitdrio normal a S dando sua orientacao. Seja I : S — R3 a
inclusao e considere A o elemento de area de S ou seja, A é a 2-forma
definida como A := I*(izdzy A dazg A das). Mostre que: (F, i) A =
I*(’Lﬁdl’l A dl‘g VAN dl’g)
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EXERcicIO 1.53. Sejam M3 uma variedade orientdvel com bordo
emR3e [ = 2?21 fi % campo com suporte compacto. Prove que

/div(ﬁ)da:l/\dxg/\dx?,:/ <ﬁ,ﬁ>A,
M

oM

onde 17 é unitario, ortogonal a dM apontando para fora, e OM tem
orientacao induzida.

ExXERcicio 1.54. Seja S C R3 uma superficie mergulhada ori-
entavel com bordo. Entao

[ rot(Fy ity A= [ (F)L

S a5

onde F = Z?Zl fi 6%2_ é campo com suporte compacto, o bordo 0.5
tem orientacgao induzida, A é o elemento de area e L é o elemento de
comprimento de 0.5, ou seja a 1-forma volume de 35S dual ao vetor ¢
que d4a a orientacao de 0S.

Terminamos esta secao sobre formas com os dois exercicios que
destacam como formas podem ser usadas como invariante topoldgicos,
i.e., para identificar espagos que nao podem ser difeomorfos um ao
outro.

ExErcicio 1.55. Considere a 1-forma w € Q'(R? —{0,0}) definida
como w := @( —ydx + xdy).
(a) verifique que w é fechada, ou seja dw = 0,
(b) verifique que f51 w =2,
(c) conclua que w nao é exata, ou seja nao existe 1 tal que dn = w.

ExEercicio 1.56 (**Lema de Poincaré ). Dado um aberto U C R™
denotamos H*(U) o grupo de cohomologia de de Rham, i.e., o conjunto
das k-formas fechadas em U (i.e, dw = 0 onde w ¢ k-forma em U )
quociente pelas formas exatas (i.e., w = dn onde n é k — 1 forma).

(1) Sejam
s:R" — R"” x R
r — (x,0)

T:R* xR — R"
(x,t) — =z
Prove que se 7 o s* : H¥(R"*1) — HF(R"*1) é um isomor-
fismo entdo s* : H*(R"™!) — H*(R") é um isomorfismo.

(2) Toda forma em R™ x R pode ser vista como combinagao de 2
tipos de formas:
(D) ¢ f(x, t)
(II) 7¢ f(z, t)dt,
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onde ¢ ¢ forma em R™. Seja K : QF(R" x R) — QF1(R")
operador linear definido da seguinte maneira:

(D) K(z*¢ f(z, 1)) =0

() K(r¢ f(x, 1)) = 7¢ [y f(x,s)ds

Prove que 1 — 7*s* = (—=1)*1dK — Kd.

(3) Conclua que

0 se k>0;
H*R") =
R se k =0.
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CAPITULO 2

Variedades Riemannianas

Neste capitulo apresentamos a definicao de variedades Riemanni-
anas e alguns exemplos. Dentre estes exemplos discutiremos rapida-
mente os grupos de Lie compactos com métricas bi-invariantes e os
espacos de drbitas M /G no caso em que G é um subgrupo fechado de
isometrias da variedade Riemanniana M, agindo livremente em M.

2.1. Métricas Riemannianas

DEFINIGAO 2.1. Uma métrica (Riemanniana) de uma variedade
M ¢é uma secao suave do fibrado dos 2-tensores simétricos positivos
definidos em T'(M). Em outras palavras é uma aplicagdo que associa
a cada ponto p da variedade M um produto interno g, de 7, M tal que

gij = g(%, %) é suave. Uma variedade M com uma métrica g é
i J

chamada entao de variedade Riemanniana.

Segue da definicao acima que uma métrica g pode ser descrita em
coordenada da seguinte forma:

g = Z gi,jdmi X dl’j
i,J
PROPOSICAO 2.2. Toda variedade M admite métrica Riemanniana.

Demonstragdo. Seja {Uy, 1, } um atlas de M. Seja g” métrica Euclidi-
ana e defina g, := ¢*g". Por fim seja {h,} uma particio da unidade
subordinada a {U,} e defina g := " haga. O

Observacao 2.3. Raciocinio analogo garante que nao somente T'M
mas qualquer fibrado vetorial admite métrica nas fibras.

Observagao 2.4. O resultado acima (sem acréscimo de novas hipdteses)
nao ¢ valido para outras estruturas geométricas. Por exemplo, nem
toda variedade admite uma métrica de Lorenz. Em particular uma su-
perficie admite métrica de Lorenz se e somente se a sua caracteristica
de Euler for zero. Também nem toda variedade (dimensao par) admite
estrutura simplética, ou seja uma 2-forma fechada nao degenerada.

Tendo a definigao de métrica, podemos definir imersoes isométricas
e isometrias como se segue. Sejam (M, g™) e (N,g") variedades Ri-
emannianas. Entdo uma imersao F : (M,gM) — (N,gV) é cha-
mada imersdo isométrica se gM = F*g™. Segue da definicao que uma
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imersao F : M — (N,g") torna-se uma imersao isometrica se defini-
mos a métrica de M como gM := F*g". Tal métrica serd chamada
métrica induzida (canonica). Além disto, um difeomorfismo (local)
F:(M,g") — (N,g") é chamado isometria (local) se for uma imersao
isométrica.

As definig¢oes acima nos levam a considerar os exemplos de métricas
induzidas em variedades mergulhadas ou imersas em espagos Euclidia-
nos.

EXEMPLO 2.5. Seja M C R™ uma variedade mergulhada. Entao
(M, gM) é variedade Riemanniana com a métrica induzida g™ := i*g,
onde ¢ : M — R"™ é a inclusao e gy ¢ a métrica Euclidiana. Em
particular se M for a esfera S"~! estd serd a métrica canonica da esfera.

EXERcicio 2.6. Seja M? superficie mergulhada em R? invariante
por rotacdo no eixo x*, ou seja, uma superficie de rotacao. Seja g
a métrica induzida em M do espago Euclidiano, i.e., g = *gy onde
go ¢ a métrica Euclidiana e i : M — R? é a inclusao. Considere a
parametrizacao ¢ : {2 — M definida como

p(t, 0) = (r(t)cos(); r(t)sin(0); h(t))
onde B(t) = (r(t); 0; h(t)) é paramatrizacdo por comprimento de
arco da curva geratriz, i.e., r(t) # 0 e ||f'|| = 1. Verifique que a
primeira forma é *g® = dt* + r?(t)do>.

Observagao 2.7. Segue do teorema de Nash que qualquer variedade
Riemanniana M pode ser isométricamente mergulhada em algum R™.

Um outro exemplo simples de variedades Riemannianas é o exemplo
de variedade produto com métrica produto.

EXEMPLO 2.8. Sejam (M, g™) e (N, g") variedades Riemannianas.
Entao a variedade produto M x N pode ser dotada da métrica

gl N (VW) = gl (Vi, Wh) + gl (Va, Wa)

a qual serd chamada de métrica produto.

EXERcIcIO 2.9. Sejam g; e dr? métricas canonicas de S* 1 e [ =
(0,00). Defina em S"' x I a metrica g(m, = r2g1 + dr?.
(a) A métrica g é métrica produto?
(b) Mostre (S"1 x I, g) é isométrico a (R™ — 0, gg) e que (S" ! x
I, g1 x dr?) é isométrico ao cilindro {x € R"™ |z + ... 22 =
L,exy > 0}.

SUGESTAO: Consulte Gallot, Hulin, Lafontaine (Segao 2.A, pdgina
58,59).
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Completando a nossa lista de primeiros exemplos de variedades Ri-
emannianas temos o exemplo do espago hiperpdlico e seus diversos
modelos.

ExEercicio 2.10. Considere H? o modelo hiperbélico do semi-plano
. . 2 o . ’ . _ 1 2 2
superior, ou seja H? := {x +iy|y > 0} com métrica g = y—g(dx +dy?).
Considere o difeomorphismo F": H? — H? definido como F (z) = %+
onde ad —bc =1 e a,b,c,d € R. Prove que F' é uma isometria.

SUGESTAO: Passo 1: verifique (usando ad—bc = 1) que Im(F'(2)) =

|CI;n+(Z?2. Passo 2: lembre que, por variavel complexa, % (Foa) =
4B (a(t))a/(t) para t — a(t) = x(t) +iy(t). Passo 3: Visto que

ad — bc = 1, verifique (usando varidvel complexa) que ‘2—5 = (Cz}r IR

Passo 4: Utilizando os passos anteriores conclua que:
& (a(t))]
Im(F(a(t)))
/()] Jealt) +d?
lca(t) + d> Tm(a(t))

= lld’@®]:

IDFo'(1)]]

ExERcicio 2.11 (*). Neste problema iremos ver as diferentes re-
presentacoes do espago hiperbdlico.

(a) O espago de Minkowski é definido como R™*! com a forma
quadratica (z,z) = —zf+ 27+ - -+22. Considere H"™ a sub-
variedade de R™™! definida como: H" := {z € R"™|(x,z) =
—1,29 > 0}. Verifique que a forma quadratica —dz2 + da? +
-+ + dz? restrita a H" é uma métrica Riemanniana g.

(b) Seja f a pseudo-inversao com polo s = (—1,0,--- ,0) definida
por f(z)=s— %, onde (-,-) é a forma quadratica defi-
nida no Item (a). Para X = (0, Xy,...,X,) no plano xy = 0
denote |X|* = (X, X) = Y7 X7?. Mostre que f ¢ difeo-
morfismo de H" no disco unitario {x € R",|z| < 1} e que

—1\* n dazf
g=T9=4 1 aare

(c) Seja h a inversido no R™ definida como h(z) := s 4+ 22=3)

|lz—s|? >

com

polo s = (—1,0,...,0). Mostre que h é um difeomorfismo do

. s . x n dx?
disco unitério no semi-espago 1 > 0 e que h*gy = >\, e

Obtemos assim duas variedades Riemannianas que sao isométricas a
(H", g), a primeira é chamada disco de Poincaré (Item (b)) e a segunda
semi-espaco de Poincaré (Item (c)).

SUGESTAO: Consulte e.g. Gallot, Hulin, Lafontaine (Segao 2.A,
pagina 56,57) e Carmo (Capitulo 8, pagina 196,197).
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O conceito de métrica nos permite introduzir de forma natural con-
ceitos como comprimento de curva, distancia e volume.

Seja « : [a,b] — (M, g) uma curva C! por partes. O comprimento
da curva de « é definido como

L(a) :Z/t el (0, o ()dt

A distancia entre 2 pontos q e ¢ de M é definida como

d(p,q) = inf L«

(a) = inf L)
onde €2, , é o conjunto das curvas C'' por partes « : [0,1] — M com
a(0) = p e a(l) = q. E possivel mostrar que d : M x M — R é
uma funcao continua e de fato uma funcao distancia. Temos assim que
(M,d) é um espago métrico.

ExEercicio 2.12. Considere um difeomorfismo F : (M, g) — (M, g)
de uma variedade Riemanniana (M, g). Prove que se F*g = g (i.e, se ele
6 uma isometria) entao F' preserva distancia, ou seja d(F(z), F(y)) =
d(x,y) para todo =,y € M.

ExEercicio 2.13. Sejam (M™, g) variedade Riemanniana orientada
e w a m-forma volume (i.e, a inica m-forma tal que w(ey, ..., ey), =
1 para qualquer referencial ortonormal {e;} de T,M coerente com a
orientagao de T,M). Mostre que em coordenadas w = y/det(g; ;) dzq A
... AN dxy,.

SUGESTAO: Considere e; = . bija%j' Note que (b;;)" (gi;)(bij) =

Id. Assim det(b;;) = ﬁ. Por outro lado se w = cdx; A ... Adx,
e gij
temos 1 = w(ey,...,e,) = cdet(b;;). Podemos entdo concluir que

Cc = \/det(gij).

2.2. Grupos de Lie

Iniciemos apresentando algumas defini¢oes e propriedades gerais de
grupos de Lie.

DEFINICAO 2.14. Uma variedade G é chamada grupo de Lie se G
é um grupo e as operagoes
GxG>(zy) — zyed
Gozx — z'ed
sao suaves
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Observe que a definicao acima equivale a dizer que G é um grupo
e a operacio G x G 3 (z,y) — 2y~ € G é suave.

Exemplos de grupos de Lie sao (R™, +), (S*,:), T" = St x --- x S*
e os grupos de matrizes GL(n, K), SL(n, K) (onde K =R ou K = C)
e os grupos de matrizes O(n), SO(n), U(n) e SU(n).

DEFINIGAO 2.15. Um subgrupo H de G é um um subgrupo de Lie
se H é variedade imersa (sem auto-intersecoes) e H x H > (x,y) —
xy~! € H é suave.

Um dos primeiros resultados da teoria de grupos de Lie nos fornece
uma ferramenta 1til para obter exemplos de grupos e subgrupos de Lie.

TEOREMA 2.16. Seja G um grupo de Lie e H um subgrupo fechado.
Entao H € um sugrupo de Lie de G mergulhado.

ExERrcicio 2.17. Mostre que GL(n,R), GL(n,C), SL(n,R) , SL(n, C),
O(n) e U(n) s@o grupos de Lie.

SUGESTAO: Mostre diretamente que GL(n,R) e GL(n,C) sdo gru-
pos de Lie. Depois mostre que SL(nR) , O(n), SL(n,C), e U(n) sao
subgrupos fechados de GL(n,R) e GL(n,C) e use o resultado acima.

Recordemos agora que a cada grupo de Lie existe uma algebra de
Lie associada. Um campo X é chamado campo invariante a esquerda
se X =dL,X onde L, : G > a — ga € G é a multiplicagao a esquerda.
E possivel mostrar que tais campos de fato sao suaves. Segue da de-
finicdo que um campo invariante a esquerda é determinado por seu
valor no espago tangente 7.G, i.e., X(g) = dL,X (e). Assim chegamos
a conclusao que o modulo dos campos invariantes a esquerda, denotado
aqui por g, é um espaco vetorial com a dimensao do grupo de Lie G.
Também é possivel mostrar que g é fechado pelo colchete de campos
de vetores, ou seja o colchete de 2 campos invariantes a esquerda é um
campo invariante a esquerda.

DEFINIGAO 2.18. Seja g o modulo dos campos invariantes a es-
querda do grupo de Lie G. Entao g dotado do colchete de campos é
uma algebra de Lie chamada algebra de Lie do grupo de Lie G.

Observagao 2.19. Como X(g) = dL,X(e) frequentemente estare-
mos identificando o campo X com o vetor X(e) € T.G. Também
podemos dotar T,G' com o produto de Lie [Vi, V5] := [X;, X;3]e onde
Xi(g) = dL,V; e provar que T,G com tal produto de Lie é isomorfo
(admite uma bijegao linear que preserva produto de Lie) a g com o
colchete de campos.

Um outro conceito relevante em grupos de Lie é o da exponencial
de Lie. Seja X € g. Entao é possivel mostrar que existe uma tunica
linha integral Ax : R — G do campo X. Ou seja Ny (t) = X(Ax(t)) e
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Ax(0) = e. A ezponencial de Lie é definida entdo como
exp(X) = Ax(1),
A seguir algumas propriedades da aplicagao exponencial de Lie.
(1) exp(tX) = Ax(t)
(2) exp(—tX) = (exp(tX))~"
(3) exp(tX + sX) = exp(tX) exp(sX)
(4) exp : T.G — G é suave e d(exp)o = id
Como podemos perceber tais propriedades sao as mesmas da aplicacao

exponencial de matrizes. De fato quando G é um grupo de matrizes
estas 2 exponenciais coincidem.

ExEercicio 2.20. Seja G é um subgrupo de Lie de GL(n,R). Mos-
tre que a aplicacao exponencial de G coincide com a exponencial de
matrizes.

SUGESTAO: Defina ¢(t) := exp(tX). Usando o fato que ¢ é um
homomorfismo de Lie a l-parametro (ou seja (s +t) = ¢(s)p(t)),
conclua que ¢ é solugdo da E.D.O, ¢'(t) = ¢'(0)p(t) com (0) = Id.
O resultado segue entao da teoria de E.D.O.

Aceitando algumas propriedades da aplicacao exponencial e a re-
presentacao adjunta, podemos determinar explicitamente a algebra de
Lie de grupos de Lie matriciais.

ExEeRrcicio 2.21. Sejam G subgrupo de Lie de GL(n,R) e X, Y € g.
Verifique:
(1) dL,X = gX e dR,X = Xg.
(2) Ad(g)Y = g(gexp(tY)g")l—o = g¥g "
(3) Usando (sem demonstrar) o fato que £Ad(exp(tX))Y|i—o =
[X, Y] mostre que [X,Y] = XY — Y X (comutador de matri-
zes).

Tambem é conveniente destacar o proximo resultado sobre quoci-
ente entre grupos de Lie que sera ttil no estudo de érbitas de acoes
isométricas.

TEOREMA 2.22. Seja H um subgrupo fechado de um grupo de Lie
G. FEntio G/H admite uma tnica estrutura diferencidvel tal que m :
G — G/H € aplicagcao suave. Além disto se H é normal G/H € grupo
de Lie e m € um homomorfismo de Lie, i.e., um homomorfismo suave
entre grupos de Lie.

Observagao 2.23. Para que G/H seja um grupo de Lie é necessario
que H seja normal. Veremos por exemplo que SO(3)/S0O(2) é difeo-
morfo a esfera S?, a qual nao admite estrutura de grupos de Lie, haja
vista que seu fibrado normal nao ¢ trivial. O quociente de um grupo de
Lie matricial por um grupo normal pode resultar em um grupo de Lie
nao matricial, i.e., que nao admite uma representacao injetora matricial
(vide detalhes em Carter, Segal e Macdonald).
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Por fim vamos considerar algumas métricas nos grupos de Lie.

Seja R, : G 2 x — xg € G a miltiplicagao a direita. Uma métrica
g em um grupo de Lie G é invariante a direita (respectivamente inva-
riante a esquerda) se R, (respectivamente L,) é isometria da métrica
g para todo elemento g do grupo. Note que todo grupo de Lie admite
uma métrica invariante a direita. De fato uma tal métrica pode ser
definida como

gn(V, W) := (D(Ry)"'V, D(Ry,)"'W)

onde (-,-) é um produto internto qualquer em 7,G. De forma analoga,
pode-se demonstrar que existe uma n-forma invariante a direita, ou
seja Ryw = w. Nem todo grupo amite uma métrica que seja invariante
a direita e a esquerda ao mesmo tempo (e.g., SL(2,R)). Mostramos a
seguir que, quando o grupo G é compacto, tal métrica existe.

PROPOSICAO 2.24. Seja G um grupo de Lie compacto. Entao G
admite uma métrica bi-invariante, i.e., invariante a esquerda e direita.

Demonstracao. Seja w uma forma volume invariante a direita em G e
(-,-) uma métrica invariante a direita qualquer.
Defina para todo X,Y € T,G,

< XY >x—/<dLgX, dL,Y) juw.
G
Primeiro afirmarmos que < -,- > é invariante a esquerda. De fato,

< dLhX, dLhY >hz = /(dLg(dLhX), dLg(dLhY»g(]w)w
G

(2.2.1) = / (ALgn X, dLgnY ) (gnystw
G

Fixe X|Y € T, G e defina f(g) = (dL,X,dL,Y),,. Entao

/(dLghX dLghY (gh) xw /f gh
G

- | Rt
(2.2.2) /fw

- / (AL, X, dL,Y )
G
= <X\Y >,.

Das equagoes (2.2.1) e (2.2.2), segue que < -,- > ¢ invariante a es-
querda.
Verificamos agora que < -,- > € invariante a direita.

< dRhX, dRhY >xh = /(dLg(dRhX), dLg(dRhY»g(xh) w
G
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_ /G (dRyAL, X, dRAdL,Y ) oy w

= / (dLyX,dL,Y ) ge w
G
- <X, Y>,. O

2.3. Acoes Isométricas

Nesta subsecao estamos interassados em considerar variedades que
surgem como espaco de 6rbitas M/G, onde G é um subgrupos fechado
de isometrias de M, bem como apresentar métricas naturais nestes
espagos, vide Proposition 2.36.

Iniciemos apresentando algumas defini¢oes e resultados mais gerais
sobre acoes préprias.

Sejam G um grupo de Lie, M uma variedade. Uma aplicagao p :
G x M — M é chamada acdo a esquerda se

(a) n(g1, p(g2, ) = (9192, )

(b) u(e,x) = z.
Vale aqui definicao andloga para acao a direita. Por vezes, pode ser
conveniente denotar j(g, x) simplesmente por g - .

Um exemplo simples de uma agao (a esquerda) observado nos pri-
meiros semestres de graduacao é dado por um grupo fechado G C
GL(n) agindo em M = R™ via multiplicacdo matricial. Em outras
palavras consideremos p : G x R — R™ onde u(g,v) = gv. Outro
exemplo comum sao as agoes dada por fluxos de campos completos.
Em outras palavras considere um campo X € X(M) em uma varie-
dade M e suponha que seu fluxo ¢; esteja definido para todo tempo
t. Entao podemos definir i : R x M — M como pu(t,z) = ¢¢(x). Em
particular neste ultimo exemplo a linha integral do campo passando
por x é um exemplo da assim chamada érbita por x.

Uma orbita passando por x é definida como sendo o conjunto

G(x) == {ulg,2)|Vg € G}.
As drbitas particionam o espaco, sendo que o conjunto das orbitas
é chamado espaco de orbitas e é denotado por:

M/G ={G(z),Vx € M}.

Outro conceito relevante é a definicao de grupos de isotropia G, de
um ponto x.

Go = {glplg, v) = x}.
EXEMPLO 2.25.
(a) Sejam G = SO(3), M = R? e agao matricial p : SO(3) x
R3 ie., u(g,v) = gv. Entdao se z # (0,0,0) temos que a
érbita G(z) é esfera de raio ||z|| e a isotropia associada a x é
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G, = SO(2). Caso z = (0,0,0) entao G(z) = {(0,0,0)} e a
isotropia G(o,0,0) = SO(3). Note também que neste exemplo
M/G =10, 00)

(b) Seja M? superficie mergulhada em R? invariante por rotacao
no eixo x3, ou seja, uma superficie de rotagao. Entao a rotagao
induz uma acao S' x M — M sendo que a curva geratriz
(ou o refletido dela de acordo com a definigao usada de curva
geratriz) se torna o espaco de orbitas M/G. As orbitas s@o os
circulos ou “paralelos”da superficie de revolucao. A isotropia
para todo ponto que nao é um “polo”i.e., que nao esta no eixo
x3 é trivial.

(c) Sejam G = S' x R, M = R? e considere a agdo matricial de G
em M. Neste caso as érbitas sdo ou cilindros (se z # (0,0,0))
ou o eixo z3 (se = (0,0,0)) sendo que as isotropias nestes
casos sao ou triviais ou o S! respectivamente. O espaco de
orbitas entao é o semi-plano M/G = {(x1, 2, x3), 21 = 0,29 >

0}.

Observe que nos exemplos acima as orbitas sempre sao subvarieda-
des mergulhadas. Esta é uma das propriedades interessantes da assim
chamada acao propria, a qual generaliza acao de grupos compactos.

DEFINIGAO 2.26 (Acao prépria). Uma acao p: Gx M — M é uma
agao propria se a aplicagdo G X M 3 (g,z) — (u(g,x),x) € M x M é
prépria, ou seja se a pré-imagem de conjuntos compactos é compacto.
E possivel mostrar que uma acao é propria se e somente se para toda
sequéncia {z, } em M e u(g,,x,) em M tal que z, — e pu(gn, x,) — y
pudermos concluir que existe uma subsequéncia {g,,} convergente em

G.

Segue direto da definicao que todo grupo compacto G age sem-
pre propriamente em variedades. A seguir um outro exemplo de acao
prépria. Lembremos que uma acao é livre se senhum p9(-) := pu(g, )
fixa pontos quando ¢ diferente da identidade.

ExERcicio 2.27. Seja H subgrupo fechado de um grupo de Lie G.
Mostre que a acao G x H — G definida como ¢ - h := gh é uma acao
a direita, livre, propria.

PROPOSICAO 2.28. Sejam p: G x M — M ac¢ao e pu, : G = M
definida como p.(g) = pu(g,z). Entao
(a) fiy : G/Gy — G(x) C M é uma imersao sem auto-intersecoes,
onde i, € a unica fungdo tal que fi,om = p, em: G — G/G,
€ a projecao canonica.
(b) Se a agao for prépria entao i, € um mergulho. Em particular
G(x) é variedade mergulhada.

ExEeRrcicio 2.29. Verifique que S™ = SO(n +1)/SO(n).
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Acgobes proprias estao relacionadas com agoes de grupos fechados de
isometria. Antes de explorar este relagao, apresentamos o teorema a
seguir devido a Meyers-Steenrod.

TEOREMA 2.30. Seja M uma variedade Riemanniana e denote por
Iso(M) o grupo de isometrias de M. Entao todo subgrupo fechado na
topologia da convergéncia compacta é um grupo de Lie. Em particular
Iso(M) é grupo de Lie. Além disto se M for compacta, I1so(M) é
compacta.

TEOREMA 2.31. Seja G C Iso(M) subgrupo fechado. Entdo a ag¢do
w: G x M — M definida como u(g,z) = g(x) é uma a¢ao propria.

Observagao 2.32. E possivel também mostrar um resultado reciproco.
Ou seja, para toda acao propria u : G x M — M existe uma métrica
em M tal que u(G,-) se torna um subgrupo fechado de isometrias.

TEOREMA 2.33. Seja pu: G x M — M agao livre e propria. Entao
M/G tem estrutura de variedade e w: M — M/G € submersao. Além
disto para todo v € M/G ey € w7 (x) existe aplicagao suave S : U —
M (secao local) tal que S(x) =y emo S = Id.

EXEMPLO 2.34. Considere a esfera S+ = {z € C"*! = R*"*2 |7 |2+
ot |ze)? = 1) e po ST x §PFE — §2FL definida como p(g, z) =
(g-21,.-.,9 2ny1). Entao P*(C) = S*+1/S! (espaco projetivo com-
plexo) é variedade e 7 : S***1 — P*(C) é submersao.

Exercicio 2.35. Verifique os difeomorfismos abaixo:
(a) P"(R) = SO(n+1)/S(0O(n) x O(1)).
(b) P*(C) = SU(n+1)/S(U(1) x U(n)).
SUGESTAO: Para mostrar por exemplo que P*(R) = SO(n+1)/S(O(n)x
O(1)), note que a acao de SO(n + 1) na esfera S” induz uma agao em

P™(R) (visto que agao de matriz comuta com a ac¢ao por multiplicagao
por escalar).

Considere agora as hipdteses do Teorema 2.33. Desejamos dar uma
métrica a M/G de forma que 7 : M — M /G se torne uma submersao
Riemanniana.

Recordemos primeiro que uma submersao 7 : (M, g") — (B, g?)
é uma submersao Riemmanniana se para qualquer p € M a derivada
dr, : H, — Trp)B ¢é isometria, onde H, ¢ o espago normal as pre-
imagem 7 (7(p)).

PROPOSIGAO 2.36. Sejam (M,gM) wvariedade Riemanniana e G
subgrupo fechado de isometrias de Iso(M). Suponha que a a¢do p :
G X M — M definida como u(g,z) = g(x) € livre. Entao existe uma
inica métrica gM'S em M/G tal que T : M — M/G é uma submersdo
Riemanniana.
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Demonstracao. Seja H a distribuicao normal as érbitas. Observe que
tal distribuicao é suave. Observe também que dado um vetor V &

(M/G) existe um tnico vetor V € H, tal que D,V = V, onde
p € 7 '(q). Podemos entao definir a metrlca como

gV, Vo) = g (Vi, Va).

Devemos verificar primeiro que gM/¢ est4 bem definida. Note que
como p9(-) = g(-) é isometria, sua derivada leva H, em Hy,). Assim
se V e ‘H, temos que D/ﬁV € Hy(p). Por outro lado sabemos que
7w =mopd. Assim Dro DV = DrV. Tais fatos permitem entdo
concluir que gM/G estd bem definida.

Para mostrar que gM/¢ é suave defina P, : T,M — H, como
projecao ortogonal e note que P, depende suavemente de x. Seja
S : U — M uma secao local. Entao

9 0 8 8
M/G; ~ —

e o lado direito depende suavemente de z.

g

Visto que P*(C) = S*"*1/S!, segue da proposigao acima que a
submersao 7 : S*"*1 — §?"*1/S! induz uma métrica Riemanniana em
P"(C). Tal métrica é chamada de métrica de Fubini-Study.

Terminamos esta secao considerando um caso particular de acao
prépria. Lembremos que uma aplicacao 7 : M — M é um recobrimento
se:

(a) 7 é suave e sobrejetora.
(b) para qualquer p € M existe uma vizinhanca U de p tal que
7Y U) = U;V; onde V; sdo abertos disjuntos e 7wy, : V; — U é
difeomorfismo.
Sabemos que toda variedade M admite recobrimento M tal que M
¢é simplesmente conexo. M é chamado recobrimento universal de M.
Note que se M ¢ variedade Riemanniana com métrica g entao podemos
definir uma métrica g em M e com esta métrica a aplicacao recobri-
mento se torna uma isometria local. Neste caso dizemos que M é um
recobrimento Riemanniano de M.
Segue entao do Teorema 2.33 que se G um grupo discreto, i.e., com
topologia discreta agindo livre e propriamente em M, entao m : M —
M/G é recobrimento.

EXERcicIO 2.37. Seja {a;} uma base de R". Um lattice I" associado
a esta base é o conjunto de todos os vetores ) kja; para k; € Z.
Identificando I" com o subgrupo de translagoes podemos fornecer ao
quociente R /T" estrutura de variedade.

(a) Mostre que existe um difeomorfismo p : R"/T" — T™.
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7

(b) Seja gr métrica definida em 7™ tal que p : R*"/I' — T™ é
isometria. Mostre que gr e gi definidas em 7™ sao isométricas
se e somente se existe uma isometria em R" que envia o lattice
I' no lattice T'.
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CAP{TULO 3

Conexao e curvatura

Neste capitulo apresentaremos a definicao de conexao afim em fi-
brados vetorias e conexao Riemanniana. A conexao Riemanniana per-
mitird que fibras diferentes sejam conectadas via o transporte paralelo.
Junto com as conexoes afins e Riemannianas também discutiremos o
conceito do tensor curvatura o qual medird quao o transporte paralelo
depende de caminhos curtos.

3.1. Conexao afim

DEFINIGAO 3.1. Sejam (E, M, 7) fibrado vetorial e I'(E) o conjunto
das segoes de F (isto é, o conjunto das aplicagbes s : M — F tais que
mos =1id). Uma conexdo afim é uma aplicagdo R-bilinear

V:X(M)xT'(FE)—T(E)
atendendo as seguintes condicoes:
(a) Vfwv = fVWV
(b) Vw fV = fVwV + WV
onde W € X(M),V e I'(E), f € C®(M).

A seguir apresentamos uma série de exemplos importantes, vide
Capitulo 5.

Exercicio 3.2.

(a) Se V e X(R") com V = ). Uia%i. Verifique que a derivagao
usual de campos ViV = Dy V = > (W - Ui)a%i ¢ uma co-
nexao afim.

(b) Seja M™ uma subvariedade mergulhada em R™*. Defina no
fibrado tangente T'M a conexao V : X(M) x X(M) — X(M)
como Vy V' := WDW‘N/ onde 7 é a projecao ortogonal em T'M
e V € X(R™**) ¢ extensdo local de V € X(M) = ['(TM).
Verifique que ela estd bem definida e atende as propriedades
de uma conexao afim.

(¢) Seja M™ uma subvariedade mergulhada em R™**. Defina no
fibrado normal v(M) a conexdao V¥ : X(M) x I'(v(M)) —
I'(v(M)) como Vi€ := ﬂ”Dwg onde 7 é a projecao orgoto-
nal em v(M) e £ € X(R™*) é a extensdo de & € T'(v(M)).
Verifique que V¥ estd bem definida e atende as propriedades
de uma conexao afim.

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



38 CONEXAO E CURVATURA

Vamos agora descrever uma conexao afim utilizando coordenadas
do fibrado £ — M.

Seja U uma vizinhanga coordenada de p € M e {¢;} referenciais
de E|y, ie., &(p) = v ! (p,e;) onde ¢ : 7= HU) — U x R™ é uma
trivializacao do fibrado F.

Suponha W =}, wia%i eV =3 ,v;§; Temos entao que

va == VW Z Ujfj
J

= D (W u)g+ D 0V

J J
k 1,J

A equacao acima entao implica que

(3.1.1) ViV =Y {(W-v) + Y wiw T 1
k irj
onde a funcgao Fi-f ; € chamada simbolo de Cristoffel e é definida como

Va%éj = Zrﬁjék
k

Observacao 3.3. E importante observar que a formula acima garante
que (Vi'V), depende apenas do vetor W (p) e nao do campo W.

A equagao (3.1.1) admite uma formulagao matricial.
(3.1.2) VwV = Dy V + AWV

onde Dy/V ¢ a derivada de campos em R" (vide item (a) Exercicio 3.2)
e A(-) é a matriz de 1-formas definida como

ak,j(-) = Z Fﬁ]dxz

Observagao 3.4. A equagao (3.1.2) implica que o espago de conexdes
é um espaco afim, dai o nome conexao afim.

Veremos a seguir que dado uma conexao em um fibrado vetorial
(E, M, ), existe uma conexao no espaco das se¢oes de E ao longo de
uma curva «, i.e., no espaco dos campos de vetores do tipo t — V() €
Ey . Tal conexao serd chamada de deriwada covariante.

PROPOSIGAO 3.5. Sejam (E,m, M) um fibrado vetorial com co-
nexdo V. Seja a : I — M uma curva suave. Denote I'(a*E) o

espaco das segoes de E ao longo de . Entao existe um unico ope-
rador ¥ : T'(a*E) — I'(a*E) tal que

\Y4 \v \Y
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(b) Z(fV)=f'V+ f¥V para f : I — R suave.
(c) Se V eT(E) eV(t):=V(a(t)) entdo YV = VoV

Demonstracao. Se % atende as propriedades acima entao ela deve se

descrita em coordenadas como:

(%V)(t) = {ui(t) + Z w3 (t) v () TF; 0 o)} e 0 alt)

Onde V(t) = >, vp(t)ék o a(t) e o/(t) =, x;(t)a%i oa(t). A equagao
acima garante a unicidade do operador. Ao mesmo tempo a equacao
acima permite definir um operador que atende as propriedades (a), (b)
e (c) e assim temos a existéncia local. A unicidade e existéncia local
garantem entao a existéncia global. Il

Note que, nao supomos que a velocidade de « é sempre diferente de
zero e desta forma nem sempre podemos garantir a existéncia de uma
extensao natural do campo ¢ — V(t) ao longo de a para um campo
V e T(E).

A derivada covariante ao longo de uma curva é na verdade a co-
nexdo pull-back no fibrado pullback a*(E), conceito que discutimos
rapidamente na observacao a seguir.

Observagao 3.6 (Conexao pull-back). Seja (E, M, 7) uma fibrado
vetorial com conexao afim V. Seja ¢ : B — M uma aplicacao suave
entre uma variedade B e a variedade M. O espaco total do fibrado
pull-back é definido como

e E:={(p,V) € M x Elp(p) =n(V)}

(E, B,m) se torna entdo um fibrado vetorial, onde a projecao m :
¢*E — B ¢é definida como 7 (p, V') = p. Observe também que pom =
mo@onde @ : p*E — E é definido como ¢(p, V) = V.

De forma anéloga a prova da Proposicao 3.5 é possivel mostrar que
existe uma unica conexao p*V em ¢*FE tal que

(@ VIwV o= VairanV
onde Vel'(E)eW e X(M).

Munidos com o conceito de derivada covariante podemos introduzir
o conceito de paralelismo. Uma se¢ao V' € I'(a*E) é chamada paralela
se YV (t) = 0 para todo ¢.

PROPOSIGAO 3.7. Seja (E, M, ) um fibrado vetorial com conexdo
afim V e o : [a,b] = M wma curva suave. Seja V. € Eyqy. Entdo
existe uma unica se¢cao V€ I'(a*E) paralela tal que V(a) = V.

Demonstracao. Considere uma particao a = tog < t; < -+ < [, =
b tal que a curva restrita oy, estd contida em uma vizinhanca
coordenada. Vamos provar primeiro o resultado para cada uma destas
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curvas. Como vimos na demonstracao da Proposicao 3.5, em uma

vizinhanga coordenada, %V = 0 equivale a

0="> {vi(t) + Z wi(t) v () T 0 ot)}

Tal E.D.O tem uma tnica solugdo Y, v;(t)§; o a(t) em [t;,tiy1] que
coincide em ¢; com um certo vetor dado V' € E,,) e isto demonstra
o resultado para «fy,, .. Pela unicidade das solugoes, as solugoes
coincide nas intersecoes das vizinhancas coordenadas e isto permite
estender a solucao para todo [a, b]. O

Com as hipéteses da proposigao acima o vetor V(b) € E,p) é cha-
mado transporte paralelo do vetor V' € E,4) e denotado por

[|aV == V(D).

Observacao 3.8. Com um transporte paralelo podemos conectar as
fibras F ) com E, @), dai o nome conexao. E importante observar que
em geral o transporte paralelo depende do caminho. Como veremos
em breve a curvatura ird medir quao o transporte paralelo depende do
caminho.

Dado uma conexao em um fibrado vetorial (E, M, ) podemos de-
finir a derivada covariante de um (0, s) (respectivamente (1, s)) tensor
A da seguinte forma:

(VxA)(Yi,....Ys) = Vx(A(Vi,...,Y))
- ZA(}/la"wY;flavX}/ia"')}/;)

onde X € X(M) e Y; € T(E). E possivel mostrar que VxA depende
apenas de X (p) e Y(p). Por vezes também usaremos a seguinte notagao

(VA) (Y1, .., Yo, X) = (Vx A) (Y, YY)

3.2. Conexao Riemanniana

DEFINIGAO 3.9. Seja (M, g) variedade Riemanniana. Uma conexao
V em T'M é chamada conexao Riemanniana ou conexao de Levi-Civita
se para qualquer XY, Z € X(M) temos:
(a) X-g(V,Z) =g(VxY, Z)+g(Y,VxZ) (compativel com a métrica).
(b) VxY — Vy X = [X,Y] (simétrica ou livre de torsao)

As conexoes descritas nos itens (a) e (b) do Exercicio 3.2 sao Rie-
mannianas.

Observagao 3.10. Observe que a propriedade do item (a) ainda faz
sentido para um fibrado vetorial 7 : £ — M com métrica definida
nas fibras. Além do fibrado T'M poderiamos considerar por exemplo
o fibrado normal de uma subvariedade mergulhada M™ em R"™** com
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métrica em E, := v(M), induzida pela métrica Euclidiana, recorde
item (c) do Exercicio 3.2.

PROPOSIGAO 3.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entdo
existe uma unica conexao Riemanniana em T M. Tal conexdo € dada
pela formula de Koszul abaizo:

26(VyX,Z) = X -gY,Z2)—Z-g(X,Y)+Y -g(Z X)
- g([X7Y]vZ)_g([X’ZLY)_g(D/aZ])X)

Demonstracao. Suponha que a conexao Riemanniana existe. Entao
temos pela compatibilidade com a métrica que:

Y-g(Z,X)=g(VyZ,X) +8(Z,VyX)

As equagoes acima e o fato da conexao ser livre de torsao implicam
que:

X-gY,2)-Z -g(X,)Y)+Y -g(Z,X) = 2g(VvX,Z)+g([X,Y], 2)
+ 8([X, Z],Y) +¢([Y, Z], X)

a qual por sua vez implica a férmula de Koszul. Por fim, pode-se
verificar que a formula de Koszul define uma conexao Riemanniana. [

COROLARIO 3.12. Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua co-
nexao Riemanniana. Entao:

1 0g; 0gr; 0 m
F;nj__Z( g],k+ 8kyi g,g)gh

2 - ox; Ox; oxy,

onde (g7) € a matriz inversa de (g;;) e '} ; sdo os simbolos de Cristoffel
definidos na subse¢ao anterior.

ExEercicio 3.13. Sejam (M, g) e (M ,g) variedades Riemannianas

e V e V suas conexoes Riemannianas. Seja F' : M — M isometria.
Mostre que:

(1) dF,Vx, X2 = (V& X3)p(p), onde X; o F = dF X, para X; €
(2) F preserva transporte paralelo.

EXERcICIO 3.14. Seja (M, g) variedade Riemanniana com conexao
Riemanniana V. Seja « : [0,1] — M curva suave por partes. De-
monstre que o transporte paralelo ao longo de o induz isometria entre
Ta(O)M € Ta(l)M.
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ExEeRrcicio 3.15. Seja M uma superficie com métrica g (i.e., dim M =
2). Sejam o : I — M uma geodésica (ou seja %a/(t) = 0 para todo t)
e t — ey um campo unitario normal ao longo de « tal que ||es]| =1 e
g(eg, d/(t)) = 0 para todo t. Prove que es é um campo paralelo.

DEFINIGAO 3.16. Dado um ponto p de uma variedade M (base de
um fibrado E com conexao V) e uma curva fechada o : [0,1] — M (i.,e
a(0) = a(1)) o transporte paralelo [, : £, — E, induz um isomorfismo
entre as fibras de E,. O grupo gerado por tais isomorfismo ¢ chamado
grupo de Holonomia de p e denotado por Hol,.

EXERCIcIO 3.17. Seja S? esfera com métrica canonica (i.e, induzida
de R?) e V a conexao Riemanniana associada. Mostre que dado p € S?
entao Hol, = SO(2), i.e., o grupo de holonomia ¢ transitivo em 7, S*.

Sugestao: Aceitando o fato que grandes circulos sao geodésicas em
S* (vide Exercicio 4.4) transporte vetor unitdrio es € 7,5 ao longo de
um meridiano, seguido pelo transporte no equador e retorne por outro
meridiano.

Observagao 3.18. O teorema de Ambrose-Singer garante entre ou-
tras coisas que o grupo de Holonomia Hol, de uma conexao V em
um fibrado F — M é de fato um grupo de Lie (e relaciona sua al-
gebra de Lie com os assim chamados tensores algébricos de curva-
tura). No caso em que a conexao ¢ Riemanniana (i.e, E = TM e
a conexao ¢ livre de torsd@o e compativel com a métrica) o grupo de
Holonomia passa a desempenhar um papel ainda mais importante. O
celebrado teorema de Berger garante que se o grupo de holonomia de
uma variedade Riemanniana (irredutivel) ndo agir de forma transitiva
em TyM = {v € T,M, |jv|]| = 1} entdo M serd um espago localmente
simétrico. Aqui vale apena ressaltar que um espaco M é chamadado
localmente simétrico se para qualquer p € M existe uma isometria
0p @ Be(p) = Be(p) que reverte toda geodésica 7 saindo de p i.e.,
7(0) = p ou seja g,0(t) = y(—t). Por outro lado os espagos simétricos
(que recobrem os espagos localmente simétricos) sao classificados. As-
sim sendo o conhecimento da acao do grupo de Hol, pode determinar
completamente uma variedade M se M for simplesmente conexa irre-
dutivel e o grupo nao agir transitivamente na esfera unitdria 7,M*.

3.3. Tensor curvatura de uma conexao afim
Seja (E, M, ) um fibrado vetorial com conexao afim V. Definimos
R:X(M)xX(M)xT'(FE) — I['(F)
(X,Y.§) — R(X,Y)¢
onde
R(X,Y)¢ = Vixyi€ — VxVy&{ + Vy V€.
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ProPOSIGAO 3.19. Sejam X,Y € X(M), £ € T'(E) e f,9,h €
C>(M) Entao:
(a) R € trilinear,
(b) R(X,Y) = —R(Y, X),
() (fX gY)h& = fghR(X,Y)E.

A proposicao acima garante entao que R, depende apenas dos ve-
tores X(p) , Y(p) e £(p) e ndo dos campos X,Y,¢. Assim R é um (1, 3)
tensor o qual serd chamado tensor curvatura.

Segue direto da definicao que se o tensor curvatura é nulo entao
V o comuta com V s . Veremos ao longo deste capitulo outras in-

97
terpretagoes mais profundas do tensor curvatura. Mais precisamente,
veremos que se R = 0 entao o transporte paralelo nao depende de ca-
minhos curtos, ou que uma certa distribuicao no fibrado de referenciais
¢ integravel. No caso do tensor curvatura da conexao Riemanniana
veremos que R também mede quao rapido geodésicas (curvas que mi-
nimizam caminho localmente) se afastam de certo ponto fixo.

Outras interpretacoes da curvatura de uma conexao Riemanniana
tais como teorema de Toponogov e generalizagoes em espacos métricos
serao comentadas em outro capitulo.

Terminamos esta subse¢ao com uma proposicao util para campos
ao longo de uma superficie. A demonstragao segue direto da existéncia
da conexao pull-back.

PROPOSIGAO 3.20. Seja ¢ : a1, b1] X [az,bs] — M wuma aplicagao
suave e V € I'(p*E) entdo:

VVV \YAAY dp Oy

asor’ ~ s Bt

505" 050t v

3.4. Tensor curvatura da conexao Riemanniana

Ao longo desta subsegao consideraremos (M, g) uma variedade Ri-
emanniana e R o tensor curvatura associado a conexao Riemanniana
V em T'M e listaremos algumas propriedades de R. Apresentaremos
também as defini¢oes de curvatura secional, curvatura de Ricci e cur-
vatura escalar.

PROPOSICAO 3.21.
(a) g(R(X,Y)Z,T)+g(R(Y,Z)X,T)+g(R(Z, X)Y,T) = 0, (1° identi-
dade de Bianchi).
(b) g(R(X, Y)Z? T) = —g(R(X, Y)T’ Z)
(c) g(R(X,Y)Z,T) = g(R(Z,T)X,Y)

Observacao 3.22. A 2° identidade de Bianchi garante que:

VR(X,Y,Z,W,T) + VR(X,Y,W,T, Z) + VR(X,Y, T, Z,W) = 0
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onde R(X,Y, Z, W) := g(R(X,Y)Z,W). A 2° identidade de Bianchi
(em sua formulagao em termos de formas e derivada covariante de en-
domorfismos) é util no estudo de solugoes do funcional de Yang-Mills,
garantindo por exemplo que solugoes autoduais de conexoes métricas
sao solugoes da equacao de Yang-Mills, vide Jost capitulo 3.

Seja ¢ C T,M um subespaco bi-dimensional e X,Y € o vetores
linearmente independente. Entao definimos a curvatura secional em o
como:

g(R(X,Y)X,Y)
g(X’ X)g(Y7 Y) - g<X7 Y)2
De fato é possivel mostrar que K (X,Y') é o mesmo para qualquer outra
base de o. Também é possivel mostrar que tendo todas as curvaturas
secionais de todos os subespacos bi-dimensionais de 7,,M entao pode-se
reconstruir o tensor It,.

K(X,Y) =

PROPOSICAO 3.23. (a) O espago R"™ tem curvaturas secionais
constantes 1guais a zero.
(b) O espago hiperbélico H" tem curvaturas secionais constantes
quats a —1
(c) A esfera S™ tem curvaturas secionais constantes iguais a 1.

Tais espagos sdo chamados espagos forma e denotados por M (k)
onde k = —1,0,1 se M(k) for espago hiperbdlico, Euclidiano ou a
esfera.

Como veremos posteriormente todo espaco simplesmente conexo
com curvatura k = —1,0, 1 é isometrico a um destes.

Observacao 3.24. A proposicao acima pode ser demonstrada da se-
guinte maneira. Primeiro pode-se notar que cada M (k) é homogeneo,
ou seja M (k) é orbita da agao isometrica de Iso(M(k)). Além disto,
fixo p € M (k) é possivel mostrar que dado 2 subespagos bi-dimensionais
de T,M (k) entao existe um elemento do grupo de isotropia G, que leva
um espaco no outro. Isto garante que as curvaturas secionais em p sao
todas as mesmas e o fato de M (k) ser homogeneo garante que todo o
espaco tem curvaturas secionais constantes. Para determinar que de
fato tais curvaturas secionais sao k = —1,0, 1 existem varias maneiras.
A primeira, mais trabalhosa é via coordenadas. Sabendo a métrica
calcula-se os simbolos de Cristofell e com eles as curvaturas secionais.
Uma outra maneira mais rapida é utilizar a Equacao de Gauss (vide
Parte II) na esfera e no espago hiperbdlico (modelo do hiperboloide).

A préxima proposigao é um resultado 1til sobre espaco de curvatura
constante.

PROPOSIGAO 3.25. (M, g) tem curvaturas secionais constantes iguais
a Ky se e somente se
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A seguir uma interpretagao do que significa R = 0. Tal proposicao
¢ um caso particular de uma proposicao mais geral a ser provada em
breve para conexdes afins em fibrados vetorias (E, M, 7).

PROPOSIGAO 3.26. Seja (M,g) variedade Riemanniana e V sua
conexdo Riemanniana. As afirmacgoes abaixo sio equivalentes:

(a) Para todo p € M existe uma vizinhanga U de p em M e um
referencial local {&;} definido em U tal que V& = 0.

(b) O tensor curvatura € nulo.

(¢) Para todo p € M eziste uma vizinhang¢a U de p em M tal que
o transporte paralelo em U independe do caminho.

Demonstracao. O fato que (a) implica (b) segue diretamente da de-
finicao de R. No momento vamos aceitar o fato a ser provado mais
tarde que se as curvaturas secionais de M sao zero entao M € local-
mente isométrica a R™. Isto implicard que o item (c) segue do item
(b).

Para monstrar que o item (c) implica o item (a) vamos proceder da
seguinte forma. Considere {&} uma base de T,M e (¢, U) um sistema
de coordenada de p onde U C U. Por meio do transporte paralelo
ao longo das linhas coordenadas podemos definir campos & .. .,&, em
U. Tal referencial ¢ suave devido a dependéncia suave das soluces de
E.D.O. )

Desejamos provar que Vy&;(q) =0 parag € U e V € T, M. Escolha
o [—€ ¢l = U tal que a(0) = g e o/(0) = V. Escolha 8 : (—e,e) = U
tal que B(—) = p e B(0) = a(—e). Note que & = [lasé = |la(lls&).
Assim %fi oa = 0. Logo Vy&; =0 e isto termina a prova. -

ExERrcicio 3.27. Sejam G grupo de Lie com métrica biinvariante
(-,-) e X, Y, Z campos invariantes a esquerda. Mostre que:
(@) (1X,Y1,2) = ~(Y, (X, 2)
(b) VxY = [X Y]
(c) R(X,Y)Z = 4[[X, Yl, 2
(d) (R (X Y)X Y) (X, Y], [X,Y]). Em particular conclua que
a curvatura sectlonal ¢ sempre maior ou igual a 0.
SUGESTAO: Afim de provar o item (a) lembre-se primeiro da definigao
da adjunta dada no exercicio 2.21, i.e, Ad(g)Y := 4 (gexp(tY)g~")|i=o
e usando a defini¢do de métrica bi-invariante conclua que Ad(g) é iso-
metria. Depois utilize a férmula £ Ad(exp(tX))Y|,—o = [X,Y] dada no
Problema 2.21. O item (b) seguira do Item (a) e da férmula de Koszul.

Terminamos esta subsecao apresentando as definicoes de curvatura
de Ricci e curvatura escalar.

DEFINIGAO 3.28. O tensor de Ricci é definido como
Ricy(X,Y) := tr R(X, )Y
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Tal tensor ¢ simétrico. A curvatura de Ricci na dire¢ao X (|| X|| = 1)
¢ definida como

Ric,(X) :=

——— Ricy(X, X)

DEFINICAO 3.29. A curvatura escalar é definida como
1
CE = - Ri i
)= 5 i)

onde {¢;} é base ortonormal de T),M. E possivel mostrar que CE(p)
nao depende da escolha da base {¢;}.

Observagao 3.30. Veremos em outra parte das notas algumas pro-
priedades das variedades Riemannianas com Ric limitado inferiormente.
Dentre tais variedades estao os grupos de Lie compactos semi-simples,
vide Alexandrino e Bettiol. Tal como explicado em Morgan e Tian
(pagina 64) a curvatura de Ric pode ser interpretada como a apro-
ximagao do laplaciano da métrica, ou mais precisamente:

0 0,
aﬂﬁi’ 8xj

onde A ¢ o laplaciano na métrica Euclidiana e g; ; estd descrito nas co-
ordenadas Gaussianas (vide definigoes nas préximas sec¢oes). Referente
a funcao curvatura escalar, ela é utilizada na definicao do funcional de
Hilbert-Einstein HE(g) := [,, CE(g)w(g) para métricas g definidas em
uma variedade Riemanniana compacta M fixa. C'E também faz parte
do tensor de Einstein T" = %g — Ric o qual é livre de divergéncia e
pode ser visto como gradiente de H E, vide Kiihnel, pagina 323 .

3
Ric; j = Ric( = _iAgi’j +O(|z|)

3.5. Formas de conexao e curvatura

3.5.1. Conexao afim.

Seja (E, M, ) fibrado vetorial, {¢;} referencial local e V uma co-
nexao afim em E. A conexao afim pode entao ser vista como um
operador V : I'(E) — I'(T*M ® E) que atende

V(f§) =df @&+ fV§

Podemos agora definir as 1-formas de conexao w; ; como

(3.5.1) Vobi=> wi() ®¢

Observe que a matriz de 1-formas A definida na equagao (3.1.2) é a
matriz (w;;)’, ou seja a transposta da matriz de 1-formas w := (w; ;).

PROPOSIGAO 3.31 (Transformagao de gauge). Seja {EZ} outro refe-
rencial. Sejam (b; ;) e (@; ;) tais que: & = > bis&; VE = > Wi ® 5]
Entao

0= (db)b™" +bwb™?
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Demonstracao. A prova sera um calculo simples se utlizarmos a notagao
de produto tensorial de matrizes. Vamos rapidamente recordar esta
linguagem em um caso de baixa dimensdo. Suponha que E, = R?. A

matriz b se torna entdo uma matriz 2 X 2 e {2, {& 7., se tornam

base de R?. Vamos denotar & = (£1,&) e € = (&1,&) os vetores em
R*. Por fim dado a matriz 2 x 2 Id podemos definir entdo o produto
tensorial como a matriz 4 x 4 abaixo:

bild byold ]

b®ld = { boald by,ld

Por fim vamos denotar [b] := b ® Id. Com estas notagoes temos entao
que & = [b]¢. Também nao é dificil de verificar que dado 2 matrizes a, ¢
entao [a][c] = [ac] e que se [a]¢ = [c]¢ entdo a = c.

Uma vez estabelecido esta linguagem (ilustrada acima em um caso
de baixa dimensao) vamos aos calculos. Da regra de derivagao temos:

VE=Y db; @&+ > bV

J J

Logo com a notagao estabelecida acima temos:
@ = vE

= [db]¢ + [b]VE

= [dbb7E + [bwb 7)€
Assim como [@]€ = ([dbb~Y] + [bwd~1])€ concluimos que

w=dbb~" + bwb ™!
0

Podemos também expressar o tensor R em termos de 2-formas §2; ;
chamadas 2-formas de curvatura as quais sao definidas abaixo.

(3.5.2) R(-,-)& = Z Qi) ®

Vamos a seguir demonstrar a assim chamada equacao de curvatura,
a qual relacionara a matriz de curvatura 2 := (;;) com a matriz de
conexao w = (w; ;). Para tanto vamos precisar recordar o lema a seguir,
o qual vimos no Capitulo 1 Secao 1.5.2.

LEMA 3.32. Seja n uma p forma. Entdo
dn(Xo,.. ., X,) = > (=1)'X;-n(Xo, X1,..., Xi, .., Xp)
= Y (D)X, X Xo, - XL XL X)
i<j
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Onde 5(\1 significa que este termo nao estd presente. Em particular se
n for uma 1-forma temos:

dn(X,Y) = X -n(Y) =Y -n(X) —n([X, Y]).
TEOREMA 3.33 (Equacgao de curvatura).

—N=dw—-—wAw

Demonstracao.
=) (X Y)®E = —R(X,Y)
J
= VxVy& — VyVx& — Vixy&
— VX sz] ®§7 VY sz] ®£]
- szj X, Y)®¢
J
= D (X w(Y) =Y - wi(X) —wi([X,Y]) @ ¢
J
+ D) (wy(V)win(X) = wig(Xwin(Y) © &
jk
= Zdwm (X,)Y)®¢E — Zw” Awy(X,Y)®¢&;
j i.j
onde a ultima igualdade segue do lema anterior. U

3.5.2. Conexao Riemanniana.
Consideremos agora (M, g) uma variedade Riemanniana e seja V a
conexao Riemanniana associada.

PROPOSIGAO 3.34 (Equagoes de estrutura). Sejam {e;} um refe-
rencial ortonormal local definido em uma vizinhanca U, 0; as suas 1-
formas duais, i.e, 0;(e;) = 6;;, e w;j as 1-formas de conexao em relagcdo
ao referencial {e;}. Entao:

(a) wij +wj; =0 (compativel com a métrica)
(b) db; = > wij AO; =35 0; Awji (livre de torsao).
Demonstracao. (a) Pela compatibilidade da métrica temos:
0=X"- g(ei, Gj) = g(VXei, Gj) + g(ei, VXGJ')
= 2D win(X) ®@ex,e5) + (e > win(X) ® ex)
k

k
= wii(X) + wji(X)
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(b) Como a métrica é livre de torsao temos:
[ei, 6]‘] = Veiej - Vejei
= > (wjkle:) — winle;))ex

k

A equacao acima e o Lema 3.32 implicam
—dOi(ei e5) = (e, e5])
= wjk(e;) — winley)

= - Z 05 N\ wsp (€, €5)

g

Conveniente utilizar as equagoes de estrutura acima para resolver o
classico exercicio a seguir, que entre outras coisas nos permite concluir
que a curvatura seccional de H? é K = —1.

ExERcic1O 3.35. Seja M aberto de R?. Suponha que 6, = A(z, y)dx
e 0y = B(z,y)dy. Verifique

(a) wip = ‘gy dz + Zedy onde A, := % e B, =98

) K =52 ((%), + (5),)

(c¢) Conclua que K = —1 quando M é o semi-plano hiperbdélico
H?2.

Utilizando o item (b) do exercicio acima, podemos também calcular
curvatura de superficies de revolucao, em particular concluir que a
curvatura seccional de S? é 1, (recorde aqui o Exercicio 2.6).

ExXERcicIo 3.36. Seja M uma superficie de revolucao em R? e uma
parametrizacao ¥(t,0) = (r(t) cos(0),r(t) sin(0), h(t)) onde a curva ge-
ratriz t — (r(t),0, h(t)) estd parametrizada por comprimento de arco.

—r''(t)

(a) Mostre a curvatura seccional K o) (t,6) = @

(b) Mostre que a curvatura seccional da esfera S? ¢ K =1

(c) Seja M = {(z1,x2,23) € R3|, (\/2} + 23 — 2)2 + 2 =1}. Cal-
cule K(3,0,0) e K(1,0,0) e conclua que o toro M tem pontos
com curvatura seccional positiva e outros com curvatura sec-
cional negativa.

Observagao 3.37. Concluimos esta subsecao apresentando algumas
formulas uteis.

Q;; = Z R0k N O
k<l
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onde Ry ; = g(R(ek, er)e;, €j) = Qyj(ex, €;) ou como Ryiij = —Ryij

1
Q; = 3 Z Rk 1,0k N O

k.l

Definindo R;; = ), Rikjx temos que a seguinte descricao local do tensor
de Ricci e da curvatura escalar:

Ric = Z Rmel ® (9j

tj
CE =) Ri
i
Por fim, se M tem curvatura constante K temos

Qij = KQl A Qj
3.6. x Conexao e fibrados de referenciais

Nesta subsecao apresentaremos o fibrado de referenciais e demons-
traremos que se R = 0 entao a assim chamada conexao linear é in-
tegravel. Seguird como consequéncia direta que se R = 0 entao o
transporte paralelo nao depende de caminhos curtos. Avisamos ao lei-
tor que esta é uma subse¢ao avangada. Leitores iniciantes podem (caso
queiram) deizar de ler esta se¢ao.

Seja (E, M, ) fibrado vetorial. A cada referencial {, = {&} C
E, estd associado um isomorfismo linear z : R" — E,, definido como
z(e;) = &;. Vamos agora definir:

1) B(E,) como sendo o conjunto dos referenciais &, em E,.

2) B(E) :=Uy,emB(E,) (espago dos referenciais)

3) a projegao 7 : B(E) — M como 7(&,) :=p

4) a acao (a direita) p : B(E) x GL(n,R) — B(E) como &,-g :=
p(&prg) == z0g.

Nao é dificil verificar que a acao p é livre e transitiva em B(E,).

ProposigAO 3.38. (B(E),M,n,GL(n,R)) é um fibrado principal
chamado fibrado de referenciais. Em outras palavras, B(E) é uma
variedade, a agdo p € livre e prdpria, M = B(E)/GL(n,R) e n €
submersao suave. Alem disto todo referencial local & se torna secao
local, 1.e., mo & = Id.

Suponha agora que o fibrado vetorial (E, M, 7) admite uma métrica,
i.e., um produto interno definido em cada fibra E,, que depende suave-
mente de p. Podemos entao definir o fibrado fibrado de referenciais or-
tonormais (O(E), M, m,O(n)) de forma analoga a defini¢ao do fibrado
de referenciais ou seja podemos definir

(1) O(E,) é o conjunto dos referenciais ortonormais &, de E,.
(2) O(E) := UpenO(E,)
(3) 7: O(E) — M é definido 7(&,) = p
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(4) O(n) age em O(FE) pela restrigdo da agao p definida acima ou
seja se ¢ € O(n) e z o isomomorfismo associado a §, entao
(&p9) =209

Observacao 3.39. (O(E), M,m,O(n)) é um subfibrado do fibrado de

referenciais.

Observagao 3.40. No fibrado de referenciais de TM i.e., em B(TM)
existe uma R"-forma candnica: 0,(X) := 2z~ tdn(X) para z € B(TM)
e X € T.B(TM). E possivel mostrar que § o du? = g~ o 6.

Uma distribuigdo H no fibrado B(E) é chamada conezao linear se
(1) H, é complementar a fibra B(Er(,))
(2) H ¢ invariante pela agao a direita p
Se além disto (F, M, n) admite métrica nas fibras, dizemos que
uma distruigdo H em B(F) é adaptada a O(E) se H, C T,O(E) para
qualquer z € O(E).
Necessitamos também definir uma g-forma de conexao @ em B(F)
a qual é definida como sendo uma g-forma (ou seja com imagens em g)
e que atende as seguintes propriedades:

(1) w(dp.(X)) = X para X € g
(2) @(dp?(-)) = Ad(g~ )@
PROPOSICAO 3.41. Uma g-forma de conexdo determina uma co-
nexdo linear H da sequinte maneira: X, € H, se e somente se O(X,) =

0.

PROPOSIGAO 3.42. Seja V uma conexao afim em (E, M, ) e {&}
referencial local em uma vizinhanca U de p € M. Considere entao

E:U>sx— {&(x)} € B(E) a secao local e defina
YU x GL(N,R) 3 (z,9) = p(&(z),9) € m~H(U).

Entao podemos associar uma g-forma de conexdo w em B(E) da se-
guinte maneira:

V@) (V1, Vo) = g ' (Vi)g + g7 ' Va

onde w = (w;;) € a matriz de 1-formas de conexdo definidas por
V§ = Zwij ® &;.
J

Demonstracao. Iremos demonstrar que w estd bem definida, i.e., nao
depende da defini¢ao de 1 (ou seja da escolha de &).
Seja & um outro referencial e h : U — Gl(n,R) a aplicacao tal que

E() = plé(x), h(z)).

Temos entao que:

U(z,9) = Y(z, h(z)g)
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Derivando a equacao acima temos que se di)(z ¢ (V1, V2) = d@/?(x,hg) (Vi,Va)
entao:

(3.6.1) (Y3, 75) = (Vi, dhVig + hVa).

Note também que:
(3.6.2) h'@o'h = —h7ldh + W
De fato sabemos pela transformacao de gauge (vide Proposi¢ao 3.31)
que
d(h™Y)h! + (A1) wh!

@' = hdh' 4+ hw'h!

Assim sendo h™'@th = dh~th + w!. Tal equacao e o fato de dh=th +

h~'dh = 0 implicam a equacao (3.6.2). Podemos finalmente concluir
que:

VD (Vi V2) = g W' (Vi)g+g Vs
= g 'Rt (V) hg 4+ gt dR(Vi)g 4 97 Vs
(hg)~'@" (V1) (hg) + (hg) ™" (V)
= (D) @y (V1, 12)

onde utilizamos a equacao (3.6.2) na segunda igualdade e a equacao
(3.6.1) na terceira igualdade. O

&
I

COROLARIO 3.43. Seja {&} um referencial local e € : U > x —
{&(x)} € B(E) uma se¢do. Entao o = w = (w;)).

Vimos que dado uma conexao em (E, M, ) é possivel construir
uma g-forma de conexdo @ em B(FE) a qual por sua vez defina uma
conexao linear H em B(E).

Observacao 3.44. E possivel mostar que se a : [ — M é uma curva
suave, {&;} base de E, e t — &;(t) o transporte paralelo ao longo de «
entdo t — [(t) := {&(t)} é uma curva em B(F) tangente a H e tal
que wo 3 = .

Observacao 3.45. Dado um referencial {¢;} em E, podemos via
transporte paralelo definir um referencial locam em uma vizinhanga U
de p € M com a propriedade que (V(,)&;), = 0. Da Observacao 3.44
podemos entao concluir que este referencial local £ : U — B(F) é um
grafico cujo o espago tangente no ponto &, coincide com Hg,.

Chegamos ao resultado principal desta subsecao.

TEOREMA 3.46. Seja (E, M, n) um fibrado vetorial com conexdo
afim V tal que o tensor curvatura R € sempre nulo. Entao a conerao
linear H em B(E) associada a V € integrdvel.
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Demonstracao. Visto que R = 0 entao para todo referencial local &
temos pelo Corolario 3.43

0 = d&'Oo—-&ongw
= (do—wAw)
Como a equacao acima é valida para todo referencial local £ temos pela
Observacao 3.45 que
0=(do—-—0AL)|g

Assim @([X,Y]) = 0 para todo X,Y € X(H). Logo pelo teorema de
Frobenius H ¢ integravel. O

COROLARIO 3.47. Seja (E, M, ) um fibrado vetorial com conexdo
afim V tal que o tensor curvatura R € sempre nulo. Entao para todo
p € M existe uma vizinhanca U e o transporte paralelo nao depende de
caminhos contidos em U. Além disto para cada base {v;} de E, existe
um referencial & em U paralelo, i.e., V& =0, com &(p) = v;.

Demonstracao. Pelo teorema anterior H é integravel. Assim para toda
base v € B(E,) podemos encontrar uma vizinhanga suficentemente
pequena de p e uma sec¢ao s : U — B(FE) que é tangente a distribui¢ao
H e tal que s(p) = v. Observe que a invariancia de H pela agao de
Gl(n,R) garante que o tamanho de U nao depende da escolha de wv.
Estes fatos e a Observacao 3.44 terminam a prova. U

Terminamos esta secao demonstrando um belo resultado de equagoes
diferenciais, o qual serd muito relevante para demonstrar o teorema
fundamental das imersées isométricas (vide capitulo 2).

TEOREMA 3.48. Seja G = Gl(n,R) (ou G =0O(n)) e g sua dlgebra
de Lie. Seja w uma g-forma definida em um dominio U. Entao para
todo p € U e g € G existe uma unica solugao p : U — G da equagao
diferencial

dp=we , olp) =y

para uma vizinhanga U de p se somente se
dw=wAw

Demonstracao. Vamos supor primeiro que dw = w A w. Considere o
espaco total E := U x R" e a conexao Ve; = Zj wi; ® e;. Temos entao
que a curvatura de tal conexao R ¢ nula. Assim sendo pelo Coroldrio
34T existe £ : U — B(E) (§: U — O(E)) com 0 = w ='W e tal que
e(p) - (g")7! = &(p). Seja ¢ a matriz com e; = Y. ;;€;. Entao pela
transformagao de gauge (vide Proposigao 3.31) temos
w = (dp)p™! + pip™!

A equagao acima e o fato de @ = 0 implicam que dy = wy e p(p) = g.
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Vamos agora supor que dy = wep e verificar que dw = w A w. Visto
que dp = wp temos que w = dpp~t. Como dpp™ + pd(¢™') = 0
concluimos que d(¢™') = —¢~tdpe~!. Logo

dw = d(dpy™)
= —dpAd(p™)

= dp A (¢ 'dpp™)
= wAw
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CAPITULO 4

Geodésicas e campos de Jacobi

Neste capitulo estudaremos geodesicas i.e., curvas que minimizam
localmente caminho e os campos velocidades das variagoes por geodésicas,
i.e., os campos de Jacobi.

4.1. Propriedades basicas de geodésicas

No espaco Euclidiano as curvas de aceleragao zero sao justamente
as curvas que minimizam distancias. Assim um candidato natural para
curvas que minimizam pelo menos localmente distancias em uma vari-
edade Riemanniana serao as curvas de aceleracao nula.

DEFINIGAO 4.1. Uma curva suave « : [a,b] — M é chamada
v

geodésica se ;o' (t) = 0.

Observagao 4.2. Observe que se o : [ — M é geodésica, entao
|a’(t)]| é constante. De fato L (g(c/(t), /(1)) = 2g(3a/(t), a/(t)) = 0.
Segue entao que se « é geodésica, L(a) = fab |/ (t)||dt = ¢(b— a) onde
¢ = [la’(#)]]

EXERCICIO 4.3. Seja M™ subvariedade mergulhada em R™*. Dado
uma curva « : I — M verifique que « é geodésica se e somente se o
é perpendicular a M. Conclua que segmentos dos grandes circulos da
esfera S™ sao geodésicas.

ExERcicio 4.4. Seja M uma superficie mergulhada de revolucao
em R3, onde g é métrica induzida. Demonstre que sua curva geratriz é
geodésica de M.

Observagao 4.5. Segmentos de grandes circulos nao precisam mi-
nimizar distancias. Por exemplo se « : |0, 37“] — S™ é uma geodésica
com velocidade unitéaria, entao ela nao minimiza distancia. Mas existe
um outro segmento do mesmo grande circulo 5 : [0,7/2] — S™ com
a(0) = B(0) e a(3]) = B(/2) que minimiza distancia. Ou seja
geodésicas nao precisam minimizar distancias, mas como veremos em
breve sempre minimizam ”localmente” distancias.

Em coordenadas Yo/(t) = 0 equivale, pela equagdo (3.1.1) a se-

guinte EDO de segunda ordem.
(4.1.1) 0=aj(t)+ Y i) (T (x(t), ¥k
ij
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A equagao (4.1.1) pode ser transformada em uma EDO de primeira
ordem

ve(t) = a3,(t)

v (t) = —Z%Ujrfj(x(t))

Por fim a equacgao acima define um campo em U x R"™ e assim em um
aberto de T'M. A unicidade de EDO e o fato da derivada covariante ser
intrinsicamente definida em M garantem entao que podemos definir um
tnico campo G € X(T'M), chamado campo geodésico, tal que (-, V,) =
7o 9% (-, V,) sao geodésicas, onde ¢ é o fluxo de G, assim chamado
fluzo geodésico. O teorema de existéncia de fluxo e a definicao de campo
geodésico implicam

PROPOSICAO 4.6. Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em
M, nimeros 6,6 > 0 e uma aplicagio ¢ : (—€,€) X U — M com
U:={V, e TM,q € U,||V,|| <0} tal que p(-,V,) € a tunica geodésica
com %@(t’ Vq)’t=0 = Vq € 90(07 Vq) =q.

A equagao (4.1.1) implica o préximo resultado;

PROPOSIGAO 4.7. Seja ¢(-, V) geodésica definida em (—e, €). Seja
a > 0 entao:
(a) A geodésicat — p(t,aVy) estd definida em (—%, <)
(b) @(t,aVy) = p(at, V)

Demonstragao. Note que o item (b) implica o item (a). Visto que
Lo(at, Vy)|i—o = aV, basta mostrar que t — ¢(at, V,) é geodésica. Isto
segue do fato que em coordenadas x(at) atende a equagao (4.1.1). O

As duas proposicoes acima entao implicam que:

PROPOSICAO 4.8. Dado p € M existe uma vizinhanca U de p em
M, um namero 6 > 0 e uma aplica¢io ¢ : (—2,2) x U — M com
U:={V,eTM,q € U,|V,| <0} tal que p(-,V,) € a tinica geodésica
com go(t, Vy)lizo = Vg € 9(0,Vy) = q.

ExERcicio 4.9. Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta. Mos-
tre que toda geodésica esta definida para todos valores de R.

SUGESTAO: Considere o campo geodésico restrito ao fibrado tan-
gente unitario TH(M) := {V, € T, M, ||V,|| = 1}.enm e aplique o resul-
tado que afirma que todo campo suave definido em variedade compacta
gera um grupo a 1 parametro de difeomorfismos.

Podemos definir agora a aplica¢do exponencial como
exp, : Bs(0)cT,M — M
Vo = o(LVg)
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Visto que ¢(1,V,) = o(||V4]l, II%ZH) temos que exp, (V) é o ponto em
M obtido percorrendo um comprimento ||V;|| ao longo da imagem da

v,
geodésica que sai de ¢ com velocidade AR

PROPOSIGAO 4.10. Seja q € M. Entdo d(exp,)o = Id e assim sendo
existe um € > 0 tal que exp, : B.(0) — M ¢ um difeomorfismo sobre
um aberto em M.

Demonstracao.
d d
pn exp, (tV)|i=0 = prid ©(1,tV,)] =0
d
= t,V,
ot Vo)l
=V
e assim d(exp, )o ¢ a identidade. O resto da proposigao segue do teorema
da fungao inversa. O

Tal vizinhanca B, sera chamada de vizinhanca normal.

ExERcicio 4.11. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante.
Mostre que exp, (a exponencial Riemanniana em e) coincide com a ex-
ponencial de Lie.

SUGESTAO: Utilize o Exercicio 3.27.

No que se segue, demonstraremos o conhecido lema de Gauss o qual
garante que geodésicas radiais sao ortogonais as esferas normais. Antes
porém faz-se necessario apresentar o lema abaixo, o qual serd util em
diversos momentos.

LEMA 4.12. Seja f : [a,b] X [e,d] — M aplicagcdo suave. Entao
Vof_Vof
ds Ot Ot Os
TEOREMA 4.13 (Lema de Gauss). Seja B;(0) uma bola em T,M
tal que a restrigao da exponencial exp, : B;(0) — M estd bem definida.
Sejam Syt a esfera contida em Bs(0) com 6 <6 ew: (—€,€) — Sp
curva suave. Defina f(s,t) = exp,(tv(s)). Entdo

af of
(88 ot o) =Y
Demonstracao. Observe primeiro que
of of /
(68 at) (s,t) — g(d<equ)tv(s)tv (8)7 d(equ)tv(s)v(s))
Podemos entao concluir que:
aof of

g(ga E)f(sﬁ) = 0.
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Assim para demonstrar o lema de Gauss é suficiente verificar que a
derivada em relagao a t da funcao g( 55 ‘g{ ) f(s,t) € zero para todo t.

Vof of of Vof
eG5ias ot T8 5 B ar

~ Vof of

= 8505 3t

. Vof of

= &0 ar

19 ,0f of

355530 37

10 9
= 5&””@)”

af of
ot ( 855 a0

onde a segunda igualdade deve-se ao fato de f(s,-) ser geodésica, a
terceira igualdade deve-se ao Lema 4.12 e a udltima igualdade deve-se
ao fato de v(-) ser uma curva contida em uma esfera. U

O lema de Gauss nos permite demonstrar que geodésicas minizam
localmente caminhos. Mais precisamente temos a seguinte proposi¢ao.

PROPOSIGAO 4.14. Seja Bs(q) uma bola normal. Defina o : [0,1] —
Bs(0) como a(t) = exp,(tv) com |[v|| < d. Seja 3 :[0,1] — M curva
suave por partes tal que «(0) = B(0) e (1) = B(1). Entao

L(e) < L(B)

Se a igualdade vale, entao as imagens de o e 3 coincidem.

Demonstragao. Vamos primeiro considerar o caso em que 3([0,1]) C

Bs(q).
Podemos supor sem perda de generalidade que (t) # q parat > 0.
Seja 3 := (exp, |B5(0)) " 0 8. Defina as seguintes funcoes suaves por
partes:

f100,0) x ST' 3 (R, V) — exp,(RV) € Bs(q)
ro0,1]5t — |B(t)] €0,0)

v:(0,1]3¢t — A1) c St
[l
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Observe que S(t) = f(r(t),v(t)). Temos entao pelo lema de Gauss
1 tit1
[ i@ = 3 [T g0

- % A w2+ o), Sy
Z/w (t)|dt

> Z’/til+1 v (£)dt
= (1) —7(e)

Logo L(B) > r(1) = L(«). Note que se as igualdades sao satisfeitas
entao as imagens de a e 3 coincidem.

Por fim vamos considerar o caso em que 3([0,1]) ndo estd comple-
tamente contido em Bj(q). Seja t; o primeiro tempo tal que 5(t;) estd
na fronteira da bola. Entao temos pela discussao anterior:

L(B) > L(Blpu)) = 6 > L(a).

v

U

Terminamos esta secao com 2 exercicios ilustrando a relacao de
geodésicas e problemas elementares de mecanica.

Exercicio 4.15. Sejam U : M — R fungao suave (poténcial)
(s,t) — f(s,t) uma variacao suave prépria (i.e, f(s,0) = f(0,0)
f(s,1) = f(0,1)) onde t — «f(t ) f(O t) atende mva = —VU(a(t)
(equagdo de Newton). Seja A(s) = fo (af (s,t) )dt onde L(V,) =
39(Ve, Vi) — U(x); Verifique que dsA( ) =

)

ExXERcicio 4.16 (*). Seja a curva atendendo a equagao de Newton
Vol — _VU(a(t)). Demonstre que

at
(a) E(a/(t)) = c onde E(V;) = 39(Vi, Va) + U(2).
(b) existe uma funcao h e um intervalo I tal que § = « o h|; é
geodésica para a métrica g = (¢ — U)g
Dica: compare V com V e lembre que %B’(t) = o/ (h(t))h"(t) +
o (h(6)(h'(1))?
4.2. Vizinhanca normal convexa

TEOREMA 4.17. Seja (M,g) variedade Riemanniana. Entdo para
cada q € M existem numeros 6 > 0, € > 0 tal que as sequintes
afirmagoes sao validas.
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(a) Para qualquer p € Bc(q) temos exp, |p;0) € um difeomorfismo
e que Be(q) C exp,(Bs(0)).

(b) Para cada 2 pontos py e py em Bc(q) existe um unico segmento
minimizante de geodésica ligando py a ps. Tal segmento fica

contido em B.(q) e depende suavemente dos pontos inicial e
final.

Demonstracao. Para demonstrar o teorema precisaremos dos 2 lemas
abaixo.

LEMA 4.18. Para cada q € M existe um ¢ > 0 com a sequinte
propriedade: Ser < c e a: [—a,a] — M é geodésica tangente a B,(q)
em «(0) entdo a(t) ¢ B,(q) para t pequeno.

Demonstracao. Seja W uma vizinhanca normal de ¢. Pela Proposicao
4.7 podemos encontrar uma vizinhanga W C W de ¢ € um numero € tal
que o((—¢,€), T*W) C W onde p é a projegao do fluxo geodésico em M
e T'W o fibrado unitério sobre W. Defina ¢°(t, V;) := exp, ' (¢(t, V2))
e aplicagao H : (—¢,€) x T'W — R como H(t,V,) := ||©°(t, V,.)]]?. Ou
seja H mede a distancia ao quadrado de ¢(¢,V}) a g

Note que
OH 20",
i) Vit
oy (G @)
0*H 0?0 0?0
= 2= ") +2
o2 o) T2 )
(0 V,) = 2 e assim podemos encontrar ¢ > 0 pequeno tal
que
RH
4.2.1
(4:2.) o (0.V) >0

para x € B.(q) e V, € T'(B.(q)).
Observe que se p € S,(q) com r < ¢ e (t,V,) é uma geodésica
tangente em S,(q) no ponto p entdo pelo lema de Gauss temos:
0H
ot
Equagoes (4.2.1) (4.2.2) implicam que h(t) := H(¢,V}) tem minimo
em ¢t = 0 e assim que ¢"(¢,V},) fica fora de B,(0) e logo ¢(t,V}) fica
fora de B,(q) para t pequeno diferente de zero. Il

(4.2.2) ~——(0,V,) = 0.

LEMA 4.19. Ezistem § < § e € < 0 tal que para todo p € B.(q)
(1) exp,, |Bs(0) € difeomorfismo
(2) Be(q) C exp,(Bs(0))

Demonstracao. Considere a aplicacao F': U C T'M — M x M definida
como F(V,) = (p,exp,(V,)), onde (i) é uma vizinhanga de ¢. Utili-
zando a Proposicao 4.10 pode-se verificar que dF, o) ¢ invertivel. Desta
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forma reduzindo U podemos garantir que F'|;; é um difeomorfismo. Ob-
serve que F(T,M NU) C p x M e que F|z,yry ¢ um difeomorfismo.
Assim sendo para terminar a prova do lema basta encontrar € < § e
6 < § tal que Bc(q) C exp,(Bs(0)) para todo p € B(q). Reduza c tal
que Be(q) x Be(q) C F(U). Levando em conta que F(p,0) = (p,p)
pode-se verificar que § < %(;‘i) ee< g atendem as propriedades dese-
jadas.

4

Vamos agora demonstrar o teorema. O item (a) segue direto do
Lemma 4.19. Este lema tdmbem garante que qualquer 2 pontos em
B.(q) podem ser ligados por um unico segmento de geodésica que de-
pende suavemente dos pontos inicial e final. Devemos entao provar que
este segmento fica contido na bola B(q).

Seja « : [0,1] — B.(q) segmento de geodésica com «(0) e a(l)
contidos em B(q). Note que L(«) < §. Suponha por absurdo que o
segmento de geodésica nao fica completamente contido na bola. Entao
existe um tq tal que

c> 20 >ry:=da(ty),q) = sup (d(a(t),q)).
te[0,1]
Note « é tangente a B,,(¢) no ponto a(ty) o que contraria entdo o
Lemma 4.18.
0

A bola definida no teorema acima é chamada bola (vizinhang¢a) nor-
mal convera. A existéncia de tais vizinhangas permite demonstrar o
resultado a seguir, o qual garante que se uma curva miniza caminho
(ndo necessariamente com pequeno comprimento) entao esta curva é
imagem de uma geodésica.

PROPOSIGAO 4.20. Seja vy : [0,1] — (M,g) curva suave por partes
tal que d(v(0),v(1)) = L(«). Entao v € imagem de uma geodésica.

Demonstragao. Observe primeiro que para cada t € [0, 1] existe um
intervalo I; tal que y(I;) estd contida em uma bola normal convexa.

Afirmamos que ~y(/;) é imagem de um segmento de geodésica. De
fato seja I; = [a, b] entdo como ~y(I;) esta contida em uma bola normal
convexa entao existe uma unico segmento de geodésica « ligando ~y(a)
a v(b) tal que L(a) = d(y(a),v(b)). Suponha por absurdo que ~(I;)
seja diferente de . Entao defina a concatenacao f = vy * @ * Yjo,q
Note que 3(0) = v(0), 5(1) = v(1) e L(B) < L(«) o que contraria a
defini¢ao de 7.

Seja I{ uma cobertura finita do intervalo compacto [0,1] tais que
v(I1,) estd em uma bola normal convexa. Se s € Ip NI |
considere um intervalo I{ tal que I C I N IY e tal que (1) esta
contida em uma bola normal convexa. Como vimos acima ([) é
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um segmento de geodesica contido nos segmentos de geodésicas y(1y,)
e v(Iy,,). Logo por EDO os segmentos de geodésicas v(I;,) v(Iy,,)
ficam contidos em um segmento de geodésica maior e isto termina a
prova.

U

EXERCIiCIO 4.21.

(a) Demonstre que a curva C' := {z = ¢,y > 0} é imagem de uma
geodésica do espago hiperbélico H? (modelo do semi-plano).
(b) Utlizando o fato que aplicagoes z — T'(z) = Z‘ZZIS com ad—bc =
1 (a,b,c,d reais) levam C' ou em semi-circulos (com centro em
OH?) ou em semi retas x = xg, ¥ > 0 conclua que tais curvas

sao imagens de geodésicas de H?2.

Vamos terminar esta secao com mais uma interessante aplicacao
do teorema de bola normal (convexa). Lembre que se M é compacta
entao ela é completa como espago métrico e ao mesmo tempo como
j& vimos em exercicio ela é geodésicamente completa (vide item (a)
abaixo). Como veremos na outra parte destas notas no assim chamado
teorema de Hopf Rinow, tais conceitos de completude de fato serao
equivalentes (o que permitird chamar tais variedades simplesmente de
variedades completas). Também o teorema de Hopf-Rinow ira assegu-
rar que dados 2 pontos ¢ e p existe uma geodésica minimizante ligando
tais pontos. No teorema abaixo provamos o teorema de Hopf-Rinow
para o caso compacto usando apenas o conceito de bola normal e um
argumento chamado encurtamento o qual é util no estudo de geodésicas
em particular das geodésicas fechadas.

TEOREMA 4.22. Suponha que M ¢é variedade Riemanniana com-
pacta. Demonstre que:

(a) para todo q € M a aplicagao exponencial exp, : TyM — M
estd bem definida (ie., M €é geodesicamente completo ).

(b) dados q e p em M, existe um segmento de geodésica -y : [0, R| —
M (parametrizado por comprimento de arco) ligando q a p
(i.e., v(0) = q e y(R) = p) que realiza distancia, i.e, L(y) =
R =d(q,p). que realiza distancia (i.e,

Demonstracao. O item (a) ja havia sido deixado como exercicio para o
leitor. Recordemos agora qual era a ideia. Considere o campo geodésico
G € X(TM) restrito ao fibrado tangente unitario TH(M) := {V, €
T. M, ||Vy|| = 1}zenm. Ao aplicar o resultado que afirma que todo campo
suave definido em variedade compacta gera um grupo a 1 parametro de
difeomorfismos podemos concluir que o fluxo de G restrito TYM) é
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completo (i.e, estd definido para todo tempo) e assim projetando em
M concluimos que M ¢ geodesicamente completo.

Vamos agora provar o item (b). Como M é compacta podemos con-
siderar uma cobertura finita de bolas Bj, que sao vizinhangas normais
convexas (vide Teorema 4.17). A esta cobertura considere § o nimero
de Lebesgue associado a ela, ou seja se d(z,y) < § entdo z,y € By, para
algum 7. Sejam R = d(q,p) e 0 < t; < ty---t,,—1 = R uma particao
tal que At; == (t; —t;_1) < %

Considere uma sequencia de curvas 4, : [0, b,] — M parametrizadas
por comprimento de arco tal que L(%,) converge a R com 7,(0) = ¢
e Yn(bn) = p. Considere N > Nj tal que R < L(%,) < R+ € onde
€ < g. Em particular observe que b, < R + ¢ Defina ¢ := b, (sendo
que tp, 1 < ty,).

Finalmente defina v, como a curva composta por uniao de segmen-
tos de geodésicas ligando z'! := 7, (t;_1) com z!, := F,(t;). De fato
a escolha de At; garante que existe uma tunica geodésica ligando tais
pontos. Chamaremos -, o encurtamento de 7,. Visto que M é com-
pacta, passando por uma subsequencia (que continuaremos a denotar
por {z!},) podemos garantir que lim,,_,, *!, = z*. Novamente a esco-
lha de At; e propriedade do nimero de Lebesgue § garante que existe
um tnico segmento de geodésica ligando x'~! e x'. Vamos denotar
por v a curva que € a uniao destes segmentos de geodésicas. Note que
Yulfti 1,4, cONVerge para vy, , 4] Visto que L(7,) converge para R con-
cluimos que L(vy) = R. Logo pela Proposi¢ao 4.20 concluimos que 7 é
a geodésica minimizante ligando ¢ a p.

g

ExEercicio 4.23 (*). Seja M variedade Riemanniana compacta
nao simplesmente conexa. Demonstre que por cada ¢ existe um loop
geodésico (i.,e uma geodésica v : [0, 1] — M tal que y(0) = (1), porém
7/(0) néo precisa ser igual a 7/(1)).

Observagao 4.24. Dado as técnicas apresentadas acima é conveni-
ente dizer algumas palavras sobre um dos primeiros resultados sobre
existéncia de geodésicas fechadas em wvariedades compactas (assunto
muito estudado na Geometria Riemanniana). Seja (3 : [0,1] — M uma
curva fechada (i.e, #(0) = (1)) em uma variedade compacta M. Con-
sidere 2 partigoes 7; e t; definidas da seguinte forma, 79 = 7, — 1 <
th=0< 7 <t <Tp <ty T <t =1com At; e A; pequenos o
suficiente (onde a estimativa é feita adequadamente usando cobertura
de bolas convexas e o nimero de Lebesgue). Aplicando o processo de
encurtamento a curva fechada [ (referente a particdo ¢;) discutido na
demonstragao acima, obetemos uma curva fechada ~; uniao de segmen-
tos de geodésicas. Agora usando o encurtamento (referente a parti¢ao
7;) a curva ; obtemos uma nova curva fechada unido de segmentos de
geodésicas. Vamos denota-la por . Criamos entao um processo que
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chamaremos duplo-encurtamento P(3) = 7. E possivel demonstrar que
as curvas fechadas unido de segmentos de geodésicas P" () converge
para uma geodésica fechada ~, i.e, 7/(0) = +/(1), que em principio po-
deria ser um ponto. Entao surge a questao de como garantir que vy nao
é trivial. Podemos entao pensar em 2 casos. O primeiro mais simples
onde 7 (M) é nao trivial. Neste caso poderiamos ter comegado com
uma curva fechada [ que nao é homotopica a um ponto e aplicarmos
o processo duplo a esta curva. Temos assim neste caso que v é uma
geodésica fechada nao trivial, pois 7 e [ estao na mesma classe de
homotopia que nao fixa extremos e [ nao pode ser deformada a um
ponto. Finalmente considere o caso em que M é simplesmente conexo.
Sabe-se por topologia algébrica que pelo menos um dos grupos de ho-
motopia (M) é nao trivial. Considere uma aplicagao ¢ : S¥ — M
nao homotopica a um ponto. Aplicando duplo encurtamento a cada
um dos paralelos concluimos que deve existir uma geodésica fechada,
pois caso contrario a esfera seria homotopica a um disco, que por sua
vez ¢ homotopico a um ponto.

O leitor podera encontrar em literatura mais especializada outros
resultados sobre geodésicas fechadas em variedades (e.,g se existem
mais de uma, como elas crescem etc). Alguns resultados sobre geodésicas
fechadas em espagos singulares tais como orbifolds, podem ser encon-
trados em Alexandrino Javaloyes-on closed geodesics in the leaf space
of singular Riemannian foliations.

4.3. Campos de Jacobi e variagoes por geodésicas

Seja v : I — (M, g) geodésica em uma variedade Riemanniana M
com dimensao n. Um campo suave J ao longo de a é chamado campo
de Jacobi se ele atende a equacao de Jacobi:

VAV
——J+ R(d, J)a' = 0.
giar? TR )a
Como vemos a seguir todo vetor velocidade de uma variagao por

geodésica é um campo de Jacobi.

PROPOSIGAO 4.25. Seja f : (—€,€) X [a,b] — M wuma aplicagdo
suave tal que f(s,-) é geodésica para todo s € (—¢,€). Entdo J(t) =
%(O,t) é campo de Jacobi ao longo da geodésica t — «(t) = f(0,t).

Demonstracao. Temos pela Proposigao 3.20

Vv, _ VVof
dtdt” —  dtdt s
VvV Vof

dt ds Ot

VYOS 01 0f0f

ds dt Ot ot 0s’ Ot
= —R(d,J)d
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g

Veremos na Proposicao 4.27 que o resultado reciproco também seréd
verdadeiro ou seja todo campo de Jacobi pode ser obtido por variacoes
por geodésicas. Antes porém vamos descrever um campo de Jacobi em
termos de um referencial paralelo e observar que ele de fato atende uma
EDO e extrair algumas conclusoes simples de tal equacao diferencial.

Sejam J um campo de Jacobi ao longo de uma geodésica o e t —
{e;(t) }i=0..n—1 um referencial ortonormal paralelo ao longo de « onde
ep := a'/||’||. Neste caso para

temos
J // el
i Z e
Concluimos entao que a equacao de Jacobi pode ser escrita como

(4.3.1) )+ Zfz (' e;) ej) =0V

Em termos matricias temos
(4.3.2) J"+BJ=0

_ _ / / — —
onde B = (b;;) e bj; = g(R(c/, e;)d, ;). Note que b;; = bj; e bp; = 0.
As equagodes acima nos permite inferir algumas conclusoes imediatas
sobre campos de Jacobi as quais resumimos na proposi¢ao a seguir.

PROPOSIGAO 4.26. (a) Se VW € TyoM entao existe um
tnico campo de Jacobi J ao longo da geodésica o : [0,1] — M
tal que J(0) =V e XJ(0) = W.
(b) Existem 2n campos de Jacobi linearmente independentes.
(c) o et sao campos de Jacobi, os quais sao solugoes de fif =0
(d) Ezistem 2(n — 1) campos de Jacobi perpendicular ¢ o (ndo
necessdriamente ortogonais entre si).

(e) g(J; ") = tg(J'(0), &) +g(J(0), a’(0))

Demonstragao. Os itens (a),(b),(c) sdo imediatos. O item (d) segue da
equacao (4.3.2) levando em conta que by; = 0. Para verificar o item (e)
basta observar que

g(J.a) = o[l fo
111 (2 £5(0) + fo(0))

— e O) 7

)+ 5(J(0), Hjﬁ—&)).

O
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Podemos agora mostrar que todo campo de Jacobi é vetor veloci-
dade de uma variagao por geodésicas.

PROPOSICAO 4.27. Seja J um campo de Jacobi ao longo de uma
geodésica o : (—e,€) — M. Considere uma curva B : (—1,1) = W com
p'(0) = J(0), um campo s — V(s)ao longo de B com V(0) = o/(0) e
LV (0) = ¥.J(0). Suponha que a variagdo f(s,t) == expg (tV(s)) estd
bem definida. Entao J(t) = %(O,t).

Demonstracao. Observe que g—i(0,0) = J(0). Devemos verificar que
%%(0, 0) = %J(O) e o resultado seguira pela Proposigao 4.25 e pela
unicidade de EDO. Para tanto basta observar que

Vof Vof

%g(O,O) = EE(O’())

\%
= E(d(expg(s))ov(sms:o

\%
= —(V(s))]s=

Y (V(5)) o

\Y

g

Observagio 4.28. B facil achar uma curva £ tal que 5/(0) = J(0).
Sejam s — X (s) e s — Y(s) os campos paralelos ao longo de § com
X(0) = /(0) e Y(0) = ¥J(0). O campo s — V(s) pode entao ser
definido como V' (s) := X(s) 4+ sY'(s). Se a aplicacdo exp estd sempre
bem definida, e.g., M compacta (ou M completa, vide Parte 2) entao
f estd bem definida. Caso contrario, pode-se proceder da seguinte
forma. Primeiro verifica-se que f estd certamente bem definida para
intervalos pequenos de s e t. Depois, grudando variacoes f; ao longo
de v podemos construir a desejada variacao f.

E conveniente considerar o caso particular de campos de Jacobi com

J(0) = 0.

COROLARIO 4.29. Suponha que exp, : B5(0) — M estd bem defi-
nida e seja B := exp,(Bs(0)). Seja J um campo de Jacobi ao longo de
uma geodésica o C B com condicoes iniciais J(0) = 0 e %J(0) = W.
Entao

J(t) = d(exp,)iar(0)tW

Demonstracao. Basta considerar na demonstragao anterior a curva ((s)
p e um campo V(s) = > . a;(s)e;(p) com V(0) = a/(0) e V'(0) = W.
Observe que

%V(O) =V'(0) = Y ai(0)es(p)-

i
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O resultado segue observando que

g_é(o, t) = d(exp,)uw(tV'(0).

g

Observagao 4.30. Por vezes é conveniente reescrever o corolario
acima em termos de variagoes. Mais precisamente se J é um campo de
Jacobi ao longo de uma geodésica a com J(0) =0 e W = ¥ J(0) entdo
J(t) = %(O,t) onde f(s,t) = exp,(tV(s)) e V : (—¢,€) = T,M é curva
com V'(0) =W e V(0) = a/(0).

4.4. Campos de Jacobi em espacos de curvatura constante

Consideraremos agora campos de Jacobi em espagos de curvatura
constante.

PROPOSIGAO 4.31. Sejam (M, g) variedade Riemanniana com cur-
vaturas secionais constantes K e o : [0,a] — M geodésica com ve-
tor wvelocidade 1. FEntao o campo de Jacobi J ao longo de o com
condigoes iniciais J(0) = 0 e ¥J(0) = w para w perpendicular a o/(0)
¢ J(t) = cx(t)w(t) onde w(-) € o transporte paralelo de w ao longo de

a e ck € a fungdo definida como c(t) = % se K >0, cx(t):=t
se K =0 ecg(t) ::% [;K) se K < 0.
Demonstragdo. Considere o campo J(t) := cx(t)w(t). Sabemos pela

Proposicao 3.25 que
g(R(e/, N e;) = Kg(J, €)
Assim B B
R(d/, J)a' = KJ
Loco o campo J atende a equacao de Jacobi, ou seja

VV~ ~

——J+ KJ=0.

adi” "
O resultado segue da unicidade das solugoes da equacao de Jacobi,
dado condicoes iniciais.

g

Temos entao o seguinte corolario.

COROLARIO 4.32. Seja M wvariedade Riemanniana com curvatura

constante K. Suponha que exp, : Bs(0) — M estd bem definida. Seja
f(s,t) = exp,(tv(s)) onde v : (—e,e) — SI™' C T,M € curva com
IV'(0)]| =1 e |t| < 6. Entao ||J(t)|| = |ck| onde ck foi definido na
proposicio anterior e J(t) == 2L(0,1).

S

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



68 GEODESICAS E CAMPOS DE JACOBI

Observagao 4.33 (Férmula de Taylor). Caso M nao possuia curva-
turas secionais constante, ainda sim podemos ter uma estimativa de
||.7]|. De fato sejam f e J definidos como no coroldrio anterior. Entao:

IO = ~ LK (p.0)t* + Ot

1
17O =t = g K(p,0)t* + O(F’)
onde o é o espago bi-dimensional gerado por V' (0) e V'(0).

A seguir iremos utilizar nosso conhecimento sobre campos de Ja-
cobi em espacos de curvatura constante para descrever a métrica g em
termos de coordenadas geodésicas polares. Tal descricao implicard em
particular que variedades Riemannianas de mesma curvatura constante
sao localmente isométricas.

PROPOSIGAO 4.34.

Sejam (M",g) variedade Riemanniana com curvaturas secionais
constantes K e 1 : (0,8) x S*™' — Bs(p) parametrizagio geodésica
polar, i.e., Y(r,v) := exp,(rAv) onde A : (R",g) — (T,M,g) ¢ iso-
metria linear. Entdo a métrica g em coordenadas geodésicas polares
¢ dr? + (cx(r))*ds* onde ds* é a métrica candnica da esfera S"™' e a
fungao ck foi definida na Proposi¢ao 4.31. Em particular, duas varie-
dades Riemannianas com mesma dimensao e mesmas curvaturas seci-
onais constantes iguais a K sao localmente isométricas.

Demonstragdo. Seja {e;} C T,S™! referencial ortonormal. Pelo Co-
rolario 4.29

Ji(r) = d(exp,)ra.rAe;
= dr{/}(r,v) (O, ei)v

é campo de Jacobi ao longo da geodésica r — exp,(rAwv). Utilizando
Proposicao 4.31 podemos verificar que

(4.4.1) g(Ji, J;) = 8 jcxe.
Por fim defina
Jo(r) = d(exp,)ra,Av
= dY()(1,0)
e utilizando o Lema de Gauss concluimos que
(4.4.2) g(Jo, J;) = 0.

O resultado ent@o seguird das equacoes (4.4.1) e (4.4.2). O
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4.5. Pontos conjugados

Terminamos a nossa discussao sobre campos de Jacobi com alguns
comentarios sobre pontos conjugados.

Seja « : [0,a] — (M,g) geodésica. O ponto a(ty) é conjugado a
a(0) ao longo de « se existe um campo de Jacobi J ao longo de o com
J(0) =0 = J(to).

O nimero maximo de campos linearamente independentes é cha-
mado multiplicidade de a(t).

ExXEMPLO 4.35. Seja a : [0, 7] — S} geodésica, i.e., um segmento
de um grande circulo, com a(0) = p e a(mr) = —p. Entao «a(m) é ponto
conjugado a «(0) com multiplicidade n — 1.

EXERCICIO 4.36. Seja o geodésica em uma variedade Riemanniana
M. Verifique
(a) a(ty) é ponto conjugado a a(0) se e somente se a(0) é conju-
gado a a(ty)
(b) A multiplicidade de um ponto conjugado é no maximo n — 1
SUGESTAO: Para o item (b) utilize a Proposicao 4.26

PROPOSIGAO 4.37. Sejam exp, : Bs(0) — M bem definida, t —
aft) := exp,(tVh) com |t| < & e ||[Vo|| = 1. Entdo a(ty) € conjugado a
a(0) com maltiplicidade k se e somente se dim(ker d(exp,)syv;) = k.

Demonstracao. Basta observar que as afirmacoes abaixo sao todas equi-
valentes.

Ji(0) = Ji(to) = 0.

= d(exp, )1, (toWi) com W; linearmente independentes
e Ji(tg) =0, onde 1 < i < k.

(3) W sao linearmente independentes e W; € ker d(exp,,)s,v,, onde
1<i<Ek.

—~ —

g

PROPOSIGAO 4.38. Seja o : [0,a] — (M, g) uma geodésica. Supo-
nha que o(a) ndo é conjugado a «(0) ao longo «. Entdao dado X €
TooyM eY € Tya)M existe um tnico campo de Jacobi ao longo de o

tal que J(0) =X e J(a) =Y

Demonstragao. Seja Jo, 0 espago dos campos de Jacobi com J(0) = 0.
Defina a aplicagao A : Jyq — To)M como A(J) := J(a). Claramente
A é aplicagao linear. Como a(a) ndo é ponto conjugado, concluimos que
A ¢é injetora. Como os espacos vetorias Jy, € To)M tem dimensao
n concluimos que A é um isomorfismo. Este fato implica entao que
existe um campo J; com J;(0) = 0 e Ji(a) =Y. Por raciocinio analogo
obtemos um capo de Jacobi Jy com J5(0) = X e Jy(a) = 0. Por fim
defina J = J; + Jo. A unicidade segue do fato de a(a) nao ser ponto
conjugado a a(0). O
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CAPiTULO 5

Imersoes isométricas

Neste capitulo estudaremos imersoes isométricas. Em particular
demonstraremos o teorema fundamental das imersoes isométricas que,
a grosso modo falando, garante que uma imersao isométrica é local-
mente determinada por candidatos a primeira e segunda forma, quando
tais candidatos atendem certas equacoes de compatibilidade, i.e., as
equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci, as quais de fato sao partes de uma
Unica equagao, a assim chamada equacao de curvatura.

Ele é baseado no livro de Terng e Palais, do Carmo, Kiihnel, Jost.

5.1. Convencgoes e a segunda forma

Como discutimos no capitulo 1 uma imersao ¢ : (M,g) — (M, g)
é isométrica se ¢*g = g. Em particular uma imersao ¢ : M — (M, g)
torna-se isométrica se definimos a métrica induzida g := p*g.

Ao longo do texto, a menos que algo seja dito ao contrario, estare-
mos supondo que M ¢é subvariedade mergulhada de M e ¢ ¢ a inclusao
i : M — M. Isto porque estamos interessados principalmente nos
aspectos locais da teoria das imersoes isométricas. Assim a métrica
em M sera sempre considerada a métrica induzida. Estaremos deno-
tando a métrica do espaco ambiente M simplesmente por g (no lugar
de g). A métrica induzida i*g na variedade mergulhada M é chamada
primeira forma (por vezes também serda denotada por g). A subvari-
edade M dotada da primeira forma é chamada entao de subvariedade
Riemanniana.

E conveniente aqui discutir o conceito de referencial adaptado a
imersao. Dado a subvariedade Riemanniana M e um ponto p € M po-
demos sempre encontrar uma vizinhanca p em M e um referencial local
ortonormal e; ... e; (onde i = dim M) definido em uma vizinhanca
de p com as seguintes propriedades:

(1) Para 1 <i < m = dim(M) temos que e;(x) é tangente a M se
xe M .

(2) Param +1 < o < = dim(M) temos que e,(x) é normal a
M sex e M.

Também é conveniente estabelecer uma convenc¢ao sobre as letra que
usaremos para os indices do referencial adaptado. Estaremos reser-

vando as letras maitsculas A, B, C' para indices de 1 ate m = dim(M).
2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



74 IMERSOES ISOMETRICAS

Estaremos reservando as letras mintsculas ¢, j, k para os primeiros indi-
ces, de 1 ate m = dim(M). Por fim estaremos reservando as letras gre-

gas «, 3,y para os ultimos indices variando de m+ 1 ate m = dim(M).
Estaremos considerando no nosso estudo duas conexoes afins.
A primeira conexao é a conexao Riemanniana em M associada a
primeira forma ¢*g. Tal conexao é chamada conexdo tangente e sera
denotada por V.

ExERrcicio 5.1. Verifique que a conexao tangente de M é a projecao
ortogonal da conexao Riemanniana em M. Mais precisamente, verifi-
que que: o

VxY(p) =nVgY(p)
onde 7 : T,M — T,N ¢é a projegao ortogonal, X,Y sao campos suaves
de N, X , Y sdo extensdes locais de X , Y em uma vizinhanca de p € N
e V é a conexdo Riemanniana de M

A outra conexao relevante em nossos estudos serd uma conexao
definida no espago normal. Seja v(M), o espago normal a T,M. O
(espago total do) fibrado normal é definido como v(M) := Upenvp(M).

A conexao normal V¥ : X(M) x T'(v(M)) — TI'(v(M)) é entao
definida como o

V%€ :=m"Vx€
onde 7 : TpM/ — v,(M) é a projecao ortogonal, X é um campo em M,
¢ uma extensao de £ em uma vizinhanca de p € M. E possivel mostrar
que tal conexao estd bem definida, ou seja nao depende da extensao.

A relacao entre a conexao do ambiente V e a conexao tangente V
¢ descrita pelo tensor B : X(M) x X(M) — I'(v(M)) definido a seguir

DEFINIGAO 5.2 (Tensor Sequnda Forma).
B(X,Y)=V3V —VyY
onde X e Y sdo extensdes de X e Y.

PROPOSICAO 5.3.
(a) B € bem definido (nao depende das extensoes)
(b) B € (1,2) tensor simétrico.

Demonstracao. O item (a) e o fato de B ser um (1, 2) tensor pode ser
demonstrado utilizando referencial adaptado e o fato de

65(}7 = DxY + Z(X)f/
Para demonstrar que B é simétrico note
B(X,Y) = ViY —VxY
= Vi X +[X,Y]
- (Vy X 4+ [X,Y])
= B(Y,X).
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g

Por vezes também serd conveniente tratar o (1,2) tensor B acima,
como o (0,3) tensor abaixo.

DEFINIGAO 5.4 (Segunda forma).
onde X,Y sao tangentes a M e n é um vetor normal.

Visto que B é simétrico, podemos entao definir um operador simétrico
(em relagdo ao produto g) S¢ : T,M — T,M via o tensor segunda
forma:

DEFINIGAO 5.5 (Operador forma). g(S5,X,Y) =11, (X,Y)

O significado geométrico do operador forma pode ser compreendido
mais claramente na proposi¢ao a seguir. Em particular para hipersu-
perficies no espago Euclidiano pode ser interpretado como uma forma
de medir quao rapido o vetor normal unitdrio varia, ou seja quao rdpido
uma hipersuperficie "curva”. Em particular se o operador forma for
sempre zero a hipersuperficie serda um hiperespaco.

PROPOSIGAO 5.6. Sejan € v,(M) e ) uma extensio de n em uma
vizinhanca de p em M. Entdo

Sy(X) = —7(Vx7)
onde m : Tp]T/[/ — T,M € a projecao ortogonal e X € T,M

Demonstracao. Seja Y € T,M um vetor qualquer fixo e Y uma ex-
tensao deste vetor. Observe primeiro que como g(n,Y) = 0 temos,

apos derivar por X que g(VxY,7) = —g(Y, Vx7j) ¢ assim
88X, Y) = g(Vx¥ = VxV,i)

A equacao acima e a arbitrariedade da escolha do vetor Y conclue a
prova da proposicao. U

Uma vez definidos B e S, € natural perguntar o que significa estes
operadores serem zero em variedades Riemannianas.

DEFINIGAO 5.7. Uma subvariedade mergulhada M em M & total-
mente geodésica em p se B, = 0. Mais geralmente M ¢ totalmente
geodésica se B, = 0 para todo p € M.

O préximo exercicio (o qual pode ser facilmente resolvido usando a
defini¢ao de B), justifica o nome totalmente geodésico.
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EXERCcicIO 5.8. Mostre que M é totalmente geodésica se e somente
se toda geodésica de M ¢é geodésica de M.

Além dos subespagos em R" os 3 exercicios a seguir garante outros
exemplos de totalmente geodésicos tipicos, em particular os 2 ltimos
fornecem exemplos de folheacoes totalmente geodésicas.

EXERCICIO 5.9. Seja V um subespaco de R™ e defina M := VNS"~ 1.
Mostre que M é subvariedade totalmente geodésica de S™1.

ExERcicio 5.10. Sejam M, e M, variedades Riemannianas e M =
M; X My variedade com a métrica produto. Mostre que:
(a) My x {p2} é totalmente geodésica em M
(b) K(X,Y) = 0se X, Y sao vetores ortonormais tais que X é
tangente a My X {p2} e Y é tangente a {p1} x M,

ExERrcicio 5.11. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante
e H C G subgrupo fechado. Mostre que H ¢ subvariedade totalmente
geodésica.

Observacao 5.12. Subvariedades totalmente geodésicas sao subva-
riedades bem especiais, e como os exemplos acima sugerem podem
aparecer de forma natural em varias situacoes. De f@g) elas podem
aparecer com alguma frequencia por exemplo quando M ¢é um espago
simétrico (vide 7?7 ) , ou quando M é ndo compacta com curvatura
K >0 (e.,g quando a variedade admite uma alma que nao é um ponto,
vide 77). Porém devemos observar que em geral ndo é possivel movelas
ou coloca-las em qualquer posi¢ao. Mas precisamente como observado
por Cartan, se para qualquer p € M e para qualquer plano o C T, M,

exp,(0 N Bc(0)) € totalmente geodésica, entio M tem curvatura cons-
tante.

Uma vez estabelecidos alguns exemplos onde .S, sao nulas, ¢ natural
considerarmos casos onde tais operadores simétricos nao sao nulos e as-
sim somos lavados a considerar seus auto-valores e tentarmos entender
o significado destes.

DEFINIGAO 5.13. Seja n vetor normal unitario de M. Os autova-
lores \; do operador forma S, : T,M — T,M sao chamados curvatu-
ras principais. Frequentemente os auto-vetores sao chamados direcoes
principais e os auto-espaco E) associados a uma curvatura principal A
de auto-espaco principal.

O exercicio abaixo, apresenta uma das interpretacoes mais cldssicas
das curvaturas principais.

EXERcic1O 5.14. Seja M o gréifico em R? de uma funcao f : Q C

R? — R suave tal que (0,0) € Q, £(0,0) = 0 e Vf(0,0) = (0,0)
Verifique:
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(a) T(O,O,O)M = RQ X {O},

(b) se £(0,0,0) = (0,0,1) entdao Se(v,0) = (Hessf(0,0)v,0), onde
Se¢ € o operador forma.

(c) Conclua que as curvaturas principais sao auto-valores A; e Ay
do Hessf(0,0) e assim que M pode ser aproximado por um
paraboldide (respectivamente hiperboloide) se AjAy > 0 (res-
pectivamente se A\;As < 0).

Visto que toda superficie M mergulhada em R3, apés movimento
rigido, pode ser destrica como a um grafico em relacao ao T,M, o
exercicio acima nos permite concluir que toda superficie é aproximada
ou por um paraboloide ou por um hiperboloide se A\;As > 0 ou se
A2 < 0. O produto A\;Ay em p sera chamado Curvatura de Gauss e
como ficara claro no teorema Egregium de Gauss, tal curvatura coincide
de fato com a curvatura seccional em p.

O préximo exercicio fornece mais uma interessante interpretacao
sobre as curvaturas principais, agora destacando o significado de )\ii, as
assim chamadas distancias focais que a grosso modo medem lugares
onde superficies "focalizam”.

ExERcicio 5.15. Seja M uma superficie mergulhada em R3 e ¢
vetor normal unitario a M. Defina n,¢ : M — R3 como n,¢(z) = x +1¢

(a) Sejam e e ey diregoes principais em 7, M com curvaturas prin-
cipais A\; e Ag. Verifique que dn,ee; = (1 —1)\;)e;
(b) Conclua que se r # )\i em vizinhanca U de p, entao existe

vizinhanca U C U de p tal que nre(U) é superficie mergulhada.

5.2. Vetor curvatura média

Seja M uma superficie mergulhada em R3 com vetor unitario nor-
mal 7. Sejam A e Ay as curvaturas principais associadas a 1 (ou seja os
auto-valores de S,)) no ponto p € M. Podemos entao definir curvatura
média de p como H(p) = 21522 A seguir generalizamos este conceito

para subvariedades M mergulhadas em M.
DEFINIGAO 5.16 (vetor curvatura média).

H(p) = trB,
= Z (trSeB)peg
B
onde {eg} é referencial ornormal de v, (M)
O resultado a seguir nos d4 uma interpretacao geométrica do signi-
ficado do vetor curvatura média. Em particular podemos concluir que

se H é sempre zero, entao a subvariedade M é um ponto critico das va-
riagoes de volume. Tais variedades sao chamadas variedades minimas
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e de fato é possivel demonstrar (mas nao o faremos nestas notas) que
elas minimizam localmente o volume.

PROPOSIGAO 5.17. Seja ¥ : V C R™ — U C M parametrizagao
com U compacto. Considere ¢ : U — R tal que p|ly—y = 0 e 0 <
¢l < 1. Para U' compacto com U C U' defina F : (=6,0) x Ut — M
como F(t,z) = exp,(t€) e ¥ : (=0,8) x V. — M como U(t, m) =
F(tp(x),¥(x)). Escolha 6 para F ser imersao injetora. Defina gi; =
g(dVle;, dWle;) onde W(x) = U(t,x). Entdo:

d
. - at '\ |g;j|‘t=0
(a) mg(H,p§) \/@

(b)  FVOl(T'(V))_y = —m [, 8(H, p&)w
onde H é o vetor curvatura média e w € a forma volume (com ori-
entagdo induzida por W.)

Demonstracao. Considere a subvariedade M = F((—e, €), Ul) com a
métrica induzida g. A subvariedade U entao se torna uma hipersu-
perflcle em M. Ao longo desta prova o ambiente de U sera sempre

M e o sistema de coordenadas que iremos considerar sera ¢ . Neste
sistema de coordenadas a forma volume @ (com respeito a g) se escreve
como

\gijldt Ndzy AN dy,
e assim temos:
z%&? = 1\/|gijldxr Ao N day,.
Por outro lado, é possivel provar que

d .

)W

d(i%@) = dlv(m

As equagoes acima nos permite concluir que:

(5.2.1) aiv( 2y — V191

IV(E) N \Y |gi,j|

Também é possivel verificar que

< Mg i/ 198ll=o
(5.2.2) prAVAUEI VA A i)
Vg N

De fato a equacao acima pode ser obtida usando o calculo de determi-
nantes via co-fatores e as observacoes abaixo:

(1) 90,(0,x) =0 onde go; = g(Z, %),

(2) 9i4(t,x) = gi; parad,j > 1,

(3) go0 = 2% e 2900 =0
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Finalmente utilizando o fato que t — 1 (t,z) sd@o geodésicas de
tamanho |[¢(z)|| temos que:

div(%)(o, z) = Zg(ve@, €)

0
= —ptrSe
= —mypg(H,¢)

e assim inferimos:

(5.2.3) div(%)(o,w) = —mg(H, ¢¢)

Equacoes (5.2.1), (5.2.2) e (5.2.3) implicam o item (a).
Por fim o item(b) pode ser provado usando o item (a) como vemos
a seguir:

d d
GO W = G Vil n ),

d
= /{/E<”|gf’j )|t:0d:r:1 A ANdry,

= —m/Ug(HjsOOw

g

A teoria das subvariedades mimimas e hipersuperficies de curvatura
média constante sao tépicos de grande relevancia em geometria, talvez
pela naturalidade e beleza dos problemas ou talvez pelo uso das varias
tecnicas envolvidas (de varidveis complexa a EDP) e ainda um tépico
ativo de pesquisa. Em particular elas aparecem em algumas aplicacoes,
tais como teoria dos fluidos e relatividade. Nao é nossa intensao explo-
rar um topico tao amplo e sugerimos ao leitor a procura de textos mais
especializados para entrar neste universo a parte. Porém gostariamos
de dizer algumas palavras sobre o assim chamado fluxo de curvatura
média associado a orbita de uma acao isométrica, com o objetivo de
dar um pouco mais de intuicao do que seja o vetor curvatura média.

Seja G um grupo compacto de isometrias de uma variedade Rie-
manniana compacta M. Considere M = G(p) uma orbita principal,
ou seja que tem maxima dimensao e que tem o fibrado normal trivial.
Uma fato bem conhecido ¢ que o vetor curvatura média de M é bdsico
ou seja se projeta no quociente M /G e que a norma de H ao longo de
M ¢ constante. N

Uma familia de imersées ¢; : M — M com ¢g =id et € [0,T) é
chamado fluzo de curvatura média se
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6 J—

a%& =

onde H(t) é o vetor curvatura média de M(t) = ¢, (M). E possivel
mostrar que que M (t) sdo orbitas da agao.

Vamos agora apresentar (sem demonstragao) alguns resultados con-

tidos em Alexandrino and Radeschi, Mean curvature flow of singu-

lar Riemannian foliations, The Journal of Geometric Analysis, v. 26,
(2015) p. 2204-2220.

H(t)

PROPOSIGAO 5.18. Seja M, M(t) e M definidos acima. Se G(q) €
uma orbita singular, existe uma vizinhanga U tal que se M C U entao
(1) M(t) C U,
(2) o tempo T € finito,
(3) M(t) converge para uma orbita G(q) em U.

Mas o que acontece se M nao esta tao proximo de uma orbita sin-
gular? M (t) pode convergir? E se converge como se comporta o vetor
curvatura média perto da orbita para o qual converge? O resultado a
seguir responde tais perguntas.

TEOREMA 5.19. Seja M, M(t) e M definidos acima. se o tempo T
€ finito, entao M (t) converge para alguma orbita singular. Além disto

lim sup || By||2 (T —t) < o0
T~

De fato o resultado acima admite melhoras.Ele pode ser aplicado
se M é uma orbita singular. Assim se soubermos que o tempo T é
sempre finito podemos iteragir o processo varias vezes, até encontrar
uma orbita minima (que eventualmente pode ser um ponto). Isto nos
leva a procurar por condigoes suficiente para 7' ser finito.

TEOREMA 5.20. Se a acdao € polar, i.,e a distribuicao normal das

orbitas requlares é integrdavel, e a curvatura de M € nao negativa, entao
T sempre € finito se M = M(0) é uma orbita reqular (ndo minima,).

5.3. Eq. de Gauss, Codazzi e Ricci

Nesta secao iremos apresentar 3 equacoes fundamentais que relaci-
onam tensor curvaturas e segunda forma.

Iniciemos com a proposicao abaixo que é um caso particular da
Equacao de Gauss a ser demonstrada na Proposigcao 5.23

PROPOSIGAO 5.21. Denote R, R os tensores curvaturas de M e M
e B o (1,2) tensor sequnda forma de M. Entdo

g(R(X,Y)X,Y)—g(R(X,Y)XY) = g(B(X,X),B(Y.Y))
— g(B(X,Y),B(X,Y))
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Antes de demonstar a equacao de Gauss vamos extrair algumas con-
sequencias diretas. Em particular no item (b) do exercicio abaixo vemos
o celebrado teorema Egregium de Gauss, que observa que a curvatura
secional de uma superficie em R3 (que é definido intrinsiciamente) pode
ser calculada como o produto das curvaturas principais (que é calcu-
lado extrinsicamente). Para interpretagao geométrica da curvatura de
Gauss relembre o Exercicio 5.14.

EXERcicIO 5.22. Seja M hipersuperficie de (M, q).

(a) Verifique que K(ej,es) — K(ep,e2) = Mg onde e, ey sao
diregoes principais de 7, M associadas as curvaturas principais
)\1 (§ )\2. ~

(b) Conclua que se M = R* com métrica Euclidiana, entao a
curvatura sectional da superficie M é K(p) = A As.

PROPOSIGAO 5.23 (eq. de Gauss).

g(R(X,Y)Z,W)—g(R(X,Y)Z,W) = g(B(X,Z),B(Y,W))

onde X,Y, Z, W sao tangentes a M.
Demonstracao. Seja {e} referencial adaptado a vizinhanga de p € M.
Temos entao que B(X,Y) = > ;2(VxY, ep)es Estamos aqui usando a

notagao v xY para denotar v X? onde Y ¢ extensao de Y proximo a
p. Logo

VwZ=VyZ+> g(VyZes)es
B

Uma vez que g(eg, W) = 0 temos que:
g(VxVyZ W) = g(VxVyZ,W)
+ Z g(VyZ, eﬁ)g(vxeg, W)
B

= g(VxVyZ W)
- Zg(VyZ, eg)g(es, VxW)
B

e assim concluimos:

(53.1) g(VxVyZ W) =g(VxVyZ W) —g(B(X,W),B(Y, 2)).
De forma anéloga obtemos

(5:32)  &(VyVxZ W) =g(VyVxZ W) —g(B(X,Z), B(Y,W)).

Por fim note que:

(5.3.3) g(V[X,Y]Z’ W) = g(v[X,Y]Zv W).

As eq. (5.3.1), (5.3.2) e (5.3.3) implicam a Equac@o de Gauss.
U
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A demonstracao da proxima equacao pode ser encontrada no livro
de do Carmo, e veremos nos 2 exercicios logo depois uma formulagao

mais simples e uma aplicacao no caso em que M ¢é hipersuperficie de
Smtt,

PROPOSIGAO 5.24 (Eq. de Codazzi).
(VxI)(Y, Z,n) = (VyTD) (X, Z,n) = (R(X,Y)Z,n)
onde (%XH) ¢ a derivada da sequnda forma Il ou seja

(VxIN(Y, Z,n) = X-(I(Y,Z,n) - (VxY,Z,n)
e X, Y, Z sao tangentes a M en é normal a M.

EXERCicIO 5.25. Suponha que M tem curvatura constante K igual
a c e M é uma hipersuperficie. Verifique que

Vx&(Y) = Vy S5, (X) = §[X, Y]

Observagao 5.26. Uma hipersuperficie ™ em um espago simples-
mente conexo M™ com curvatura constante ¢ (os assim chamados
espacgos formas) é chamada isoparaméltrica se suas curvaturas princi-
pais sao constantes. Tais hipersuperficies comecaram a ser estudadas
por Cartan e até hoje em dia sao exemplos relevantes. Por exemplo em
R3 superficies isoparamétricas sao cilindros de raio r (que tem curvatu-
ras principais Ay = r e Ay = 0), esferas de raio r (onde \; = Ay =71) e
planos. De fato no espagos Euclidianos e hiperbdlicos os unicos exem-
plos sao hipersuperficies totalmente geodésicas ou cilindros que tenham
como eixo subvariedades totalmente geodésicas. Porém nas esferas
S™m+! existem infinitos exemplos de de hipersuperficies isoparamétricas
nao homogéneos.

EXERcicio 5.27. Seja M™ em S™! uma hipersuperficie isopa-
ramétrica. Aceitando que a multiplicidade das curvaturas principais
A; € constante, i.e, para cada ponto p existe uma distribuicao de cur-
vatura E; (i.,e auto-espaco de S, associado a J;), verifique que tais
distribuicoes sao integraveis, ou seja E; coincidem com espacos tangen-
tes das folhas de folheagoes F; em M (as assim chamadas folheagoes
de curvatura) em M.

Vemos a seguir a ultima equagao fundamental.
PRrROPOSIGAO 5.28 (Eq. de Ricci).

onde n e & sao vetores normais a M e X eY tangentes a M.

EXERcIcIO 5.29. Suponha que M tem curvatura constante K igual
a c. Verifique que as afirmacoes abaixo sao equivalentes:
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(a) R¥ =0 (a conexao normal é flat),
(b) [S,,S¢] = 0 para qualquer 7, £ normal a M,
(c) existe uma base ortonormal que diagonaliza todos os S,,.

Observagao 5.30. Exemplos de subvariedades com conexao normal
flat sdo drbitas principais da acdo Ad : G x g — ¢ (agdo Adjunta)
de um grupo de Lie G na sua algebra de Lie g, quando G admite
métrica bi-invariante. Por exemplo considere G = SU(3). Neste caso
a algebra de Lie é su(3) = {X, X + X* = 0,trX = 0}, uma métrica
bi-invariante é g(X,Y) = trReX,Y* e a acdo Ad : G x g — g é
Ad(g)(X) = gXg!. Defina t o subespago vetorial de g das matrizes
diagonais com traco zero. Seja Z € t a matriz com elementos da
diagonal diferentes entre si. Entao G(Z) = SU(3)/T? (onde T? é o
subgrupo de SU(3) das matrizes diagonais) é uma orbita principal com
fibrado normal flat. Além disto tal érbita intersecta t ortogonalmente e
o espaco normal em qualquer ponto p = gZg~ € G(Z) ¢ Ad(g)(t) (vide
maiores detalhes em Alexandrino e Bettiol-Lie groups and Geometric
aspects of isometric actions).

As equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci parecem ter naturezas bem
diferentes. Porém veremos a seguir que elas fazem parte da equacgao
de Curvatura. Para entender este fato precisamos fazer algumas ob-
servagoes sobre formas de conexao. Seja {e4} um referencial adaptado
a M (i.,e auma vizinhanga de p € M). Entao %(.)6,4 => wan()®ep.
Como V(ye; = Y, w;j(-)®e; concluimos que @; j = w; ; (paral <4,5 <
m). Porém note que a matriz @ nao é a matriz w pois @ tem mais linhas
e colunas. Note também que S, (-) = =7V (jeq = Y. @ia(-) ®e; (onde
m:TM — M é a projecao ortogonal) e assim que I, = > . @0 ® 0;.
Posto estas observagoes estamos prontos para rever as equagoes fuda-
mentais agora usando a linguagem de formas.

PROPOSIGAO 5.31. Seja M subvariedade Riemanniana de uma va-
riedade Riemanniana M Seja {ea} um referencial adaptado a M e
denote wa p as I-formas de conexao e Q” as 2-formas de curvatura de
M associadas a {e4}. Entio

(a) d@;; = Y, Wik AWy + D0 Wia N\ Waj — ﬁ,] € a equacao de
Gauss escrita no referéncial adaptado.

(b) d@iq =D 1 Dig A Wpo + ZB Qip N Wga — Qo € a equagao de
Codazzi escrita no referéncial adaptado.

(€) d@ap =) Wai AWDip+ D Day AWy s —Qag € a equagio de
Ricci escrita no referéncial adaptado.

Concluimos entdo que as equacoes de Gauss, Codazzi e Ricci sdo partes
da equacao de curvatura:

do=o N0 — .
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5.4. Teorema fundamental das imersoes isométricas

TEOREMA 5.32. Seja W = M™ x R¥ um fibrado vetorial trivial.
Suponha que:

e M admite uma primeira forma, ou seja g, admita um re-
ferencial ortonormal {e;}™, com suas formas duais {6;}7, e
sejam {w; ;} as formas de conexdo Riemanniana;

e 0 fibrado vetorial W admite uma métrica gV e uma co-
nexdo afim VYW compativel com gV e considere {e, ;”I,ZH or-
tonormal de g"' e as formas de conexio {wa 5} das formas da
conexao VW ;

o cxistem formas {win} i=1---m, a=m+1,---m+k) que
sao candidatos a segunda forma, i.e., ao definir o (1,2) ten-
sor A como A(en) = Y i Wia @w; ele se torna (por hipdtese)
simétrico. Vamos definir wa; = —Wiqo;

o 0= (wap) (1 <A B<m+k) atende eq. de Gauss, Co-
dazzi e Ricci em R™F ou seja dw = w A w.

Temos entdao que dado py € M e gy € R™* ¢ uma base ortonormal
Vi, o Vingr de R™E (com métrica candnica) existe uma vizinhanca
U de py tal que
(a) Ewiste uma tinica imersao isométrica v : (U, py) — R™* com
Y(po) = qo tal que dipp,e; =v; (i=1,---m).
(b) Eziste um isomorfismo de fibrado vetorial H : W — v((U))
com
(b.1) H(es) = vq
(b.2) HH(g)V(Vd@b(X),d@b(Y)) = A(§)(X.Y)
(b.3) H(VX f) = VCVw(X)H(f)
Demonstracao. Visto que dw = w A w, temos pelo Teorema 3.48 que
existe um tnica aplicacao ¢ : U — O(m + k) tal que

(5.4.1) de =we , o(p) = [v]
Onde [v] é a matriz com linhas v4. Definindo V4 como as linhas de ¢,
podemos concluir que a equagao (5.4.1) equivale a equacao

(5.4.2) dVa=> wap®Vs, Valpo) = va
B

Para provar o item (a) basta encontrar uma aplicagao ¢ : U —
R™** (diminuindo U se necessdrio) tal que:

(5.4.3) dyp=>6:®V
=1

De fato, se uma aplicagao v satisfaz a equagao acima, entao di(e;) = V;
o que implica nao sé que ela é uma imersao, mas também que leva

Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771



5.4 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS IMERSOES ISOMETRICAS 85

referencial ortonormal {e;} (com a métrica g) no referencial ortonomal
{v;} (com a métrica do espa¢o Euclidiano) ou seja ¢ se torna uma
imersao isométrica e assim a demonstragao do item (a) terd terminado.

Note que 17 := Y_7* | §; ® V; é uma 1-forma com valores em R™**.
Assim pelo lema de Poincaré, para uma vizinhaca pequena de pg se
dn = 0 entao existe uma aplicagdo ¥ tal que di» = 7. Assim sendo
para demonstrar a eq.(5.4.3) basta provar a equagao abaixo:

(5.4.4) d(zmjei ®Vi)=0

Afim de provar a eq. (5.4.4) defina h; ,; como w;, = Zj i a0
Visto que A(e,) é simétrica temos h;j = wial(€j) = Wjal€i) = Nja,-
Assim concluimos:

diQiVi = Z(d91®w—9@'/\zwi,A®VA)
i=1 i A
= ) diRVi—) OiAw,; @V
i 6,J

+ Zgi/\wipz@va

e

= ) (d0; =D b Awiy) @V
j i
= ) hiabi N0 RV,
1,J,00
=0
Os 2 termos da penultima equagao se anulam devido a equacao estru-
tural (vide Proposicao 3.34) e devido ao fato de h;q; = hjqa:. Isto
termina a demonstragao da eq. (5.4.4) e assim a demonstragao da
eq.(5.4.3) e consequentemente o item (a).
Afim de provar o item (b) basta definir H : W — v(¢(U)) como
H(e,) = V,. Oitem (b) pode entdo ser verificado usando a eq. (5.4.2).
Por fim para garantir a unicidade da imersao ¢ (a menos da redugao
da vizinhanga de py) basta observar que se uma imersao atende item (a)
e item (b) entdo eq. (5.4.2) tem que ser atendida. Visto que eq.(5.4.2)
equivale a eq. (5.4.1) a unicidade da aplicacao 1 segue da unicidade
de (5.4.1).
O
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CAP{TULO 6

Teoremas de Hopf Rinow e Hadamard

Neste capitulo discutimos condigoes para que exp, : T,M — M
esteja bem definida e condicoes para que tal aplicacao seja um difeo-
morsimo e/ou um recobrimento.

6.1. Teorema de Hopf Rinow

Como discutido anteriormente, uma variedade Riemanniana (M, g)
se torna um espaco métrico se consideramos a funcao distancia induzia
por g. Claramente M é um espago métrico completo (i.e., toda sequen-
cia de Cauchy converge) quando M é variedade compacta. O préximo
exercicio indica outra classe de exemplos de variedades completas como
espagos métricos (que incluiem em particular os espagos hiperbdlicos e
Euclidianos).

ExERcicio 6.1. Seja M uma variedade Riemanniana homogénea,
i.e., dado x e y em M existe uma isometria g tal que g(x) = y. Mostre
que M é um espaco métrico completo.

Como vimos no item (a) do Teorema 4.22 se M é compacta, ela é
geodesicamente completa ou seja a aplicacao exp,, : T,M — M ¢ bem
definida, para todo p € M.

O teorema de Hopf Rinow enunciado e demonstrado a seguir ga-
rante que os 2 conceitos de completude sao equivalentes. Assim sendo
chamaremos M de wvariedade completa se um dos conceitos (geodesi-
camente completa ou completa como espago métrico) for atendido. O
teorema também garantira que 2 pontos em uma variedade completa
sempre serao ligados por uma geodésica minimizante, generalizando
assim o item (b) do Teorema 4.22.

TEOREMA 6.2. Seja M variedade Riemanniana.

(a) As condigoes abaizo sao equivalentes:

(al) Eziste um ponto p € M tal que exp, : T,M — M estd
bem definida;

(a2) os fechados limitados de M sao compactos,

(a3) M ¢é completa como espago métrico;

(ad) M € geodésicamente completa;

(b) Suponha que uma das condigoes acima seja satisfeita. Entdo
dado p,q € M existe uma geodésica v minimizante ligando p
agq,i.e, L(y)=d(p,q)
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Demonstracao. (al) = (b): Vamos primeiro provar que (al) implica
(b) ou seja que se existe um p € M onde a aplicacao exp, : T,M — M
estd bem definida entdao dado qualquer ¢ € M existe uma geodésica
parametrizada por comprimento de arco 7 : [0, R] — M tal que v(0) =
pevy(R) =qonde R = d(p,q). Este serd o coragao da prova do teorema
de Hopf Rinow.

Seja Bs(p) uma bola normal. Como a fungao = — d(x,q) restrita
0Bs(p) é continua, ela admite um minimo xy € dBs(p). Seja v € TI}M
tal que exp,(6v) = xg e defina t — v(t) = exp,(tv). Nosso objetivo é
mostrar que v(R) = ¢. Definamos o conjunto A C [, R] como:

(6.1.1) A={s e R] talqueVt € [0,s] d(y(t),q) = R —t}
Note que:

e A+, pois § € A (vide argumento da eq. (6.1.2) abaixo);
e sup A € A pois a funcao distancia é continua.

Devemos monstrar que sup A = ﬁ e para tanto basta mostrar que se
5 € A entao existe 0 tal que §+ 9§ € A.

Afirmacio 1: Seja d tal que Bs(y(8)) € bolar normal e & € 0Bz (v(3))
tal que d(%,q) = inf d(z, q)|zcom; ((5))- Entao T = (3 + (5).

Como veremos abaixo a ideia da prova da afirmacao 1 serd provar
que se 5 é a geodésica ligando v(3) a Z, entdo a curva concatenada
B * ¥|j0,5 minimizard a distancia d(p,Z) o que implicard que ela de
fato e uma geodesica (em particular nao quebrada). Vamos agora aos
detalhes da prova da afirmacao 1.

Observe primeiro que:

(6.1.2) d(v(3),q) = 0+ d(Z,q).

De fato se a : [0,1] — M é uma curva com «(0) = (5), a(l) = ¢
e a(1/2) € 9B;(7(5)) temos que L(a) > 0 + d(Z,¢) o que implica
(tomando o infimum sobre as curvas «) que d(y(5),q) 2 d+d(z,q).
Por outro lado pela desigualdade triangular d(vy(3,q) < d + d(Z,q) e

assim conluimos eq. (6.1.2).
Da definigao do conjunto A, recorde eq. (6.1.1), temos

(6.1.3) d(~(35),q) = R—3

Assim pela desigualdade triangular, e equagoes (6.1.2) e (6.1.3) temos
d(p, &) = d(p,q) —d(Z,q)

R—(R—5-0)

§+9

(AVARAYS

Da equagao acima concluimos que d(p, ) > § + 5. Por outro lado a
curva concatenada [3*7y|j,5 tem comprimento 5+ 6. Assim concluimos
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pela Proposicao 4.20 que a curva concatenada 37|y 5 ¢ uma geodésica
e em particular que Z = (5 + 4), terminando a prova da Afirmagao 1.

Por fim para demonstrar que s+ € A, e assim terminar a demons-
tracao do (al) = (b), basta aplicar eq. (6.1.2) e (6.1.3) concluindo que:

d(v(3+0),q) = d(7,
= d(v(

(al) = (a2): Seja K C M um conjunto fechado e limitado. Entao
existe um R tal que K C Bg(p). Por outro lado como (al) implica (b)
sabemos que Bg(p) C exp,(Bgr(0)). Logo K C exp,(Bg(0)), ou seja
temos um conjunto fechado limitado contido em um compacto, logo K
é compacto.

(a2) = (a3): Seja {z,,} uma sequencia de Cauchy. Entao dado R
existe um Ny tal que para todo m > Ny temos x,, € Br(zy,), ou seja
a sequencia {z,, }m>n, fica contida (pelo item (a2)) em um compacto,
assim possuiu uma subsequencia convergente. Uma sequencia de Cau-
chy que admite subsequencia convergente, também converge. Assim
provamos que M é um espaco métrico completo.

(a3) = (a4): Seja v : [0,a) — M segmento de geodésica parame-
trizada por comprimento de arco. Desejamos mostrar que « pode ser
extendida para [0,a+0), para algum 0. Considere uma sequencia {s,, }
tal que s, — a. Temos entao

Sn
€> |5 — 5| = / o/ () 1 dt
Sm.

> d(y(sn),7(8m)

Assim {7y(s,,)} é uma sequencia de Cauchy e como M é completo,
ela tem que convergir para um ponto p € M. Seja Bs(p) uma bola
normal convexa, e escolha Ny tal que se m > Ny entao v(s,,) € Bs/3(p)
e a— Sy, < /3. Concluimos pelo teorema da vizinhanga convexa (Te-
orema 4.17) que o segmento de geodésica pode ser extendido para
[0,a +0/3) e que que fato y(a) = p.

(a4) = (al) claramente e isto termina a demonstracao do teorema.
U

6.2. Teorema de Hadamard

TEOREMA 6.3. Seja M wvariedade Riemanniana completa com cur-
vatura K < 0. Entao exp, : T,M — M € um recobrimento. Em
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particular se M for simplesmente coneza entao exp, : T,M — M se
torna um difeomorfismo.

Afim de demonstrar este resultado precisamos dos 2 lemas abaixo,
sendo que o primeiro lema é um lema mais geral, que nao utiliza
condicao sobre curvatura.

LEMA 6.4. Seja F : M — M uma isometria local. Suponha que M
¢ completa. Entao F' € um recobrimento isométrico.

Demonstragdo. Seja p, € F1(p). Observe que como F é uma isome-
tria local entao leva geodésica em geodésica. Mais precisamente

(6.2.1) F(exp, (tv)) = exp,(tdF,,v), Vt.

A equacao acima e o item (a) do Teorema 6.2 implicam que M
¢ variedade completa. O item (b) do Teorema 6.2 ¢ a Eq. (6.2.1)
implicam que F' ¢é sobrejetora.

Seja d tal que Bs(p) é vizinhanga normal convexa.

Afirmagao 1: F : Bs(po) — Bs(p) € uma isometria.

Vamos provar a afirmacao 1 acima. Primeio observe que dado = €
Bs(p,) existe pelo menos um segmento de geodésica 7 : [0,1] — M
de comprimento menor do que § tal que ¥(0) = p, e (1) = & (visto
que M é completa). Assim sendo pela eq. (6.2.1) concluimos que
F(3(1)) € Bs(p) e assim que F(Bs(pa)) C Bs(p). Por outro lado dado
um z € Bs(p) existe um tnico v € T, M tal que x = exp,(v). Defina v,
tal que dF},, v, = v. Assim pela eq. (6.2.1) F(exp, (va)) = exp,(v) = o
concluindo que F(Bs(pa)) D Bs(p). Temos assim que F(Bs(pa)) =
Bs(p). Vamos agora provar que F' : Bs(p,) — Bs(p) é injetora. Vamos
considerar 2 pontos Z1,%2 € Bs(p,) e suponhas que F(Z;) = F(Z2).
Existe pelo menos 2 segmentos de geodésicas v; ligando p, a x; com
comprimento menor a d. Pela eq. (6.2.1) temos F' o4, e F o 7, sado
geodésicas (de comprimento menor que §) ligando p a F(Z;) = F(&s).
Como a vizinhanca é normal temos que Fo7y, = F'o”; 0 que implica que
A1 = o € assim que T = T concluindo assim que F' : Bs(p,) — Bs(p)
¢ injetora terminando a prova da Afirmacao 1.

Afirmagao 2: Bs(pa) N Bs(pg) =0 se a # 8

Suponha que & € Bs(pa) N Bs(ps). Seja &; : [0, 1] — M segmento de
geodésica com &; = p; e @;(1) = &. Assim pela eq. (6.2.1) as geodésicas
F o &; sao segmentos de geodésicas que ligam p a x em Bg(p) e assim
temos F'od, = Foag o que contraria o fato de F' ser um difeomorfismo
local, terminando a afirmagao 2. As afirmacoes 1 e 2 terminam a prova

do lema.
O

Notas de aula de M. Alexandrino 2019: MAT 5771



6.2 TEOREMA DE HADAMARD 91

LEMA 6.5. Suponha que M seja variedade completa com K < 0.
Entao para qualquer p € M a aplicagdo exp, : T,M — M ¢é um difeo-
morfismo local.

Demonstragao. Dado v € T,M desejamos demonstrar que exp, ¢ um
difeomorfismo em uma vizinhanga de v. Sejam t — () = exp,(tv) e
a variacao f(s,t) = exp,(tv(s)) onde s — v(s) é curva em T,M com
v(0) = v. Visto que K < 0 note que:
2
S0, (0) = 2" ) +2(7 )
= 8(=2R(.J)Y.J) +28(J", J')
> 2g(J,J")

Integrando a equacao acima e utlizando o fato que %g(J, J)(0) =
2g(J'(0), J(0)) = 0 (pois J(0) = 0) temos

d t

GELN0 22 67> 0 v >0

0
Integrando a equagao mais uma vez e utlizando o fato que J(0) = 0,
concluimos que
g(J, JJ)(t) >0, ¥Vt >0

o que implica, pela Proposicao 4.37, que exp é um difeo local em vizi-

nhanca de v.
O

Prova do Teorema 0.3: Pelo Lema 6.5 temos que exp,, : T,M — M ¢
um difeomorfismo local e pelo teorema de Hopf Rinow é uma aplicagao
sobrejetora. Defina a métrica g := (exp,)*g em T, M. Com tal métrica
exp, : T,M — M se torna uma isometria local. Note também que as
retas saindo do ponto 0 € T,M sao geodésicas de (T,M,g) e assim,
pelo Teorema de Hopf-Rinow (7},M, g) é variedade completa. Podemos
entao aplicar o Lema 6.4 para concluir que exp,, : (T,M,g) — (M, g) ¢
recobrimento isométrico. Em particular se M for simplesmente conexa
exp, : (T,M,g) — (M, g) se torna uma isometria.

O

EXERcicIO 6.6. Seja M uma variedade Riemanniana simplesmente
conexa, completa com K < 0. Mostre que dados p,q € M existe uma
unica geodésica ligando p a q.
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CAP{TULO 7

Isometrias e curvatura

Seja F': (M,g) — (M,g) uma isometria local. Reduzindo § te-
mos que F': Bs(p) — Bs(q) é uma isometria, onde Bs(p) e Bs(q) sado
bolas normais de p e ¢ = F(p). Visto que isometria leva geodésica
em geoddsica temos que: F o exp,|p,;0) = €xDPp(,) dFp|B;0) € assim
concluimos que:

~1
Flpyp) = eXpp(y) CdF;, o (epr |Bs(0))

A equacao acima motiva entao a seguinte pergunta.

Suponha que A : T,M — T, M é uma isometria entre espagos tan-
gentes e Bs(p) e Bs(q) sdo bolas normais. Quando a aplicagcdo definida
como
(7.0.1) H = exp, oA o (exp,|p,0))

-1

¢ uma isometria? .

Como veremos neste capitulo, quando M e M sao superficies basta
que H preserve curvatura seccional, vide Exercicio 7.2. No caso geral
a resposta € um pouco mais elaborada mas também dependera dos
tensores curvaturas, vide Teorema 7.1.

Uma vez abordado esta questao, iremos aproveitar a descricao da
aplicacao H e discutir o recobrimento Riemanniano de variedades de
curvatura constante, generalizando a Proposigao 4.34 Aproveitaremos
também para discutir a classificacao de superficies compatas via curva-
tura, uma bela aplicacao do teorema de Gauss Bonnet, vide Teorema
7.7.

7.1. Teorema de Cartan

TEOREMA 7.1. Sejam M e M variedades Riemannianas de mesma
dimensao e A : T, M — T,M uma isometria entre espagos tangentes

Defina H : Bs(p) — M pela eq. (701) Seja P(%) : TM — T:M o
transporte paralelo |5 ao longo da tnica geodésica mzmmzzante v que

ligo. p = 7(0) a 5(r) = & € Bs(p). Defina v = H(y) e seja P(x) o
transporte paralelo ||, ao longo de vy até 7( ) = H(z&). Por fim defina

() : TM—>TH( yM como ¢ = Po Ao P7'. Suponha que
B(R(X.Y)Z,W) = g(R($(X), 6(Y)#(Z), 6(W))

Entdo H : Bs(p) — M é uma isometria e dH, = A.
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Demonstracao. Nosso objetivo é demonstrar que
para todo T € Bs(p) e V € T: M.

Defina f(s,t) = exp,(tv(s)) tal que %(O,T) =Vief=Hofe
observe que

(7.1.2) f(s,t) = expy(tA(v(s)))

Assim a eq. (7.1.1) equivale a

(O Oy _y0f 01

(7.1.3) 0s’ Os 0s’ Os

Sejam {é;} uma base ortonormal de TpM , t — €;(t) o transporte pa-
ralelo destes vetores ao longo de 4 = f(0,-), e, = Aé; e t — e;(t) o
transporte paralelo de e; ao longo de v = f(0,-). Observe que

(7.1.4) ei(t) = oei(t)

Visto que g—f(O, t) =Y. 9i(t)éi(t) é campo de Jacobi temos que

+Zg (¥, 8))7,&)7;(t) =0

De forma analoga %(0, t) = >, ui(t)ei(t) é campo de Jacobi com
+Zg (v, €)' e)y;(t) =0

A eq. 7.1.4 e a hipdtese do teorema garantem que:
g(R<6/7 éj):}/v él) = g(R<717 ej)’/v ei)
Concluimos entao que:

Afirmacao 1: y; e y; atendem a mesma E.D.O de seqgunda ordem.

Por outro lado

(7.1.5) 7i(0) = 4;(0) = 0.
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Eq. 7.1.2 garante que:
/ _ Vof
;yxom = 5;55(0:0)
= AJ'(0)

= > ui(0)4e

Vof
= &%(07 0)
= Z@;(O)éi
e assim concluimos que:

(7.1.6) yi(0) = v;(0) = 7;(0).
A afirmagado 1, eq. (7.1.5) e eq (7.1.6) implicam que y;(t) = 9;(¢) o
que implica a eq. (7.1.3) que conclui a demonstragao.
O
ExEercicio 7.2. Considere a aplicacio H definida na Eq.(7.0.1)
entre 2 superficies M e M. Verifique que H é uma isometria se Ko H =
K onde K ¢é curvatura sectional.

ExERrcicio 7.3. Suponha que M e M tem curvatura seccional cons-
tante igual a c. Verifique que a aplicagdo H definida na Eq.(7.0.1) é
isometria.

7.2. Recobrimento isométrico e curvatura constante

LEMA 7.4. Seja F; : M — M isometrias locais com i = 1,2 entre

uma variedade Riemanniana conexa M e uma variedade Riemanniana
M. Suponha que existe um py € M tal que Fi(po) = F(po) e tal que
d(F1)p0 == d(Fg)pO. Entao F1 == FQ.

Demonstracdo. Dado p € M. Seja § tal que Fj|p,() é uma isometria.
Suponha que Fi(p) = Fy(p) e tal que d(F}), = d(F3),. Observemos
que

(7.2.1) Br|By) = FolBs(r)-

De fato, observe que Fi(Bs(p)) = Bs(F(p)) = Fa(Bs(p)) Podemos
entao definir ¢ = (F2|Bé(p))_1 o (Fi|py@)) e assim temos que (p) = p
e dyp, = Id. Visto que ¢ ¢é isometria concluimos

P = eXPyp) odyp o (epr |B<s(P)>71

= eXPy(p) old o (expp |Ba(P))_1
Id
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o que implica a eq. (7.2.1).

Fixo po para cada x € M seja o a curva com «(0) =pg e (1) =z
¢ defina A = {t € [0,1], i (a(t)) = F(at)) dFi(a(t) = dFy(a(t))}
Este conjunto é nao vazio e fechado pela hipétese e eq. (7.2.1). Também
a eq. (7.2.1) e conexidade garantem que A = [0,1] e que F} e F}
coincidem em uma vizinhanca de z.

t

TEOREMA 7.5. Seja M variedade Riemanniana completa com cur-
vatura seccional constante c. Entao M € recoberta isometricamente por
M(c) (espago forma) onde:

H™ se ¢ = —1,
M(c) = ¢ R™ se =0,
S™ o se =1.

Demonstragao. Seja M o recobrimento universal Riemanniano de M
ou seja w : M — M é o recobrimento universal e dotamos M com a
métrica 7*g.

Consideremos primeiro ¢ = 0,—1. Defina F : M(c) — M como
F(x) = exp; Aexp, ' onde A : T,M(c) — TI;M ¢ isometria linear.

Como M (c) e M sio completas, temos pelo teorema de Hadamard
(vide Teorema 6.3) que F' é bem definida e é um difeomorfismo. Pelo
Exercicio 7.3 F' é uma isometria.

Vamos agora supor que ¢ = 1. Sejam p, —p € S™. Defina F' : S \
{=p} = M como F(z) = exp; Aexp, ' onde A : T,M(c) — TI;M é
isometria linear.

Considere agora ¢ € S™ tal que ¢ # pe g # —p. Vamos definir entao
F:sm \ {—¢} = M como F(z) = eXPy(y 0dFy 0 equ . Novamente
pelo Exercicio 7.3 F é uma isometria local Note que F (q) = F(q) e
que dF = dF,. Assim pelo Lema 7.4 temos que F|W = F|w onde W =

S™\ {—p, —¢}. Podemos entdo definir a isometria local G : " — M
como

B F(z) se xze€S™\{-p};
6@ = { oy se oo o
Como G é isometria local e S™ é completo concluimos (e.,g usando

Lemma 6.4) que G é um recobrimento isométrico e assim como M e
simplesmente conexo concluimos que M (c) e M sao isométricos.

i

Observe que, como frequentemente fazemos, estamos acima su-
pondo que M tem dimensao maior ou igual a 2.
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EXERcicIo 7.6. Seja M variedade Riemanniana completa com cur-
vatura constante c¢. Verifique que M ¢é isométrica a M (c)/m (M) onde
m1 (M) é o grupo fundamental de M.

7.3. Classificacao de superficie via curvatura

TEOREMA 7.7. Seja M superficie compacta conecta, orientdvel sem
bordo. Entao:

(a) M admite métrica com K =1 se e somente se g(M) = 0.
(b) M admite métrica com K =0 se e somente se g(M) = 1.
(c) M admite métrica com K = —1 se e somente se g(M) > 1.

onde g(M) € o genus de M.

Antes de dar uma ideia da prova deste teorema necessitamos recor-
dar alguns fatos de topologia de superficies compactas orientaveis bem
como recordar o Teorema de Gauss-Bonnet.

LEMA 7.8. X(M) =2(1—g(M)), onde X(M) € a caracteristica de
Euler, i.e., X(M) =v—e+ f onde v, e e f sao os vertices, lados e
faces da triangularizacao de M.

LEMA 7.9. Seja M superficie compacta orientdavel. Entao

(1) M ¢ difeomorfa a S* se somente se g(M) = 0.
(2) M ¢ difeomorfa ao n-torus se e somente se g(M) =n

LEMA 7.10. Toda superficie compacta orientdvel com genus n > 1.
M pode ser realizada como quociente do poligono de 4n lados, onde

(1) onde todos os vértices sao indentificados uns aos outros,
(2) os lados sdo identificados em pares.

LEMA 7.11 (Teorema de Gauss-Bonnet). Seja M superficie com-
pacta orientdvel, R C M uma regiao regular (i.e., R € compacta, com
bordo OR = U;C; onde C; sao curvas simples, fechadas e regulares por
partes que ndo se interseptam). Suponha que OR tem orientagdo indu-
zida. Sejam k, curvatura geodésica (i.e., k(t) = g(5a'(t),e2) onde ey
¢ ortogonal a curva curva o e o/, ey dao orientagio de M ). Por fim
sejam 6; os angulos externos de C;. Temos entao que

n p
/ KdA + Z/ kodl + ) 0; = 21X (R)
R i=1 JCi i=1

Ideia da prova do Teorema 7.7. O teorema de Gauss Bonnet ga-
rante que [,, KdA = 2rX(M). Logo pelo Lemma 7.8 concluimos a
direcao ( = ) da prova.

Vamos agora provar a direcio ( < ). Se g(M) = 0 ou g(M) =
1 temos pelo Lemma 7.9 que M é ou a esfera ou o torus, e assim
consiguimos induzir as métricas da esfera (que tem curvatura 1) e do
toru-flat (i.e, R?/Z?) que tem curvatura zero.
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Sobra entao o caso onde g(M) =n > 1 ou seja um n-torus.

Seja D? o modelo hiperbélico do disco Poincaré, recorde Exercicio
2.11. Pelo Lemma 7.10 M ¢é um quociente de um poligono P, com
4n lados geodésicos em D? com as devidas identificacoes e com vertices
r eXp(QZ—f) ondek =0,1,---4n—1. Seja X, a soma dos angulos internos
de P..

Afirmagao: Eziste ro tal que X,, = 27

A prova da afirmacao segue dos fatos listados abaixo:

(i) lim,_; ¥, = 0; que pode ser provado via geometria hiperbdlica.

(i) lim, X, = (4n — 2)m; que pode ser provado usando Gauss-
Bonnet para P, visto como regiao Euclidiana,i.e, K = 0 e levando
em conta que as geodesicas hiperbdlicas tendem as geodésicas eu-
clidianas quando r — 0.

(iii) » — X, é fungdo continua; que pode ser demonstrado usando o
fato que — fPR +4n — ¥ p = 2.

(iv) (4n —2)m > 27 pois n > 1 ou seja um n torus.

Considere P,, no disco hiperbdlico e II : P,, — M a projecao
canonica. Iremos construir aplicacoes 1, : U C D?* — D? descontinuas
tais que @, = [lo1), se tornarao as parametrizagoes de M. Além disto
gogl o, serao isometrias locais de D?. Isto dard a estrutura hiperbdlica
para M e terminard a prova, vide Problema 7.12.

Vizinhanca do vertice: Como vimos no Lemma 7.10 os vertices
de P,, sao identificados com um unico ponto de M. Gostariamos de
descrever uma vizinhanga deste ponto em M. Tal vizinhanca vem da
projecao de 4n vizinhancas V; desconexas dos vertices do polinomio P,
ou seja a vizinhanga do ponto em M serd U™ I1(V;). Como X, = 27
conseguimos encontrar 4n conjuntos U; tais que U = U",U; se torna
uma vizinhanga de (0,0) no disco hiperbdlico (onde a ordenacao das
vizinhangas U; leva em consideragao a identificagao dos lados de P,,)
e tal que h;(U;) = Vi, onde h; € Iso(D?). A aplicacao vy : U — U;V;
(descontinua) é definida entao como 1g(x) = h;(x) se x € U;.

Vizinhang¢a dos lados: Como vimos no Lemma 7.10, os 2 lados
em pares sdo identificados. Dado entao 2 lados abertos (i.e, sem os
vertices) que projetam para o mesmo segmento vamos considerar 2
vizinhangas Vi e V3 tal que II(V;) U II(V;) é vizinhanca em M. Por
geometria hiperbdlica consiguimos encontrar 2 vizinhancas U; e U, tal
que U = U; U U, ¢ vizinhanga de (0,0) tal que h;(U;) = V;. Entao a
aplicacao 1, ¢ definida novamente como ¥, (z) = h;(z) se x € U; Aqui
temos 4 parametrizagoes deste tipo ou seja v = 1--- 4.
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Vizinhanga do centro: Por fim podemos definir uma vizinhanca de

(0,0) € D? como um disco e nesta caso ¢5 = Id.
U

ExERrcicio 7.12. Seja M uma superficie e ¢, : U, — M parame-
trizagoes de M tal que M = U,po(U,) e tal que 9051 0 P, ¢ isometria
local de D?. Conclua que M admite métrica g com curvatura K = —1.
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CAP{TULO 8

Variacao de energia de curvas

No capitulo 4 geodésicas foram introduzidas via derivada covariante
e via projecao do fluxo geodésico em M. La provamos que geodésicas
minimizam localmente caminho. Afim de discutir condi¢Oes necessarias
para uma geodésica ser minimizante (vide Coroldrio 8.12) e inferir as
primeiras propriedades topolégica em termos da curvatura limitada
por baixo (vide Teorema 8.14), vamos considerar neste capitulo as
geodésicas como pontos criticos do funcional energia, recorde Exercicio
4.15.

Este é um capitulo introdutoério para a vasta e rica teoria das va-
riagoes de energia de curvas. Em outra parte das notas iremos retornar
a esta fundamental abordagem da geometria Riemanniana.

8.1. Funcional Energia

DEFINIGAO 8.1. Seja « : [0,a] — M uma curva suave por partes.
Uma fungao f : (—¢,€) x [0,a] — M continua é chamada varia¢do de
a se

(a) f(0,t) =~(t),Vt €0,al,

(b) existe uma particdo 0 = tg < t; < ---try1 = a de [0,q] tal
que f(—e.e)x[ti tiyq] € SUAVE, i€., se extende a uma fungao suave
definida em um aberto de (—e¢,¢€) X [t;, t;i11].

Uma variagao f de a é chamada prdpria se f(s,0) = a(0) e f(s,0) =
a(a) para todo s. O vetor velocidade da variagio f é %.

LEMA 8.2. Seja V' um campo suave por partes ao longo de uma
curva suave por partes a: [0,a] — M. Entao existe uma variag¢ao f de
a com V(t) = %(O,t). Além disto se V(0) = 0 = V(a) a variagio f
pode ser escolhida como variacdo propria.

Demonstracao. No caso da variedade ser completa a variagao pode ser
definida como

f(s,t) = eXPa(s)(SV(t))

Caso M nao seja completa, pode-se cobrir @ por um numero finito de
vizinhancas e com isto é possivel reduzir € se necessario. Deixamos aqui
os detalhes para o leitor. O

2019: MAT 5771 Notas de aula de M. Alexandrino



102 VARIAQAO DE ENERGIA DE CURVAS

DEFINICGAO 8.3. A energia de uma variagao f de uma curva « :
[0,a] = M é definida como
/ 1L (s, ) Pat

Observagcao 8.4. Utilizando a deagualdade de Schwarz ((f,g) <

1£1gl) temos:
= ([l < [T [

Concluimos assim que
L*(a) < aF(a)
e igualdade ocorre se e somente se ||o/(t)|| é constante.

PROPOSIGAO 8.5. Sejam p,q € M e~ :[0,a] = M uma geodésica
minimizante ligando p a q. Entao para qualquer curva (B : [0,a] — M
ligando p e q temos E(v) < E(B) e vale a igualdade se e somente se 3
for geodésica minimizante.

Demonstracao. Como ||7'|| é constante, temos pela Observagao 8.4 que
aB(y) = L*(y) < L*(B) < aB(B)

Se f é uma geodésica minimizante, temos por definicao que a primeira
desigualdade acima é uma igualdade. Visto que geodésicas tem velo-
cidade constante, a Observacao 8.4 garante que a segunda também é
uma igualdade.

Agora suponha que F(vy) = E(f3) entao temos pela expressao acima
que L?(y) = L*(f). Tal fato e Proposicao 4.20 garante que 3 é imagem
de uma geodésica minizante. Como L*(3) = aF(f) concluimos da
Observacao 8.4 que S tem velocidade constante e assim é de fato uma
geodésica. O

A reciproca é validada quando M é variedade completa.

EXERcICIO 8.6. Seja M variedade completa e « : [0, a] — M curva
suave com velocidade constante. Suponha que para qualquer curva
B :10,a] — M ligando p e g temos F(a) < E(f5). Entao a é uma
geodésica minizante.

ExEeRrcicio 8.7 (Primeira variagao de energia). Sejam « : [0,a] —
M curva suave por partes, f : (—¢,¢€) x [0,a] — M uma variacao de «,
E¢(s) a energia da variagao, e V (t) := %(O,t). Entao

ti_+1
+
t;

3P = a0, Gi(s.)

i+1 a a
Z / f ; a{ (5, 1))dt
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S TE0) = - D a6 - ()

+ 9(V(a),d/(a)) — g(V(0),a/(0))

-3 [, g

=0

k

PROPOSIGAO 8.8. Seja (M, g) variedade Riemanniana completa.
Uma curva diferenciavel por partes o : [0,a] — M é uma geodésica se
e somente se para toda variagcao propria f de o temos %Ef(O) =0.

Demonstragdo. Se o é geodésica entao o (t7) = o/ (t]) e ~a' = 0. Além
disto se f é prépria, entdao V(0) = V(a) = 0. Assnn substituindo na
equacdo do Exercicio 8.7 temos que 4 E;(0) = 0.

Suponha agora que %E #(0) = 0 para qualquer variagdo prépria f
da curva a. Seja h : [0,a] — R func@o suave por partes com h(t;) =0
para qualquer j e h|(t;, t;41) > 0. Defina V(t) = h(t)Xa/(t) e seja f
uma variagdo com velocidade V' (vide Lema 8.2). Temos entdao pelo
Exercicio 8.7 que:

A Y v 1
hg(—a(t), —a'(t)) = =E+(0) = 0
Z/ (o), /(1) = 5 E5(0)

o que implica que a é geodésica por partes. Considere agora um outro
campo V tal que V (t;) = o/(t])—/(t;) e V(0) = 0 = V/(a). Considere
uma variagao f que tenha V' como vetor velocidade. Usando o fato ja
demonstrado que a é geodésica por partes junto com Exercicio 8.7
temos que:

0= ZH@ (£

Logo o/ (t;r) o/(t;). Como a é geodésica por partes, concluimos por

E.D.O que a é geodesma.
O

EXERcicIO 8.9 (Segunda variagao de energia). Sejam v : [0,a] —
M geodésica, f : (—e,€) x [0,a] — M uma variagdo de v, E(s) a
energia da variagao, e V() := %(O, t). Entao
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3o ) = w32 0,0)/(@) - 8l 2L 0,0,(0)

+§kwwawm

k

N Z/Mg V(O + RO, V(0)Y/ (1), V(1) dt

t’i_+1
+
ti

ou de forma equivalente

S0 = 82 0.0, 5/@) ~ e 20,0, 7(0)
+ L(VV)

onde I, é a forma do indice, i.e.,

LV.W) = [ sV, W 0) — (RO, V) (0. (0)

8.2. Teorema do Indice e geodésica minimizante

Sejay : [0,a] — M geodésica. Defina v(0, a) como o espago vetorial
formado pelos campos vetoriais diferenciaveis por parte ao longo de -,
perpendiculares a v e tal que V(0) =0 = V(a).

A forma do Indice I, definida no Exercicio 8.9 restrita a v(0,a) é
bilinear e simétrica. Recorde que o indice da forma I, restrita a v(0, a)
¢ a dimensdao méxima de um subespaco de v(0,a) tal que v(0,a) é
negativa definida. A nulidade de I, é a dimensao maxima do subespaco
W de v(0,a) tal que se w € W temos I,(w,v) = 0,Yv € v(0,a). O
espaco W é chamado espaco nulo. Dizemos que I, é degenerada se
W # {0}.

O teorema a seguir, chamado de Teorema de Indice de Morse, relaci-
ona o indice de I, com os pontos conjugados ao longo de uma geodésica,
recorde Secao 4.5. Em outra parte das notas iremos demonstra-lo (em
um contexto um pouco mais geral). Aqui desejamos apenas enunciar
uma de suas versoes e obter uma aplicacao simples porém interessante.

TEOREMA 8.10. O indice de I, € finito e € igual ao niumero de
pontos y(t) com 0 < t < a conjugados a (0), cada um contando sua
multiplicidade.

COROLARIO 8.11. Os pontos conjugados ao longo de uma geodésica
sao isolados.

COROLARIO 8.12. Se : [0,a] — M € geodésica minimizante, entdo
v(t) ndo € conjugado a v(0) para 0 <t < a.
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Demonstragao. Suponha por absurdo que existe (o) conjugado a (0)
tal que 0 < tg < a. Sabemos entao pelo Teorema 8.10 que existe um
campo V' € v(0,a) com

(8.2.1) L(V,V

) <
Visto que V(0) = 0 = V(a) podemos encontrar uma variagao

propria f que tal que ?( t) = V(t) recorde Lema 8.2. Assim pelo

Exercicio 8.9 temos

(8.2.2) E7(0) = 21,(V, V).
Como v é uma geodésica temos pelo Exercicio 8.7 que
(8.2.3) E7(0) = 0.

Eq. (8.2.1), (8.2.2), (8.2.3) implicam que existe um s pequeno tal
que

A eq. (8.2.4), a hipdtese de v ser minimizante contrariam a Pro-

posigao 8.5 tomando t — S(t) = f(s, ).
4

Observagao 8.13. Seja 7 : [0,a] — M geodésica com ||7|| = 1. Seja
A = {t € [0,00),talque d(y(0),~(t)) = t} Se tp = supA < oo entao
v(to) é chamado ponto minimo ao longo de . E possivel entao mostrar
que se ¥(ty) é ponto minimo de p = (0) (ao longo de ) entao:
(a) ou v(ty) é o primeiro ponto conjugado de v(0) ao longo de ~;
(b) ou existe uma geodésica 5 com ||| =1, 5(0) = p e B(ty) =
(o)
O conjunto de todos os pontos minimos de p (ao longo de todas geodésicas

~v com v(0) = p) é chamado cut locus. E sabido que se Cut(p) é o cut
locus de p entao M \ Cut(p) é homeomorfo a um aberto de T, M.

8.3. Teorema de Bonnet Myers

Como vimos na Defini¢ao 3.28 o tensor de Ricci é definido como
RiC(Xv Y)P =tr g(R<X7 )Y, )
Como sera abordado em outros pontos destas notas variedades com

Ric limitado por baixo apresentam uma rica estrutura. O primeiro
resultado nesta direcao é o Teorema de Bonnet-Myers abordado abaixo.

TEOREMA 8.14. Seja M wvariedade completa de dimensao m. Su-
ponha que existe r > 0 tal que:

_ Ric(X, X)

1
Ric(X), = > >0

m—1 r
para todo p € M e para todo X € T,M com || X| = 1. Entdo:
(a) A variedade M é compacta com diagmetro menor ou igual a Tr.
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(b) O recobrimento universal de M é compacto e assim w1 (M) é
finito.

Demonstracao. (a) Sejam p,q € M. Como M é completa, existe geodésica
v :[0,1] = M com v(0) = p e y(1) = ¢ tal que d(p,q) = L(v). Para
demonstrar o item (a) bastard demonstrar que o comprimento L(7) é

sempre menor ou igual a 7r. De fato isto implicard que M C By.(p).
Como M é completa isto implica que M é compacta (vide Teorema de
Hopf Rinow, Teorema 6.2). Isto também implicara (pela defini¢ao de
diametro) que diam(M) < 7r

Vamos entao supor por absurdo que existe uma v : [0,1] — M
minimizante tal que 7r <[ := L(v). Sejam t — ¢;(t) (i =1---m — 1)
uma base ortonormal paralela ao longo de v e defina e, (t) := 77/(t).
Defina V;(t) = sin(tm)e;(t) com 1 < j < m — 1. Observe que V;(0) =
0 = V;(1). Seja f; uma variacdo propria com %(O,t) = Vj(t), vide
Lemma 8.2.

Substituindo V; no Exercicio 8.9, utilizando o fato de e; ser paralelo
e que f; ¢ suave e prépria concluimos que:

1 2

%E”j 0) = — 20: g(V;, %V + R(Y,V)Y)dt
= /01 sin’(tm)m? — 1*sin® (t7)g( R(em, €)em, €;)dt
= /1 sin®(tm) (7% — K (e, €;) ) dt
0
Assim
= 1
831) 3 ]Zl E!(0) = (m — 1) /0 sin(tr) (7 — P Ric(en))dt.

Por hipétese Ric(e,,) > % > 0 e por suposi¢ao (* > 7. Temos
assim que [2Ric(e,,) > m*r?Ric(e,,) > 7 e assim

(8.3.2) 0 > 7 — I*Ric(en,)
Substituindo eq. (8.3.2) na eq. (8.3.1) temos

m—1
> E}(0)<0
j=1

N

Assim existe um jg tal que

E} (0)<0

J
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Visto que E} (0) = 0 (vide Exercicio 8.7) concluimos que existe s pe-
queno tal que Ey,(s) < Ey,(0) o que contraria Proposicao 8.5. Logo
7r > 1 := L(v) concluindo a prova do item (a).

(b) Considere o recobrimento universal Riemanniano 7 : (M ,8) —
(M,g), i.e, m é o recobrimento universal e g§ := 7*g. Entao temos
também para M que Ric(X) > &% > 0 e assim pelo item (a) con-
cluimos que M é compacto o que implica que 71(M) é finito.

U

Observagao 8.15. Nao basta no enunciado do teorema que Ric(X) >
0 para que M seja compato, como indica o exemplo do paraboloide em
R3, o qual ndo é compacto.

Observagao 8.16. Quando M é a esfera de raio r entao a estima-
tiva é atingida. Mais ainda, como veremos posteriormente, seguird
do teorema de Cheng que se a estimativa inferior for atingida, i.e., se
Ric(X) = -5 entao M serd isométrica a esfera de raio 7.

EXERCicIO 8.17. Seja G um grupo de Lie que admite métrica bi-
invariante e defina forma de Killing como:
O(X,Y) :=trad(X) o ad(Y)

onde ad(X)Y := [X,Y]. O grupo (algebra de Lie) é chamado semi-

simples se ® é nao degenerada. E possivel mostar que se g é semi-
simples e ® é negativa definida entao —® é metrica bi-invariante.

(a) Mostre que Ric(X,Y) = —3®(X,Y) para X,Y € g. Em par-

ticular conclua que Ric nao depende da métrica bi-invariante.

(b) Suponha que G seja semi-simples e a forma de Killing seja
negativa definida. Conclua que G é compacto.
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