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1 Partel

1.1 Espacos Euclidianos, retas e planos

Problema 1.1. Escreva o vetor (7,—1) como soma de dois vetores, um
paralelo ao vetor (1, —1) e outro paralelo ao vetor (1, 1).

Problema 1.2. Dados A = (1,3) e B = (2,2) determine z para que a
reta definida pelo ponto médio AB e o ponto (z,0) seja paralela ao vetor
v=(1,2).

Problema 1.3. Os pontos A = (1,—5), B = (5,2) e C = (3,9) so trés
vértices de um paralelogramo. Ache trés pontos, cada um dos quais podendo
ser o seu quarto vértice.

Problema 1.4. Sejam u = (2,4) e v = (—3,5). Determine:
(a) o produto escalar de u e v

(b) o angulo entre u e v



Problema 1.5. Determine a equacao cartesiana da reta no R? passando
pelos pontos a e b.

(a) a=(1,1) e b= (2,4)
(b) a=1(2,1) e b= (4,5)
() a=(3,2)eb=(51)
(d) a=(2,3) eb=(7,4)

Problema 1.6. Determine a equacao cartesiana do plano em R? contendo
os pontos a, b e c.

(a) a=(1,2,3),b=(1,3,1) e c = (2,6,4),
(b) a=(0,1,5),b=(2,2,3) e c = (3,3,4),
&) a=(1,1,4),b=(21,2) ec=(342),
(d) a=(1,0,3), b= (3,1,1) e c = (4,2,2).

1.2 Respostas da Parte I

Problema: 1.1: (7,-1) = (4, —4) + (3, 3)
Problema 1.2: 1/4
Problema 1.3: (—1,2), (3,—12) e (7, 16)

Problema 1.4:
(a) 14

V17
170 )

(=)

(b) arccos(

Resposta do Problema: 1.5

(a) =3z +y= -2



(b) —4z +2y = —6
(c) v4+2y="7
(d) z —by=-13

Resposta do Problema 1.6



2 Parte 2:

2.1 II-Sistemas Lineares e Matrizes

Problema 2.1. Resolva o sistema linear, por meio da eliminacao de Gauss

2u+v+w = 5
dy —6v = =2
—2u+Tv+2w = 9

Problema 2.2. Equilibre a equagao quimica:

HCl + Na3PO4 — H3P04 + NaCl

Problema 2.3 (Minimos quadrados (*)). Considere (t1,b1),. .. (tm, by) da-
dos experimentais de um fenomeno linear, e.g., dados que descrevem um
objeto com velocidade uniforme que no tempo t; estd a uma distancia b;
de um certo referencial. Afim de encontrar a reta que y = ax + ¢ que
estd mais proxima dos pontos coletados definimos a funcao de 2 variaveis
E(c,a) =Y (b — ¢ — at;)?. Verifique que se (¢,a) é ponto critico de E,

ie., se 2Z(¢,a) = 0= %2(¢,a), entdo (¢,a) atende:

sosi] L] = [l

Problema 2.4 (Matriz de Vandermonde). Dado pontos (t1,b1), ..., (tn, by)
existe um tnico polinémio P de grau n — 1 tal P(¢;) = b;. Verifique que

2> O

encontrar tal polinomio P equivale a encontrar (cy,...,¢,) que atende:
1 tl t% tee t?il C1 b1
1 tQ t% v tgil Co . bQ
1 ot, &8 - ! Cn b,



Problema 2.5. Resolva o sistema linear, por meio da eliminacao de Gauss

(a)

rT—3y—22z =
2 —4dy — 3z =
—3z+6y+82 = -5

r+2y—3z =1
2r + 5y — 82
3r+8y—13z = 7

I
W~

Ty + 329 — 223+ Dxs =
2:171 + 81’2 — T3+ 91’4 =9
3.171 + 5.T2 - 12.173 + 171’4 = 7

Problema 2.6. Resolva o sistema linear, por meio da eliminacao de Gauss
(a)
rT+2y—z =

r+3y+z =
3r+8y+4z = 17

r—2y+4z =
2z — 3y + 52
3r —4y+62 = T

rT+y+3z =
20 +3y—2 = 3
H+Ty+z = 7



Problema 2.7. Resolva o sistema por eliminacao e retrosubstituicao.
r+2y+3z2 = 0
—rx+y—2z = -3
2r+y+z = 3
Seja AX = B o sistema acima. Escreva as trés matrizes de eliminacao

Es, Es5 e FE3y que transformam A na matriz triangular superior U com
E32E31E21A = U. Calcule a matriz M = E32E31E21

Problema 2.8. (a) Calcule as inversas das matrizes de elimina¢ao abaixo:

1 00 1 00 1 00
Egl - 5 1 O E31 - O 1 O E32 - 0 1 0
001 -7 01 0 3 1

(b) Calcule a inversa da matriz M = FE33F31 Fy

Problema 2.9. Determine a fatoracao LU da matriz

P

2 7 o]

Problema 2.10. Determine a fatoracao LU da matriz

1 -3 5
A = 2 -4 7
-1 -2 1

Problema 2.11. Determine a fatoracao LU da matriz

1 2 1
A= 2 3 3
-3 —10 2



Problema 2.12. Utilize o método de Gauss-Jordan para calcular a inversa
da matriz

2 1 1
A= 4 —6 0
-2 7 2

Problema 2.13. Utilize o método de Gauss-Jordan para calcular a inversa
da matriz

1 0 2
A=|2 -1 3
4 1 8
Problema 2.14 (**). Seja
3 2 6
A=|6 4 11
3 3 =8

Calcule a fatoracao LU de A se esta existir ou determine a fatoracao PA =
LU para a matriz de permutacao P adequada.

2.2 Respostas da Parte 2

Problema 2.1: w=2,v=1,u=1
Problema 2.2: z1 =3, 20 =1, 23=1, 24 =3

Dica de solucao do Problema 2.2: Sejam x1, xq, x3, T4 tnteiros positivos
que equilibram a equagao x1(HCL) + z9(NazPOy) — 23(H3PO4) + 24(NaCl)
Igualando o numero de atomos de cada tipo ambos lados: x1 = 3x3 Hidrogénio
(H) , x1 = x4 Cloro (Cl), 3xe = x4 Sddio (Na), xo = x3 Fosforo(P), 4xy =
dzs Ozxigénio (O). Resolvendo o sistema linear temos: x, = t, x9 = 1/3,
x3 = t/3, x4y = t. Para obter os menores valores inteiros positivos coloque
t=3eobtenhaxy =3, 29=1,23=1,24=3

Problema 2.5:



() z=1,y=-3ez=2
(b) z =—-3—a, y=2+4 2a, z = a onde a é um parametro

(c) o sistema nao possui solugao.

Problema 2.6:

o, =2 _ 4
(a) = 3 Y=35.2=3
(b) O sistema nao possui solucao

(¢) x =—10a y =1+ 7a, z = a onde @ é um parametro.

Problema 2.7: 2 =0,y =—1, x = 2.

(1 0 0 1 00 100
= (010 0 10 110
011 -2 0 1 001
1 0 0
= 1 10
| -1 1 1
Problema 2.8:
1 00 100 1
(a) B5 = | -5 1 0| ,Ex'=[010]|,E; =10
0 0 70 1 0
1 0 0
b)yM=| -5 1 0
7 -3 1

)

_ o O



Problema 2.9:

1 0 0 2 1 1
L= 2 1 0|, U=|0 -8 =2
-1 -1 1 0 0 1
Problema 2.10:
1 0 0 1 -3 5
L= 2 1 0|, U=]0 2 =3
-1 -2 1 0o o0 3

Problema 2.11:

1 00 1 2 1
L=| 2 10|, U=|0 -1 1
—3 41 0 0 1

Al=

Problema 2.13
[—11 2 2 -‘
-4 0 1

S

Problema 2.14 Sejam

1 00
-2 10 s E31 =
01

FEy =
0

—_ o O

o O =

_ o O

o = O



32 6

Observe que PE31E5tA=U:= | 0 1 —14
00 -1 |
[ 1 0 0
Note também que PE31Ey; = BPonde B:= | —1 1 0
-2 01

Por fim defina L := B~! :=

(O Ep—
oo
—_ o o

e conclua que PA = LU.
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3 Parte 3

3.1 III-Espacgos e Subespacos Vetoriais

Problema 3.1. Escreva o polinémio v(t) = t*+4¢—3 como uma combinagao
linear dos polinomios p;(t) = t* — 2t + 5, pa(t) = 2t> — 3t, p3(t) =t + 1

Problema 3.2. Escreva a matriz M = ;1 g } como combinagao linear
. 11 1 2 11
dasmatrlzes.A—[l1],3—[34},0_{45],

Problema 3.3. Seja V' o espaco vetorial real dos polinomios reais. Deter-
mine se W é ou nao um subespaco de V' onde

(a) W é composto por todos os polindmios de coeficientes inteiros.

(b) W é composto por todos os polindémios de grau menor ou igual a 6 e
do polinémio nulo

(c) W é composto por todos os polindmios que possuem apenas poténcias
pares.

Problema 3.4. Determine se cada um dos conjuntos abaixo de vetores de-
termina ou nao uma base de R3

(a) (1,1,1), (1,0,1)

(b) (1,2,3), (1,3,5), (1,0,1), (2,3,0)

) (1,2,3),
(¢) (1,1,1) (1,2,3), (2,—1,1)
(d) (1,1,2), (1,2,5), (5,3,4)

Problema 3.5. Seja S o espaco das matrizes simétricas reais 2 por 2, i.e., o
espacos das matrizes reais A = A® ond A’ é a transposta de A. Determine a
dimensao de S e uma base para S.
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Problema 3.6. (a) Determine a dimensao e uma base para o niicleo N (U)

o O W
S W W
S W N

1
damatrizU = | 0
0

(b) Determine a dimensdo e uma base para o nicleo N(A) da matriz A =

1 3 3 2
2 6 97
-1 -3 3 4

Problema 3.7. Determine a dimensao e uma base do espaco de solugoes dos
sistemas homogéneos abaixo:

(a)
r+2y+2z2—s+3t =

T+2y+3z+s+t
3z +6y+82+s+5t = 0

TH+2y+z—-20 =
20 +4y+42 -3t =
3r+6y+7z—4t = 0

rT+y+2z =
2r+3y+3z2 = 0
r+3y+52 = 0
Problema 3.8. Demonstre as seguintes afirmacoes:
(a) Se m < n entao nao podem haver n vetores linearmente independentes

em R™.

(b) Sejam fi...fn € g1,...g, bases para um mesmo espaco vetorial V.
Entao m = n.

(¢) Sejam {f;} base de um espaco vetorial W e v € W. Entao existe para
cada vetor f; somente um nimero v; tal que v = ZZ v fi

12



3.2 Respostas da Parte 3

Problema 3.1: v = ’1—1171)1 + %pg + %pg
Problema 3.2: M =2A+3B -C
Problema 3.3: (a) ndo, (b) e (c¢) sim.

Problema 3.4: (a), (b) ndo , pois dimR* = 3. (¢) Sim, pois colocando o0s
vetores como colunas de uma matriz A trés por trés, podemos observar que
A é nao singular. (d) Nao pois colocando os vetores como colunas de uma
matriz A observamos que Az = 0 admite mais de uma solucao.

Problema 3.5: dimS = 3 e uma base é: F, = L0 , By = 01 ,
0 0 1 0
0 0

Problema 3.6:

(a) dim N(U) é igual ao niimero de variaveis livres, i.e., 2. Uma base F1, Fy
do subespago vetorial N(U) pode ser determinada da seguinte forma:
Considere as solugoes de Uz = 0. Entao £, ¢é obtido tomando z, = 1
e ro = 0 e Fy tomando-se x4 = 0 e x5 = 1. Assim E; = (1,0,—1,1) e
Ey, =(-3,1,0,0).

(b) Sabemos que PA = LU. Logo A = P7'LU. Logo Az = 0 se e somente
se Uz = 0. Logo N(A) = N(U).

Problema 3.7:

(a) Dimensao é 3. Base: v; = (—2,1,0,0,0), v; = (5,0,—2,1,0), vz =
(=7,0,2,0,1)

(b) Dimensao é 2. Base v; = (—2,1,0,0) vy = (—5,0,—1,2)

(¢) Dimensao 0, i.e., o espaco ¢ o espago vetorial trivial {(0,0,0)}.

Problema 3.8: Demonstrado em sala de aula. Para maiores detalhes
consulte livro de Strang, capitulo 2.
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4 Parte 4

4.1 III- Transformacoes Lineares

Problema 4.1. Diga se as aplicagoes abaixo sao ou nao transformacoes
lineares

() T:R—=R, T(z) =Tz
(b) T:R =R, T(x) = cos(z)

() T:R—>R, T(z) =Tz +1
1 3
(d) T:R* >R} T(x,y)=| 4 7
8 1

(e) T: C*(R) = C*(R), T'(f) = & f

() T:-R—=R, T(x) =2’

() T:C*(R) = C*(R), T(f) = [; f(z)dz

(h) T: C®(R) — C=(R), T(f) = [y f(z)g(x,t)dx onde g(x,t) € C(R?)
(i) T:R2 - R2, T(z,y) = (zy,y)

(G) T:R* =R T(z,y,2) = (z +y+ 2,22 — 3y + 42)

k) T:R* = R3 T(z,y) = (z + 3,2y, z + y)

Problema 4.2. Determine a transformacao linear T : R? — R3 tal que
T((1,0)) = (2,3,4) e T((0,1)) = (4,6,8)

Problema 4.3. Determine a transformacao linear Ry : R? — R? que deter-
mina a rotacao de vetores por meio de um angulo 6.
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Problema 4.4. Sejam P(*) o espaco vetorial dos polinomios de grau 3 e
a = {py = 1,p, = t,po = t*,p3 = t3} base de P(t*). Considere a trans-
formagao linear T : P(t*) — P(t*), T(f) = 4 f. Determine a representacio
matricial [T de T na base «.

Problema 4.5. Sejam P(*) o espago vetorial dos polinomios de grau 3 e
B:={q =13, ¢ = t*,q3 = t,q4 = 1} base de P(t3). Considere a trans-
formacdo linear 7' : P(t*) — P(t*), T(f) = 4 f. Determine a representacio
matricial [T]g de T na base 3.

Problema 4.6. Sejam P(*) o espago vetorial dos polinomios de grau 3 e
a:={py = 1,py = t,po = t*,p3 = 13} base de P(t?). Sejam P(t*) o espago
vetorial dos polinomios de grau 4 e & := {py = 1,p1 = t,po = t>, p3 =13, py =
t1} uma base de P(t?). Considere a transformagao linear T': P(t3) — P(t%),
T(f) = fot f(z)dz. Determine a representacao matricial [T]2 de T.

=1 1

Problema 4.7. Sejam v; = ( \*/%, 7

\/LE’ \%) e vy = ( ). Considere a aplicacdo

linear T'(xvy + yvg) = xv1 — YUs.

[\

(a) Considere as bases e = {(1,0),(0,1)} (base canonica) e v = {vy,v9}.
Determine as representagoes matriciais de Id (aplicagao identidade)
[Ld]e, [Td]y, [1d]g, [Id];.

v

(b) Determine a representagdo matricial [T}

e

(¢c) Determine a representacao matricial [T7]¢.

Problema 4.8. Considere as seguintes bases a = {uy,us} = {(1,2),(3,5)}
e = {v,v} = {(1,-1),(1,—2)} Determine a mudanca de base da base
[Id]g

Problema 4.9. Considere as bases 5 = {by, b2} = {(1,—1),(—2,3)} e a base
euclidiana {e;, s} Encontre a matriz de transicao (ou mudanca de base) de
{e1,e2} para (3 e as coordenadas do vetor z = (1,2) em relagao a 3.

15



Problema 4.10. Encontre a matriz de transicao correspondente a mudanca
de base {vi,v,} para {ui,us}, na qual v; = (5,2), v = (7,3) , u; = (3,2)
Ug = (1, 1)

Problema 4.11. Sejam v; = (1,1,1), vo = (2,3,2), v3 = (1,5,4), u; =
(1,1,0), up = (1,2,0) us = (1,2,1). Encontre a matriz de transi¢do (mu-
danca de base) de {vy, ve,v3} para {uy, us, us}

1
Problema 4.12. Considere a matriz A = 2
-1 -3

(a) Determine uma base e a dimensao para o espago colunas de A.
(b) Determine uma base e a dimensao do nicleo de A.

(¢) Determine uma base e a dimensao do espago de linhas de A.

Problema 4.13. Seja F': R* — R? a aplicacdo linear definida por
Flz,y,z,t) =(x—y+z+tx+2z—t,x+y+32—3)

a) Determine a representacao matricial A de F' na base canonica.

(
(b) Determine uma base e a dimensao da imagem de F.

(c¢) Determine uma base e a dimensao do nicleo de F'.

)
)
)
(d) Determine uma base e a dimensao do espaco de linhas de A.

Problema 4.14. Seja F': R® — R? a aplicacao linear definida por
F(z,y,2) =(x 4+ 2y —z,y+ 2,0 +y — 22)

(a) Determine a representacao matricial A de F' na base canénica.
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(b) Determine uma base e a dimensao da imagem de F.
(c¢) Determine uma base e a dimensao do nicleo de F'.
(d) Determine uma base e a dimensao do espaco de linhas de A.
12 3 1
Problema 4.15. Considere a matriz A= | 1 3 5 -2
3 8 13 =3
(a) Determine uma base e a dimensao para o espago colunas de A.
(b) Determine uma base e a dimensao do nicleo de A.

(¢) Determine uma base e a dimensao do espago de linhas de A.

Problema 4.16. Demonstre as afirmacgoes abaixo.

(a) Seja T : V. — W uma aplicacao linear. Entao 7" é determinada por
{T'(v;)} onde {v;} é base de V.

(b) Sejam 7" : V' — W uma aplicagao linear, {v;} base de V e {w;} base de
W. Entao T" admite representacao matricial A = (a;;) onde T'(v;) =

> QWi

(c) Seja A uma matriz m x n de posto r. Seja C'(A) o espaco colunas de
A. Entao dimC'(A4) = r.

(d) Seja A uma matriz m x n de posto r. Seja N(A) o niicleo de A. Entao
dim N(4) =n —r.

(e) Seja A uma matriz m X n de posto r. Entdo o nimero de linhas
independentes de A é r.

(f) Seja A uma matriz m x n de posto r. Entao N(A) é complemento
ortogonal de C'(A").

(g) Seja A uma matriz m X n de posto r. Entdo N(A?) é complemento
ortogonal de C'(A).
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4.2 Respostas da Parte 4
Problema 4.1

(a) Sim, 7" é transformacao linear
Nao, T nao é transformacao linear
Nao, T nao é transformacao linear
Sim, T é transformagao linear

Sim, T é transformagao linear

)

)

)

)

) Nao, T nao é transformacao linear
) Sim, T" é transformacao linear

) Sim, T" é transformacao linear

) Nao, T' nao é transformacao linear
) Sim, T é transformagao linear

) Nao, T nao é transformagao linear

Problema 4.2: T'(z,y) =

= DN
0 O W=~

Problema 4.3: Ry(z,y) = [ cos(f))  —sen (0) } , [a: }

sen ()  cos(6) y
[0 1 0 0]
Problema 4.4: [T]% = 8 8 3 g
000 0|
[0 0 0 0]
Problema 4.5: [T]g = g g 8 8
001 0|




Problema 4.6: [T]g =

o OO = O
O OO O
Swrr O O O
O O O O

Problema 4.7

§|H§|H
| I— |
i
=
oS
Il
1
|
§|H§|H
S-S
| — |

@ e == | o 3] - [

@ =1 ]

Problema 4.8: Primeiro resolva os dois sistemas lineares abaixo (lembre-
se vy, Vg, Uy, Uz SAO vetores)

V1 = GUp + G21U2

Vg = Q12U + G22Uo

Assim obtemos Ud]% _ [ ai; Q12 } _ [ -8 —11 } |

o1 Q929 3 4

Problema 4.9:

A mudanca de base é B~ = [ _11 _32 } '

O vetor z em relagao a base 3 é (7,3)

Problema 4.10 A mudanca de base é U~V = [ _34 _45 } .

1 1 -3
Problema 4.11: Mudanca de base ¢ U™'V = | -1 -1 0
1 2 4

Problema 4.12
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(a) dimensao do espaco coluna de A é 2. Uma base é {(1,2,-1),(3,9,3)}
(b) dimensao do niicleo de A é 2. Uma base é {(—3,1,0,0),(1,0,—1,1)}
(¢) dimensao do espago de linhas de A ¢ 2. Uma base é {(1, 3, 3,2), (0,0, 3,3)}

Problema 4.13:

1 -1 1 1
(a) A=|1 0 2 -1
1 1 3 -3

(b) dimensao da imagem de F (espago colunas de A) é 2. Uma base é
{(17 17 1)7 (_17 0; 1)

(¢) dimensao do nicleo de F' (nicleo de A) é 2. Uma base é (2,1, —1,0) e
(1,2,0,1)

(d) dimensao do espaco de linhas de A é 2. Uma base é (1,—1,1,1) e
(0,1,1,-2)

Problema 4.14

~1
(a) A=

—_ o =
—_ = N
—_

—2

(b) dimensdo da imagem de F (espaco colunas de A) é 2 . Uma base é

{(1,0,1),(2,1,1)}
(c) dimensao do nicleo de F' (nicleo de A) ¢ 1. Uma base é {(3,—1,1)}

(d) dimensao do espaco de linhas de A é 2. Uma base é {(1,2,—1),(0,1,1)}

Problema 4.15
(a) dimensao do espaco coluna de A é 2. Uma base é {(1,1,3),(2,3,8)}
(b) dimensao do nicleo de A é 2. Uma base ¢ {(1,-2,1,0),(-7,3,0,1)}
(¢) dimensao do espaco de linhas de A é 2. Uma base ¢ {(1,2,3,1),(0,1,2,-3))}
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Problema 4.16: Demonstrado em sala de aula. Maiores detalhes vide
Capitulo 2 do Strang.
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