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1. GEODESICAS, PARTE I

Ao longo desta secdo (M, g) denotard variedade Riemanniana com métrica g.

Problema 1.1. Seja M uma superficie mergulhada de revolucio em R3, onde g é métrica induzida.

Demonstre que sua curva geratriz é geodésica de M. Conclua que os grandes circulos sao geodésicas de
S2.

Problema 1.2. Dado ¢ € M demonstre que existe € > 0 tal que exp, : B¢(0) — M ¢ difeomorfismo
sobre um aberto de M.

Problema 1.3. Seja el) : T,SO(n) — SO(n) a aplicacio exponencial de matrizes, i.e., e? = Yoo %

(a) Verifique que ¢ — e’ 6 linha integral do campo invariante a esquerda A(g) = gA.

(b) Dado uma métrica bi-invariante g de SO(n) mostre que ¢ — e é a geodésica o com a(0) = e e
a/(0) = A. Conclua que exp, A = e” ou seja a exponencial Riemanniana em e (com respeito a

g ) coincide com a exponencial matricial.

Problema 1.4. Suponha que M ¢é variedade Riemanniana compacta. Mostre que toda geodésica
estd definida para todos valores de R.

Dica: Considere o campo geodésico G e X(TM) restrito ao fibrado tangente unitario TH(M) :=
{Vy € Ty M, ||V,|| = 1}zem e aplique o resultado que afirma que todo campo suave definido em variedade
compacta gera um grupo a 1 parametro de difeomorfismos.

Problema 1.5 (Lema de Gauss). Sejam exp, : B5(0) — M bem definida, Sgil(O) esfera contida em
Bs(0) com § < d e v : (—e€) — Sgil(O) curva suave. Defina f(s,t) := exp,(tv(s)). Demonstre que
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Problema 1.6. Seja B;(q) uma bola normal. Defina « : [0,1] — Bs(q) como a(t) := exp,(tv) com
lv|| < 0. Seja 5 :[0,1] — M curva suave por partes tal que a(0) = 3(0) e a(1) = B(1). Demonstre que
L(a) < L(B). Se a igualdade vale mostre que $[0,1] = «[0, 1].

Problema 1.7 (*). Dado ¢ € M demonstre que existe vizinhanca W de ¢ tal que, se z,y pertencem a
W entao existe uma tnica geodésica minimizante ligando z a y.



Problema 1.8. Seja v : [0,1] — M uma curva suave por partes tal que d(v(0),v(1)) = L(vy). Mostre
que v é imagem de uma geodésica.

Problema 1.9.

(a) Demonstre que a curva C := {z = ¢,y > 0} é imagem de uma geodésica do espago hiperbélico

H? (modelo do semi-plano).
(b) Utlizando o fato que aplicagdes z — T'(z) = ‘Clzzig com ad — bc =1 (a,b,c,d reais) levam C ou
em semi-circulos (com centro em dH?) ou em semi retas z = xg, y > 0 conclua que tais curvas

sdo imagens de geodésicas de H?.

Problema 1.10 (referencial geodésico em py). Seja pp um ponto fixo de M. Demonstre que:

(a) existe uma vizinhanga U de pg e um referencial ortonormal {€;} (para ¢ =1---n) suave em U
tal que V(.)gi(po) =0

(b) grad f(po) = >, (€ - f(po))€i(po)
(¢) div(po) = X3, & - i(po), onde 7 = 37, i
(d) Af(po) =2 (€ (& - f))(po)

(e) A(fg)(z) = f(z) A glz) + g(z) A f(z) + 2(grad f,grad g)(z), para qualquer z € M, onde
f.g € C=(M)

(f) d(igvol) = div i vol onde vol é forma volume de M (supondo M orientavel) e @ € X(M)

Problema 1.11. Sejam M variedade compacta orientdvel, sem bordo e f € C°°(M). Demonstre que
se Af > 0 entdao f é constante.

Problema 1.12 (*). Sejam F campo nio nulo em p e S uma hipersuperficie transversal a ﬁ(p), ie.,
peSeT,M=1T,5®{RF,}. Reduzindo S se necessario seja ¢ : (—¢, €) x S — M a retificacao do fluxo
de F' com respeito a S. Defina A = (¢)*vol. Mostre que div F(p) = % In A(t, p)]
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2. GEODESICA PARTE II

Ao longo desta secdo (M, g) denotard variedade Riemanniana com métrica g.

Problema 2.1. Suponha que M é variedade Riemanniana compacta. Demonstre que:

(a) para todo ¢ € M a aplicacio exponencial exp, : T,M — M estd bem definida;

(b) dados ¢ e p em M, existe um segmento de geodésica vy : [0, R] — M (parametrizado por
comprimento de arco) ligando ¢ a p (i.e., ¥(0) = g e v(R) = p) que realiza distancia, i.e,
L(y) = R = d(q,p). que realiza distancia (i.e,

Dica:

(a) Considere o campo geodésico G € X(T'M) restrito ao fibrado tangente unitario T (M) := {V, €
T, M, ||Vy|| = 1}zem e aplique o resultado que afirma que todo campo suave definido em variedade
compacta gera um grupo a 1 parametro de difeomorfismos.

(b) Utilize os seguintes ingredientes: uma sequencia de cuvas vy, (cada 7, concatenacio de segmentos
de geodésicas) com L(vy,) — R; exitencia das vizinhangas completamente normais (vide Prob-
lema 1.7); o fato de M ser compacto, i.e., sequencias de pontos {z%}, (e.,g 7%, € 7,) admite
subsequencia convergente.

Problema 2.2 (*). Seja M variedade Riemanniana compacta nao simplesmente conexa. Demonstre
que por cada ¢ existe um loop geodésico (i.,e uma geodésica vy : [0,1] — M tal que v(0) = (1), porém
7'(0) ndo precisa ser igual a '(1)).

— M uma aplicagao suave tal que f(sg,-) é geodésica para todo

Problema 2.3. Seja f : (—¢,€) X [a,
= 3£(0,t) é campo de Jacobi ao longo da geodésica «(t) := f(0,1).

b]
50 € (—€,€). Demounstre que J(t) : %f

Problema 2.4. Seja ¢ tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida. Defina a curva a(t) := exp,(tvo)
com ||vg|| =1 e |t| < J. Para w € T,M considere o campo tw ao longo do segmento ¢ — tvg. Demonstre
que J(t) := d(exp,)wytw é campo de Jacobi com J(0) =0 e X J(0) =

Problema 2.5 (*). Suponha que M é geodesicamente completa, i.e, exp,, : T,M — M estd bem definida
para todo p € M. Seja « : (—6,0) — M geodésica e J campo de Jacobi ao longo de . Demonstre que

J(t) = %(0 t) para f(s,t) = expgy (tv(s)) onde B : (—€,€) — M é uma curva tal que 5'(0) = J(0) e

v:(—€,€) = M é um campo ao longo de 3 com v(0) = o/(0) e Y-v(0) = ¥J(0).

Problema 2.6. Sejam M variedade Riemanniana com curvaturas seccionais constantes K e « : [0,a] —
M geodésica com vetor velocidade 1. Demonstre que o campo de Jacobi J ao longo de « com condicoes
iniciais J(0) =0 e dtJ( ) = w para w perpendicular a o/ (0) é J(t) = cx (t)w(t) onde w(-) é o transporte
paralelo de w ao longo de « e cx é a funcao definida como cg (t) := sm%) se K >0, cx(t) :=1 se

K =0eck(t) = Smh\(/L ) se K < 0.




Problema 2.7. Sejam (M",g) variedade Riemanniana com curvaturas seccionais constantes K e 1) :
(0,6) x S"~!' — Bg(p) parametrizacio geodésica polar, i.e., 1(r,v) := exp,(rAv) onde A : (R", g9) —
(TyM, g) é isometria linear. Demonstre que a métrica g em coordenadas geodésicas polares é dr? +
(cx(r))?ds? onde ds? é a métrica canonica da esfera S"~! e a fungio cy foi definida na Proposigio 2.6.
Em particular conclua que duas variedades Riemannianas com mesma dimensiao e mesmas curvaturas
seccionais constantes iguais a K sao localmente isométricas.

Problema 2.8. Sejam § tal que exp, : Bs(p) — M estd bem definida. Defina a(t) = exp,(tv) com
|t| < 0 e ||v|| = 1. Entao a(tg) é ponto conjugado a a(0) ao longo de «a (i.e, existe campo de Jacobi J
com J(0) =0 e J(tg) = 0) se e somente se dim(ker d(exp,)sy) > 0.

Problema 2.9. Sejam U : M — R funcao suave (poténcial) e (s,t) — f(s,t) uma variacdo suave prépria
(i.e, f(s,0) = f(0,0) e f(s,1) = f(0,1)) onde t — a( ) f(0,t) atende mvdi‘ = —VU(a(t)) (equagio
de Newton). Verifique que £ A(0) = 0 onde A(s fo (%(s,t )dt e L(Vy) := 2g(Va, Vi) — U(z);

Problema 2.10 (*). Seja o curva atendendo a equacao de Newton ¥ d = —VU(«(t)). Demonstre que
(a) E(/(t)) = conde E(V;) = 59(Va, V) + U(2).

(b) existe uma func¢io h e um intervalo I tal que § = aoh|; é geodésica para a métrica § = (c—U)g

t

Dica: compare V com V e lembre que %ﬂ’(t) = o/ (h(t))h"(t) + th o' (h(t))(R'(t))?



3. IMERSOES ISOMETRICAS, EQUACAO DE GAUSS E TEOREMA DE GAUSS-BONNET

Problema 3.1. Uma subvariedade Riemanniana M de uma variedade Riemanniana (M, (-,-)) é chama-
da totalmente geodésica, se a segunda forma se anula ao longo de M. Mostre que M é totalmente
geodésica se e somente se toda geodésica de M é geodésica de M.

Problema 3.2. Seja V um subespaco de R” e defina M := V N S"!. Mostre que M é subvariedade
totalmente geodésica de S*~!.

Problema 3.3. Seja G um grupo de Lie com métrica bi-invariante e H C G subgrupo fechado. Mostre
que H é subvariedade totalmente geodésica.

Problema 3.4 (*). Sejam M; e My variedades Riemannianas e M = M; x My variedade com a métrica
produto. Mostre que:

(a) My x {p2} é totalmente geodésica em M
(b) K(X,Y)=0se X,Y sao vetores ortonormais tais que X é tangente a M; x {p2} e Y é tangente
a{p1} x My

Problema 3.5. Seja M subvariedade Riemanniana de uma variedade Riemanniana (M, (-,-)) e denote
R, R os tensores curvaturas de M e M e B o (1,2) tensor segunda forma de M. Demonstre que:

(R(X,Y)X,Y)—(R(X,Y)X,Y) = (B(X,X),B(Y,Y))— (B(X,Y),B(X,Y))

Problema 3.6. Seja M hipersuperficie de (M, §). Conclua que K (e1, e3) — K (e, e2) = A1 Ap onde ey, ey
sao direcoes principais de T, M associadas as curvaturas principais A\; e Ao.

Problema 3.7. Mostre que as curvaturas seccionais de S™ sao 1.

Problema 3.8. Seja M o grifico em R? de uma funcio f : © C R? — R suave tal que (0,0) € Q,
f(0,0) =0e Vf(0,0) = (0,0) Verifique:
(a) Top0M = R? x {0},
(b) se f(O 0,0) = (0,0,1) entao S¢(v,0) = (Hessf(0,0)v,0), onde S¢ é o operador forma.
(c) curvaturas principais sao auto-valores A\; e Ao do Hessf(0,0) e assim que M pode ser aproximado
por um paraboldide (respectivamente hiperboloide) se A\; Ao > 0 (respectivamente se A\; Ay < 0).



Problema 3.9. Seja M uma superficie mergulhada em R? e ¢ vetor normal unitario a M. Defina
e+ M — R como n,¢(z) =z + ré
(a) Sejam e; e ey direcoes principais em T, M com curvaturas principais A; e Ag. Verifique que
dnree; = (1 —1Xp)e;
(b) Conclua que se r # )\% em vizinhanca U de p, entdo existe vizinhanca U C U de p tal que nre(U)
é superficie mergulhada.

Problema 3.10. Enuncie o teorema de Gauss-Bonnet.

Problema 3.11. Considere um triangulo geodésico contido em um disco convexo de uma superficie M.
Seja Zg’zl ; a soma dos angulos internos. Verifique:

(a) Se K > 0 entao 2?21 wi >

(b) Se K = 0 entao Z?:l Y=

(c) Se K <0 entao 2?21 pip <

Problema 3.12 (*). Seja M superficie compacta conecta, orientavel e g(M) seu genus. Demonstre que:

(a) M admite métrica com K =1 se e somente se g(M) = 0.
(b) M admite métrica com K = 0 se e somente se g(M) = 1.
(¢) M admite métrica com K = —1 se e somente se g(M) > 1.

Obs: A diregao da esquerda para direita segue facilmente do Teorema de Gauss-Bonnet e pode cair
em prova ou teste.

Problema 3.13 (**). Demonstre o teorema de Gauss-Bonnet.



