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1. Variedades e C�alculo no Rn

Problema 1.1.

a) Sejam F : 
 � R
m
! R

n
de classe C

n
e p 2 
. Prove que existe � > 0 tal que para todo q 2 B

�
(p )

temos que RankDF (q ) � RankDF (p ):

b) Seja G : R
m+k

! R
k
uma aplica�c~ao suave. Prove que:

G �e uma submers~ao se e somente se frg1 ; rg2 ; : : : ; rgk�1 ; rgkg s~ao linearmente independentes:

Onde G (p ) = (g1(p ); g2(p ); : : : ; gk�1(p ); gk(p ) ), para cada p 2 R
m+k

.

Problema 1.2. Prove os teoremas de Imers~ao, de Submers~ao, da Fun�c~ao Impl��cita e do Posto.

Problema 1.3. Parametrize as superf��cies abaixo:

a) S = f(x; y; z) 2 R3jx2 + y2 + z2 = 4; z � 1; x � 0; y � 0g

b) S = f(x; y; z) 2 R3jz =
p
3(x2 + y2); x2 + y2 + z2 � 1g

c) S = f(x; y; z) 2 R3jx+ 2y + 3z = 10; x2 + y2 � 1g
d) S = f(x; y; z) 2 R3jx2 + y2 = 9; 0 � z � 20 + 2x� yg

e) S = f(x; y; z) 2 R3jx
2

4 + y2

9 = 1g

f) S = f(x; y; z) 2 R3jy2 + x2 � z2 = 1g

g) S = f(x; y; z) 2 R3j(
p
x2 + y2 � 2)2 + z2 = 1g

Problema 1.4. SejaG : R
m+k

! R
k
uma submers~ao suave, eG (p ) = (g1(p ); g2(p ); : : : ; gk�1(p ); gk(p ) ),

para cada p 2 R
m+k

. Sejam c um valor regular de G, M := G
�1
(c ) e q 2M . Dado que

TqM := fv 2 R
m+k

: hrg
i
(q ) ; v i = 0; para cada i = 1; 2; : : : ; k � 1; k g

prove que

a) se � : (�� ; �)!M , com � > 0, e � �e diferenci�avel, ent~ao _� (0 ) 2 T
� (0 )

M .

b) Dado v 2 TqM , existe uma curva diferenci�alvel � : (�� ; �)!M tal que � (0 ) = q e _�(0 ) = v.

Problema 1.5. Seja G : R
m+k

! R
k
uma submers~ao suave e M := G

�1
(c ). Dado p 2M prove que M

�e localmente descrito como gr�a�co em rela�c~ao ao espa�co tangente TpM .
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Problema 1.6. Seja f : Mn(R ) ! Sn(R ) a aplica�c~ao de�nida por f(A ) = AA
t
, onde Mn(R ) s~ao as

matrizes quadradas n � n com entradas reais, Sn(R ) s~ao as matrizes sim�etricas com entradas reais, e

A
t
denota a matriz transposta de A.

Prove que:

a) Sn(R ) �e um espa�co vetorial real;
b) f �e de clase C

1

;

c) On(R ) := fA 2Mn(R ) : AA
t
= I g �e uma subvariedade mergulhada de Mn(R ).

Pode dizer alguma coisa sobre a dimens~ao de On(R )? �E On(R ) uma variedade compacta? �E SO
n
(R ) :=

fA 2 Mn(R ) : AA
t
= I e det (A ) = 1 g uma variedade? �E compacta? �E Gln(R ) := fA 2 Mn(R ) :

det (A ) 6= 0 g uma variedade? �E Sln(R ) := fA 2 Mn(R ) : det (A ) = 1 g uma variedade? S~ao Sln(R )
e Gln(R ) compactas?

Problema 1.7. Determine T
I
On(R ), T

A
On(R ), onde A �e qualquer matriz em On(R ) e I �e o a matriz

identidade de Mn(R ). O que você pode dizer sobre T
I
SOn(R )? E sobre T

B
SOn(R ), para B 2 SOn(R )?

Problema 1.8. Seja f : R
m+k

! R uma fun�c~ao suave. Seja G : R
m+k

! R
k
uma submers~ao suave,

com G (p ) = (g1(p ); g2(p ); : : : ; gk�1(p ); gk(p ) ), para cada p 2 R
m+k

. Sejam c um valor regular de

G, e de�namos M := G
�1
(c ). Prove que se f j

M
tem um m�aximo ou m��nimo local em q 2 M ent~ao

rf (q ) =
Pk

i=1
�
i
rg

i
(q ).

Problema 1.9. SejaG : R
m+k

! R
k
uma submers~ao C

1

, comG (p ) = (g1(p ); g2(p ); : : : ; gk�1(p ); gk(p ) ),

para cada p 2 R
m+k

. Sejam c um valor regular de G, e de�namos M := G
�1
(c ). Seja a 2 R

m+k
nM , e

de�namos ha : R
m+k

! R como ha (x ) = jjx� a jj
2
. Prove que se q �e ponto m��nimo para ha ent~ao a� p

�e ortogonal a M .

Problema 1.10. Sejam S = f(x; y; z) 2 R3j (x�2)
2

9 + y2 + z2 = 1g e f(x; y; z) = (x� 1)2 + y2 + z2 .

a) Determine a equa�c~ao do plano tangente a superf��cie S no ponto (3; 23 ;
2
3)

b) Determine o valor m�aximo e o valor m��nimo da fun�c~ao f restrita a superf��cie S e os pontos onde
f assume tais valores.

Problema 1.11. Determine o volume da maior caixa retangular com arestas paralelas aos eixos e que
pode ser inscrita no elips�oide 9x2 + 36y2 + 4z2 = 36.

Problema 1.12. Sejam H e K dois subgrupos fechados de On(R ), e suponha que eles s~ao variedades.
Seja � : K �! H um homomor�smo de grupos que �e de classe C

1

. Prove que d� tem posto constante.
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Problema 1.13. De�namos so
n
:= T

I
On(R ). Fixe A 2 so

n
, e seja a curva

�
A
: R �! Mn(R )

t �! exp (tA )

Prove que �
A
�e uma curva suave e que �

A
(t ) est�a em SO

n
(R ), para todo t 2 R.

Problema 1.14. Seja � = (�1 ; �2 ; �3) 2 R
3
, e de�na A

�
como a matriz

�
0 ��3 �2
�3 0 ��1
��2 �1 0

�
:

Prove que:

a) A
�
(v ) = � � v, para todo v 2 R

3
.

b) Dada a curva
�
A
: R �! Mn(R )

t �! exp (tA
�
);

�xando t 2 R, � (t ) �e uma rota�c~ao que �xa � e tem velocidade angular jj� jj.

Problema 1.15. Seja A 2M3(R ). Prove que:

a) Existem matrices B;C 2M3(R ) tais que B �e sim�etrica, C �e antisim�etrica e A = B + C;

b) Div ~A (x ) = Div ~B (x );

c) Rot ~A (x ) = Rot ~C (x );

d) dado � = (�1 ; �2 ; �3) 2 R
3
, e de�nindo A

�
como seguinte matriz

�
0 ��3 �2
�3 0 ��1
��2 �1 0

�
; prove que se

F (x ) = ~A
�
(x ), ent~ao RotF = 2 �. Conclua que jjRotF jj = 2 vezes a velocidade angular.

Problema 1.16. Seja ~F (x1 ; x2 ) = f1(x1 ; x2 )~e1 + f2(x1 ; x2 )~e2 , onde f1 ; f2 : R
2
! R s~ao suaves.

Suponha que para �0 > 0 temos que ~F (�0 ; 0 ) = a~e1 onde a 6= 0. Seja �t o uxo de ~F . Veri�que que

existe uma vizinhan�ca 
0 de (0; 0) tal que a aplica�c~ao �̂ : 
0 ! 
1, de�nida por �̂ (t ; x2 ) = �t(�0 ; x2 )

�e um difeomor�smo. A aplica�c~ao �̂ costuma ser chamada reti�ca�c~ao do uxo.

Problema 1.17. Considere o campo linear ~F em R
2
, de�nido como

~F (x ) = �1x1~e1 + �2x2~e2 ;

i.e.,

F (x ) =

�
�1 0
0 �2

� �
x1
x2

�
:

a) Esboce o uxo para �2 > �1 > 0.

b) Seja �̂ a reti�ca�c~ao do uxo, vide Problema 1.16. De�nindo A (t ; s ) = det(D �̂ (t ; s )) como o
elemento de �area, veri�que que

Div ~F (� ; 0) =
d

d t
[ln A (t ; 0 )] j t=0 :
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Problema 1.18. Seja � : I ! R3 a trajetoria de uma part��cula sobe a a�c~ao de uma for�ca conservativa
com energia potêncial U; i.e,m�

00

(t) = �rU(�(t)): Seja E(q; v) a energia total, i.e., E(q; v) = 1
2mhv; vi+

U(q): Veri�que que E(�; �
0

) �e constante, i.e., a energia total �e constante ao longo de �.

Problema 1.19. Seja ~F 2 X(
) onde 
 �e aberto conexo em Rn. Prove que as a�rma�c~oes abaixo s~ao
equivalentes:

1. ~F �e conservativo,

2. o trabalho de ~F independe do caminho,
3. o trabalho ao longo de um caminho fechado �e zero.

Problema 1.20. Dado aberto 
 em Rn, considere campos ~F ; ~G 2 X(
) de�nidos como ~F =
P

i fi
@
@xi

e ~G =
P

j gj
@
@xj

. Seja [~F ; ~G] o campo de�nido como [~F ; ~G]h = ~F ~Gh � ~G~F h, para todo h 2 C1(
).

Prove que [~F ; ~G] = r~F
~G�r ~G

~F , onde rX
~Fp := (p ; D(F )pX ).



5

2. Variedades e m�etricas

Problema 2.1. Seja M
2
superf��cie mergulhada em R

3
invariante por rota�c~ao no eixo x3 , ou seja, uma

superf��cie de rota�c~ao. Seja g a m�etrica induzida em M do espa�co Euclidiano, i.e., g = i
�

g0 onde g0
�e a m�etrica Euclidiana e i : M ! R

3
�e a inclus~ao. Considere a parametriza�c~ao ' : 
 ! M de�nida

como '(t ; � ) = (r (t ) cos(� ) ; r(t) sin(� ) ; h (t ) ) onde (r (t ) ; 0 ; h (t )) �e uma paramatriza�c~ao da curva
geratriz. Determine '

�

g, i.e., descreva a primeira forma em termos de dt e d�.

Problema 2.2. Sejam X;Y 2 so(n) := TeSO(n) e considere os difeomor�smos Lg : SO(n)! SO(n) e
Rg : SO(n)! SO(n) de�nidos como Lg(x) = gx e Rg(x) = xg. Veri�que:

1. dLgX = gX e dRgX = Xg:

2. Ad(g)Y := d
dt
(g exp(tY )g�1)jt=0 = gY g�1 2 so(n)

3. Usando o fato (n~ao precisa demonstrar) que d
dt
Ad(exp(tX))Y jt=0 = [ ~X; ~Y ](e) onde ~X(g) :=

dLgX e ~Y (g) := dLgY mostre que [ ~X; ~Y ](e) = XY � Y X (comutador de matrizes).

Problema 2.3. Considere so(n) = TeSO(n) com produto interno de�nido como hX;Y ie = Re trXY t

onde X;Y 2 so(n). De�na uma m�etrica em SO(n) como h ~X; ~Y ig := hdLg�1 ~X; dLg�1 ~Y ie. Conclua que
tal m�etrica �e bi-invariante, ou seja Lg e Rg s~ao isometrias para todo g 2 SO(n).

Problema 2.4. Prove que toda variedade M admite uma m�etrica Riemanniana.

Problema 2.5. Considere um difeomor�smo F : (M; g) ! (M; g) de uma variedade Riemanni-
ana (M; g). Prove que se F �g = g (i.e, se ele �e uma isometria) ent~ao F preserva distância, ou seja
d
�
F (x); F (y)

�
= d(x; y) para todo x; y 2M .

Problema 2.6. Considere H2 o modelo hiperb�olico do semi-plano superior, ou seja H
2
:= fx+iy j y > 0g

com m�etrica g = 1

y
2

�
dx

2
+ dy

2�
. Considere o difeomorphismo F : H

2
! H

2
de�nido como F (z ) = az+b

cz+d

onde ad� bc = 1 e a; b; c; d 2 R. Prove que F �e uma isometria.

Dica: Veri�que que Im(F (z)) = Im(z)

jcz+dj2
e utilize o fato de vari�avel complexa que d

dt
(F � � ) =

dF
dz
(�(t))�0(t) para t! � (t ) = x (t )+iy (t ), a�m de concluir que

q
g( d
dt
F � � ; d

dt
F � � ) =

p
g(�0(t ) ; �0(t ) )
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Problema 2.7. Sejam g1 e dr2 m�etricas canônicas de S
n�1

e I = (0;1), respectivamente. De�na em
Sn�1 � I a metrica g(m;r) := r2g1 + dr2.

(a) A m�etrica g �e m�etrica produto?

(b) Mostre (S
n�1

� I ; g ) �e isom�etrico a (R
n
n 0 ; can) e que (S

n�1
� I; g1 � dr

2
) �e isom�etrico ao

cilindro fx 2 Rn+1 jx
2

1
+ : : :+ x

2

n
= 1; ex0 > 0g.

Problema 2.8 (*). Sejam (E; �;B) e ( ~E; ~�;B) �brados vetorias de posto n. Dizemos que eles s~ao

isomorfos se existe uma aplica�c~ao F : E ! ~E tal que � = ~� � F e F : Ep ! ~Ep �e um isomor�smo. Em
particular um �brado (E; �;B) de posto n �e chamado �brado trivial se ele �e isomorfo a B � Rn.

(1) Mostre que SO(n) tem �brado tangente trivial.
(2) Mostre que o �brado tangente da esfera S2 n~ao �e trivial.

Problema 2.9. Seja f(U�;  �)g uma atlas de uma variedade M . Utilize tal atlas para construir um
atlas para o �brado tangente TM := [p2MTpM demonstrando que TM �e uma variedade. Qual seria
uma parametriza�c~ao para uma vizinhan�ca do �brado cotangente TM� = [p2MTpM

�?

Problema 2.10. Considere (M; g) variedade Riemanniana e considere o Lagrangeano L : TM ! R

de�nido como L(vq) =
1
2g(vq; vq). De�na a transformada de Legendre L : TM ! TM� como L(vq)wq :=

d
dt
L(vq + t wq)jt=0: Veri�que que L �e bijetora.
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3. Formas diferenci�aveis

Problema 3.1. a) Sejam � um (0 ; n) tensor aleternado em R
n
.

Veri�que que � = c d x1 ^ d x2 ^ : : : ^d xn�1 ^ d xn , onde c �e uma constante real. Conclua que se !

�e uma n- forma suave em R
n
, ent~ao ! = f d x1 ^ d x2 ^ : : : ^d xn�1 ^ d xn , onde f : R

n
! R �e suave.

b) Seja A 2 Mn(R ). Prove que se ! �e (0 ; n ) tensor alternado em R
n
, ent~ao

! (Av1 ; A v2 ; : : : ; A vn) = det (A )! (v1 ; v2 ; : : : ; vn):

Conclua que se � : 
0 � R
n
! 
1 � R

n
�e uma aplica�c~ao suave e ! �e uma n -forma

f d x1 ^ d x2 ^ : : : d xn�1 ^ d xn ;

ent~ao

�
�

! = f � � det (D� ) d x1 ^ d x2 ^ : : : d xn�1 ^ d xn :

Problema 3.2.

a) Sejam � R! R
n
uma curva parametrizada e F̂ (�) = h~F ; � i. Veri�que que

�� F̂ = h~F (� (t )) ; �
0

(t ) i dt

b) Sejam

 : 
 � R
2

�! R
3

(�1 ; �2) �!
�
 1(�1; �2) ;  2(�1; �2) ;  3(�1; �2)

�
um mergulho e ! = f1 d x2 ^ d x3 � f2 d x1 ^ d x3 + f3 d x1 ^ d x2 , i.e.,

i
~F
d x1 ^ d x2 ^ d x3(V1; V2) = ! (V1 ; V2) = det

2
4 f1 f2 f3
v1 1 v1 2 v1 3
v2 1 v2 2 v2 3

3
5 ;

onde cada f
i
: R

3
! R �e suave. Veri�que que  � ! = h~F �  ; @  

@ �1
� @  

@ �2
i d�1 ^ d�2, onde

~F =
P3

i=1 fi
@
@ x

i
.

Problema 3.3. Prove que

a) d (i
~F
d x1 ^ d x2 ^ d x3) = div ~Fd x1 ^ d x2 ^ d x3 .

b) d F̂ = i
rot~F

d x1 ^ d x2 ^ d x3

Problema 3.4. Sejam

~E (t ; � ) =
3X

i=1

E
i
(t ; � )

@

@ x
i

e ~B (t ; � ) =
3X

i=1

B
i
(t ; � )

@

@ x
i
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e F uma 2-forma em R
4
de�nida como

F ([t ; x1 ; x2 ; x3 ] ; [~t ; ~x1 ; ~x2 ; ~x3 ]) =
�
t1 ; x1 ; x2 ; x3

�
2
664

0 E1 E2 E3

�E1 0 �B3 B2

�E2 B3 0 �B1

E3 �B2 B1 0

3
775

2
664
~t1
~x1
~x2
~x3

3
775 :

a) Descreva F em termos de d t e d xi;

b) veri�que que dF = 0 se e somente se dB
d t

= �r � E e div (B) = 0;

c) seja �� =

�
1 se � = 0;
�1 se � = 1; 2; 3:

e considere o operador linear � 

2
(R

4
)! 


2
(R

4
) de�nido como

� d x
�

^ d x
�

= ���� d x
�

^ d x
�

;

onde (� ; � ; � ; � ) �e uma permuta�c~ao par de (0 ; 1 ; 2 ; 3 ) e d t = d x0 . Veri�que que d � F = 0 se e
somente se dE

d t
= r � B e div (E ) = 0.

Problema 3.5. Sejam (Mm; g) variedade Riemanniana orientada e ! a m-forma volume (i.e, a �unica
m-forma tal que !(e1; : : : ; em)p = 1 para qualquer referencial ortonormal feig de TpM coerente com a

orienta�c~ao de TpM). Mostre que em coordenadas ! =
p
det(gi j) dx1 ^ : : : ^ dxn.

Problema 3.6.

a) Enuncie o teorema de Stokes para formas diferenci�aveis em variedade com bordo.
b) Prove o teorema de Stokes em dimens~ao 2.

Problema 3.7. Seja S superf��cie mergulhada orient�avel em R3 e ~n o vetor unit�ario normal a S dando
sua orienta�c~ao. Seja I : S ! R3 a inclus~ao e considere A o elemento de �area de S ou seja, A �e a 2-forma

de�nida como A := I�(i~ndx1 ^ dx2 ^ dx3). Mostre que: h~F ; ~niA = I�(i~Fdx1 ^ dx2 ^ dx3)

Problema 3.8. Sejam M
3
uma variedade orient�avel com bordo em R

3
e ~F =

P3
i=1 fi

@
@ x

i
.

Prove que Z
M

div (~F ) d x1 ^ d x2 ^ d x3 =

Z
@ M

h~F ; ~n iA;

onde ~n �e unit�ario, ortogonal a @M apontando para fora, e @M tem orienta�c~ao induzida.

Problema 3.9. Seja S � R
3
uma super�cie mergulhada orient�avel com bordo. Ent~aoZ

S

hRot (~F ) ; ~n iA =

Z
@ S

h~F ; ~t i L;

onde ~F =
P3

i=1 fi
@
@ x

i
, o bordo @ S tem orienta�c~ao induzida, A �e o elemento de �area e L �e o elemento

de comprimento de @ S, ou seja a 1-forma volume de @S dual ao vetor ~t que d�a a orienta�c~ao de @S.
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Problema 3.10. Calcule
R
S2
h~F ; ~n iA; onde ~n �e vetor unit�ario apontando para fora da esfera S2 e

~F = (x3 + z3) @
@x

+ (y3 + z3) @
@y

+ cos(x2 + y4) @
@z

Resposta: 8�=5.

Problema 3.11. Calcule
R
C
h~F ; ~t i L; onde C �e a curva que �e a interse�c~ao da esfera de raio 1 com z = 1

2

orientada no sentido anti-hor�ario quando visto de cima e ~F = (�y + cos(x2)) @
@x

+ (x+ sin(y2)) @
@y
.

Resposta: 3�=2.

Problema 3.12. Considere a 1-forma ! 2 
1(R2 � f0; 0g) de�nida como ! := 1
x2+y2

�
� ydx+ xdy

�
:

(a) veri�que que ! �e fechada, ou seja d! = 0,
(b) veri�que que

R
S1
! = 2�,

(c) conclua que ! n~ao �e exata, ou seja n~ao existe � tal que d� = !.

Problema 3.13 (**Lema de Poincar�e ). Dado um aberto U � Rn denotamos Hk(U) o grupo de
cohomologia de de Rham, i.e., o conjunto das k-formas fechadas em U (i.e, d! = 0 onde ! �e k-forma
em U ) quociente pelas formas exatas (i.e., ! = d� onde � �e k � 1 forma).

a) Sejam
s : Rn �! R

n
� R

x �! (x ; 0 )
e

� : R
n
� R �! R

n

(x ; t ) ! x:

Prove que se �� � s� : Hk(Rn+1) ! Hk(Rn+1) �e um isomor�smo ent~ao s� : Hk(R
n+1

) ! Hk(R
n
)

�e um isomor�smo.

b) Toda forma em Rn � R pode ser vista como combina�c~ao de 2 tipos de formas:
(I) ��� f(x ; t )
(II) ��� f(x ; t ) d t,

onde � �e forma em Rn. Seja K : 

k
(Rn � R) ! 


k�1
(R

n
) operador linear de�nido da seguinte

maneira:
(I) K(��� f(x ; t )) = 0

(II) K(��� f(x ; t )) = ���
R t

0
f (x ; s ) d s

Prove que 1 � �� s� = (�1)
k�1

dK � K d.

c) Conclua que

H
k

(R
n

) =

8<
:

0 se k > 0;

R se k = 0:

Problema 3.14. Seja ~F 2 X(R3). Prove que Rot (~F ) = 0 se e somente se ~F �e conservativo.
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4. Conex~ao e Curvatura

Problema 4.1. Sejam (E;M; �) um �brado vetorial com conex~ao r e f�ig um referencial local de�nido
em uma vizinhan�ca coordenada U em M . Para V =

P
k vk�k denote DXV :=

P
X � vk�k.

(a) Mostre que rXV = DXV + A(X)V determinando a matriz de 1-formas A em fun�c~ao dos
simbolos de Christo�el (r @

@xi

�j =
P

k �
k
i j�k);

(b) descreva A e em termos das 1-formas de conex~ao ( r�i =
P

j !i j 
 �j).

Problema 4.2. Sejam (E;M; �) um �brado vetorial com conex~ao r e � : [0; 1]!M uma curva suave.
Considere V0 2 E�(0). Demonstre que existe uma �unica se�c~ao V ao longo de � tal que r

dt
V = 0 (se�c~ao

paralela) e V (0) = V:

Problema 4.3. Seja (M; g) variedade Riemanniana. Demonstre que ela admite uma �unica conex~ao
Riemanniana, i.e, conex~ao em TM compat��vel com a m�etrica e livre de tor�c~ao.

Problema 4.4. Sejam (M; g) e ( ~M; ~g) variedades Riemannianas com conex~oes Riemannianas r e ~r.

Seja F :M ! ~M isometria. Mostre que:

(1) dFprWV = ( ~rdFWdFV )F (p)
(2) F preserva transporte paralelo.

Problema 4.5. Seja (M; g) variedade Riemanniana e r sua conex~ao Riemanniana. Demonstre que as
a�rma�c~oes abaixo s~ao equivalentes:

(1) Para todo p 2M existe uma vizinhan�ca U de p em M e um referencial local f�ig de�nido em U
tal que r�i = 0.

(2) O tensor curvatura R �e nulo, onde R(X;Y )� = r[X;Y ]� �rXrY � +rYrX�.
(3) Para todo p 2 M existe uma vizinhan�ca U de p em M tal que o transporte paralelo em U

independe do caminho.

Problema 4.6. Seja (E;M; �) �brado vetorial com conex~ao r: Sejam f�ig um refencial local de�nido
em uma vizinhan�ca U de M e !i j as 1-formas de conex~ao em rela�c~ao ao referencial f�ig, i.e., r�i =P

j !i j 
 �j . Considere um outro referencial local f~�ig na vizinhan�ca U de M . Sejam bi;j as fun�c~oes tais
~�i =

P
j bi j�j . Demonstre que ~! = (db)b�1 + b!b�1 onde ~! denota a matriz de formas de conex~ao em

rela�c~ao ao referencial f~�ig:

Problema 4.7. Seja (E;M; �) �brado vetorial com conex~ao r: Sejam f�ig um refencial local de�nido
em uma vizinhan�ca U deM , !i j as 1-formas de conex~ao em rela�c~ao ao referencial f�ig e 
i j as 2-formas
de curvatura em rela�c~ao ao referencial f�ig, i.e, R(�; �)�i =

P
j 
i j
 �j . Demonstre que �
 = d!�!^!
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Problema 4.8. Sejam (M; g) variedade Riemanniana e r sua conex~ao Riemanniana. Sejam feig um
referencial ortonormal de�nido em uma vizinhan�ca U , �i as suas 1-formas duais, i.e, �i(ej) = �ij , e !ij
as 1-formas de conex~ao em rela�c~ao ao referencial feig. Demonstre que:

(a) !ij + !ji = 0
(b) d�i =

P
j !ij ^ �j :

Problema 4.9. Considere SO(n) com uma m�etrica bi-invariante (vide Problema 2.3) h�; �i e ~X; ~Y ; ~Z
campos invariantes a esquerda (recorde Problema 2.2). Mostre que:

(a) h[ ~X; ~Y ]; ~Zi = �h~Y ; [ ~X; ~Z]i

(b) r ~X
~Y = 1

2 [
~X; ~Y ]

(c) R( ~X; ~Y )~Z = 1
4 [[
~X; ~Y ]; ~Z]

(d) hR( ~X; ~Y ) ~X; ~Y i = 1
4h[

~X; ~Y ]; [ ~X; ~Y ]i: Em particular conclua que a curvatura sectional K �e sempre
maior ou igual a 0:

Problema 4.10. Seja M aberto de R2. Suponha que �1 = A(x; y)dx e �2 = B(x; y)dy, onde �i foi
de�nida em Problema 4.8. Veri�que

(a) !1 2 =
�Ay
B

dx+ Bx
A
dy onde Ay :=

@A
@y

e Bx :=
@B
@x

(b) K = �1
AB

��Ay
B

�
y
+
�
Bx
A

�
x

�

(c) Conclua que K = �1 quando M �e o semi-plano hiperb�olico H2, vide de�ni�c~ao no Problema 2.6.


