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1. VARIEDADES E CALCULO NO R”

Problema 1.1.

a) Sejam F : Q C R" — R" de classe C" e p € Q. Prove que existe § > 0 tal que para todo q € B;(p)
temos que Rank DF' (¢) > Rank DF (p).

b) Seja G : R™™ = R" uma aplicacao suave. Prove que:
')

G é uma submersao se e somente se {Vg,, Vg,, ..., Vg, ,, Vg, } sao linearmente independentes.

Onde G (p) = (9,(p), 9:(P); -+, g,_,(P), 9,(p) ), para cada p € R

m+ls:

Problema 1.2. Prove os teoremas de Imersao, de Submersao, da Funcao Implicita e do Posto.

Problema 1.3. Parametrize as superficies abaixo:
a) S={(z,y,2) eER¥}2®+y?>+22=4,2> 1,2 >0,y >0}

(
b) S={(z,y,2) € R3|z = /322 +y2), 22 +y* + 22 < 1}
c) S={(z,y,2 )ER3|x+2y+3z:10,x2+y2§1}
d) S={(z,y, )€R3|m +y =9,0<2<20+ 2z —y}
e) §={(z,9,2) € R} + & —1}
f) S={(z,y,% )€R3|y + 22— 22 =1}
) §={(z,y,2)

ER3|(Vr2+y2 -2 +22=1}

LY, 2

Problema 1.4. Seja G : R™™" — R uma submersdo suave, e G (p) = (9.)y9,)s -y 9., (P)s 9. (D)),
para cada p € R™". Sejam ¢ um valor regular de G, M := G’ (c) e ¢ € M. Dado que
T,M :={v eR™ . (Vg,(¢),v)=0, paracada 1 =1,2, ..., k—1,k}
prove que
a) se a:(—e, €) = M, com e > 0, e a é diferencidvel, entao & (0) € T M.

a(0)

b) Dado v € T, M, existe uma curva diferencialvel 5 : (=3¢, §) — M tal que B(0) =q e B(0) =

m-+k

Problema 1.5. Seja G : R — R" uma submersdo suave e M = Gil(c). Dado p € M prove que M
é localmente descrito como grafico em relagao ao espaco tangente T, M.



Problema 1.6. Seja f : M, (R) — S, (R) a aplicacio definida por f(A) = AA", onde M, (R) sdo as
matrizes quadradas n x n com entradas reais, S, (R) sdo as matrizes simétricas com entradas reais, e
A" denota a matriz transposta de A.

Prove que:

a) S,(R) é um espago vetorial real;

b) f é de clase C™;

¢) O (R):={AeM,(R): AA" = I} é uma subvariedade mergulhada de M, (R).

Pode dizer alguma coisa sobre a dimensio de O, (R)? E O, (R) uma variedade compacta? E SO, (R) :=
{Ae M (R): AA" =Tedet(A) =1 } uma variedade? E compacta? E Gl (R) := {A € M, (R) :
det (A) # 0 } uma variedade? E Sl (R) := {A € M, (R) : det (A) =1 } uma variedade? Sio SI, (R)
e GI,(R) compactas?

Problema 1.7. Determine 7,0, (R), 7,0, (R), onde A é qualquer matrizem O, (R) e I é o a matriz
identidade de M, (R ). O que vocé pode dizer sobre T,SO, (R )? E sobre T,,SO, (R ), para B € SO, (R)?

m+k m+k

Problema 1.8. Seja f : R — R" uma submersdo suave,

com G(p) = (9.(»), 9.(p), .-+, 9._,(), 9.(p) ), para cada p € R™". Sejam ¢ um valor regular de

— R uma func¢ao suave. Seja G : R

G, e definamos M := Gil(c). Prove que se f|,, tem um maximo ou minimo local em g € M entao
k
Vflg) = Ei:l AiVgi(q).

Problema 1.9. Seja G : R — R" uma submersao C™, com G (p) = (9.()y9,®)s -, 9,_,(P), 9. (P) )
para cada p € R™". Sejam ¢ um valor regular de G, e definamos M := Gil(c). Seja a € R™* \M, e

definamos h,, : R™*
é ortogonal a M.

— R como h, (z) = ||z — a||". Prove que se ¢ é ponto minimo para h, entdo a — p

Problema 1.10. Sejam S = {(z,y,z2) € Rﬂ% +y¥+22=1)e f(z,y,2) = (z —1)2 +y> + 22 .

a) Determine a equacdo do plano tangente a superficie S no ponto (3, %, %)
b) Determine o valor mdximo e o valor minimo da fungdo f restrita a superficie S e os pontos onde

f assume tais valores.

Problema 1.11. Determine o volume da maior caixa retangular com arestas paralelas aos eixos e que
pode ser inscrita no elipséide 922 + 36y? + 422 = 36.

Problema 1.12. Sejam H e K dois subgrupos fechados de @, (R ), e suponha que eles sdo variedades.
Seja ¢ : K — H um homomorfismo de grupos que é de classe C” . Prove que d¢ tem posto constante.



Problema 1.13. Definamos so,, := 7,0, (R). Fixe A € so0,,, e seja a curva

R — M, (R)
t —  exp(tA)

o,

Prove que «, é uma curva suave e que «,(¢) estd em SO_(R), para todo ¢ € R.

0 =& &
Problema 1.14. Seja £ = (¢,, £,, &,) € R®, e defina A, como a matriz ( € 0 §1> .
=& & 0
Prove que: s
a) A.(v) =¢§ x v, para todo v € R’.
b) Dada a curva
R — M (R)
t — exp(t4,),

a,:

fixando ¢t € R, «a(¢t) é uma rotagao que fixa ¢ e tem velocidade angular ||¢||.

Problema 1.15. Seja A € M, (R). Prove que:
a) Existem matrices B,C € M, (R ) tais que B é simétrica, C é antisimétrica e A = B + C;
b) Div A (z) = Div B (2 );
¢) Rot A (z) = Rot C (z);
) 0 & &

d) dado ¢ = (&, &,, &) € R*, e definindo A, como seguinte matriz < ég g 8‘1), prove que se
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F(z) = /Tg (x ), entao Rot F' = 2¢. Conclua que ||Rot F' || = 2 vezes a velocidade angular.

Problema 1.16. Seja F (z,, z,) = f,(z,,2,) & + f,(z,,2,)&, onde f,,f, : R® = R sio suaves.
Suponha que para €, > 0 temos que F (€,,0) = aé, onde a # 0. Seja ¢ o fluxo de F. Verifique que

existe uma vizinhanca €y de (0, 0) tal que a aplicacdo ¢ : 2y — €, definida por ¢ (¢, z2) = ¢, (€, , z,)
é um difeomorfismo. A aplicacao ¢ costuma ser chamada retificagdo do fluxo.

Problema 1.17. Considere o campo linear F em ]Rz, definido como

ﬁ(ac) =\z,€ + M\zT,6,,

o= (53) (2)

a) Esboce o fluxo para A\, > A\, > 0.
b) Seja ¢ a retificacao do fluxo, vide Problema 1.16. Definindo A (¢, s) = det(D¢ (¢, s)) como o
elemento de area, verifique que

ie.,

D A 0)] ] .

Div F(e, 0) = oy



Problema 1.18. Seja o : I — R? a trajetoria de uma particula sobe a acido de uma forca conservativa
com energia poténcial U, i.e, ma (t) = —VU(«a(t)). Seja E(q, v) a energia total, i.e., E(q,v) = sm(v, v)+
U(q). Verifique que E(a, ') é constante, i.e., a energia total é constante ao longo de a.

Problema 1.19. Seja F € X(Q) onde © ¢ aberto conexo em R™. Prove que as afirmacoes abaixo sio
equivalentes:

1. Fé conservativo,
2. o trabalho de F' independe do caminho,
3. o trabalho ao longo de um caminho fechado é zero.

Problema 1.20. Dado aberto 2 em R™, considere campos F,G € X(Q) definidos como F = > fia%i
e G = > gja%j. Seja [F',G] o campo definido como [F,G]h = FGh — GF h, para todo h € C™(Q).
Prove que [F,G] = Vﬁé— Véﬁ, onde VxF, := (p, D(F),X).



2. VARIEDADES E METRICAS

Problema 2.1. Seja M ’ superficie mergulhada em R’ invariante por rotacao no eixo z,, ou seja, uma
superficie de rotacio. Seja ¢ a métrica induzida em M do espaco Euclidiano, i.e., g = i g, onde g,
é a métrica Euclidiana e i : M — R’ é a inclusdo. Considere a parametrizacdo ¢ : 0 — M definida
como (t, 0) = (r(t)cos(d); r(t)sin(@); h(t)) onde (r(t); 0; A (t)) é uma paramatrizacao da curva
geratriz. Determine ¢ g, i.e., descreva a primeira forma em termos de dt e df.

Problema 2.2. Sejam X,Y € so(n) := T.SO(n) e considere os difeomorfismos Ly : SO(n) — SO(n) e
R, : SO(n) — SO(n) definidos como Ly(z) = gz e Ry(x) = xg. Verifique:
1. dL,X = gX e dR,X = Xg.
2. Ad(9)Y = L(gexp(tY)g1)|s=0 = gY 97" € s0(n)
3. Usando o fato (ndo precisa demonstrar) que £Ad(exp(tX))Y|i=o = [X,Y](e) onde X(g) :=
dLsX e Y(g) := dL,Y mostre que [X,Y](e) = XY — Y X (comutador de matrizes).

Problema 2.3. Considere so(n) = 7..50(n) com produto interno definido como (X,Y). = Re trXYy?
onde X,Y € so(n). Defina uma métrica em SO(n) como (X,Y), := (dL,1X,dL,1Y).. Conclua que
tal métrica é bi-invariante, ou seja L, e R, sdo isometrias para todo g € SO(n).

Problema 2.4. Prove que toda variedade M admite uma métrica Riemanniana.

Problema 2.5. Considere um difeomorfismo F' : (M,g) — (M,g) de uma variedade Riemanni-
ana (M, g). Prove que se F*g = g (i.e, se ele é uma isometria) entdo F preserva distancia, ou seja
d(F(m),F(y)) = d(z,y) para todo =,y € M.

Problema 2.6. Considere H? 0 modelo hiperbélico do semi-plano superior, ou seja H := {z+iy|y > 0}
com métrica g = y%(dav2 + dyz). Considere o difeomorphismo F : H’ — H definido como F (z) = et

cz+d
onde ad —bc=1 e a,b,c,d € R. Prove que F' é uma isometria.

Im(z) . ., a4 B
ot e utilize o fato de varidvel complexa que ; (Foa) =

Dica: Verifique que Im(F(z)) =

‘é—g(a(t))a’(t) parat — a(t) = z (¢ )+iy (¢ ), afim de concluir que \/g(%F o, %F oa)=+/g(d(t), o(t))



Problema 2.7. Sejam g; e dr? métricas canonicas de S el = (0, 00), respectivamente. Defina em
S"~1 x I a metrica my) = r2g1 + dr?.
(a) A métrica g é métrica produto?
(b) Mostre (S""' x I, g) é isométrico a (R" \ 0, can) e que (S""' x I, g, X dr’) é isométrico ao
cilindro {z € R"' |z +... 42 =1l,exz, > 0}.

Problema 2.8 (*). Sejam (E,m,B) e (E,«,B) fibrados vetorias de posto n. Dizemos que eles sao
isomorfos se existe uma aplicacio F : E — E talque r = 7o F e F : E, — Ep ¢ um isomorfismo. Em
particular um fibrado (E,m, B) de posto n é chamado fibrado trivial se ele é isomorfo a B x R".

(1) Mostre que SO(n) tem fibrado tangente trivial.

(2) Mostre que o fibrado tangente da esfera S? nio é trivial.

Problema 2.9. Seja {(Ua, %)} uma atlas de uma variedade M. Utilize tal atlas para construir um
atlas para o fibrado tangente TM := UpcpTp,M demonstrando que T'M é uma variedade. Qual seria
uma parametrizacao para uma vizinhanca do fibrado cotangente TM™* = U, T, M*?

Problema 2.10. Considere (M, g) variedade Riemanniana e considere o Lagrangeano L : TM — R
definido como L(vq) = $g(vq, v4). Defina a transformada de Legendre £ : TM — TM* como L(vg)wg :=

%L(vq + twy)|¢=o. Verifique que L é bijetora.



3. FORMAS DIFERENCIAVEIS

Problema 3.1. a) Sejam 7 um (0, n) tensor aleternado em R".
Verifique que n = cdz, ANdz, AN... ANdz, | N dz,, onde c é uma constante real. Conclua que se w
é uma n- forma suave em R", entdow = fdx, Adxy, A...Ndx, | Adz,,onde f: R" — R é suave.

b) Seja A € M, (R). Prove que se w é (0, n) tensor alternado em R", entdo
w(Av,, Av,, ..., Av,)) = det(A)w(v,,v,, ..., v,).
Conclua que se ¢: 2, C R" — Q, C R" é uma aplicagdo suave e w é uma n-forma

fdz, Ndz, N ...dz, _, Ndzx,,

n—1
entao

¢pw=fodddet(Dp)dz, Ndz, A ...dz,_, Ndz,.

n—1 n

Problema 3.2.

a) Sejam o R — R" uma curva parametrizada e F'(-) = (F, -). Verifique que

o F = (F(a(t)), o (t))dt

!

b) Sejam
Yp:QCR — R’
(Hl ) /1’2) — (1/)1 (/1'1711'2)7 1/)2 (:U'17H2)7 ¢3(H13N2)>

um mergulho e w = f,dx, Ndx, — f,dz, Ndz, + f,dz, N dz,,ie.,

fl f2 f3
’iﬁd.fl A d$2 A d«Tg(VI,V2) = W(Vla VQ) = det Uiy Uie Uiz
v v v

21 22 23

onde cada f, : R® — R ¢ suave. Verifique que ¥*w = (F_" o 1, % X %)dul A duo, onde
1 2

. 5

F - Ziil fz axi'

Problema 3.3. Prove que
a) d(izdz, Ndz, \Ndz,) = divFdz, N dz, A dz,.

b)dF =i _dz, Adz, A dz,

Problema 3.4. Sejam



e F uma 2-forma em R’ definida como

0 E E, E ]It
coL L - —-F 0 —-B, B z
F([t,$1,$2,$3],[t,$1,$2,$3]): [t17 Ly, Ly, *Ts] —E: B3 03 _él :i‘:
E, -B, B, 0 ||a
a) Descreva F' em termos de dt e dxz;;
b) verifique que d ' = 0 se e somente se @ = -V x Eediv(B) = 0;
. _J 1 se w =0
c) seja 6#‘{—1 se n=1,23.

e considere o operador linear * (R4) — QQ(R4) definido como
sdz” Nds = e#eydmp Adz,
onde (u, v, p, o) é uma permutagao par de (0,1, 2,3) edt = dx,. Verifique que d * F' = 0 se e

somente se % =V x Bediv(E) = 0.

Problema 3.5. Sejam (M™,g) variedade Riemanniana orientada e w a m-forma volume (i.e, a tinica
m-forma tal que w(ey,...,en), = 1 para qualquer referencial ortonormal {e;} de T,M coerente com a

orientagao de T, M). Mostre que em coordenadas w = y/det(g; ;) dz1 A ... A dz,.

Problema 3.6.
a) Enuncie o teorema de Stokes para formas diferencidveis em variedade com bordo.
b) Prove o teorema de Stokes em dimensao 2.

Problema 3.7. Seja S superficie mergulhada orientdvel em R? e 77 o vetor unitdrio normal a S dando
sua orientacdo. Seja I : S — R? a inclusio e considere A o elemento de drea de S ou seja, A é a 2-forma
definida como A := I"*(izdz1 A dx2 A dx3). Mostre que: (F, 1) A = I'"(igdz1 A doy A dz3)

Problema 3.8. Sejam M ® uma variedade orientdvel com bordo em R’ e F = Z?Zl f; %.

Prove que
/div(ﬁ)dwl/\d%/\dxs :/ (F, @) A,
M oM

onde 71 é unitario, ortogonal a M apontando para fora, e M tem orientacido induzida.

Problema 3.9. Seja S C R’ uma superficie mergulhada orientavel com bordo. Entao

/<Rot(ﬁ),ﬁ>A: (P D)L,

onde F' = 23:1 f; %, o bordo 0 S tem orientacdo induzida, A é o elemento de drea e £ é o elemento
K3

de comprimento de 8 S, ou seja a 1-forma volume de 85 dual ao vetor ¢ que d4 a orientacio de 95S.



Problema 3.10. Calcule fgg(ﬁ , 1) A, onde 7i é vetor unitdrio apontando para fora da esfera S? e
F= (23 + 2) 2 + (v + 23)8% + cos(z? + y*) £
Resposta: 8w /5.

Problema 3.11. Calcule fc(ﬁ, t) L, onde C é a curva que é a intersecao da esfera de raio 1 com z = %

orientada no sentido anti-hordrio quando visto de cima e F' = (—y + cos(a:Q))% + (z + sin(y2))8%.

Resposta: 3w /2.

Problema 3.12. Considere a 1-forma w € Q'(R? — {0,0}) definida como w :=
(a) verifique que w é fechada, ou seja dw = 0,
(b) verifique que [¢ w = 2m,
(¢) conclua que w nao é exata, ou seja nao existe 7 tal que dn = w.

ﬁ(—ydw-l—mdy).

Problema 3.13 (**Lema de Poincaré ). Dado um aberto U C R™ denotamos H*(U) o grupo de
cohomologia de de Rham, i.e., o conjunto das k-formas fechadas em U (i.e, dw = 0 onde w é k-forma
em U ) quociente pelas formas exatas (i.e., w = dn onde n é k — 1 forma).

a) Sejam
s:R* — R xR
r — (z,0)
TR xR — R
(z,t) — =
Prove que se 7 o s* : H¥(R"™') — HF(R"*!) ¢ um isomorfismo entdo s* : H¥(R"") — H*¥(R")
¢ um isomorfismo.

b) Toda forma em R" x R pode ser vista como combinagao de 2 tipos de formas:
M) ™o f(z,t)
(ID) 7*¢ f(z, t)dt,
onde ¢ é forma em R"™. Seja K : Q" (R* x R) — Q"' (R") operador linear definido da seguinte
maneira:

O K@ofz. 1) =0
() K(x*¢ fla, 1) = 79 [\ f(z, 5)ds
Prove que 1 — 7*s* = (=1)"dK — Kd.

¢) Conclua que
0 se k>0

R se k =0.

Problema 3.14. Seja F € X(IR%). Prove que Rot (F') = 0 se e somente se F é conservativo.
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4. CONEXAO E CURVATURA

Problema 4.1. Sejam (E, M, ) um fibrado vetorial com conexao V e {;} um referencial local definido
em uma vizinhanca coordenada U em M. Para V =), v denote DxV := 3" X - v&y.

(a) Mostre que VxV = DxV 4+ A(X)V determinando a matriz de 1-formas A em funcao dos
simbolos de Christoffel (Vaigj => Ffjgk);

(b) descreva A e em termos das 1-formas de conexao ( V& =3, wij ® &;).

Problema 4.2. Sejam (E, M, ) um fibrado vetorial com conexao V e « : [0,1] — M uma curva suave.
Considere Vj € E,(g). Demonstre que existe uma tnica se¢do V' ao longo de « tal que %V = 0 (secdo

paralela) e V(0) = V.

Problema 4.3. Seja (M, g) variedade Riemanniana. Demonstre que ela admite uma tdnica conexao
Riemanniana, i.e, conexao em T'M compativel com a métrica e livre de torcao.

Problema 4.4. Sejam (M, g) e (M ,g) variedades Riemannianas com conexoes Riemannianas V e V.
Seja F': M — M isometria. Mostre que:

(1) dF,ViwV = (VapwdFV) gy

(2) F preserva transporte paralelo.

Problema 4.5. Seja (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexdo Riemanniana. Demonstre que as
afirmacoes abaixo sao equivalentes:
(1) Para todo p € M existe uma vizinhanca U de p em M e um referencial local {;} definido em U
tal que V& = 0.
(2) O tensor curvatura R é nulo, onde R(X,Y){ = Vixy){ — VxVy&+ Vy V.
(3) Para todo p € M existe uma vizinhanca U de p em M tal que o transporte paralelo em U
independe do caminho.

Problema 4.6. Seja (E, M, ) fibrado vetorial com conexao V. Sejam {{;} um refencial local definido
em uma vizinhanca U de M e w;; as 1-formas de conexao em relagao ao referencial {¢;}, i.e., V& =
> Wi ® €;. Considere um outro referencial local {¢;} na vizinhanca U de M. Sejam b; ; as fun¢oes tais
= ;bi;€j. Demonstre que w = (db)b~! + bwb~! onde @ denota a matriz de formas de conexio em

relacio ao referencial {£;}.

Problema 4.7. Seja (E, M, ) fibrado vetorial com conexdo V. Sejam {&;} um refencial local definido
em uma vizinhanca U de M, w; ; as 1-formas de conexdo em relacdo ao referencial {¢;} e ; ; as 2-formas
de curvatura em relagao ao referencial {¢;}, i.e, R(-,-)& = Zj Q;; ®&;. Demonstre que —Q = dw —wAw
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Problema 4.8. Sejam (M, g) variedade Riemanniana e V sua conexao Riemanniana. Sejam {e;} um
referencial ortonormal definido em uma vizinhanca U, 6; as suas 1-formas duais, i.e, 0;(e;) = d;j, e w;;
as 1-formas de conexdo em relacao ao referencial {e;}. Demonstre que:

(a) wij + wj; = 0

(b) do; = Ej wij A 0;.

—

Problema 4.9. Considere SO(n) com uma métrica bi-invariante (vide Problema 2.3) (-,-) ¢ X,Y,Z
campos invariantes a esquerda (recorde Problema 2.2). Mostre que:

(a) ([Xr'v_‘y]a Z) f :<?7 [Xv Z])

(b) VgV = J[X,Y

(¢) R(X,Y)Z = {[[X.Y], Z]

(d) (R(X" , }7))2 , ?) = i( X, 17'], [)2 ) 17']) Em particular conclua que a curvatura sectional K é sempre

Problema 4.10. Seja M aberto de R2. Suponha que 6, = A(z,y)dr e 03 = B(z,y)dy, onde 6; foi
definida em Problema 4.8. Verifique

Ay B _ A ._ 0B
5+ dr + =¢dy onde Ay := 9y © By := 5>

(a) wig =
) K =55((30), + (%),)

(c) Conclua que K = —1 quando M é o semi-plano hiperbélico H2, vide defini¢io no Problema 2.6.



