Analise Combinatoria, Probabilidade e Aplicacoes
Prova 1 (Gabarito)

28 de Janeiro do 2019

Existem 12 pontos distribuidos entre as questoes, vocé pode escolher quais exercicios

responder, desde que somem pelo menos 10 pontos.

1. (2 pontos) Conjeture uma férmula para
Sh ::in:1+x+x2+...+$”’
i=0

em que r é um numero real nao-negativo e diferente de 1, e use o principio de
indugao para estabelecer a conjectura. (Dica: considere xS, e faga S, — xS,,.)

Sol:
Temos que x5, = 321" 2%, logo
n+1 n
xS, — S, =(x—1)S, = Zx’ — Zx’
i=1 =0
=" -1
Portanto,
n+l _ 1
S, ==
r—1

. Vamos provar usando indugao que a ultima expressao se cumpre para todo n.

e Passo 1. Para n = 1, temos que

r—1 r—1



e Passo 3. Verifiquemos que se cumpre para k + 1.

k+1 k
szzzxz_'_xk-l-l
i=0 i=0
:L’kJrl — 1 ok+1
= —|— X
z—1
B xkz—i—l — 1+ ZL’k+l(ZE o 1)
n r—1
xk+2 -1
oz —1
] xn-}—l -1
Portanto, pelo PIM temos que para todo inteiro n, S, = Y "' jz' = ]
x R

2. Ha quantas solucoes possiveis para a equagao

I1+$2+I3+$4+l‘5:21,

se x; com ¢ = 1,2,3,4,5, ¢ um numero inteiro nao negativo, tal que

(a)
(b)
Sol:

(a)

(0.7 pontos) x; > 37
(1.3 pontos) 1 < zy < 107

Fazendo a mudanza de variaveis y; = 1 —3 e y; = x; parai = 2, 3,4, 5, teremos
que y; > 0,Vi = 1,2,3,4,5. Portanto temos a equagao (equivalente)

yity2+ys+yst+ys =18, y; > 0.

Portanto o ntimero de solugdes ¢ Cigzs ;| = Ciy = 7315.

Fazendo a mudanca de variaveis y; = 1 — 1 e y; = x; para ¢ = 2,3,4,5,
teremos que 0 < y; <9 e y; > 0 para i = 2,3,4,5. Portanto temos a equagao
(equivalente)

Y1+ Y2 + Y3+ ya+ys = 20.

Seja A o conjunto de solugoes em inteiros nao negativos da equagao anterior,
e seja Ay o conjunto de solugoes tais que y; > 10. Logo, o numero de solugoes
procurada é |A§| = |A| — |A;|. Mas

Al = 05)011571 = 034 = 10626

|Ay| = Cfo_j5—1 = Ci; = 1001.

Portanto, |A§| = 10626 — 1001 = 9625.

3. (2 pontos) Escolha somente um dos item e solucione.

(a) Prove por indug@o que se n pessoas estdo em uma fila, onde n é um inteiro

positivo, e se a primeira pessoa na fila é uma mulher e a ultima pessoa é um
homem, entao em algum lugar na fila hd uma mulher diretamente na frente de
um homem.



(b) Se |A| =m e |B| = n, entdo, o nimero de fungoes f : A — B é n™. (Dica: use
inducao sobre m e considere A’ = A\{a}, onde a € A quasquer).

Sol:

(a) Provaremos por indugao.

e Passo 1. Se n = 2, a primeira pessoa ¢ uma mulher e a ultima um homem.

e Passo 2. Suponha que para n = k, com k > 2, na fila existe uma mulher
na frente de um homem.

e Passo 3. Vamos mostrar agora que quando n = k + 1, na fila existe uma
mulher na frente de um homem. De k para k + 1 existe uma nova pessoa.
Portanto temos trés cassos.

i. A nova pessoa esta na frente da mulher que esta na frente do homem.
ii. A nova pessoa esta atras do homem que esta atras da mulher.

iii. A nova pessoa esta no medio da mulher e o homem que estao proximos
um do outro. Se a nova pessoa é mulher, ela esta na frente do hommem.
se a nova pessoa ¢ um hommem ele esta atras da mulher. Em ambos
cassos ele esta atras de uma mulher.

(b) Provaremos por indugao.
e Passo 1. Para m = 0, temos que |A| = (), e a tinica fungao é a fungao
vazio. Neste caso, n = 1, e pasa de verificacao se cumpre.
e Passo 2. Suponha que se sumpre para m.

e Passo 3. Verifiquemos que se cumpre para |A| = m + 1. Escolha um ele-
mento a € A e seja A’ = A\{a}, um conjunto com m elementos. Qualquer
fungdo f : A — B asigna um elemento f(a) € B para a e f|s4 é uma
funcao de A’ em B. Pela hipétese de inducao, existem n™ funcoes de A’
em B. Existem n maneiras de asignar f(a) € B para a, entao, existem
n - n" fungoes de A em B.

4. (2 pontos) Quantos nimeros inteiros entre 1 e 3600, inclusive, sdo divisiveis por 3,
5ou 77

Sejam

A=1{1,2,3.4,...,3600}

As = {x € A: z e divisivel por 3},
As = {x € A: z e divisivel por 5},
A; = {x € A: z e divisivel por 7}.



Portanto a quantidade procurada é |A3 U A5 U A7|, mas

451 = | 22| = 1200
= [0 _ o

= |20 14
| Ay N As| = % — 240
A5 N Ar| = ?;f_og =171
A5 N As| = % 102

|As N As N Aq| = _3?65097J = 34.

Portanto, usando o principio de inclusao-exclusao,

|As U A5 U A7| = 1200 + 720 4+ 514 — 240 — 171 — 102 + 34 = 1955.

5. Responda:

(a)

(0.5 pontos) Quantas sdo as maneiras de 6 carros serem estacionados em 6
vagas?

Sol: 6!.

(0.5 pontos) Quantos anagramas' de 2 letras diferentes podemos formar com
um alfabeto de 23 letras?

Sol: A3, = 23! = 2322 = 506.

21!

(0.5 pontos) Um amigo moustro-me 5 livros diferentes de matemaéticas, 7 livros
diferntes de fisica e 10 livros diferentes de quimica e pediu-me para escolher 2
livros com a condigao de que eles nao fossem da mesma matéria. De quantas
maneiras eu posso escolhé-los?

Sol: (5)(7) + (5)(10) + (7)(10) = 35 + 50 + 70 = 155

(0.5 pontos) Quantas maneiras de distribuir maos de 5 cartas para cada um
dos quatro jogadores, a partir de um baralho de 52 cartas?

521 47! 42! 37! 52!

. 5 5 __ _
Sol: €55 Clar5Caa 5 Cr = 5147151421 51371 5132~ 515151321

6. Suponha que tenham entrado em cartaz 3 filmes e 2 pecas de teatro

! Anagrama: transposicao de letras de palavra ou frase para formar outra palavra ou frase diferente.



(a) (1 ponto)e que Carlos tenha dinheiro para assistir apenas a 1 evento. Quantos
sao os possiveis programas que pode fazer Carlos?

Sol: 34+2=5

(b) (1 ponto) e que carlos tenha dinheiro para assistir um filme e uma pega de
teatro. Quantos sao os possiveis programas que pode fazer Carlos?

Sol: 3-2=6.



